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Apresenta-se uma metodologia sistemética visando estudar e computar
leis de controle para determinadas classes de sistemas nao lineares em
tempo discreto. Para modelar o sistema nao linear utiliza-se do método
fuzzy Takagi-Sugeno, descrevendo a planta como a combinacao de um
certo niumero de modelos lineares locais. Uma nova técnica de cons-
trugao exata é proposta, empregando nao linearidades contidas em um
setor tipo cone limitado, e posteriormente tratando como um problema
de estabilidade absoluta.

De forma geral, para a planta modelada via fuzzy Takagi-Sugeno
sao desenvolvidos controladores dinamicos de ordem completa por rea-
limentagao de saidas, com dependéncia parcial ou total de parametros.
Uma extensao considerando os efeitos da saturacao nas entradas de
controle também ¢é tratada.

Para os problemas de controle considerados ao longo deste tra-
balho, sao propostos problemas de otimizagao convexa com restrigoes
descritas em termos de desigualdades matriciais lineares. O objetivo é
determinar a maximizagao da regiao de estabilidade ou o melhoramento
de desempenho com a garantia de estabilidade, dentro da regiao de val-
idade do modelo fuzzy TS. Exemplos numéricos foram desenvolvidos
para ilustrar as potencialidades dos algoritmos propostos.
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This work presents a systematic methodology for studying and comput-
ing control laws for some classes of nonlinear discrete time systems. To
model the nonlinear system, the fuzzy Takagi-Sugeno method is used,
describing the plant as the combination of a number of local linear
models. An alternative modeling technique, employing sector bounded
nonlinearities, is proposed, leading to less complex controller computa-
tion and implementation.

Thus, full-order dynamic output feedback controllers are devel-
oped. An extension considering the effects of saturation in the control
inputs is also addressed.

For the control problems considered in this work, convex opti-
mization problems are proposed, with constraints described in terms of
linear matrix inequalities. The objective is to determine the maximiza-
tion of an stability region or improving performance with a guarantee
of stability, inside the domain of validity for the TS model. Numeri-
cal examples are developed to illustrate the potential of the proposed
algorithms.
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, o crescente uso da tecnologia trouxe co-
modidade, seguranga, informacao, entretenimento e comunicacao aos
seres humanos. Para que haja continuidade a este desenvolvimento,
procura-se a melhoria das tecnologias ja desenvolvidas, com a busca
por melhores rendimentos e confiabilidade dos sistemas. Para atingir
este objetivo, faz-se necessério o aperfeicoamento e desenvolvimento de
técnicas de controle que levem em consideragao as principais particular-
idades da planta fisica envolvida, de forma que a dinamica do sistema
evolua da forma desejada. Neste escopo, o estudo de modelos que rep-
resentem adequadamente o comportamento do sistema sob investigacao
e o controle nao linear sao de grande importancia.

O controle nao linear pode ser definido como o conjunto de pro-
cedimentos destinados a fazer com que as varidveis de saida de um
sistema ndo linear aproximem-se de uma determinada referéncia e se
estabilizem numa vizinhanca do seu valor [34]. Diversas técnicas tém
sido dedicadas ao controle de tais sistemas (veja, por exemplo, [23]),
nao havendo, porém, uma técnica universal que possibilite o controle
dos mais variados sistemas nao lineares. Desta forma, técnicas diferen-
ciadas foram desenvolvidas para determinadas classes particulares de
sistemas, como por exemplo, linearizacao, realimentagao linearizante,
controle por modos deslizantes, backstepping, controle baseado em pas-
sividade, entre outras [33], existindo a necessidade de conhecimento
da metodologia de projeto de controle para cada técnica em especial,
dificultando e limitando o trabalho do projetista e/ou engenheiro de
controle. Neste contexto, atualmente tem-se um crescente interesse em
pesquisas de teoria e aplicagoes de controle com légica fuzzy, e em es-
pecial, modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS) para sistemas nao lineares.

Os modelos fuzzy TS consistem basicamente da descri¢ao de um
sistema nao linear como a combinagao de certo niimero de modelos li-
neares (ou afins) locais invariantes no tempo [37], também chamados
de regras, que descrevem o comportamento deste sistema em diferentes
pontos do seu espago de estados. Tal combinagao de regras é contro-
lada por fungoes peso-normalizadas, denominadas de fungoes de per-
tinéncia. Este conceito é mais amplo do que a linearizacao da planta
em um unico ponto de interesse, pois possibilita a descricao em regioes
mais distantes, formando uma regiao de operacao para o sistema. E
importante destacar que o modelo fuzzy pode descrever o sistema ori-
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ginal de forma aproximada ou exata, dependendo do niimero de regras
e metodologia de construcao do modelo. Tal representacao possibilita
estender de forma natural e elegante alguns resultados e ferramentas
utilizadas na teoria de controle para sistemas lineares. A figura 1 re-
presenta a descricao fuzzy de uma certa classe de sistemas nao lineares.

Planta N&o Linear Modelo Fuzzy TS
u y u y
— x=f(x)+g(x)u x=A(h)x+B(h)u
y=Cx y=Cx

=

Figura 1: Modelo fuzzy TS para sistemas nao lineares.

Uma ferramenta matemética denominada LMI (Linear Matriz
Inequality, no portugués, Desigualdade Linear Matricial) tem sido am-
plamente difundida em sistemas de controle [2]. Problemas como
andlise de estabilidade e projeto de controladores podem ser reduzi-
dos a problemas descritos por LMIs e numericamente solucionados de
forma eficiente e em tempo polinomial, por meio de algumas ferra-
mentas poderosas disponiveis na literatura de programagao matematica
convexa, tais como os SDP solvers (semiDefinite Programming Solver).
Outra vantagem ¢ a facilidade de adicionar vérios critérios e/ou restri-
¢oOes para o projeto, denominado controle multiobjetivo. Desta forma,
a solugao encontrada para tais problemas descritos por LMIs é equiva-
lente a encontrar solugoes para o problema original.

Grande parte dos estudos encontrados na literatura relacionados
a projetos de controladores fuzzy tratam de um procedimento deno-
minado compensagao distribuida paralela (CDP) [47]. Para aplicar a
CDP, o sistema nao linear deve ser antes representado por um modelo
fuzzy Takagi-Sugeno (TS). Desta forma, cada regra de controle é proje-
tada a partir das regras correspondentes do modelo fuzzy, utilizando-se
técnicas de projeto de controle linear. O controlador fuzzy global, que
é nao linear em geral, é a combinagao dos controladores lineares locais.
Entretanto, tais técnicas encontradas na literatura nao consideram na
etapa de projeto o dominio de validade do modelo, sendo a analise
realizada a posteriori por simulagao.

Para sistemas em tempo continuo e cada regra (sistema local)
controlada por realimentacao de estados citam-se os trabalhos [47] e
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[15], sendo os ganhos de realimentagao obtidos a partir de condigoes de
projeto globais. Para o 1ltimo sao elaboradas condigoes LMIs relaxa-
das baseadas em critérios nao quadraticos, como forma de reducao de
conservadorismo das solugoes. Com a adigao de critério He e utilizacao
de CDP tem-se o trabalho de [51]. Outros trabalhos que utilizam es-
tratégias como adigao de integrador ou controle proporcional integral
para sistemas fuzzy podem ser encontrados em [50] e [24].

O artigo [30] fornece condigbes convexas com convergéncia garan-
tida para o projeto de controladores por realimentagao de estados que
estabilizam quadraticamente e também asseguram desempenhos 6timos
H; e H. sob estabilidade quadratica para sistemas nebulosos de Takagi-
Sugeno continuos no tempos. As condigdes sdo formuladas como LMIs
dependentes de parametros com varfaveis de folga. Na mesma linha
para sistemas discretos cita-se [43].

Em [I], trata-se do caso de compensadores dindmicos por re-
alimentacao de saida para sistemas representados por modelo fuzzy
TS. Tal proposicao é tratada em tempo continuo com a utilizacao de
critério de rejeicao H. e seguimento de trajetéria. Para tratamento do
problema sao descritas LMIs de estabilizagao baseadas na utilizagao de
critérios quadraticos de estabilidade.

Outros estudos abordam o problema de sistemas com atraso de
tempo, como em [46], onde fungdes de Lyapunov-Krasovskii depen-
dentes de parametros sao utilizadas para obter as condi¢oes de andlise
e sintese dos controladores. Em [I4] e [48] tratam-se dos casos com
atrasos variantes no tempo, sendo que para o ultimo sao considerados
sistemas fuzzy incertos.

Recentemente, além das nao linearidades tratadas pelo modelo
fuzzy TS, tem-se dado destaque a sistemas nao lineares sujeitos a sa-
turacdo dos sinais dos atuadores [I1], [7]. A saturacdo é uma das nao
linearidades mais comuns na pratica da engenharia de controle e au-
tomacao, e normalmente decorre dos limites fisicos impostos pelos dis-
positivos de atuacdo. A presenga da saturagdo pode causar efeitos
indesejados, como o surgimento de ciclos limites e instabilidade do sis-
tema em malha fechada. Desta forma, a consideracao da saturagao na
andalise e projeto de sistemas de controle é um tema de importancia
tedrica e pratica. Na figura 2 mostra-se a descrigao gréafica de uma nao
linearidade tipo saturacao simétrica.

Para a inclusao da saturagao na fase de projeto de controladores,
duas abordagens principais sao encontradas na literatura: a abordagem
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Figura 2: Nao linearidade de saturagao.

politépica proposta em [16] e [I8], e a abordagem por condigao de setor
modificada proposta em [19] e [20]. Com a primeira, os trabalho de [22]
e [49] tratam o caso de realimentacdo de estados para sistemas fuzzy
TS continuos no tempo, com critério H. e custo garantido, respecti-
vamente. Em [12] utilizam-se de condigdes de setor modificadas para
analise de estabilidade e projeto de controladores aplicados a sistemas
com parametros variantes no tempo, também podendo ser visualizados
como modelos fuzzy TS de sistemas nao lineares. Para tratamento é
utilizada uma fungao de Lyapunov Dependente de Pardmetros (FLDP),
a qual é associado um Conjunto de tipo Lyapunov (CL), de modo a re-
duzir o conservadorismo das solugoes. Nesta dissertacao utilizar-se-a o
tratamento por condicao de setor modificada, nao sendo tratados os de-
mais casos. Comparativamente, tal abordagem permite reduzir a com-
plexidade dos algoritmos em relagao a alternativa de modelo politépico
da saturacao.

1.1 Proposta de Trabalho

O principal objetivo deste trabalho é propor um método para sin-
tese de controladores dindmicos por realimentacao de saida em tempo
discreto com dependéncia parcial ou total de parametros, aplicados a
sistemas que possam ser modelados via fuzzy TS. O problema é tratado
a partir de uma fungao de Lyapunov dependente de parametro, na
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qual é adicionado um fator relacionado a desempenho temporal. A
construcao do modelo é feita de forma exata, garantindo que solugoes
encontradas para o mesmo sejam diretamente aplicadas as equagoes do
sistema nao linear original.

Em sistemas fuzzy TS, a analise de estabilidade e sintese de con-
troladores geralmente requerem que um numero elevado de LMIs sejam
satisfeitas, proporcionais ao nimero de modelos locais. Para redugao da
complexidade numérica dos algoritmos é proposto um método de cons-
trucao exata composto de um sistema tradicional fuzzy TS adicionado
de uma nao linearidade pertencente a um setor, como representado nas
figuras 3 e 4. Tal problema ¢ tratado com conceitos de estabilidade
absoluta [IT], ou também chamado de problema de Lur’e.

Modelo Fuzzy TS
=0
) & .
N\ T AT T M y
) ! B c=AMBIGhe le ]+
|
¥
|
|
: NL de Setor
[
v " o
Controlador
Dinamico i
<

Figura 3: Esquema de controle proposto.

Sao abordados também os casos contendo limitacao dos atu-
adores, adotando a técnica anti-windup como tentativa de mitigar os
efeitos indesejaveis da saturagao.

Considera-se o caso pratico onde o modelo é valido apenas lo-
calmente, adicionando-se condicoes auxiliares na fase de projeto, com
objetivo de confinar as trajetérias na regiao de validade considerada
para o modelo.

O desenvolvimento deste trabalho segue uma linha similar & apre-
sentada em [I2]. Os resultados sdo descritos em termos de LMIs e
podem ser resolvidos com a utilizagao de SDP solvers.
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Figura 4: Nao linearidade de setor.

1.2 Organizacao do Documento

e no capitulo 2 é apresentada a estrutura de um modelo Fuzzy TS

de determinadas classes de sistemas nao lineares, assim como os
procedimentos de construgao para o método aproximado e exato.
Um exemplo de modelo fuzzy para um péndulo invertido sobre
um carro é exposto com duas alternativas de construgao: insercao
da nao linearidade de setor na matriz de estados ou tratamento
posterior com estabilidade absoluta.

no capitulo 3 aborda-se a andlise de estabilidade e o projeto de
controladores para realimentagoes dinamicas de saida do tipo par-
cialmente e totalmente dependente de parametros, aplicados a
sistemas lineares discretos com parametros variantes. Para trata-
mento de estabilizacao utilizam-se de Fungoes de Lyapunov De-
pendentes de Pardmetros (FLDP), assim como condic¢oes adi-
cionais de inclusao para o caso de modelos véalidos localmente,
ou numa regiao de operagao.

no capitulo 4 sao tratados os sistemas discretos variantes no
tempo pertencentes a uma classe de sistemas nao lineares. Con-
troladores por realimentacao de saida com dependéncia parcial e
total sao propostos, de modo andlogo ao capitulo anterior. Para
o segundo caso considera-se uma extensao onde a entrada de con-
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trole é limitada em amplitude, sendo esta tratada com condicoes
de setor modificadas e termos anti-windup, objetivando mitigar
os efeitos indesejdveis da saturacao.

e 1o capitulo 5 sao mostrados exemplos numéricos para comparacao
dos diversos controladores desenvolvidos durante a dissertacao.
Fatores como complexidade numérica de solucao dos algoritmos,
complexidade de implementacao e aproximagao de regices de es-
tabilizagao e confinamento de trajetérias sao os principais fatores
confrontados entre as técnicas.

e Por fim, no capitulo 6 sdo apresentadas algumas consideragoes fi-
nais relacionadas a realizagao deste trabalho, bem como propostas
para trabalhos futuros.
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2 MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

A idéia dos modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS) consiste da descri-
¢ao de um sistema nao-linear como a combinac¢ao de um certo niimero
de modelos lineares (ou afins) locais invariantes no tempo, também
chamados de regras, que descrevem o comportamento deste sistema em
diferentes pontos do seu espago de estados. Tal combinagao ¢ inferida
por fungoes de pertinéncia, que controlam a lei de interpolagao entre
as regras locais [26]. Observa-se que com esta visdo pode-se conside-
rar a técnica tradicional de linearizacao como um caso particular dos
modelos fuzzy TS, constituido de apenas um modelo local.

O modelo fuzzy pode descrever o sistema original de forma exata
ou aproximada, dependendo do niimero de modelos locais utilizados na
representagao. Um método de representacao exata de sistemas nao li-
neares para uma determinada regiao de operacao pode ser encontrado
em [37] ou [38], sendo para tal necessario, a utilizacao de 2° modelos
lineares locais, onde “s” representa o nimero de fungdes nao lineares
presentes no sistema. Portanto, a precisao na qual os sistemas fuzzy
podem aproximar sistemas reais estd relacionada ao nimero de mode-
los locais utilizados na representacao, sendo um fator a ser considerado
pelo projetista. Tal escolha deve levar em consideragao a relagao custo-
beneficio, pois um grande numero de modelos locais pode exigir um
grande esfor¢co computacional no projeto e/ou dificultar a implemen-
tagao do controlador.

E importante ressaltar que a forma de representacao dos modelos
fuzzy TS possibilita estender de forma natural e elegante os resultados
estabelecidos na teoria de controle para plantas lineares e, mais par-
ticularmente, técnicas de controle robusto. Isto permite a elaboracao
rigorosa de reguladores e/ou observadores de estado, reduzidos a proble-
mas descritos por desigualdades matriciais lineares, também conhecidas
por LMIs (do inglés Linear Matriz Inequalities).

2.1 Representagao de Sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno

Uma dada planta nao linear ¢ representada pelo modelo fuzzy
TS através da descrigao de regras fuzzy SE-ENTAQO, que expressam
dindmicas locais de cada regra por um modelo linear [47, [37]. Tem-se
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os seguintes modelos lineares locais:

{ O[x(r)] = Aix(t)+Bu(t)
ye) = Gx(r)
Vi=1,..,r
em que: O[x(r)] = dfi(tt), com t € R* no caso de sistemas continuos no

tempo, e 8[x(¢)] = x(t+ 1), com t € Z" no caso de sistemas em tempo
discreto, sendo também r o nimero de modelos lineares, x(z) € R" o ve-
tor de estado, u(t) € R™ o vetor de entrada, y(t) € R’ o vetor de saida
e A;, B; e C; sao matrizes constantes, reais e de dimensoes apropri-
adas. Os modelos em questdo relacionam-se com as regras SE-ENTAO
disponiveis, sendo que a i-ésima regra tem a forma:

SE z(t) 6 Mi ¢ -+ e 2,(1) ¢ M}
- Olx(t)] = Aix(t) + Biu(t)
ENTAO { y(t) = Cix(t)

com Mj-, j=1,...,p sendo o conjunto fuzzy j da regra i, e zi (), ...,z,(f)
sao variaveis de premissa conhecidas. Neste trabalho trata-se o caso em
que as varidveis de premissa podem ser fungao das varidveis de estado
e/ou distirbios externos.

Seja ,u;(z (1)) o “peso” do conjunto fuzzy M} associado & varidvel
de premissa z;(t), e

Desta forma, dados (x(¢),u(t),z(z)), o sistema fuzzy resultante é obtido
como a média ponderada dos modelos locais, também conhecida como
defuzzificagido por método de centro de gravidade [27]. Portanto

i1 ' (2(0) {Aix(t) + Biu(t)}
1w (2(0))

S[x(1)] =
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1w (2()Cix(t)
Liiwi(z(0))

Definindo h;(z(t)) = %, i=1,..,r como o peso norma-

y(t) =

lizado de cada regra, também chamado de funcao de pertinéncia do
i-ésimo modelo local, tem-se

Xr: hi(2(1)) {Aix(t) + Biu(t)} = A(h(z(1))x(2) + B(h(z(1))u(t)

i=1

¥(1) = ihxz(t))cix(r) = Clh(=(t))x(1) (2.2)

com
r

A(h(z(1)) = Y hi(z(6))Ai, B(h(z(r)) = ihi(Z(t))Bi

i=1 i=1

-
Clh(z(t)) = Y hiz(t))Ci
i=1
E importante observar que 1) e lb representam a combinagao li-
near convexa dos modelos, ou seja,

hi(z(¢)) >0, Vi=1,..,r e Zr:hi(z(t)) =1
i=1

Nota-se também que o modelo fuzzy é equivalente a tradicional
representacdo de um sistema linear a pardmetros variantes (sistema
LPV, do inglés Linear Parameter Varying), com incertezas de forma
politépica [4]. Tal fato possibilita que técnicas de andlise de estabi-
lidade e projeto de controladores definidas inicialmente para sistemas
LPV sejam utilizadas para qualquer classe de sistemas nao lineares que
possam ser modeladas via fuzzy TS.

2.2 Construgao do Modelo Fuzzy

Uma forma de controlar sistemas nao lineares é obter o modelo
fuzzy Takagi-Sugeno e aplicar técnicas compativeis com sua represen-
tagao. Portanto, a construcao do modelo fuzzy representa um procedi-
mento essencial para esta abordagem. Em geral existem duas alterna-
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tivas para a construgao de modelos fuzzy:
1. Identificagao usando dados de entrada e saida e
2. Derivacao a partir das equagoes do sistema nao linear dado.

A construcao por identificagao é utilizada onde nao se pode obter,
ou é muito dificil, uma representagao por modelo analitico e/ou fisico.
Nos demais casos, onde as equacao analiticas nao lineares sao bem
definidas, cita-se por exemplo o caso de sistemas mecéanicos obtidos por
método de Lagrange ou Newton-Euler, utiliza-se a segunda abordagem.
Entao, para o caso 2 empregam-se as idéias de nao-linearidade de se-
tor, aproximagao local, ou uma combinacao das duas, como ferramentas
para construcao do modelo. Neste trabalho apenas serd considerado o
segundo caso, onde duas vertentes serdo analisadas: Modelo Aproxi-
mado ou Exato. Para ambas resulta-se em modelos locais do sistema
original.

2.2.1 Construcao Aproximada

Seja a planta nao linear descrita pela seguinte equagao E|
i=fx)+Gx)u, xeR" e ueR” (2.3)

Deseja-se obter um modelo fuzzy local representado por e
(2.2) que aproxime o comportamento do sistema original em determi-
nada regiao do espaco de estados. Para tal, a critério do projetista,
determinam-se r pontos de operagao aos quais associam-se modelos lo-
cais lineares que representem o comportamento aproximado da planta
nao-linear.

Para os casos onde o ponto de operacao é também um ponto
de equilibrio do sistema, pode-se obter o modelo local linear através
de linearizacao por série de Taylor. Para os demais casos considera-se
uma abordagem alternativa, conforme segue.

Considere xo um ponto de operacao escolhido para o sistema que
nao coincida com um ponto de equilibrio da planta, tem-se o seguinte
problema para obtengao do modelo linear local:

f(x)+G(x)u~ Ax+ Bu para todo u, x = xg

1Em beneficio & leitura, a partir deste ponto, nio sera representada a dependéncia
temporal e entre varidveis dos elementos onde for conveniente.
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f(x0) +G(xo)u =Axo+Bu para todo u, x = xg

ou seja, o modelo local linear deve representar aproximadamente a
planta descrita em para x = xp, € no ponto de operagao o com-
portamento deve ser idéntico. A solugdo 6tima que minimiza o erro,
descrita em [40], é:

B = G(x) (2.4)
e, considerando-se a; igual & i-ésima linha de A, entdo (vide Apéndice
C)
fix0) —xg V fi(xo)

2
||x0H2

a; = Vfi(xo) + xo, Xo#0 (2.5)

sendo ||xo|? :xi)xo e Vfix)=[ 9fi(x)/dx1 -+ dfi(x)/dx, }l. Desta
forma obtém-se o seguinte modelo fuzzy TS:

Ox] = i{hi {Aix+ Biu}

sendo as principais fungoes de pertinéncia h;, Vi= 1,..r utilizadas as
triangulares, trapezoidais e em forma de sino (gaussiana).

Nota-se que os modelos locais étimos, em pontos diferentes do
ponto de equilibrio, nao podem ser obtidos através da linearizacao por
série de Taylor no ponto considerado. Isto deve-se ao fato que Taylor
lineariza o modelo em termos das variagoes das varidveis, e nao em seus
valores originais, obtendo-se assim um modelo afim para cada ponto
distinto do ponto de equilibrio.

2.2.2 Construcao Exata

.

E possivel modelar exatamente certas classes de sistemas nao
lineares com modelos fuzzy TS, com um ntmero finito de modelos lo-
cais, ver por exemplo [37]. Neste método os modelos locais sao obtidos
em funcao da regiao de operacao considerada, utilizando-se dos va-
lores maximos e minimos das fungoes nao lineares que constituem o
sistema. Desta forma, o nimero de regras esta diretamente relacionado
ao numero de nao linearidades da planta, sendo um fator inconveniente
a medida que este nimero cresce. Seja a seguinte classe de sistemas
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nao lineares [0]:

8[xi(1)] = il _ll(x(t))xj(t)+Iiglk(x(t))uk(t) i=1,...n  (26)
j= =1
com fij(x(1)) e gix(x(¢)) fungdes de x(t), sendox(t) = [ x1(t) -+ x,(t) }/,

n o nimero de estados e m o nimero de entradas. Os termos lineares
nao precisam ser tratados e portanto nao serao representados nas
equagoes. Para obter a forma generalizada deste método, considere as
seguintes variaveis:

aijji = x{gg’% {fl/<x(t))}

ap = min {0}

, B x(t)et (27)
ikl = x{gg/o {gin(x(1))}

bua = min {8 (x(1))}

sendo ¥ a regiao de operacdo considerada. Observa-se que os valores
maximos e minimos de cada fun¢ao nao linear devem ser computados
para a regido ¥). E possivel demonstrar que através de 1) pode-se

representar f;;(x(t)) e g (x(t)) como

fl} Z at]f“ azjé“ (2.8)
az)
gik(x Z Bixer (x(2)) by (2.9)
=1
com
fij(x(2) —aijp aiji — fij(x(1))
y = SRR g = G = Ji i) 2.10
aiji (x(t)) i @ijp(x(t)) i —a (2.10)
e

B (x(1)) = SR “bua g gy B ZgXD)

b
bix1 — biro S )

Nota-se que Yii_; jw(x(t) = Z?b:lﬁijeb(x(t)) = 1. Também
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observa-se que ¢ e (” estdao associados com os valores extremos das
funcoes nao lineares no intervalo de operacdo. Substituindo (2.8]) e

em 7 tem-se

n 2 m 2
Z Z atj[“ )atjf“x](t)"_ Z Z ﬁij[b(x(t))bijébuk(t)
: ra=1 k=1¢b—1
ou, matricialmente
r 2 2
Yia_j Orpaiy <+ Yja_y Oingadipga
ox] = ; : x4+
L Z%azl Oyl padp)pa T Z%azl Oppeapppa
r 2 2
Zﬂ’:l ﬁll[bbllib e Z[{”:l Blmébblmfb
z . s u
Yooy Buebme - Loy Buneb
L Zgb—1 Pn1tbPnieb b =1 Pnmt® Pnmeb

(2.12)

2 _y2 _ :
Do fato que Yju_; jsa (x(t). =Y Bijew (x(t)) =1 permite Tees-
crever ([2.12)), alterando-se convenientemente os indices dos somatérios,
como

2 2 2 2
6[x] = Z Z Z Z (allpll a’mpnnﬁllqll ﬁnmqnm)
pu=l  pum=lqn=1  gm=1
Aitpy 0 Qapy, biigy -+ bimgy,
a”lpnl e a'mpnn bnlqnl T bnmqnm
(2.13)

Entao, agregando os somatorios obtém-se
zS
=) hi{Aix+Bu} (2.14)
i=1

sendo

i=qun+2" (Gum-1)— D)+ +2" g = 1)+ 2" (pn— 1)+ ... 42" (p11 = 1)
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h; = Al1py, "'aﬂnpnnﬁl]qn ...ﬁnmqnm e s=nn+nm

Esta equagao é equivalente ao modelo fuzzy TS apresentado em
1) com A; e B; dependentes dos valores extremos a;jp. € b; b das nao
linearidades do sistema. J4 a funcdo de pertinéncia h;(z(¢)) depende
das fungdes @jea(x(t)) e B (x()) definidas em e , andloga
ao parameétro variante para um sistema LPV politopico.

Observa-se que “s” representa o ntimero de nao linearidades da
planta, sendo importante destacar que nao existe necessariamente uma
nao linearidade para cada posi¢ao da matriz de estados e de entrada do
sistema, como representado em ou . Nestes casos a presenga
de termos lineares ou termos nulos nao implica em um somatério em
, diminuindo a quantidade de sistemas locais para o modelo fuzzy
TS.

2.2.2.1 Construcao Exata para uma Classe Especial de Sis-
temas Nao Lineares

Seja a seguinte classe especial de sistemas nao lineares:

Si(r)] =, f +2g1k (1) +&(x(0)@i(x(1)), i=1,....n

(2.15)
com as nao linearidades ¢;,i = 1,..,n pertencentes a condicao de setor
limitada @; € [Qz; Qj;], ou seja, contidas entre as retas (ou hiperplanos)
Qpix(t) e Qpx(¢). Tal condi¢do deve ser satisfeita ao menos localmente
na regiao de operacdo ¥j. A figura 5 demonstra um exemplo de néo
linearidade ¢; contida localmente num setor, considerando %y = {x(r) €

x(1)] < d}.
Para tratamento das nao linearidades contidas no setor
consideram-se duas alternativas descritas a seguir:

TM:

1. Insercao das Nao Linearidades de Setor na Matriz de FEstados:
Da condigao de setor limitado é possivel reescrever ¢; como [37]

=X (2 e )>m> (2.16)

sendo %1 (x(7)) e %ij2(x(¢)) funcoes quaisquer que validem (2.16) e
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®1(x)
A Q1x(t)

Figura 5: Nao linearidade ¢@; pertencente ao setor [Qp; Q]

respeitem as propriedades
Yt (x()) + Y (x(2)) = 1 e
Yijes(x(1)) >0, £#=1,2 (2.17)

Substituindo (2.16]) em ([2.15) obtém-se

j=16=1
n 2 m
Z, (fu Gi(x(r)) ZSZ,I Yijes (X(t))%') xj(t) + kz,lgik (x(2))ux(t)
Definindo fi;(x(1)) = fij(x(£)) + &(x(1)) Loe—; Yijes (x(£)) Qs , tem-se
Sl(n)] = Y. Fi0)j(1) + z sulx (2.18)
j=1

A equagdo (2.18) possui a mesma estrutura de ([2.6)), e portanto
podem ser utilizados os mesmos métodos de construgao emprega-
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dos anteriormente.

2. Modelo Hibrido “Fuzzy-Lur’e” : Para esta alternativa modela-se o
sistema via fuzzy TS tratando as nao linearidade f;;(x(t))
e gix tal como abordado na classe descrita em , adotando
o mesmo procedimento para &;(x(t)). Nenhum tratamento para
as nao linearidades de setor @;(x(¢)) é dado a priori, sendo estas
tratadas posteriormente com ferramentas de estabilidade abso-
luta. O modelo fuzzy resultante é da forma

S| = Zh {Aix+Biu+Gio} = A(h)x+ B(hyu+G(h)p  (2.19)
i=1

Este modelo pode ser representado como a interconexao em rea-
limentagao de um sistema linear a parametros variantes com al-
guma nao linearidade de tipo setor limitado, também conhecido
como sistema tipo Lur’e. Desta maneira denomina-se de
modelo hibrido “Fuzzy-Lur’e”(FL).

O modelo FL permite utilizar menos regras mantendo a dinamica
exata do sistema nao linear original, tratando-se este de uma
contribuicao dessa dissertagao.

2.3 Exemplo - Péndulo Invertido

Sejam as equagoes de movimento descritas em [5], representando
o problema de equilibrar um péndulo invertido em um carro

X =x
. gsin(x))—amix}sin(2x;) /2—acos(x; u (2.20)
2= 41/3—amlcos(x1)

sendo: x; o angulo (rad) do péndulo em relagdo a vertical; x, a ve-
locidade angular (rad/s); g = 9.8(m/s?) a aceleracao da gravidade; m a
massa do péndulo (kg); M a massa do carro (kg); 2/ o comprimento do
péndulo (m) e u a forga aplicada ao carro (N). Define-se a=1/(m+M).

Para a construgao do modelo fuzzy considera-se a regiao de ope-
ragio X € [—XimaxsXimax] € X2 € [—X2maxsXamax], sendo para este caso
Xlmax = 75/3 € Xomax = 3.
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2.8.1 Construgao Aproximada - Péndulo

Para a construgao aproximada utilizam-se as solugoes 6timas des-
critas em e .

Na figura 6 observa-se a representagdo grafica das superficies
nao lineares da planta gp; e @ no seu dominio de validade. J4 nas
figuras 7, 8 e 9 sao apresentadas as aproximacoes fuzzy das mesmas
superficies nao lineares para 2, 4 e 6 regras, assim como o erro em
relagao a superficie original. Nota-se que o aumento do ntmero de
regras proporciona uma melhor aproximacao das fungoes nao lineares
do sistema dentro da regiao de operagao %.

Figura 6: Superficies néo lineares (g2; € ¢).

Figura 7: Aproximagoes Fuzzy e Erro para 2 Regras.
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Figura 8: Aproximagdes Fuzzy e Erro para 4 Regras.

Figura 9: Aproximagoes Fuzzy e Erro para 6 Regras.
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Os pontos de operacao considerados foram do tipo xo = (¥1,0),
ou seja, apenas posicoes angulares com velocidade nula. Esta escolha
explica o fato de f»» ndo possuir aproximacao, independente do ntimero
de modelos locais adotado, conforme observado na figura 10. Para uma
aproximagao coerente deve-se atribuir pontos mais espagados dentro da
regido de operacao ¥, sem um critério especifico de escolha, baseando-
se na experiéncia do projetista.

iZZ

05,

— -

52

NAO LINEAR 24 ¢ 6 REGRAS

S El
52

Figura 10: Superficie ndo linear (f»7) e sua aproximagao Fuzzy.
E importante destacar que neste trabalho objetiva-se a modela-
gem exata do sistema, enfatizando-se apenas qualitativamente os mo-
delos aproximados.

2.3.2 Construcao Exata - Péndulo
Para a construgao exata, reescreve-se (2.20]) sob a forma

X1 = X2

: o 2.21
o ==L Fo) oo, X2 — agay, g21,u+ 892, P2, 220

com ) 1
fon =8 = 00 = T ety
f22, = x28in(2x1),

821, = COS(X1)7
0, = Sil’l(xl).

A representacao é equivalente a com as decomposigoes
22 = f22, /22,5 821 = 821,821, € @2 = P2, P2, Tal decomposicio é efetuada
visando aproveitar os termos nao lineares comuns entre as fungoes.
Duas alternativas de modelo serao consideradas seguindo os mes-
mos procedimentos de modelagem adotados para a classe especial de
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sistemas néo lineares definida em (2.15)).

1. Inser¢cao da ndo linearidade de setor na matriz de estados:
Determinam-se os valores méximos e minimos das fungbes nao
lineares para a regiao considerada

_ 1
= b = - RTI EY
an,i 21,1 = €2,1 g;eev;/o {f221 182115 P2, } 41/3 —laml 7
= b = - i f- R TICEP ST Vi
an,2 21,2 = €2,2 x(fll;g}% {{22178211#)21} 4l/3—amlﬁ2 92
= ma =5=
an,1 x(t)e’;/o {Jizzz} c
a,2 = min {fn,}=-5=0
1)’
b2121 = max {g212} =1=d
x(t)et
b1, = min {g212} =B=d
x(t)et

sendo B = cos(m/3). Portanto, pode-se reescrever tais fungoes

como B s
S22, =821, = @2; = X 022,iqi
z 2
f222 = Zi:] a222ici (222)
5
221, = Liz1 Baryidi
com _ _
S, —axn; an,1— f2,
o1 =——; Opp=—""""-,
a22|1 7(122]2 a22|1 7(122'2
S22, —a2,2 ay,1 — f22,
0,| = ——————, O,y = ————,
a,1 — a0, a,1 —an,?
(§]
821, —b21,2 by, —g&21,
Byt = ——=, Poip=—""7T""

) 22 — .
ba1,1 —ba1,2 ba1,1 —b21,2

Para a nao linearidade ¢, observa-se que a mesma pertence lo-
calmente ao setor limitado ¢, € [Q2 Q], com Q& =2/we Q; =1,
conforme exposto na figura 11. O fato da escolha da validade
local do setor ao qual pertence a nao linearidade ser maior do que
os limites da regiao de operagao visa um futuro aumento de %y,
sem a necessidade de alteragao deste tratamento. Portanto, de
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(P22 Q1x1 Q2x1

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 11: Né&o linearidade de setor ¢, .

(2.16]) e das propriedades (2.17) pode-se reescrever

2
¢, = (Z ’)/22,‘Q,'> X1 (2.23)
i=1

com |
V2,1 = (1*2/ﬂ)sin*1(¢22) y @2, #0
1, caso contréario
’ 1
Y252 = (1-2/m)sin~! (92,)” 2 #0

0, caso contrério

Substituindo (2.22) e (2.23) em (2.21), e da propriedade que

Y7 0 =Y7 ) 0nyi =Y Botyi = Yoo Yoi = 1, tem-se

. 2 2 2
[ 2 ] = Z Y Y ) o000, iBoiyitoum

j=lk=1I=1m=1
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AL e —ala |5 ] g 1} -
84 Qum fﬂlq,ck X —agq;d, o
2

2 2 2
Z Z Z Z 002, 1002,k B21,1V2ym {Ajkl;nx+3jk1mu}

j=1k=1I=1m=1

~.

com

0 1 0
A iklm — e B m =
e [ 2qjQn  —%Lqjck } M { —aq;d; }

Entao, agregando os somatorios obtém-se

16
=Y hi{Aix+Bu} (2.24)
i=1

sendo
i=m+2(1—1)+4(k—1)+8(j—1)
hi = 092, j002, kP11 ym

e as matrizes que compoem os modelos locais

A= L 84?91 = 1 > Bi= I _agldl !’
A= L gQ?Qz ”ml]thcl !’ By = I *agldl |’
A= L gQ?Ql 7“"’[1&]161 1B Bs = I —agldz |’
A4 = L gQ?Qz amIIQICl |’ Ba= I _W(I)Idz |’
As = L g‘]?ﬂl ‘émllqlcz 1’ Bs = I —at(;ldl |’
A6 = L gQ?Qz ”mllqlcz 1’ B = I _agldl |’
A= L 84?91 ”’"llqlcz 1’ Br= ] *afl)ldz |’
As = L gqlogz %"’Ilqlcz 1N By = i *afl)ldz 1’
A9 = L 8CISQ| amllqzcl 1’ By = i *agzdl 1’
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o= L é’quz ﬂlzmllqzcl 1’ Bro= L *a;)zdl ]
A= L gqgﬂl _“zmllt]ZC‘l 1’ Bu= L *a;)zdz ]
A= L gqfﬂz 7(12'"[1112C1 I’ Bia = I —a;)zdz 1’
Az = L gqul 7%mllq262 N Bis = L —agzdl 1’
A= L gquz %’"llqzcz I’ B = I —a;)zdl ]
Ais = I gq;)gl ﬂﬁmllqzcz I Bus = I —a(q)zdz K
Ajg = I gquz 7‘3"11!]262 !’ Bis= I —agzdz ]
e
c=[1 0]

Na figura 12 observam-se as fungoes peso que compoem as funcoes
de pertinéncia h;.

2. Tratamento por estabilidade absoluta: Para este caso a nao line-
aridade ¢», nao ¢ tratada a priori. Quanto as demais nao lineari-
dades segue-se o mesmo procedimento do caso anterior. Portanto,

i

de (2.21)), 1) e da propriedade que 21-2: 02, = 212:1 002, =
E20)

2,2:1 ﬁz]zi =1, pode-se reescrever o sistema (2.20)) como

: 2 2
{ 2 } - Z Y Y ooy jom,iBany

j=lk=1i=1

A0 e [0 ] ] g Jor [y o) =
0 =4gic X2 —aq;jd; 84; 2

2 2
Z Z(Xzzljazzzkﬁzlzz {Ajux+Bjuu+Giue}
j=lk=1i=1

0 1 0
Aju = { 0 7112mlqjck :|a Bju = { —aq;d; }7

com
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Entao, agregando os somatorios obtém-se

X =

e

h; {A,-erBiquGi(p} (225)

Il
—

sendo
i=1+2(k—1)+4(j—1)
hi = 02, j002, kP11

e as matrizes que compoem os modelos locais

A= L 8 7‘5”"14101 I’ Bi= _afl)ldl 1B G = I g21 I
Az::g l'"111116‘1:7 Bz::*a(q)ldz:’ Gz::g(t; I
A= L 8 _%mllthcz !’ By = *a(q)ldl N Gs= I g21 I
As= L 8 7‘;’”116/102 !’ Ba= —al(J)ld2 1’ Ga= i ggl |’
As = L g 7%’"11!]201 !’ Bs= —W(I)zdl |’ Cs = I ggz |’
Ao= L 8 7‘5’"[14201 I’ Be= L —afl)zdz 1B Co = I ggz I
A= L 8 7‘;’"’14202 I’ Br= —agzdl 1B Gr = I ggz I
A = I 8 %’”llqzcz 1’ By = *agzdz 1’ Gs = I g(;z |’
) c=[1 0].

,

Nota-se que os modelos ([2.24)) e sao continuos no tempo. E
possivel discretizar cada regra (modelo local) utilizando-se, por exem-
plo, de transformacgao bilinear [9] ou o tradicional segurador de or-
dem zero, obtendo-se assim versoes discretizadas dos modelos continuos
apresentados.

2.4 Conclusao

Neste capitulo procurou-se revisar alguns fundamentos da mo-
delagem Fuzzy TS para sistemas nao lineares. Trés tipos foram abor-
dados: modelos aproximados, e modelos exatos utilizando-se de duas
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técnicas diferenciadas, incluindo as nao lineares de setor na matriz de
estados ou tratando-as posteriormente como um caso de estabilidade
absoluta. Para o tltimo denominou-se de modelo Fuzzy-Lur’e.

Como o objetivo posterior é a sintese de controladores, com
garantia de que a fase de projeto considere o modelo nao linear o mais
préximo possivel, utilizaremos e compararemos as abordagens exatas
nos proximos capitulos.
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Figura 12: Fungdes Peso do Modelo Fuzzy TS.
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3 CDRS APLICADO A SISTEMAS LPV

Neste capitulo apresenta-se a anélise de estabilidade e projeto de
controladores dindmicos por realimentacao de saida (CDRS) de ordem
completa aplicados a sistemas lineares com parametros variantes (LPV)
em tempo discreto, sendo dois casos considerados: controlador com
dependéncia parcial de pardmetros (CDRS-PDP) e controlador com
dependéncia total de pardmetros (CDRS-TDP). Para tal, considera-se
que os parametros variantes possam ser medidos em tempo real, ou
calculados on-line no caso de plantas provenientes de modelos Takagi-
Sugeno.

Para resolver o problema de estabilizacao utiliza-se uma Funcao
de Lyapunov Dependente de Pardmetros (FLDP), visando reduzir o
conservadorismo inerente a utilizacao de Funcoes de Lyapunov constan-
tes ou independentes de parametros. A convergéncia das trajetdrias sdo
asseguradas mediante condigoes do tipo LMI, garantindo a propriedade
de A-contratividade como fator de desempenho. Também sdo incluidas
condicoes adicionais para tratar de sistemas vélidos localmente, essen-
ciais a aplicacao aos modelos fuzzy. Estes modelos podem ser obtidos
pela modelagem exata da classe ou da classe utilizando o
método de insercao na matriz de estados.

3.1 Apresentagao do Problema

Considere um sistema linear em tempo discreto com parametros
variantes no tempo, representado por:

{Xk+1 = A(h)xi+B(h)ug

3.1
Yk Cxy, (3-1)

em que x; € R" up € R™ e y; € RP sdo, respectivamente, os estados do
sistema, o vetor de entrada e o vetor de saida do sistema. Além disso,
Iy C R" é um vetor de parametros mensurdvel, variante no tempo e
limitado no simplex unitario & = {hx € R"; X7, Iy = 1,y > 0,0 =
1,..r}

A estrutura das matrizes do sistema possui a seguinte forma:

-

[ Alw) B(h) | =Y hy[ A Bi ] (3.2)

i=1
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e C € RP*" sendo A; e B; matrizes contantes, reais e de dimensoes
apropriadas.

O problema de controle a ser estudado consiste da sintese de um
controlador dinamico por realimentagao de saida (CDRS) que garanta
a estabilidade para o sistema correspondente em malha fechada, obe-
decendo um certo requisito de desempenho.

Para o CDRS aplicado ao sistema , admitem-se dois casos:

3.1.1 CASO 1: CDRS-PDP para Sistemas LPV

Seja o controlador dindmico

Xeke1 = Ac(hg)xex+Be(hi)uck (3.3)
Yek = chc,k +Dcuc,k '

em que xc € R, yor € R e ucp € R? . Considera-se a seguinte estrutura
das matrizes do controlador

-

[ Ac(hi)  Be(h) ] = ) ) [ Aci Bei ] (3.4)

i=1

e C. € R™" D. € R™ P na qual A € RV e B,; € R™P. Como as
matrizes da equacao de saida, C. e D., nao dependem do parametro
variante, nomeia-se de CDRS parcialmente dependente de parametros,
ou simplesmente CDRS-PDP.

Considerando a interconexao ucx = yr € Yex = U, tem-se o
seguinte sistema em malha fechada

{ Xk+1 = A(hk)xk—l-B(hk)chqk +B(hk)DCka
Xegr1 = Ac(hg)xex+Be(hi)Cxy

Entéao, definindo o vetor de estados aumentado ¢, = [x;( x;_k]/, o sistema
em malha fechada pode ser representado por:

Skr1 = (A(l) + B ) K) (3.5)

com
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Observa-se de (3.5) que a matriz K pode ser vista como uma
realimentagao constante dos estados do sistema aumentado.

3.1.2 CASO 2: CDRS-TDP para Sistemas LPV

Seja o controlador dinamico

Xejr1 = Ac(h)Xep+ Be(hi)uek (3.6)
Yek = Ce(M)Xcx+De(hy)uck ’
com a seguinte estrutura das matrizes do controlador
[Ac(hk) Bc<hk) ] = Zhi(z) [ Aci B ]+
i=1
r—1 r
Y miyhig [ Acg Beig |,
i=1g=i+1
[ Cell) De(m) ] = Y o[ Ca Dei ] (3.7)

1

sendo (Aci, Acig) € RV, (Bei, Beig) € RVP, Coij € R e Dy € RMP.
Considerando a interconexao ucx = yx € Yex = U, tem-se o
seguinte sistema em malha fechada

Xk+1 = A(hk)xk + B(hk)Cc(hk)xc,k + B(/’lk)Dc(hk)ka
Xektt = Ac(h)xex+ Be(hi)Caxy

Como anteriormente, tem-se

Gir1 = (A(h) + B () K(hy)) G (3.8)

o Ally) = { B/j((/il:))c Ac?hk) ] Bl = [ " ]

e K(h)=[ De(m)C Celly) ]

Observa-se de (3.8) que a matriz K(h;) pode ser vista como uma
realimentagao dependente de parametros dos estados do sistema au-
mentado.
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3.2 Condigoes de Estabilidade

Para o estudo de estabilidade e a garantia de um certo de-
sempenho temporal para o sistema em malha fechada, considera-se
uma Fun¢ao de Lyapunov Dependente de Pardmetro (FLDP) tal que
V(g ) : R x 2 — R, visando reduzir o conservadorismo inerente
a utilizagao de Fungoes de Lyapunov constantes ou independentes de
parametros.

Definicao 1 Considere um escalar ndo negativo A € (0,1]. A origem
do sistema descrito em ou (@ € robustamente assintoticamente
estdvel, com coeficiente de contracao A, se

A
AV) (ks hie) =V (Grr1, i) — AV (G, i) <0 (3.9)
ngEC.Rn e Vi ek

Na sequéncia, assume-se a FLDP da seguinte forma [I7) 2]
V(gehe) = 6Q " (s (3.10)
com Q(hy) = Xi—y hyyQi, Qi=Q;>0, hteE

Entao, considerando que (3.5) e (3.8) podem ser escritos sob a
forma

Gir1 = Aur (i) i (3.11)

com AMF(hk) = A(l’lk) —I-B(hk)K ou AMF(hk) = A(/’lk) —I—B(/’lk)K(hk), res-
pectivamente, obtém-se

AV (G i) = Gules, (i) G < O (3.12)

sendo

Mg, (hi) = Apgp () Q™ (et} Angr (i) — AQ™" ()

Note que (3.12)) é verificada se e somente se A, (hx) <0, ou, de
forma equivalente [2] (por complemento de Schur)

Q1) Amr ()

) —20 (k) <0 (3.13)
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Com o objetivo de obter condigoes que permitam a sintese dos
controladores dindmicos com as estruturas desejadas, pode-se utilizar
o fato que, para qualquer matriz U € R?**?" tem-se [13]

(U— Q) Qi) (U= Q) > 0= —U'Q(ly) 'U < Qi) —U—-T'

Portanto, uma condigao suficiente para a verificacao de (3.13)
pode ser formulada como a desigualdade matricial dependente de pa-

rametros
—Q(hy+1) Aur()U
* AQ()-U-1U)
A partir de (3.14)) podemos entao estabelecer as condigdes para
analise de estabilidade, descritas em funcao dos vértices dos politopos

de matrizes, associadas as duas estruturas de controladores dinamicos
sob investigagao.

<0 (3.14)

Lema 1 (Condi¢io de Estabilidade - CASO 1). Sejam A, Bei, Ce
e D. matrizes conhecidas que formam o controlador . Para um
dado escalar real A € (0,1], considere a existéncia de matrizes simétricas
definidas positivas Q; € R7™*" ¢ da matriz U € R satisfazendo:

M — -Q; AU+BKU
UiT | s AQ-U-U)
Vi, j=1,..r

(3.15)

Entao, a origem do sistema em malha fechada é robustamente
assintoticamente estdvel, para qualquer condi¢do inicial o € R", com
coeficiente de contratividade A.

Prova: Para a demonstragao considere:

V(1o 1) = Gt Q7 (Bas ) e

A partir de , para cada i, multiplica-se a desigual-
dade correspondente j = 1,...,r por k) e soma-se. Na sequéncia
multiplicam-se as desigualdades resultantes i = 1,...,r por Iy, e
somam-se, obtendo-se

Y ugi ( hk+l<j>M1+ﬁ> <0
=1 =1
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Com base nas estruturas definidas em (3.2)) e (3.4)), e dos valores
admissiveis aos parametros (Y;_; hiy = 1 iy > 0), pode-se reescrever

Q1) (Al) +B(h) K)U

« @ -v-U) | <Y

que corresponde a condic¢do de estabilidade apresentada em (3.14]). O

Lema 2 (Condi¢do de Estabilidade - CASO 2). Sejam Aci, Acig, Bei,
Biig, Cei e D matrizes conhecidas que formam o controlador .
Para um dado escalar real A € (0,1], considere a existéncia de matrizes
simétricas definidas positivas Q; € R e da matriz U € R¥*?", sa-
tisfazendo:

v — | @ (AHBR)U ]
2ji * A(Qi*UfU) (3.16)
Vl,] = 1,...,}“
Mt = -2Q; (Aiy+BK, +]]3§in)[£} o
2jiq * AQi+Q,—2U0-2U) (3.17)

Vi=1,..,r, Yi=1,..,r—1 e VYg=i+1,....r

Entao, a origem do sistema em malha fechada @ € robusta-
mente assintoticamente estdvel, para qualquer condigdo inicial gy € R",
com coeficiente de contratividade A.

Prova: Para o caso totalmente dependente de parametros, considera-se

a condigdo (3.14) com
Ay (he) = A(he) + B (h) K (7 )

Das estruturas matriciais definidas em (3.2)) e (3.7) pode-se reescrever
a parcela Ayr(h) como

- A;+BD;C BC
Apr(he) = Alh) +B(h)K =) hi(i) } +
ey

i B.C Aci
Ai+B/K;
r—1 Z b (Ai +Ay) + (BiDey + B,Dei)C Biccq+3qcc,l
i=1 g=i+1 (7K a) BCiqC Aciq

Aiq+BiK¢1+Ein
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sendo
Ai+A; 0O }

Atq l: Bqu Aciq

De maneira analoga para os demais termos, pode-se reescrever

como
Y Y gy hi M+ Z

j=li=1

Z Gy Pty P Mz iy < O (3.18)
g=itl

HMT

Entao, considerando-se os valores admissiveis dos parametros
(X iy = L hyiy = 0), as condigoes estabelecidas pelo lema garantem
que (3.18]) é verificada. [

Observa-se de (3.15), (3.16]) e (3.17), que a matriz U é obriga-
toriamente invertivel [12]. Além disso, & FLDP utilizada para
o estabelecimento da estabilidade e desempenho do sistema em MF,
pode-se associar conjuntos de tipo Lyapunov, dados por [16, [§]

(G e R qQ  ()g < r.ye RH) 2
N{c@Q ().nt= () €@Q'y) (3.19)

hi €2 ie{l,..r}

L (7)

em que &(Q;',7) = {g € R¥;6,Q; "¢ < 7} sdo conjuntos elipsoidais.

Como consequéncia do lema e do lema L (y) =N 6@Q L y)
é um conjunto robustamente A-contrativo (com respeito as trajetorias
do sistema ou (3.8)); para maiores detalhes, veja por exemplo, [11].
Esta nogao de conjunto contrativo, que garante que toda trajetoria que
inicia em %y (y) permanece neste dominio e converge assintéticamente
para a origem, serd utilizada mais adiante, na aplicacao dos resultados
de estabilizagao robusta aos sistemas fuzzy.

3.3 Condicoes de Estabilizagcao

Para obtengao das condigoes de sintese dos controladores em
estudo, definem-se, da mesma forma que em [§], as seguintes matrizes
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adaptadas de [31]:

o-[3 2] or-[3 4] o3 d)

Para estas matrizes, tem-se
I X / Yy 7
U@[O Z}:>®U®[ i X}
em que, por construcao:
T =YX+Wz

Ainda, de UU ' =7 e U~'U =1, tem-se XY + NW =YX+ MZ =1.

Além disso, particionando Q; = { Q:i gm } pode-se definir
22i
! Oui Qui
0Q06= = .
@ { *  Onj }

Os teoremas descritos a seguir sao condigoes de estabilizagao no
tempo discreto, sob a forma de LMIs. Estas sao obtidas a partir das

condigoes (3.15)), (3.16)) e (3.17)).

3.3.1 Estabilizacao com CDRS-PDP-LPV

Teorema 3 Dado A € (0,1], considere que existem as matrizes
simétricas definidas positivas (Q11;,02:i) € R, e as matrizes
(Q121,A1, X, Y, T) € R™", B € R¥P, C € R™" e D € R™P, satisfa-
zendo as sequintes condi¢oes:

=01 —0n;j Y'Ai+B,C A
* —0n; A;+B;DC AX +BC —0
% «  AOni—Y =Y) AQui—T —I) (3.20)
* * * 7L(Q22,'—X/ —X)
Vi, j=1,...r

Seja W € R uma matriz ndo singular qualquer, determine:

Z=Ww)"(T'-Y'x)
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Entao, as matrizes do controlador CDRS obtidas por

D, = D

c. = (C-p.cx)z™!

Bi = (W) '(B;—YBD,)

Ad = (W) (A —YAX—-Y'BD.CX-Y'BC.Z—W B,CX)Z~

sao tais que a origem do sistema em malha fechada € robustamente
assintdticamente estdvel com coeficiente de contratividade A.

Prova: Da condlgao de estabilidade do lema[I| multiplica-se a esquerda
por dmg[@ o} ] e a direita pela sua transposta, conforme abaixo exposto

© 0].,.+[® 0]
10 om0 e
-0'Q;0 0 (A; +BK)U®
* 1O QO-0TUO-0TU0)

Desenvolvendo os produtos e efetuando a substituicao de variaveis

| <o

A = WALZ+W B,CX+Y'B,C.Z+Y (A;+B;D.C)X
B; = Y BiDe+W B

¢ = D.CX+CZ

D D,

verifica-se a equivaléncia das desigualdades e . O

A proposicao do teorema acima permite formular problemas de
programagao convexa, podendo-se adicionar outras restri¢oes e/ou re-
formular o problema para tratar critérios como custo garantido e con-
trole He.

3.3.2 Estabilizacao com CDRS-TDP-LPV

Teorema 4 Dado A € (0,1], considere que existem as matrizes
simétricas definidas positivas (Q11;,Q2i) € R, e as matrizes
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QlZivAAiaAAl‘ 7X7Y7T € 9'{n><”7 éi7éi S 9‘tn><p} éi € R e Di € gtmxp,
q q
satisfazendo as sequintes condicoes:

—~01; 0 Y'Ai+BiC A,

* —0nj Ai+B:D,C Mgy <0
* * AQui—Y —Y) Mapy (3.21)
* * * MaSi
Vi,j=1,...,r
—201; —201; Maiq Ag
* —202; Masiq Maaiq <0
* * Ma9iq MaSiq (3.22)
* * * Maéiq

Vi=1,...,r, Yi=1,...,r—1 e VYg=i+1,...,r

nas quais:

My, = AX +Biéi,

My = )u(Q_lzi—T/ -1,

My = AOni—X _XL) A
Mui = (Ai+Ag)X +BiCy+B,Ci,
Musi = A(Qroi+Qiag—2T —21),

Musi = l/(Q_zzi +0ng —2X ' 2X),
Mai = Y (Ai+Ag)+Bi,C,
My = Ai+A;+ (BiDq +Bqu)C,

My = 7L(Q_11i + Quq ) g 2Y).
Seja W € R™" uma matriz ndo singular qualquer, determine:
Z=Ww)"(T'-Y'x)

Entao, as matrizes do controlador CDRS (@) obtidas por

Dci bz

B, = (W) Y(B—YBD,)

Ci = (Ci—D.CX)z7!

Ag = W) YA —YAX—Y BiD.CX —Y B.CiZ —W B,CX)Z"
cig  — (

%
w')! [éiq —Y (BiDey + BqDC,»)}
%

B
. 12 ’ /
Aciq = ( ) {Aiq Y (Ai +Aq)X -Y (Bl‘ch +BqDC,‘)CX
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—Y (BiCoy+ ByCui)Z — W’Bciqcx} 7!
sao tais que a origem do sistema em malha fechada é robustamente

assintdticamente estdvel com coeficiente de contratividade A.

Prova: Das condigoes de estabilidade do lema [2] multiplica-se a es-
/ !
querda por diag|® @] e a direita pela sua transposta, conforme abaixo

exposto
© 0]..[® 0]
[0 @/]sz’{o ®}_
-0'Q,0 0 (A; +BiK;)U® —0
% 2O QO-0TUO-0TO)
€ I
© 0].. [® 0] _
% o M0 o]
—20'Q;0 @ (A, +BK, +B,K,)UO ~0
x 1(OQO+0Q,0-20T0-20T'0)

Desenvolvendo os produtos e efetuando a substituigao de varidveis

Ai = WALZ+W BLCX +Y BC.Z+Y' (Ai+BiDaC)X
Ay = Y(Ai+A)X+Y (BiDey+B,Dei)CX +W BeiyCX +
Y (BiCeoy+ByCeil)Z+ W AigZ
Bi = YBiDi+W B
By = Y (BiDeg+ByDei)+ W Beig
G = DiCX+CiZ
D; = D

verifica-se a equivaléncia das desigualdades (3.21)) e (3.22) com (3.16)
e (3.17). O

A proposigao deste teorema permite, tal como o teoremal3] a for-
mulacao de problemas de programacao convexa. E importante destacar
também que o CDRS-PDP pode ser visto como um caso particular do

CDRS-TDP, eliminando-se a condicdo (3.22) do teorema {4| fazendo
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C;=C e D; = D para a condicao (3.21), e utilizando a mesma estrutura
matricial representada em ([3.4)).

3.4 Complexidade

3.4.1 Complexidade Numérica

A complexidade de problemas formulados em termos de LMIs
estd associada ao nimero £ de varidveis escalares de decisao e também
com o numero .Z de linhas das LMIs a serem resolvidas. O nimero de
operagoes em ponto flutuante ou o tempo necessario para se resolver um
problema, utilizando-se métodos de pontos interiores, é proporcional a
3L 2.

As tabelas[I] e [2] mostram, respectivamente, os valores de % e .
para os teoremas [3] e [4] apresentados neste capitulo, sendo n o nimero
de estados do sistema, m o numero de entradas, p o numero de saidas
e r o numero de vértices do politopo.

A (varidveis escalares)
Teor. 1 | nr(3n+p+1)+3n> +m(n+p)
Teor. 2 | Hieor.1+ (r—1)(n+p) (@)

Tabela 1: Numero de variaveis escalares das LMIs.

Z (linhas)
Teor. 1 4nr?
Teor. 2 | Lioop.1+ 207 (r—1)

Tabela 2: Numero de linhas das LMIs.

Na figura 13 observa-se a complexidade relativa do Teorema [4]
em relagao ao Teorema[3] em func¢ao do nimero de vértices do politopo,
considerando para este caso um sistema comm=1¢e p=1.

Verifica-se que o Teorema [4] apresenta uma maior complexidade
numérica com relacao ao Teorema |3 sendo que a relacao aumenta com
o aumento de r.
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Figura 13: Complexidade Relativa Teorema |4 por Teorema

3.4.2 Compleridade de Implementacao

A complexidade de implementacao estd diretamente relacionada
a quantidade 2 de operagdes por unidade de tempo que devem ser
executadas na implementacao do sistema de controle pelo hardware do
controlador. O hardware deve ser capaz de efetuar todas as opera-
¢Oes necessarias para computar a lei de controle no intervalo entre as
amostras do sistema discretizado. Nas tabelas [3] e [] verifica-se a quan-
tidade de operagdes (entre escalares) necessirias para a aplicagdo dos

CDRS’s CASOS 1 e 2.

2 (entre escalares)
Multiplicagao rm(n+p)+ (n+m)(n+p)
Adigao rm(n+p)+(n+m)(n+p—1)

Tabela 3: Niumero de Operagoes para o CASO 1.

Observa-se que a complexidade de implementacao para o CDRS-
TDP CASO 2 é maior em relacado ao CDRS-PDP CASO 1, devido a
prépria estrutura do controlador TDP implicar em um numero adi-
cional de operagoes.
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2 (entre escalares)
Multiplicacao Deasol Hrm(n+p)+2r+
r(n®+np+2) L;l)

Adicao Deasol +r(n+p) (2m++(r_l))

Tabela 4: Numero de Operacoes para o CASO 2.

3.5 Estabilizagao Local num Dominio de Validade do Sistema

Os resultados apresentados anteriormente consideram que o sis-
tema com parametros variantes é valido para todo R”", e, desta
forma, que a estabilidade e o desempenho serao validos em todo o es-
pago de estados do sistema em malha fechada .

Entretanto, em varios problemas praticos o modelo é valido
apenas localmente (regionalmente), e descreve o comportamento do sis-
tema somente num subconjunto do espaco de estados, ¥ C R”, deno-
minado de dominio de validade do modelo. Nestes casos, para garantir
a estabilidade e o desempenho do sistema controlado via uma das estru-
turas de CDRS apresentadas, pode-se incluir uma condigao adicional
as condigoes de estabilidade dos lemas|l|e |2, com o objetivo de garantir
a inclusdo de um domfnio A-contrativo % = % (1) =;£(Q; ', 1) na
regiao de validade do sistema em malha fechada, i.e.,

Xk
Xek

v < Xo, X()é{gk=|: :|€9(2n; x €, VxCEER"}.

Desta forma, garante-se que para qualquer condigao inicial ¢y € %y, a
trajetéria correspondente evolui no interior de .4y e tende assintotica-
mente a origem. Portanto, a evolugao das trajetérias dos estados da
planta é confinada no interior do dominio de validade %.

Seja, por exemplo, o dominio de validade definido por um con-
junto poliedral

Y =Co{ve €R", t=1,...,n}={x €R"; |Lxx| <A},

em que L € R e A € R A extensao de % ao espaco de estados
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do sistema aumentado é dada por

Vr

XO = CO{VO'thb,l; v0'|: 0 :|7 Grlv"'vnf}
{o e R |Lagil <A}

com L, = [ L 0 ] . A inclusdo % C xo pode ser descrita pela seguinte
restricdo convexa [7]

-Q;+U 4+U ULa(l) >0
* A%,) = (3.23)
Vi=1,...,r e Yl=1,....2n
equivalente a
Qi +Y +Y Qi +T +1 !
R S LR A Y
12 ! - (3.24)

2
* A
Vi=1,..,r e VI=1,...,n

Portanto, com base nas condigoes dos lemas[I]e[2] e na condigao
estabelecida em (3.23)), é possivel apresentar os seguintes resultados de
estabilidade e desempenho locais.

Corolario 1 Sejam A, B.i, C. e D. matrizes conhecidas que formam
o controlador (3.3). Para um dado escalar real A € (0,1], considere
a existéncia de matrizes simétricas definidas positivas Q; € R¥ ¢
da matriz U € R22" | satisfazendo as condi¢es definidas em e
:

Entao, o conjunto %y 2 ﬂi{zg’((@;l)} =&(Q ' ()) € robusta-
mente absolutamente A-contrativo e tal que 4y C xo. Portanto, a
origem do sistema em malha fechada € assintoticamente estdvel
para qualquer condi¢do inicial Gy € Ly, e, sequramente, as trajetorias
que emanam de Gy permanecem em X.

Coroléario 2 Sejam A, Acig, Bei, Beig, Cei € Dej matrizes conhecidas
que formam o controlador (@ Para um dado escalar real A € (0,1],
considere a existéncia de matrizes simétricas definidas positivas Q; €
R22 ¢ da matriz U € R, satisfazendo as condi¢oes definidas em

(3.10), (3.17) ¢ (3.29).
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Entao, o conjunto Ly 2 N; {5(@;1)} =&(Q () € robusta-
mente absolutamente A-contrativo e tal que 4 C xo. Portanto, a
origem do sistema em malha fechada @ € assintoticamente estdvel
para qualquer condi¢do inicial ¢y € Ly, e, sequramente, as trajetdrias
que emanam de Gy permanecem em Xg.

Como consequéncia dos coroldrios [I] e 2] pode-se utilizar as
condicoes dos teoremas [3| e 4] conjuntamente com a condigao de in-
clusao para estabelecer os resultados de estabilizagao local.

Assim, para a otimizagao do dominio contrativo .4y, é possivel
adotar, como em [II], um conjunto modelo para sintese. Tal conjunto
pode ser adotado com a forma da prépria regiao de validade. O objetivo
consiste em maximizar o fator escalar f tal que a inclusdo By C %
também seja verificada. Considerando p = 1/82, a condicdo pode ser
descrita por /

H vs
[ * Qi } =0
Vi=1,...,r e Yo=1,...,n;

equivalente a
VITY VIT
Oni Qi | 20
< 3.25
x % Opj (3:25)
Vi=1,...,r e Vi=1,...,n¢

* =

Desta forma, para sintese do CDRS-PDP aplicado a sistemas
lineares a pardmetros variantes, considerando um dominio de validade
%0, tem-se o seguinte problema de programacao convexa

_ min ou
Ounii, Q12i, 022i5 Ais
X,Y,T,B;,C.D (3.26)
sujeito a
LMIs (3.20), (3.24) e (3.25)

e, para o CDRS-TDP,

__min - pu

Qlu,leingzi,f{i,/{iq,

X,Y,T,B,‘,B;q,c,',D,‘ (327)
sujeito a

wvis B21), (3.22), B24) e (:25).
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Nota-se que as condigoes adicionais nao implicam em maior com-
plexidade de implementagao, apenas alteram a complexidade numérica
de solugao do algoritmo.

3.6 Conclusao

Neste capitulo foi estudado o problema de estabilidade para com-
pensadores dindmicos por realimentacao de saida aplicados a sistemas
lineares a parametros variantes, sendo demonstradas condigoes para
andlise de estabilidade robusta baseadas na utilizacao de uma Funcgao
de Lyapunov Dependente de Parametros. A partir destas condicoes
foram propostos métodos de projeto de controladores parcialmente e
totalmente dependentes de parametros.

A obtencao dos valores nimericos dos ganhos das leis de controle
pode ser facilmente realizada com a utilizagao de ferramentas algorit-
micas baseadas em métodos de pontos interiores, cuja complexidade
numérica, referente a metodologia de projeto proposta, também foi
apresentada neste artigo.

Para tratamento de sistemas com validade local e/ou modelos
provenientes de metodologia fuzzy Takagi-Sugeno, incluem-se condigoes
adicionais de forma a garantir que os resultados obtidos para o modelo
sejam validos também para o sistema original.
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4 CDNRS APLICADO A UMA CLASSE DE SISTEMAS
NLPV

Neste capitulo apresenta-se a anélise de estabilidade e projeto de
controladores dindmicos nao lineares por realimentacao de saida (CD-
NRS) de ordem completa aplicados a uma classe de sistemas nao li-
neares em tempo discreto com parametros variantes. Tal classe pode
ser representada como a interconexao em realimentagao de um sistema
linear a parametros variantes com alguma nao linearidade de tipo setor
limitado. Dois casos sao considerados: controlador com dependéncia
parcial de pardmetros (CDNRS-PDP) e controlador com dependéncia
total de parametros (CDNRS-TDP). Para o segundo caso, considera-
se ainda que os atuadores podem ser limitados em amplitude, fator
este tratado por uma condigao de setor modificada e inclusao de termo
anti-windup, com o objetivo de mitigar os efeitos da saturacao.

Também sao incluidas condigoes adicionais para tratamento de
sistemas véalidos localmente, permitindo para este caso considerar nao
linearidades de tipo setor globalmente e localmente verificadas. Os
modelos em anélise podem ser obtidos pela modelagem exata da classe
utilizando o método Fuzzy-Lur’e proposto no Capitulo 2.

4.1 Apresentacao do Problema

Considere a classe de sistemas nao lineares tipo Lur’e em tempo
discreto com parametros variantes no tempo, representada por:

xep1 = A()xg+B(h)ug + G(hy) 9 (zx)
Zk = L(hk)xk (41)
Yk = Cx

em que x; € R, up € R™ e yp € RY sdo, respectivamente, os esta-
dos do sistema, a entrada de controle e a saida do sistema. Além
disso, zx € RP, @(.) : RP - R? e b C R” é um vetor de pardme-
tros mensurdvel, variante no tempo e limitado no simplex unitédrio
E={heRY_, hyiy = 1, iy 2 0,0 = 1,..r}

A estrutura das matrizes do sistema possui a seguinte forma:

-

[ A() B() G(h) L) | =Y [ A Bi Gi Li | (4.2)

i=1
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e C € R9" sendo A;, B;, G; e L; matrizes contantes, reais e de di-
mensoes apropriadas. Considera-se inicialmente que a nao lineari-
dade ¢(.) verifica globalmente a condigdo de setor tipo cone limitado
0(.) €]0,Q], Vz€RP, ie. existe uma matriz simétrica definida positiva
Q=0 e RP*P tal que

!

0 (z)A " [p(z) — Q2] <0, Yz e RP, 9(0) =0 (4.3)

sendo A € RP*P qualquer matriz diagonal positiva:

A2 diag{§}, §>0, Vi=1,..p.

O problema de controle a ser estudado consiste da sintese de um
controlador dindmico nao linear por realimentagao de saida (CDNRS)
que garanta a estabilidade para o sistema correspondente em malha
fechada, obedecendo um certo requisito de desempenho.

Para o CNDRS aplicado a classe de sistemas nao lineares 7
admitem-se dois casos:

4.1.1 CASO 8: CDNRS-PDP para uma Classe de Sistemas
NLPV

Seja o controlador dinamico

{ Xejr1 = Ac(h)Xer+Be(hi)ue i+ Ge(hie) @(zx)

4.4
Yek = chc,k + Dcuc,k + FC(P(Zk) ( )

em que xc € R*, yor € R e ucp € RY . Considera-se a seguinte estrutura
das matrizes do controlador

-

[ Acthe) Be(hy) Gelhe) =Y mypy[ Aei Bei Gei | (4.5)

i=1

e C. € R"™" D, € R™4, F. € R"™*P, onde Ay, € R, By € R e
Gg € WP, Como as matrizes da equacdo de saida, C., D, e F., nao
dependem do parametro variante, nomeia-se de CDNRS parcialmente
dependente de parametros, ou simplesmente CDNRS-PDP.
Considerando a interconexao ucx = yx € Yex = U, tem-se o
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seguinte sistema em malha fechada

Xk+1 = A(hk)xk +B(hk)chC7k +B(hk)DCCXk+
(G(h) + B(hi)Fe) 9 (zx)
Xekr1 = Ac(hp)xex +Be(hi)Cxy + Ge(hi) @(2k)

Entao, definindo o vetor de estados aumentado ¢, = [)c;c x;.k]', o sistema
em malha fechada pode ser representado por:

Gr1 = (Al) +B(m)K) g+ (G(hy) + Bl ) F) 9(zk)
% = L (4.6)
uy, = Kg+Fo(z)

a) = | e an |- B00=| PO ] k=[],

L) =[ L) 0] e G(l)= { gc((hffk))}

Observa-se de (4.6) que as matrizes K e F, podem ser vistas
como uma realimentagao constante dos estados e da nao linearidade do
sistema aumentado, respectivamente [8], [12].

4.1.2 CASO 4: CDNRS-TDP para uma Classe de Sistemas
NLPV

Seja o controlador dinamico

{ Xejr1 = Ac(he)xep+Be(hi)ue i+ Ge(hie) @(zx)

ver = Colxes + Delhucs + Folhole) 47

em que xc € R, yer € R™ e ucr € RY. As matrizes do controlador sao
estruturadas como

[Ac(hk) Bc(hk) Gc(hk) ] = ih]%(l) [ A Bei G ]+
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-

[ Ceh) Delh) Felm) ] = Y[ Ci Do Fe ] (4.8)

1

sendo (Ad, Aciq) e R (BC,', Bciq) € R4, (GC,', Gciq) e NP, C, €
%mxn’ D, € Rmxp o F. € Rmxp.

Considerando a interconexao ucx = yr € Ycx = U, tem-se o
seguinte sistema em malha fechada

Xt = A(h)xe+ B(he)Ce(hi)xe x4 (G(he) + B(hi) Fe (i) @ (26) +
B(hy)D.(hy)Cxy,
Xek+1 = Ac(hy )xc,k + Be(hi)Cxy + G (hi) 9 (2)

Como anteriormente, tem-se

Grr = (Al) +B(m)K(hi)) 6+ (G(he) +B(hi ) Fe (hi)) 9 (zx)
%% = L(u)s
we = K)o+ Fe(h)o(z)
(4.9)

Al 0 B(h) G (M)
A= | e Adh) } B(hk):[ 0 } E)= { Gl }

L) = [ L) 0] e K(l)=[ De(m)C Ce(u) |

Observa-se de (4.9) que as matrizes K(/) e F.(h;) podem ser
vistas como uma realimentacao dependente dos parametros dos estados
do sistema aumentado e da nao linearidade, respectivamente.

4.2 Condicoes de Estabilidade

Para o estudo de estabilidade e a garantia de um certo desem-
penho temporal para o sistema em malha fechada, considera-se a FLDP
(3.10) apresentada no Capitulo 3 e a seguinte definicao:

Definigao 2 Considere um escalar ndo negativo A € (0,1]. A origem
do sistema descrito em @ ou @) € robustamente absolutamente
estdvel, com coeficiente de contragdo A, se

A
AV (s hi) =V (Ger1,hug1) — AV (G, i) < 0O (4.10)
Vg e R, @()€0,Q] e Vih €E
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Considerando que (4.6]) e (4.9) podem ser escritas sob a forma

k1 = Anr (M) G + Guar (hi) @ (2k) (4.11)

com AMF(hk) = A(hk) -I-B(hk)K S GMF(hk) = G( )+B(hk)F
Ayr(he) = Alh) + B(h)K(h) e Gyr(hy) = G(Iy) -‘rB(hk)Fc(hk), res-
pectivamente para os CASOS 3 e 4.

Portanto, para obter as condigoes de estabilidade, considera-se:

V3 (Ge ) = AV (G hi) — 290 (20) A (9 (k) — QL(Iy) ) =

(¢ @(z) ]///cm(hk){ ¢(g§k) ] <0 (4.12)

com

!

Mgy, () = [ é”,;’; ((’ZZ)) ]@l(hkm[ Aur(h) Gaar(h) |+

a1 ! —1
s v

De forma andloga as condicbes de estabilidade apresentadas na
se¢ao garante-se (4.12) de forma suficiente por

—Q(hxs1) Ay (h)U Gumr (he)A
* 2(Qh)-U-U) UL (m)Q | <0 (4.13)
* * —2A

Através de garante-se que g, (h) <0 e, de 7 que
¥ (G, hi) < 0, desde que a condicio de setor @ (z)A™! [@(z) — Qzx] <0
seja globalmente verificada. Também constata-se que AVj (g, i) <0
e, portanto, garante-se a estabilidade absoluta robusta. Desta forma,
com procedimento semelhante ao utilizado nas provas dos Lemas|l|e
pode-se estabelecer os seguintes resultados de estabilidade.

Para o caso do CDNRS-PDP para uma classe de sistemas NLPV
tem-se o lema a seguir.

Lema 5 (Condi¢ao de Estabilidade - CASO 3). Sejam A, Bei, Gei, Ce,
D, e F. matrizes conhecidas que formam o controlador . Para um
dado escalar real A € (0,1], considere a existéncia de matrizes simétricas
definidas positivas Q; € R¥™*?", da matriz diagonal positiva A € RP*P ¢
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da matriz U € R satisfazendo:

) v | G+ BiR)A
.= 1ji "L
M3]z UL;Q <0 (4.14)
* % ‘ —2A
Vi, j=1,...,r

na qual Mf“ji € definida em .
Entao, a origem do sistema em malha fechada (@ é robusta-
mente absolutamente estdvel para qualquer condi¢do inicial go € R" e

para qualquer @(.) pertencente ao setor , com coeficiente de con-
tratividade A .

Para o caso do CDNRS-TDP para uma classe de sistemas NLPV
tem-se o lema a seguir.

Lema 6 (Condigdo de Estabilidade - CASO 4). Sejam A, Acig, Bei,
Biig, Gei, Geig, Ceis Dei € Fei matrizes conhecidas que formam o contro-
lador . Para um dado escalar real A € (0,1], considere a existéncia
das matrizes simétricas definidas positivas Q; € R, da matriz di-
agonal positiva A € RP*P e da matriz U € R satisfazendo:

M (G; +B;iF:)A
M, = 2ji U'L.Q <0
4ji i (4.15)
* ok ‘ —2A
Vi,j=1,...r
M+ (qu +]Btiq + Bchi)A
+ _ 2 . ! i !
M4ﬁq = Jjiq U (L, —HLq)Q <0 (4.16)
* % ‘ —4A

Vi=1,..,r, YVi=1,..,r—1 e VYg=i+1,...,r

na qual M;ji e M;jiq sao definidas em e , respectivamente.

Entao, a origem do sistema em malha fechada @ € robusta-

mente absolutamente estdvel para qualquer condigdo inicial gy € R" e

para qualquer @(.) pertencente ao setor , com coeficiente de con-
tratividade A.
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Prova: Das estruturas matriciais definidas em (4.2)) e (4.8)) pode-se
reescrever as parcelas Ayr(h) e Gyr(hy) de (4.13) como

AMF(hk) :A(l’lk)+B hk th Ai+BiDCiC BiCCi :|+

BciC Aci
A;+B;K;
ri i (A,' +Aq) + (Bich +Bchi)C Bich +Bchi
i=1g=i+1 BciqC Aciq

Aig+BK,+BgK,

e
- Gi+BiF.i
Gur () = G(h) + B ) Fe(hi) = Y [ G T
i=1 <
—_——
Gi+BiFi
ri‘ Z Gi+Gy+BiFog+ByF.;
=1 g=1 Gciq
qu++Btiq +IB§chi
. | Ai+A, O | Gi+ Gy
sendo A;, = { BayC  Ady } e Gy = [ Geig }

De maneira analoga para os demais termos, pode-se reescrever
(4.13) como

ZZ iy M+ Z
a5 =t

Z Gy Pty P Mg < O (4.17)
g=i+1

HMT

Entao, com base nos valores admissiveis dos parametros
(Xizi luiy = 1, gy > 0), as condigdes estabelecidas pelo lema garantem
que (4.17) é verificada. O

Observa-se de (4.14)), (4.15) e (4.16), que a matriz U é obrigato-
riamente invertivel.

Além disso, pode-se associar os conjuntos de tipo Lyapunov em
a FLDP definida em . Desta maneira, como consequéncia
dos lemas 5| e @ Z(v) =N;6(@Q;',7) é6 um conjunto robustamente
A-contrativo (com respeito as trajetérias do sistema ou ([4.9)).
Esta nogao, ja exposta no capitulo anterior, serd novamente utilizada
na aplicagao dos resultados de estabilizagao robusta aos sistemas fuzzy.
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4.3 Condicoes de Estabilizacao

Para as condigoes de estabilizacao dos Casos 3 e 4 utilizam-se
das mesmas matrizes definidas na secao [3.3

4.3.1 FEstabilizagcao com CDNRS-PDP-NLPV

Teorema 7 Dado A € (0,1], considere que existem as matrizes simétri-
cas definidas positivas (Q11;,02i) € R"™", a matriz diagonal positiva
A € RP*P ¢ as matrizes (Q121,A, X, Y, T) € R, B; € R4, G; € R"™P,
CeRmn DeR"™4 e F e R™P, satisfazendo as sequintes condigies:

-0 —lej Y/Ai+BiiC A; G; )
* _Q22j A;+B;DC My1; GiA+ B;F
’ £ AMQuimY —Y) My LO <0 (118
* * * Mys; XLl-Q.
* * * * —2A
Vij=1,..r
nas quais:

My, = AX+BC,

My = /I(Q_lzi*T,*IX

Mpi = A(Qni—X —X).

Seja W € R uma matriz ndo singular qualquer, determine:
Z=W)"NT' -Y'x)

Entao, as matrizes do controlador CDNRS obtidas por

D, = D
c. = (C-p.Ccx)z7!
. = FAT!
Bi = (W) '(Bi—Y'BD.)
Ai = W) YA —YAX—-YBD.CX—-Y'BC.Z—W B,CX)Z™
Gi = W) N Gi—Y (GiA+BiF))A™!

(4.19)

sao tais que a origem do sistema em malha fechada € robustamente
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assintdticamente estdvel com coeficiente de contratividade A.

Prova: Pré e pos multiplicando G) por diag[®/ [} I] e sua trans-
posta, e definindo a troca de varidveis A;, B;,G;,C,D,F de acordo com

(4.19), tem-se que (4.14)) é equivalente a (4.18)). O

4.3.2 FEstabilizagcao com CDNRS-TDP-NLPV

Teorema 8 Dado A € (0,1], considere que existem as matrizes simétri-
cas definidas positivas (Q11;,022i) € R, a matrizes diagonal positiva
A € RPXP e as matrizes (0121,A1,Aig, X, Y, T) € R (B;,Biy) € R4,
(Gi,Gig) € R™P, C; € R™, Di e Rm*4 ¢ F; € R™*P, satisfazendo as
sequintes condigoes:

—011;j *Qle Y'Ai+B,C A; Gi
* —Qnj Ai+B,D,C M.; GiA+BiF;
% x  AO1i—Y —=Y) Mgy, L,Q <0 (4.20)
* * * M3, X L,Q
* * * * —2A
Vi, j=1,.,r
—2011; _ZQ:IZj Mai Ay Giy
* —202; Mcgi Mey; /Mclgi
* * My M.,s; (,Li :i—LlI?Q <0 (4.21)
* * * MC(,,‘ X (L1+Lq)Q
* * * * —4A
Vi=1,..,r, Yi=1l,..,r—1 e Yg=i+1,...;r
nas quais
M. = AX+BC
Moi = AQui—T —1)
Mgai = A(Qni—X —X)
Mo = (Ai+Ay)X+BiC,+B,C
M = A(O12i+ Qizg —ZT: —2I)
Mei = l/(Q_zzi +022g —2X —2X)
Ma; = Y (Ai+A,)+B;,C
Msi = Ai+A,+ (BiDy+B,D;)C
My = ;L(Q_l]i+Q_llq—2Y,—2Y)
Moo = (Gi+Gy)A+BiF,+B,F;
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(4.22)

Seja W € R uma matriz ndo singular qualquer, determine:
Z=W)" T -Y'x)

Entao, as matrizes do controlador CDNRS obtidas por

D, = D,

B, = (W) (B YBDC,)
Fi = FZA*'

Ci = D.CX)Z~

(A “Y'AX Y BiDCX — Y BiCaZ — W B,CX)Z™!
NG —Y (Gia+BiE))A™!
= [éiq — Y (BiDey + Bqu)}

3339

\./\_/\_/\_/

>
2
LY

[
=

Al =Y (Ai+A)X ~ Y (BiDey + B Dei)CX ~

Y (BiCeg+ B,Cei)Z — W/Ba-qCX} 7!
Goig = W) [Giy—Y'(Gi+G)A—Y (BiF,+B,F)| A7 (4.23)
sao tais que a origem do sistema em malha fechada € robustamente
assintdticamente estdvel com coeficiente de contratividade A.

Prova: Pré e pés multlphcando e por dzag[@ e I] e sua
transposta e definindo a troca de varidveis A,,A,,,,B,,B,q,G,,G,q,Cl,D,,

F; de acordo com (4.23), tem-se que é equivalente a .
é equivalente a (4.21). O

Com relagao a complexidade numérica dos teoremas [7] e [8] estes
diferem apenas da quarta linha e coluna em relacao a complexidade
apresentada nas tabelas[I] e

4.4 Condigoes Adicionais para Modelos Locais

Em varios problemas praticos, o modelo a parametros variantes
descreve o comportamento do sistema apenas numa subregiao
do espaco de estado #) C R". Neste caso é necessario garantir que a
evolugao das trajétorias estejam confinadas no dominio de validade do
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modelo utilizado. Para tal, consideram-se as mesmas condigoes adi-
cionais apresentadas na secao |3.5)

Portanto, com base nas condigdes dos lemas [f] e [f] e no desen-
volvimento descrito na secao [3.5] é possivel apresentar os seguintes
resultados para sistemas locais.

Corolario 3 Sejam A, Bei, Gei, Ce, D, e F, matrizes conhecidas que
formam o controlador . Para um dado escalar real A € (0,1],
considere a existéncia de matrizes simétricas definidas positivas Q; €
R da matriz diagonal positiva A € RP*P e da matriz U € R,
satisfazendo as condicdes definidas em e .

Entao, o conjunto Ly 2 ﬂi{éa((@;l)} =&(Q () € robusta-
mente absolutamente A-contrativo e tal que %y C Xo. Portanto, a
origem do sistema em malha fechada @ € assintoticamente estdvel
para qualquer condi¢ao inicial gy € £y e para qualquer @(.) verificando
a condi¢io @ (z)A'[@(z) — Qz] <0, Vz € ZD ¥, e, sequramente,
as trajetorias que emanam de Gy permanecem em X..

Corolario 4 Sejam Aci, Acig, Bei, Beig, Geiy Geigs Ceiy Dei € Fei matrizes
conhecidas que formam o controlador . Para um dado escalar
real A € (0,1], considere a existéncia das matrizes simétricas definidas
positivas Q; € R da matriz diagonal positiva A € RP*P e da matriz
U € R221 satisfazendo as condicoes definidas em , e
:

Entao, o conjunto %y 2 ﬂi{zg’((@;l)} =&(Q ' ()) € robusta-
mente absolutamente A-contrativo e tal que &y C xo. Portanto, a
origem do sistema em malha fechada (@ € assintoticamente estdvel
para qualquer condi¢ao inicial gy € 4y e para qualquer ¢(.) verificando
a condicdo q)/ (z)A o(z) —Qz] <0, Yz €ZD %, e, sequramente,
as trajetdrias que emanam de G permanecem em Xo.

E importante destacar que os resultados acima permitem que a
nao lineridade de setor ¢(.) seja valida apenas na regido %y, ndo sendo
mais necessario sua garantia global.

Desta forma, para sintese do CDNRS-PDP aplicado a uma
classe de sistemas nao lineares a parametros variantes, considerando
um dominio de validade %, tem-se o seguinte problema de programacao
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convexa
__min oy
Ou1i, Q12i, 022, Ai, G,
X,Y,T,B;,C,D,F,A (4.24)
sujeito a

LMIs (4.18), (3.25) e (3.24)
e, para o CDNRS-TDP,

. _min U

Q1115 Q12iy 022i,Ais Aig, Gi, Gig,

X,Y,T,A,B;,Bi;,Ci,Di F; (4.25)
sujeito a

Lmis @20), @21), B23) e (3:24).

E possivel verificar também que as condigoes adicionais para os
sistemas locais nao implicam em maior complexidade de implemen-
tagdo, apenas alteram a complexidade numérica de solucao do algo-
ritmo.

4.5 Extensao para o caso com Saturagao nos Atuadores

Nesta segao apresentar-se-ao de maneira breve alguns resultados
obtidos no periodo de execugao dessa dissertacao e descritos no artigo
[25].

Considera-se o sistema com saturagao dos atuadores, sendo
representado por

Xep1 = Alh)xe + B(hy)sat (ur) + G(hi) 9(zk)
k = L(hk)xk (4.26)
Yk = Cx

As entradas de controle sao limitadas em amplitude, com a
funcéo padrao de saturagao

sat (uy) (k) = sign(ug) (k))min(pg., |u) (k)|)

VI=1,...,m, sendo py) >0 o limite simétrico de amplitude relativo a
[-ésima agao de controle.
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Propoe-se o seguinte controlador dinamico

{ Xeptt = Ac(h)xex+Be(h)ucx + Ge(hi) @(2x) — Ec(hi) ¥ (ug)
Yek = Cc(hk)xc,k + Dc(hk)uc,k + Fc(hk)q)(zk)

(4.27)
com xqp € R e ¥(.) : R™ — R™ a ndo linearidade de zona morta
descentralizada, definida por

W (uy) = uy — sat (uy).

As matrizes do controlador sdo estruturadas como em 7
adicionando-se E.(hy) =Yi_; hi(iyEci- Observa-se que E:(ht) é uma ma-
triz de ganhos anti-windup dependente de parametros que ajuda a ate-
nuar os efeitos da saturacao nas entradas de controle. E importante
notar que o termo anti-windup s6 atua na ocorréncia de saturacao (i.e.
¥(u) #0).

Considerando a interconexdo ucx = yx € Yex = U, tem-se o
seguinte sistema em malha fechada

Gert = (Alh) +B(h)K(hy)) 6k + (G h) + B(hi) Fe (he)) 9 (2k)
—B (A ) (ux)
7 = L()g
we = K(he)Ge+ Fe(h) o (k)
(4.28)
A(hy) 0 B(hy)
A(hk) = [ Bc(hk)C Ac(hk) :|’ IB'g(hk) = |: 0 :| )

G(h = B(h
=] Gl |- 00=[ £} ]
e K(lg) = [ De(h)C Co(hy) |

Também considera-se um conjunto poliedral (dependente de pa-
rametros) dado por:

S(p, ) = {6 € R |T1 (i) g+ Do (i) (1) | < p, Vi € E}

onde por deﬁnigéo: F](/’lk) = Z{zlhk(i)rli e Fz(hk) = Z;zlhk(i)rzl', com
'y, 1o e Rmx2n,

Uma condicao de inclusao de fundamental importancia para apli-
cacao da condicao de setor modificada associada & ndo linearidade de
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zona morta, com proposito de obter as condigoes LMI desejadas para
estabilidade e estabilizacao, é apresentada no seguinte resultado:

Lema 9 Dados os conjuntos &(Q7'(h)) e S(p,h), a inclusio
EQ () C S(p, i) € obtida, se existir U € R2>" por [§]:

-Q+U+U -ULQ UT,
* 24 Alyg |20 (4.29)
* * P

Vi=1,..,r e VI=1,....m

Prova: O elipséide &(Q ™' (h)) estd contldo em S(p,hy), isto é,
IT1 ()i + T2 () @(zx)| < p Vi € E(Q () se

e ]{[Q "o ]-
l (j)EZZ)] [ Ty () T }
vi=1,...m e ng,(p(zk) tal que 2(p Z%)A” sz]<0
(4.30)

Fazendo uso da S-procedure e do complemento de Schur (ver Apendice

A) demostra-se a equivaléncia entre (4.30) e (4.29)).00
Além diSSO, fazendo Y] (hk) = K(/’lk) — F] (hk) e Yz(hk) = Fc(/’lk) —
I’y (A ), esta inclus@o implica em (ver [12] 25])

(z
Iy

N"L S

/

Y ()™ (W () — Y1 (i) G — Yo () @(2)) < 0 (4.31)

para todo ¢ € &(Q~!(l)) e para toda matriz diagonal definida positiva
S e Rrmxm,

Portanto, para obter a A-contratividade robusta absoluta de
&(Q'(hy)), considera-se:

Yalseh) = AVa(Ge i) —20 (2)A ™" (9(z) — QL)) —
2W (1) (P (ug) — Y1 () G — Ya () 9(21)) =
Gk

(P/ (zx)
W ()

!

[ @) W) | Mess(he) <0

(4.32)
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com
AMF(hk)ll )
Mess() = | Gur(hi) | Q () [ Amr(h)  Gur(hi) —B(hy) ]+
~B' (1)
—AQ () L'(m)QA" Y (hy)S!
* 247" Yy(h)S! | <0
* * —281

Através de (4.32), e desde que as néo linearidades ¢(z;) e W(uy) ve-
rifiquem, respectivamente, a condicao de setor e a condigao de
setor modificada , pode-se estabelecer as seguintes condigoes de
estabilidade, também descritas em [25].

—B;s

M. H,
Mt = 4ji I <0
o H;
* k% ‘ —-28
Vi, j=1,...r
—(Bi + I?Bq)S
+ / /
M= | Majig Bty 1 oy
R Hly; + Hy,

* ok % ‘ —45

Vi=1,...,r, Vi=1,...,r—1 e VYg=i+1,...,r

Tais condigoes permitem a elaboragao do seguinte teorema de estabi-
lizagao.

Teorema 10 Dado A € (0,1], considere que existem as matrizes
simétricas definidas positivas (Q11:, 022i) € R™", as matrizes diagonal
positiva A € RP*P ¢ S € R™™ e as matrizes (ngi,Ai,Aiq,X, Y, T) e R,
(éi,é,’q) € %"Xq, (éi,é,’q) S ER"XP, (éiaﬁlli,ﬁmi) S cﬁmxn} D,’ S cxqu;
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E; e R e (B Hy) € R™P, satisfazendo as sequintes condicdes:

—011j *Q:le YlAiJréiC A; G . E;
* —0»j A;+B:D;C M.; GiA+BiF; —B;S
T ey e ra i |
* * * M.3; X L,Q H,;
* * * * —2A I-Aléi
* * * * —-28
) Vi,j=1,...r )
(4.33)
[ —2011; —2012; My Aig Gig E+E;, ]
* —202; Mcgi My /Mclgi - (/Bi + B?)S
* * My; M.s; (Ll--l-Lq)Q H11i+1:111q <0
% % * M X (Li+L)Q Hp+Hpy,
* * * * —4A I:I;i—i—lfléq
* * * * * -4
i Vi=1,.,r, Yi=1l,..,r—1 e Yg=i+1,..r
(4.34)
—Qui+Y+Y —Qui+T +I  —LQ  (Dy)0) —Hyy,
* —Oni+X +X —-XLQ C}gl) *fﬁzi(z) >0
* * 2A Fioy = Hyq
* * * p<2l)
Vi=1l,..,r e VI=1,...m
(4.35)

nas quais M¢i; ... Mco; sao definidas em ,
Seja W € R uma matriz ndo singular qualquer, determine:

Z=Ww)"(1T'-Y'x)
Entao, as matrizes do controlador CDNRS-TDP-NLPV cogsidemndo a
saturacdao dos atuadores, obtidas por e por E;; = (W) H(E:S™! —
Y/Bi), e o conjunto Ly = N; {5(@;1)} =&(Q () formam a solugao
do problema de estabilizacao.

Observagao 1 O CDRS-TDP-NLPV CASO 4 sem limita¢do dos
atuadores, pode ser wisto como um caso particular do Teorema [§
eliminando-se a condi¢do e a quarta linha e coluna das condicdes

@53 e {-34)-
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Desta forma, através do Teorema [10] e das condigoes e
, tem-se para a sintese do CDNRS-TDP sujeito a saturagao dos
atuadores o seguinte problema de programagao convexa

Lo min
Qni,AleAi,ngi,éi,{liqui;qu«,AX,Y?AT,A,S,
Bi, Biq,Ci, Dy, Ei, Fi, Hivi, Hioi, Hoi (4.36)
sujeito a
LMIs q4.33[), (]4.34[), (]4.35[), (]3.24[) e (]3.25[).

4.6 Conclusao

Neste capitulo foi tratado o problema de estabilidade para com-
pensadores dinamicos por realimentacao de saida aplicados a uma classe
de sistemas nao lineares a parametros variantes, sendo demonstradas
condigoes para analise de estabilidade robusta baseadas na utilizacao
de uma Funcdo de Lyapunov Dependente de Parametros. A partir
destas condigoes foram propostos métodos de projeto de controladores
parcialmente e totalmente dependentes de parametros.

Para o caso totalmente considerou-se uma extensao em que os
sinais dos atuadores sao limitados em amplitude (saturagao), com trata-
mento baseado numa condigao de setor modificada, com adi¢ao de gan-
hos anti-windup visando mitigar os efeitos da saturacao.

Para tratamento de sistemas com validade local e/ou modelos
provenientes de metodologia fuzzy Takagi-Sugeno, incluem-se condiges
adicionais de forma a garantir que os resultados obtidos para o modelo
sejam validos também para o sistema original. Neste caso permite-se
que a nao linearidade de setor da planta seja valida apenas localmente.

A obtencao dos valores niimericos dos ganhos das leis de controle
pode ser facilmente realizada com a utilizagdo de ferramentas algorit-
micas baseadas em métodos de pontos interiores.
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5 RESULTADOS NUMERICOS E SIMULACOES

No presente capitulo sao apresentados resultados numéricos obti-
dos a partir da aplicagao dos algoritmos de projeto de controladores
apresentados neste trabalho. Varias configuragdes e condigbes de fun-
cionamento sao consideradas e comparadas entre os algoritmos, objeti-
vando a andlise de custo-beneficio de cada técnica.

Resultados de simulacoes, realizadas para algumas dessas
condigoes, sao mostrados, considerando principalmente como fatores
de comparacao os seguintes itens: complexidade numérica e de im-
plementacao, estimativa de regides de confinamento e estabilizagao, e
factibilidade dos algoritmos. Também sao apresentadas as respostas
temporais dos estados, demonstrando que a adigao das condigoes de
inclusao para sistemas validos localmente faz com que as trajetdrias
nao ultrapassem os limites do dominio de validade, assim como a
evolucao da entrada de controle.

Inicialmente as ferramentas computacionais utilizadas para cal-
culo e simulagao sao brevemente descritas, sendo seguidas da apresenta-
¢ao das caracteristicas do processo a ser controlado. Apds, apresentam-
se os resultados numéricos e simulagoes, com respectivas consideragoes
sobre as solugoes obtidas.

5.1 Ferramentas Computacionais

Para obtencao dos resultados deste capitulo foram utilizadas as
seguintes ferramentas computacionais:

1. Yalmip [29]: interface para descricao do problema matemadtico
considerado e chamada do SDP-solver a ser utilizado;

2. SeDuMi [36]: um dos SDP-solvers utilizado para busca de
solugoes factiveis para as LMIs;

3. SDPT3 [44]: um dos SDP-solvers utilizado para busca de solucoes
factiveis para as LMIs;

4. Simulink: ferramenta para modelamento, simulacao e andlise de
sistemas dinamicos.



86 5 RESULTADOS NUMERICOS E SIMULACOES

5.2 Exemplo Numérico

Para ilustrar os métodos propostos neste trabalho, é utilizado
como exemplo o sistema de um péndulo invertido sobre um carro, apre-
sentado na secao 2.3, com as duas metodologias de modelamento exato
abordadas.

Para o exemplo elege-se: m =2.0kg, M = 8.00kg e 2] = 1.0m. Dis-
cretizando cada regra em e para um tempo de amostragem
fixo Ty = 0.1s, utilizando segurador de ordem zero, obtém-se as matrizes
que compoem os modelos para simulagao. Desta maneira, com a utiliza-
¢ao da metodologia de insercao da nao linearidade de setor na matriz
de estados, tem-se o seguinte sistema linear discreto com parametros

variantes:

16
Xkt 1 L2y hi{Aixic+ By } (5.1)
Yk Cxy
com c
4 [ 10864 0.007 ] . [ —0.0009
P77 17410 1.0420 7 —0.0178
A, — | 1:0864 0.1007 ] o [ —0.0004
27| 17410 1.0420 *7 | —0.0089
Au— [ 1:0890 01052 ], [ —0.0009
37 18195 11354 37 -0.0186
A, — | 10890 01052 ] [ —0.0005
7 1.8195 11354 7 —0.0093
Ao [ 1:0547 0.0996 ], [ ~0.0009
57| 1.0969  1.0108 37| -0.0176
A [ 10547 0.0996 ], _ [ ~0.0004
67 1.0969 1.0108 |* 76T | —0.0088
Ao [ 10564 01041 ] o [ —0.0009
77 11464 11023 77| -0.0184
Ao — | 10564 0.1041 Be — [ —0.0005
87 11464 11023 87 —0.0092
Ao [ 1:07630.1006 ], _ [ ~0.0008
97| 15363 1.0372 ’ 7| -0.0157
A 10763 0.1006 |, _ [ —0.0004
07 15363 1.0372 | T | —0.0078
4 10784 0.1046 | [ —0.0008
U7 15974 1.1191 "7 —0.0163
A 10784 0.1046 ] o [ —0.0004
27 15974 1.1191 27 —0.0081
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A [ 1.0484 0.0997 Bus [ —0.0008
BT 09691 10095 |° TP T | —0.0155 |

A, — | 10484 00997 7 o [ —0.0004 ]
4709691 1.0095 | UM T | ~0.0078 |

A — [ 1.0497 0.1036 ] B — [ —0.0008 ]
37 1.0076  1.0900 |7 5T | —0.0162 |

A [ 1.0497 0.1036 | B — [ —0.0004 ]
7] 1.0076 10900 |’ 67| —0.0081 |

e C= [ 1 0 } s

e para a metodologia usando estabilidade absoluta, denominada de mo-
delo hibrido Fuzzy-Lur’e, tem-se o seguinte sistema nao linear discreto
com parametros variantes:

8 = —
X1 = Xézl hi {Aixi + Biug + Gi®(z) }
% = YighiLixg (5.2)
o = Cx
com _ _ _ _ _ _
n 1 0.0978 —0.0009 0.0852
A=10 ooses |* BT | 00173 |0 97| reo1s |
[ 1 00978 ] [ —0.0004 ] [ 0.0852 ]
=10 09568 |* B2=| —000s6 |* 27| 16918 |
[ 1 01022 ] [ —0.0009 ] [ 0.0878 ]
As = | 0 10451 |’ By = | —0.0180 | Cs = | 17681 |
[ 1 01022 ] [ —0.0004 ] [ 0.0878 ]
As= Lo 1oast |° B4= | —o.0000 |- Ca = | 17681 |
[ 1 00981 ] [ —0.0008 ] [ 0.0754 ]
A=10 o918 |* BT | —o0153 |* 97| 14979 |
A1 0091l o [ -00004 ] . 00754 ]
6= 0 09618 | 76T | —0.0076 |* TCT | 1.4979 |’
i [ 1 01020 ] B — [ —0.0008 ] G — [ 0.0774 ]
Tl 10397 |7 77T —00159 |0 7T | 15574 |
[ 1 01020 ] [ —0.0004 ] [ 0.0774 ]
As = L0 10397 | B85 | —00079 |- Cs = | 1.5574 |

c=[1 0] _Ll..‘Lg:[ 1 0] e @z)=sin(z)-

Observa-se que a nao linearidade de setor ¢(.) verifica a condigao
de setor cone limitada @(.) € [0,1], para z € [-x,7]. Porém, como o
modelo é vélido apenas para x; € [-n/3,7m/3], é possivel diminuir o
conservadorismo utilizando uma regiao de setor mais estreita, ou seja,
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a nao linearidade @(.) verifica a condi¢ao de setor @(.) € [%, 1], para
z € [—n/3,7/3], conforme exposto na figura 14.
0] 1z 0.827z
z

-3 -2 -1 0 1 2 3
Figura 14: Regido de setor para a ndo linearidade @(.).
Desta forma, é necessario fazer uma transformagao de malha

(@ €]Q1,] em ¢ €[0,Q]) (ver Apéndice D) [23], obtendo-se o seguinte
sistema para simulagao:

Xpr1 = ZZ=1hi {Aixk—FBiuk-f—Gi(P(Zk)}
% = YiighiLix;
Y = Cxi (5-3)

com A;= (A_,- +Gi¥Li) e ¢(zk) = ¢(z) — %Z’f

Como os modelos fuzzy ({5.1)) e fuzzy-Lur’e (5.2)) sao validos ape-
nas localmente, utilizam-se das condigoes de inclusao adicionais apre-
sentadas na secao 3.5, com

o X1max X1max —Xlmax —Xlmax
Vo = ) 9 I I
X2max —X2max X2max —X2max

A= [ Hmax } e L=1.

X2max
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5.3 Resultados Numéricos e Simulagoes

Os resultados apresentados nesta segao correspondem & possi-
bilidade de encontrar uma resposta factivel para os ganhos dos con-
troladores propostos nos algoritmos (3.26) e , para o péndulo
modelado na forma 7 e e (4.25), para o péndulo modelado
na forma .

E importante reforcar a nomenclatura usada para os contro-
ladores propostos, exposta abaixo:

e CASO 1 - CDRS-PDP aplicado a sistemas lineares com parame-
tros variantes - Algoritmo (3.26])

e CASO 2 - CDRS-TDP aplicado a sistemas lineares com parame-
tros variantes - Algoritmo (3.27))

e CASO 3 - CDNRS-PDP aplicado a uma classe de sistemas néo
lineares com parametros variantes - Algoritmo (4.24))

e CASO 4 - CDNRS-TDP aplicado a uma classe de sistemas néao
lineares com parametros variantes - Algoritmo (4.25))

Todas as simulagbes foram efetuadas utilizando a interface
Yalmip e o solver SDPT3, em um computador Intel Core2Duo T5670,
3 GB RAM.

5.3.1 Simulacdo para os Algoritmos Aplicdveis ao Modelo

Inicialmente, apresentam-se nas tabelas [f e [f] a quantidade de
varidveis escalares e linhas das LMIs para os algoritmos dos CASOS
1 e 2, sem as condigoes adicionais para sistemas locais, relacionadas
4 complexidade numérica (proporcional a #3.%), e a quantidade de
operagoes de adicao e multiplicacao, relacionadas a complexidade de
implementagao.

Nota-se que as complexidades para o CASO 2 sdo superiores aos
valores para o CASO 1, com valor de complexidade numérica relativa
de 475.

Na tabela [0 observam-se os valores minimos de contratividade
nos quais os algoritmos dos CASOS 1 e 2 permanecem factiveis. Nota-
se que para o CDRS totalmente dependente de pardmetros (algoritmo
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A (varidveis escalares) | £ (linhas)
Algo. (3.26 271 2048
Algo. (3.27 1036 17408

Tabela 5: Ntumero de varidveis escalares e linhas das LMIs - CASOS 1
e 2.

Adigao | Multiplicagdo
Algo. (3.26 102 105
Algo. (3.27 870 1145

Tabela 6: Numero de operagoes - CASOS 1 e 2.

(3-27)) obtém-se um menor valor do fator de contratividade, possibili-
tando uma maior gama de ajuste de desempenho.

Fator 4
Algoritmo ([3.26 0,494
Algoritmo ([3.27] 0,226

Tabela 7: Factibilidade dos Algoritmos de Controle - CASOS 1 e 2.

Na tabela[8]sdo expostos os tempos computacionais para solugao
dos algoritmos de sintese dos controladores. Nota-se que as versoes que
dependem totalmente dos parametros apresentam tempos maiores de
solugao, fato que ja era esperado visto o maior nimero de LMIs para
este caso.

Nas figuras 15 (A =1) e 16 (A =0.7) observam-se as regides de
estabilidade (RE), representadas por “x”, para o CASO 1, e “47, para
0 CASO 2, e as regides de confinamento das trajetérias (RC) no espago
de estados da planta, representadas por uma linha continua para o
CASO 1, e uma linha tracejada para o CASO 2. A RE é dada por

Sor 2 N{&@ ")} em que
&(@il):{xle%z;[ N ] Q' [ 0 ] < 1},



5.8 Resultados Numéricos e Simulagoes 91

tempo(s)— (A =1) | tempo(s)— (A =0.7)
Algoritmo (3.26 8.9540 8.9700
Algoritmo (3.27] 128.6380 151.8970

Tabela 8: Tempo Computacional - CASOS 1 e 2.

!
e define o conjunto de condicoes iniciais ¢y = [ xlo 0 ] , para os quais
as trajetérias do sistema ficam confinadas em RC. A regido RC é a
projecio ortogonal (ver Apéndice B) de &(Q; ') sobre o plano formado
pelos estados da planta, definida como

SOp = {gkproj = projgk ‘

seLv() 2@ 1)

com

X % RE CASO1L

+ + RECASO2

—— RCCASOI

— — RCCASO2
7%

x2

Figura 15: Regioes de Estabilizagao e Confinamento para A =1 - CASOS 1
e 2.

Nota-se que a exigéncia de um melhor desempenho (menor fator
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% x RE CASO1L

+ + RECASO2

—— RCCASO1

— — RCCASO2
%

x2

Figura 16: Regides de Estabilizagdo e Confinamento para A =0.7 - CASOS
le?2.

contrativo) provoca uma diminuigdo nas estimativas das regides RE
e RC, ou seja, o compromisso entre desempempenho e tamanho das
regides de estabilidade e confinamento. Tal fator deve ser considerado
pelo projetista. Verifica-se também um menor conservadorismo para o
CDRS-TDP CASO 2 (algoritmo (B.27)), devido ao maior nimero de
graus de liberdade para este controlador.

Para simulacao da evolucao temporal dos estados e do esforgo
!

~ . o o~ e e e . !
de controle, sao consideradas as condicgoes iniciais gy = [ Xy 0 ] , com

Xo=[07293 2] ex;=[0759 3], para o CASO 1 e CASO 2,
respectivamente.

Nas figuras 17 e 18 observa-se a evolucao temporal dos esta-
dos da planta para A =1, sendo que “+” representa os estados para
0 CASO 1 e “o” para o CASO 2. Nota-se que os estados, para todo
tempo, permanecem dentro regiao de validade %j. Tal fato é verificado
devido as condigoes adicionais inseridas aos algoritmos de sintese dos
controladores.

Na figura 19 observam-se os esfor¢os de controle para a mesma
condicao de simulagao anterior.
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Figura 17: Evolugao Temporal de x1 para A =1 para os CASOS 1 e 2.
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Figura 18: Evolugao Temporal de x2 para A = 1 para os CASOS 1 e 2.
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Figura 19: Esforco de Controle para A =1 - CASOS 1 e 2.

5.3.2 Simulacdo para os Algoritmos Aplicdveis ao Modelo

Inicialmente, apresentam-se nas tabelas [J] e a quantidade de
varidveis escalares e linhas das LMIs para os algoritmos dos CASOS
3 e 4, sem as condigoes adicionais para sistemas locais, relacionadas
A complexidade numérica (proporcional a #3.% ), e & quantidade de
operagoes de adicao e multiplicacao, relacionadas a complexidade de
implementacao.

A (varidveis escalares) | .Z (linhas)
Algo. (4.2 161 576
Algo. (4.25 413 2592

Tabela 9: Ntmero de varidveis escalares e linhas das LMIs - CASOS 3
e 4.

Observam-se valores maiores de complexidade do CASO 4 em
relacdo ao CASO 3, com complexidade numérica relativa de 76. En-
tretanto, é importante enfatizar que comparado as complexidades dos
CASOS 1 e 2, os valores obtidos de ntimeros de variaveis, de linhas, e de
operagoes sao extremamente reduzidos, mostrando uma melhor eficicia
de implementagao utilizando o modelo Fuzzy-Lur’e.
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Adigao | Multiplicagdo
Algo. (4.24 70 76
Algo. (4.25 326 440

Tabela 10: Nimero de Operagdes - CASOS 3 e 4.

Na tabela [II] observam-se os valores minimos de contratividade
nos quais os algoritmos dos CASOS 3 e 4 permanecem factiveis. Nota-
se que para o CDRS totalmente dependente de parametros (algoritmo
(4.25))) obtém-se um menor valor do fator de contratividade, possibili-
tando a obtencao de um maior ajuste de desempenho.

Fator A
Algoritmo (3.26 0,476
Algoritmo ([3.27 0,179

Tabela 11: Factibilidade dos Algoritmos de Controle - CASOS 3 e 4.

Na tabela sao expostos os tempos computacionais para
solugao dos algoritmos de sintese dos controladores. Nota-se uma
redugao significativa em relagdo aos tempos obtidos para os CASOS
1 e 2, demonstrando uma melhor eficidcia computacional no uso do
modelo Fuzzy-Lur’e.

tempo(s)— (A =1) | tempo(s)— (A =0.7)
Algoritmo (3.26 2.9800 3.3860
Algoritmo (3.27 11.5750 13.4470

Tabela 12: Tempo Computacional - CASOS 3 e 4.

Nas figuras 20 (A =1) e 21 (A =0.7) observam-se as regices de
estabilidade (RE), representadas por “x”, para o CASO 3, e “4+”, para
0 CASO 4, e as regides de confinamento das trajetérias (RC) no espago
de estados da planta, representadas por uma linha continua para o
CASO 3, e uma linha tracejada para o CASO 4.

Nota-se que a exigéncia de um maior desempenho (menor fator
contrativo) provoca uma diminui¢do nas estimativas das regides RE
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5r ;
x x RECASO3
4t + + RE CASO4
—— RC CASO3
— — RCCASO4
3t %
2 .
i
¥ of
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2
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5
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e 4.
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% % R CASO3
4r + + RE CASO4
—— RC CASO3
3t — — RCCASO4
%
2 .
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-1+
2+
3F
4t
-5
-1.5

Figura 21: Regides de Estabiliza¢ao e Confinamento para A =0.7 - CASOS
3ed.
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e RC, ou seja, o compromisso entre desempempenho e tamanho das
regioes de estabilidade e confinamento. Tal fator deve ser considerado
pelo projetista.

E importante notar também que as regides obtidas possuem
tamanho e forma semelhantes as obtidas nos CASOS 1 e 2, porém
a um custo computacional e de implementagao reduzido.

Para simulacao da evolucao temporal dos estados e do esforco

!

~ . o o~ e e e . /
de controle, sao consideradas as condigoes iniciais gy = [ x5 0 ] , com

Xo=[0.3629 2.8509 ] e x,=[ 0.4809 3.7281 ], para o CASO 3 e
CASO 4, respectivamente.

Nas figuras 22 e 23 observa-se a evolugao temporal dos esta-
dos da planta para A = 1, sendo que “+” representa os estados para
0 CASO 3 e “0” para o CASO 4. Nota-se que os estados, para todo
tempo, permanecem dentro regido de validade ¥#;. Tal fato é verificado
devido as condigoes adicionais inseridas aos algoritmos de sintese dos
controladores.

1F
oo
o O
oslk ++ CASO3 | |
8 6 00 CASO4.1
+H
0.6 +
+ o
+

5 04f ;.
= e}
x +

0.2

5
+
0 + &9 et
oy e
et O
0.2 ] o
OOOOO
-0.4 i
0 1 4 5

tempo(s)

Figura 22: Evolugao Temporal de x1 para A =1 para os CASOS 3 e 4.

Na figura 24 observam-se os esforgos de controle para a mesma
condicao de simulagao anterior.
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4k ++ CASO3 | |
OO CASO4.1

x2(rad/s)

tempo(s)

Figura 23: Evolugao Temporal de x2 para A = 1 para os CASOS 3 e 4.

250 T T T T
++ CASO3
OO OO CASO4.1
200F o E
o
~ 150+
< o
3 o+,
g +
8 100
© +  F
k=l
Q
+
5 50 °©
173
ik +
+
of o+ SPAPRP0P00
+
o ++++++56®
50 -000° ; ; ;
0 1 2 3 4 5
tempo(s)

Figura 24: Esforgo de Controle para A =1 - CASOS 3 e 4.
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5.4 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados resultados numéricos para o
calculo das matrizes dos controladores dindmicos por realimentacao de
saida utilizando os métodos propostos neste documento. Comparacoes
entre os controladores foram feitas levando em conta as duas formas
de modelo abordadas. Como era esperado, os sistemas que utilizaram
controladores com dependéncia total de pardmetros possuem um menor
conservadorismo e uma maior gama de ajuste de desempenho em re-
lacao aos controladores com dependéncia parcial de parametros, porém
a um custo computacional e de implementacao mais elevado.

Também foi mostrado que a utilizacao do modelo Fuzzy-Lur’e
consegue diminuir a complexidade numérica e de implementagao e obter
resultados semelhantes, em termos de desempenho e de estimativas de
regiao de estabilizacao e confinamento, aos do modelo fuzzy tradicional,
explicitado em [37].

Por fim, foram apresentadas simulagoes temporais da evolugao
dos estados e da entrada de controle, demonstrando que a trajetéria
dos estados nao escapa do dominio de validade do sistema. Tal fato foi
garantido pela adicao das condigbes para sistemas locais, garantindo
que os resultados obtidos para o modelo fuzzy também sejam aplicaveis
ao modelo nao linear original.
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Neste trabalho foi apresentado um estudo da estabilidade apli-
cado a duas vertentes de sistemas: os lineares com parametros vari-
antes e uma determinada classe nao linear com parametros variantes,
ambos em tempo discreto. Para a segunda pode-se visualizar como
um sistema de tipo Lur’e, composto de um sistema linear a parame-
tros variantes realimentado por uma nao linearidade de tipo setor limi-
tado. Condigoes para andlise de estabilidade robusta baseadas em uma
Funcao de Lyapunov Dependente de Parametros foram demonstradas,
e, a partir destas condicoes, foram apresentados métodos para projeto
de controladores dinamicos por realimentagao de saida. E importante
destacar que sempre dois casos de controladores sao tratados, os par-
cialmente dependentes de pardmetros (CDRS-PDP) e os totalmente
dependentes de parametros (CDRS-TDP).

Dentro do contexto descrito acima, o Capitulo 2 visou a obtencao
dos modelos de simulagao a partir das plantas nao lineares originais.
Para tal, utilizou-se da representacao Fuzzy Takagi-Sugeno, formali-
zando os resultados de [37]. Também foi proposto um novo método,
denominado modelo hibrido Fuzzy-Lur’e, cujo modelo resultante é da
forma de um sistema LPV realimentado por uma néo linearidade de
setor limitado. Nesta dissertagao utilizou-se do modelamento exato da
planta, garantindo que os resultados obtidos para o modelo fuzzy sejam
igualmente validos para o modelo nao linear original da planta.

Os capitulos seguintes foram dedicados a apresentacao dos re-
sultados propostos no contexto desta dissertacdo. As contribuicoes do
trabalho estao principalmente relacionadas a utilizagao de leis de con-
trole com dependéncia total de parametros, a formalizagao da obtencao
dos modelos para simulagao, incluindo o método denominado de mo-
delo hibrido Fuzzy-Lur’e, e a inclusao de condigoes para tratamento de
sistemas vélidos apenas localmente. Também é analisado um caso no
qual considera-se a presenca de limites impostos sobre a amplitude das
entradas de controle, tratado por uma condicao de setor modificada
com adi¢do de malha anti-windup [39].

A validade dos métodos apresentados foi demonstrada por exem-
plos numéricos e simulacoes. Para os resultados numéricos foram
consideradas diversas condigoes, analisando e comparando principal-
mente os seguinte fatores: complexidade numérica e de implemen-
tagao, estimativa de regides de confinamento e estabilizagao, e factibili-
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dade dos algoritmos. As principais observacoes sao relativas ao menor
conservadorismo das técnicas totalmente dependentes de parametros,
obtendo-se estimativas de regides maiores em relagao ao caso parcial-
mente depentende de parametros, assim como a obtencao de valores
menores para o coeficiente de contragao, ou seja, uma melhor perfor-
mance temporal. Porém, a complexidade segue o processo inverso,
sendo necessario, portanto, analisar o custo-beneficio de cada método.
Em parte, este problema é sensivelmente reduzido com a utilizagao
do modelo Fuzzy-Lur’e, onde é possivel obter desempenho similar aos
obtidos com o modelo fuzzy tradicional a um custo de complexidade
menor.

Uma dificuldade encontrada no trabalho esta relacionada a com-
plexidade dos algoritmos propostos, podendo ser um fator limitante a
aplicagao dos mesmos, principalmente para os totalmente dependentes
de parametros e em casos com numero de nao linearidades elevado,
mesmo quando se utiliza o modelo Fuzzy-Lur’e. Assim, com o intuito
de aprofundar e melhorar os resultados obtidos até o presente momento,
propoem-se os seguintes trabalhos futuros:

e aprofundar os estudos sobre os efeitos do processo de discretizacao
dos modelos locais;

e verificar a possibilidade do uso de modelos fuzzy aproximados
considerando uma representacao do sistema na forma politépica
adicionada de uma incerteza limitada por norma;

e aprimoramento dos algoritmos visando a obtencao de resultados
menos conservadores no que se refere a regiao de estabilidade
garantida;

e incluir critérios de melhoramento de desempenho, como por exem-
plo minima energia ou rejeicao de perturbacao através de H.,
estudos ja inicializados.
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APENDICE A - LMIS E FERRAMENTAS DE
TRATAMENTO

A.1 Inequagoes Matriciais Lineares

Uma LMI é uma desigualdade matricial do tipo F(g) > 0, no
qual F(g): R™ — RI*7 é simétrica e afim nas varidveis de busca, que
sao representadas pelo vetor g. Genericamente pode-se representar uma
LMI da seguinte forma

&1

m
F(g)=FR+) gF>0, g=
i=1 gm

na qual F; = Fi, € R9*9 sdo matrizes dadas e g; sdo varidveis escalares
a serem determinadas de forma a satisfazer a desigualdade. Quando
existe uma solugao g para F(g) > 0 diz-se que a LMI é factivel.

Intmeros problemas em diferentes areas do conhecimento po-
dem ser reformulados via LMIs e numericamente resolvidos através de
eficientes pacotes computacionais (ver [32]).

A.2 Ferramentas de Tratamento

A.2.1 Complemento de Schur

O complemento de Schur [2] é a ferramenta utilizada para con-
verter inequagoes nao-lineares convexas em LMIs. Considere a seguinte
nao linearidade convexa

/ U /

0(x) =S (MR '(0)S(x) >0, O(x) =0 (x), Rx)=R(x)>0 (A.1)

Através da aplicacdo deste complemento, é possivel converter a

inequacao (A.1) na LMI

0(x) §(x)
{ S0 R) ] =0 (4.2)

Note que para satisfazer (A.1) e (A.2) deve-se ter O(x) >0 e

R(x) > 0 como condigdes necessdrias, porém nao suficientes.
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A.2.2 S-Procedure

A técnica conhecida como S-procedure, ou Procedimento S, per-
mite concatenar varias restrigoes escalares de desigualdade em uma
Unica. Para reduzir o conservadorismo, a técnica introduz multipli-
cadores como fatores de ponderacao a serem determinados.

Sejam T, ..., T, € ™" matrizes simétricas dadas e F(g) € R
uma fungao afim em g. Considere o seguinte problema: encontre g, se
possivel, tal que

EF(QE>0 VEA0:ETE>0, i=1,..p (A.3)

Pode-se demonstrar que, se existem escalares 7;, >0, i=1,...,p
e algum g tais que

F(g) - Zp: LT >0 (A4)
i=1

1

entdo (A.3)) estd satisfeita. Existem variantes do procedimento S (ver

21)-
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APENDICE B — PROJECAO

B.1 Projecao no Espago Coluna

O célculo de ¥ e sua projecao no espago coluna p = AX, repre-
sentados na figura 25, pode ser efetuado basicamente de duas maneiras
(ver [35]):

b-Ax g

col1
: espacgo
p=AX=Pb coluna

Figura 25: Projecao no Espaco Coluna.

1. Os vetores perpendiculares ao espago coluna pertencem ao espago
nulo esquerdo. Portanto, o vetor de erro b — Ax deve estar no
espaco nulo de AT:

AT(b—A%)=0 ou ATAz=ATD. (B.1)

2. O vetor de erro deve ser perpendicular a cada coluna de A:

al (b—Ax)=0 al
ou © | [b—Ax]=0.
al (b—Ax) =0 al

Esta é novamente a equacao . Uma terceira maneira é tomar
as derivadas parciais de E? = (Ax — b)” (Ax — b), porém, o modo mais
rapido, dado um conjunto de equagoes nao solucionaveis Ax = b, é sim-
plesmente multiplicar por AT. Todos estes métodos equivalentes pro-
duzem a matriz quadrada de coeficientes ATA.
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Se as colunas de A sdo linearmente independentes, entdo ATA
é invertivel e pode-se obter ¥ = (ATA)~'ATb, portanto, a projecdo no
espaco coluna é definida por

p=Ai=A(ATA)'ATD

sendo P = A(ATA)"'AT definida como a matrix projecio. Tal matriz
projeta qualquer vetor b sobre o espago coluna de A.

Propriedades de P:
(i) é igual ao seu quadrado: P?> =P
(ii> é igual a sua transposta: PT=p

De certa maneira pode-se dizer que qualquer matriz simétrica
com P? = P representa uma projecao.
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APENDICE C — APROXIMACAO DE SISTEMAS NAO
LINEARES

C.1 Método de Aproximacao

Seja o sistema nao linear:
x=f(x)+G(x)u=F(x,u)
fi(x) gu(x) - gim(x)
f=| i | ecw=| : .
Ju(x) gni(x) o gum(x)

O objetivo é construir um modelo linear em x e u que aproxime
o comportamento do sistema nao linear nas proximidades do ponto de
operagao xo ([41]; [42]), ou seja, encontrar as matrizes constantes A e B
tal que:
f(x)+G(x)u~ Ax+ Bu para qualquer u

f(x0) +G(xp)u = Axo + Bu para qualquer u
Do fato de u ser arbitrario, tem-se
G(xo) =B

Portanto, a problematica se resume a achar uma matriz constante A,
tal que na vizinhanca de xg

f(x) =~ Ax (C.1)

f(xo) = Axo (C.2)
Seja al a i-ésima linha da matriz A, reescreve-se (C.1) e (C.2)

como

filx)=alx, i=1,2,..,n (C.3)
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filxo) =alxo, i=1,2,....,n (C.4)

onde o i-ésimo componente de f é f;: R" — R. Expandindo o lado
esquerdo de (C.3)) em xp e eliminando os termos de segunda e mais
altas ordens, obtém-se

filx0) + V7 fi(x0) (x — x0) =~ af x

sendo V fi(xg) : K" — R" a fungdo gradiente (um vetor coluna). Substi-

tuindo em (C.4)

VT fi(x0) (x —x0) ~ af (x—xo)

com x arbitrario, porém, proximo de xy. O objetivo agora é determinar
os vetores constantes a;, tais que estejam tao préximos quanto possivel
de Vfi(xo) e satisfagam a restrigdo al xo = fi(xo). Define-se

1
E =2 |IVfilxo) ~ailly

Entao, pode-se formular o seguinte problema de otimizagao com
restricao
min E
ai
sujeito a alxo = fi(xo)

Nota-se que o problema de otimizacao acima é convexo, e como
tal significa que a condig@ao necessaria para um minimo de E é também
suficiente ([3]; [I0]). As condigbes de primeira ordem para otimizagao
do problema sao:

V. E+ AV (al xo— fi(x0)) =0 (C.5)

aj xo = fi(xo) (C.6)
Solucionando (C.5)) resulta em

a; —Vfi(xg) —Axg =0 (C.7)

E importante destacar que para este caso considera-se xg # 0. Pré



C.1 Método de Aproximagdo 109

multiplicando (C.7) por xJ e subsitituindo (C.6) no resultado, tem-se

A= XZVﬁ(XQ) _ﬁ(x())
xoll3

Substituindo em (C.7)), obtém-se
fi(x0) = x( V fi(xo)

2 X0, X0 #O
[Ixoll3

a; =V fi(xo) +

Desta forma pode-se obter a composicdo da matriz A, que em
conjunto com a matriz B obtida anteriormente formam o modelo linear
local para os pontos de operagao do sistema.
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APENDICE D — TRANSFORMACAO DE MALHA

D.1 Transformacao ¢ € [Q,Q;] em ¢ € [0,Q]
Seja a seguinte condigao de setor
(@ () — Q1A [P(er) — Qo] <O, Vo €K, $(0) =0
Definindo
¢ () = ¢ (21) — Quze = P(ze) = 9lz0) + Qi
e substituindo em , obtém-se a transformagao de malha
¢ (@A [p() — (1-Q)al, ¢()€[0.1-Q]

Portanto, para o sistema

X1 = Al )xe + G(hy) @(zi) + By )sat (i), @(.) € [Q1,Q]

2k = L(hy)xx
Yk = Cxg

111

pode-se aplicar a transformagdo de malha substituindo (D.2) na

equacao do sistema. Desta forma, tem-se

X1 = (A(he) + G(h) Q1 L)) i+ G(he) @ (2x) + B(hy ) sat (uy.)

Definindo A(h) = (A(h) + G(h)Q1L(h)) chega-se a forma necesséria

a aplicacgao do algoritmo de controle, sendo esta

Xer1 = A(h)xe + G(he) @(zi) + B(hy)sat (uy),  @(.) €[0,1—Q]

2k = L(hy)xx
Yk = Cxg
com @(zx) = @(z) —Qizk
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