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Resumo

O problema inverso de espalhamento aqui considerado é determi-
nar o formato de um objeto sound-soft plano a partir do conhecimento
da amplitude de espalhamento para uma quantidade finita de ondas in-
cidentes. Inicialmente, abordamos alguns pontos da teoria de existéncia
e unicidade de solucao. Por ser um problema mal posto, aplicamos o
método de Tikhonov para a regularizacao. Discorremos sobre os méto-
dos da curva-L, do ponto fixo, o principio da discrepancia e o principio
da discrepancia generalizado para a determinacao do parametro de re-
gularizacao. E, em seguida, para a deteccao do objeto, apresentamos
os métodos LSM, fatoracao de Kirsch, MKM-FP, SVD-tail, ISVD-tail e
critério do produto maximo. O objetivo é fazer comparativos de forma
grafica da qualidade de imagem obtida.
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Abstract

The inverse scattering problem discussed here is a problem of
determining the shape of a plan sound-soft object from the knowledge
of the far-field pattern for a finite quantity of incident waves. Initially,
we discuss some points from the theory of existence and uniqueness of
solution. Because it is a ill-posed problem, we apply Tikhonov’s method
for regularization. Also, we present the L-curve method, fixed point
method, Morozov’s discrepancy principle and generalized discrepancy
principle to determine the regularization parameter. And so, to detect
the object, we present the methods: LSM, Kirsch factorization, MKM-
FP, SVD-tail, ISVD-tail and maximum product criterion. The final
goal is to compare graphically the quality of the image obtained.
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Introducao

Resolver uma, classe especial de problemas matemaéticos, chama-
dos problemas inversos, tornou-se um aspecto importante em muitas
aplicacoes dos dias atuais. Podemos citar o uso de imagens de radar
[36], identificagdo biométrica, aplicagbes industriais (testes nao destru-
tivos, identificacao de parametros em processos industriais), tomografias
e aplicagoes as ciéncias meédicas (deteccao de tumores e fraturas) [13]
e [44]; aplicagoes a geofisica (deteccao de reservatorios de minerais,
prospegao de hidrocarbonetos). Sao problemas que exigem solugoes
rapidas e precisas. Assim, queremos determinar solucgoes tteis através
do espalhamento de ondas acusticas tempo-harmonicas com objetos
impenetraveis.

A teoria de espalhamento é relacionada com os efeitos da inte-
racao entre ondas incidentes e um objeto D, interacao essa que gera
ondas espalhadas. Essa teoria nos traz dois tipos de problemas: dire-
tos e inversos. No problema direto, temos informagcoes disponiveis de
um campo [!| de ondas incidentes u’ e propriedades a respeito de um
objeto D (por exemplo, condigbes de fronteira e propriedades fisicas).
Com essas informagoes, desejamos determinar o campo de ondas es-
palhadas u*, ou seja, as ondas que interagem com o objeto e queremos
saber como elas se comportam apos a interacao. Matematicamente, a
onda espalhada u® é solugao de um problema de fronteira exterior que
envolve a equacio Au+k%u = 0 conhecida como equacio de Helmholtz.

Ja no problema inverso, conhecidos o campo de ondas incidentes
u® e o campo de ondas espalhadas u*, queremos determinar propriedades
de um objeto desconhecido D. Para tal, usamos o método de amostragem
linear [31] (Linear Sampling Method, LSM) baseado na solu¢ao numérica

IDada uma regido X do espaco, podemos associar a cada ponto de X uma
grandeza escalar (temperatura, pressao, densidade, distancia, ...) ou uma grandeza
vetorial ( forga velocidade, aceleracdo posicdo, deslocamento, ...). Dizemos, entéao,
que esta definido sobre X um campo escalar ou um campo vetorial, respectivamente.



de uma equagao linear Ag = f, em que A é um operador integral conhe-
cido como operador far-field. No LSM original, a norma da solugao g da
chamada equacdo far field Ag(z) = e~**'* tende ao infinito conforme
os pontos de amostragem z distam do objeto. Assim, esse comporta-
mento, que depende do ponto tomado, caracteriza o perfil do objeto.

Perceba que, embora o problema de identificacao do perfil do
objeto seja ndo linear, a abordagem descrita acima é linear. Caso
tratdssemos de técnicas nao lineares, a abordagem mais apropriada
seria através de técnicas de otimizacao baseadas no método de New-
ton, por exemplo [22]. A vantagem dos métodos ndo lineares é ndo
necessitar de muitas informacgoes, normalmente um campo incidente é
suficiente para gerar a implementagao [I0]. A dificuldade neste caso é a
convergéncia local dos métodos e a possibilidade de multiplos extremos.
O LSM nao apresenta essas dificuldades, mas o problema linear é mal
posto no sentido de Hadamard [20].

Vale lembrar que, em termos praticos, estamos sempre em dimen-
sdo finita, muito embora, a verdadeira solu¢do pertenca a um espagco
de dimensao infinita. Assim, visto que o problema é mal posto, apos a
discretizacao lidamos com um problema discreto mal condicionado que
deve ser resolvido usando alguma técnica de regularizacio [6]. Nesta
busca, abordamos o método de Tikhonov em conjuncao com os méto-
dos de escolha do parametro de regularizagao da Curva-L [21], do Ponto
Fixo [3], e o principio da discrepancia [7] e sua generalizagao [14].

Quanto a identificacdo do perfil do objeto, o LSM deu origem a
muitos outros métodos que apresentam boa robustez, como, o método
da fatoracao de Kirsch [29], [27] e o MKM-FP [34], uma associacao do
método da fatoracao de Kirsch com o método do ponto fixo, ambos
métodos discutidos no trabalho. Também apresentamos o SVD-tail
[16], técnica baseada no uso da SVD e no comportamento dos coe-
ficientes de Fourier da matriz referente ao operador discretizado, e o
ISVD-tail [16], que é similar ao SVD-tail, porém troca o uso da SVD
pela iteragao simultanea inversa [18]. Por fim, abordamos o critério do
produto méaximo [3], que faz determinagoes de parametros que falham
com o uso do ponto fixo.

Como a identificacao do objeto é através de técnicas do tipo LSM,
a verificagdo do desempenho dos métodos é feita via testes numeéricos.
Assim, fazemos a comparacdo gréafica das técnicas por meio de um
processo similar a curvas de niveis [I4]. Uma outra maneira, que nao
a utilizada neste trabalho, é realizar uma analise de erro, através da
obtencao de u® numericamente, como se pode observar em [43].

Enfatizamos que o enfoque desta dissertacdo é apresentar os



métodos e os resultados numéricos obtidos na identificacao de objetos
via o problema inverso de espalhamento. Assim, muitos dos resultados
relativos as equagoes dos problemas direto e inverso nao sao demonstra-
dos, apenas citamos referéncias que ajudem o leitor a aprofundar esse
estudo. O objetivo final deste material é analisar os métodos de modo
a ver suas vantagens e desvantagens, buscando qualidade de imagem e
um custo computacional favoravel.

O contetddo do trabalho estd dividido em quatro capitulos. No
capitulo 1, apresentamos o problema de espalhamento (direto e inverso)
juntamente com as equagoes governantes. Para melhor entender o que
nos leva a estudar métodos numéricos para resolucao do problema in-
verso, apresentamos os resultados que tratam de existéncia e unicidade
de solugao. O capitulo 2 inicia-se com um breve histérico sobre o estudo
de problemas inversos. Em seguida, discorremos sobre problemas mal
postos e como contornar essa dificuldade através de métodos de regu-
larizacao. Entao, apresentamos o método de Tikhonov, o mais popular
entre os métodos de regularizacao. Também, abordamos os métodos
de determinacao do parametro de regularizacdo. No capitulo 3, bus-
camos o formato do objeto através dos métodos de deteccao ja citados
anteriormente. Ao longo do capitulo 4, exemplos numéricos bidimen-
sionais ilustram as técnicas apresentadas nos capitulos 2 e 3. Por fim,
muitos dos resultados auxiliares nao se encaixavam no escopo do tra-
balho e foram colocados nos apéndices A e B, que tratam de resultados
de andlise funcional e algebra linear computacional, respectivamente.
Os apéndices tém a funcio de ajudar o leitor com mais detalhes sobre
temas abordados na dissertagao.






Capitulo 1

Generalidades sobre o
Problema de
Espalhamento

Neste capitulo, apresentaremos a estrutura dos problemas direto
e inverso de espalhamento, além de um apanhado de resultados que
nos permite tratar de existéncia, unicidade, caracterizacao e compor-
tamento assintotico de solugoes. Iniciamos com uma breve descri¢ao a
respeito do problema direto e da equacao que o rege, e também uma
pequena descri¢ao do problema inverso. Ao longo das subsegoes, citare-
mos mais detalhes sobre o tema e como o intuito do trabalho é ana-
lisar e comparar métodos numéricos para o problema inverso, muitas
demonstracoes dos resultados dessa secao serao omitidas. Para deta-
lhes, recomendamos as literaturas [12] e [27].

1.1 Apresentacao do Problema

A equacdo que possibilita a analise do problema de espalha-
mento, objeto de estudo neste trabalho, é a equacao reduzida da onda,
conhecida como equacao de Helmholtz. No contexto do problema do
espalhamento, consideramos ondas actsticas de pequena amplitude de
propagacao num meio homogéneo como um fluido. O movimento da
onda é modelado por um sistema nao linear que, quando linearizado, é



da forma [12]

82
b1 = C2Ap17

com ¢ sendo a velocidade do som e py(z,t) a pressao. Supondo que
p1 & periddico no tempo, isto é, se é da forma p;(xz,t) = Re[u(z)e™ "]
com frequéncia w > 0 e u = u(z) uma fungao de valores complexos,
podemos observar que u, que depende somente da variavel x, satisfaz

w
a equagao de Helmholtz com namero de onda k = — > 0, isto é, u(x)
¢

satisfaz
Au(z) + k*u(z) = 0. (1.1)

Agora, vamos assumir que um subconjunto aberto e limitado
D C R3 representa um objeto em R? e considerar o espalhamento de
ondas planas da forma

u(x;d) = eherd

pelo objeto num meio homogéneo. Aqui, «-d denota o produto interno
canonico em R3 e | - | denota a norma associada. Também, d € S? é
a diregao de propagacio da onda e S* = {z € R3 : |z| = 1} é a esfera
unitaria em R3. E simples verificar que u’ é uma solucio da equacéo
de Helmholtz em todo R3.

Quando a onda incidente u’ atinge o objeto, produz a onda espa-
lhada u®. Sobrepondo essas ondas geramos uma onda total v = u’ +u*;
o comportamento da onda total na fronteira 0D do objeto basta para
determinar a onda espalhada.

e A condi¢do de fronteira de Dirichlet u = 0 em 0D caracteriza
obstéaculos sound-soft. Isso corresponde ao fato da pressao da
onda total ser nula na fronteira;

0
e A condi¢ao de fronteira de Neumann gu _ 0em 0D, em que v é

14
a normal unitaria externa a 0D, modela obstéaculos sound-hard,
ou seja, a velocidade normal da onda total se anula na fronteira;

e A condicao de impedéancia ou condi¢ao generalizada de Neumann:

@+/\u:06m8D.
ov

Outro fator relevante nesse estudo, é o fato de haver uma condigao que
faz com que o campo espalhado u*® se comporte como uma onda esférica
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quando distante do objeto. Essa condicao é chamada de condigao de
radiacao de Sommerfeld e é dada por

ou®
I —iku® ) = 1.2
Jim 7 < B iku ) 0, (1.2)
em que r = |z| e o limite deve ser valido uniformemente em todas

diregoes 7 := x/|z| € S%. Nosso intuito é estudar solugdes que tenham
a caracteristica de ser radiatingll.

Neste trabalho, abordaremos apenas o caso com condi¢ao de
fronteira de Dirichlet. Assim, para uma frequéncia fixa com namero
de onda k, o problema direto em R? consiste em encontrar uma funcio
u® satisfazendo

Au® + k%u® =0, x € R?\D,
u®(z) +u(x) =0, z € 0D, (1.3)
lm, oo V7(2e — iku®) =0

onde r = |z|,z € R?\D, o limite acima ¢ considerado em todas as di-
regoes & = x/|x|, e u’ € um campo conhecido de ondas incidentes. Note
que nessa formulagao, a onda espalhada u® é solu¢cao de um problema
exterior de fronteira, visto que x € R?\D.

Ja o problema inverso, que procura descrever o perfil da fronteira
do objeto, envolve a solucao numérica de uma equagao linear Ag = f,

onde
(Ag2)(@) = S (1.4
) (@) = —=e"F .
g V8mk
em que o lado direito é a amplitude de espalhamento da solucao funda-
mental da equagdo de Helmholtz, z € R? e A : L*(S) — L3(S) ¢é dada
por

(Ag2)(@) = /S oo, d)g- (d)ds(d), 7 € S, (15)

A & um operador integral conhecido como operador far-field, S é a bola
unitaria em R2, d ¢ a direcdo de propagacdo, e us denota amplitude
de espalhamento.

Na pratica, apenas aproximacgoes do ntucleo do operador sao
disponiveis e a equagao integral deve ser resolvida considerando-se um
operador perturbado A = A+ E. Além disso, para efeito de simulagoes,
o problema inverso depende de u., que é gerado pelo problema direto.
Outra dificuldade associada ao problema inverso é que o problema (L)
pode nao possuir solugao.

I'Uma solugdo para a equacdo de Helmholtz cujo dominio de definicio contém o
exterior de alguma esfera é denominada radiating se satisfaz a condi¢ao de radiagao
de Sommerfeld uniformemente em todas diregoes

7



1.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Ao tratarmos do problema de espalhamento (3] ¢ de funda-
mental importancia abordarmos as questoes de existéncia e unicidade
dos problemas direto e inverso, até mesmo para melhor entendermos a
dificuldade da descricao numeérica de solugbes. Assim, apresentaremos
alguns dos resultados fundamentais na abordagem do problema direto.
Como ja foi citado, muitas demonstragoes serao omitidas, visto que
o foco principal do trabalho é o estudo de métodos numéricos para a
resolucao do problema inverso.

O seguinte resultado, consequéncia do teorema da divergéncia
de Green [42], é essencial na representacao das solucoes da equagao de
Helmholtz.

Teorema 1.1. Seja D um dominio simplesmente conexo em R™ para
n = 2,3 com fronteira 0D € C? e normal unitdria exterior v. Se u,
v € C?(D)NCY(D), temos a primeira identidade de Green

ov

/ {uAv + Vu - Voldr = / u——ds (1.6)
D op OV

e a sequnda identidade de Green

v ou
/D{uAv —vAuldr = /aD {ua - va} ds. (1.7)

Agora, vamos caracterizar solugoes radiating da equagao de Helm-
holtz em R3\D usando a solugdo fundamental do operador —A — k>

definida por
ei k‘xfy‘

D (z,y) = £y (18)

—
drle —y|’
Teorema 1.2. Suponha que o conjunto limitado D seja o complemento
aberto de uwm dominio ilimitado de classe 92 com normal unitdria ez-
terna v a fronteira OD. Sejo u € C*(R*\D)(C(R*\D) wma solugio
radiating para a equacio de Helmholtz em R3*\ D que possui uma derivada
normal na fronteira no sentido do limite
ou

a(x) = hIE& v(x) - Vu(z + hv(z)), x € 0D,

existe uniformemente na fronteira. Entao,

= u 9(w,y) _ du T s r € R®\D
we) = [ u) %5~ S )b | ast), « < BAD. (19)



Por fim, outro fator importante no estudo de um problema de
espalhamento é o comportamento da onda espalhada u® para x longe da
fronteira de D. O teorema a seguir fundamenta esse comportamento.

Teorema 1.3. Cada solu¢ao radiating u da equagio de Helmholtz tem
o comportamento assintdtico de uma onda esférica outgoing

u(z) = % {uw(a) +0 (ﬁ)} (1.10)

uniformemente em todas dire¢oes T = conforme |z| — co. A fungao

x
||
Uso definida na esfera unitdria S* é chamada de amplitude de espalha-
mento de u.

Demonstragao: Primeiramente, vamos provar que a identidade

oyl = o] - % y+o(| |) 2] — oo, (1.11)

é valida uniformemente para y € 0D. De fato, note que

o =yl = (|2 = 22 -y + [y*)"/>. (1.12)

Agora considere a série de Taylor de f(t) = (14¢)® em torno da origem:

1
f(t)=1+ozt+§oz(a—1)t2+--~, It| < 1.
- z-y |yl
Entao, com ¢t = _QW + 22 e a=1/2em (II2) obtemos
x X
ly[?
_ = 1_2_
o=ul = 1ol ( ||2+|x|2
2
WP 1/ Jxey P
= -y S (Y Sl NI L AT )
"( o P2 s PR )



O resultado acima pode ser escrito como:

D Jo-yl=lel 3540 (). D le—l=lel (140 ().

(1.14)
as quais sao validas quando y é fixo e z suficientemente afastado de 9D
(i.e., para |z| grande). Entao

1)
O —_
eikle—yl  giklz|g—ikiy <|x|

T o (1)

||

ik|z—y| ik|x| o 1
€ _ € e tkTy +0(— . (1.15)
E] || ||

Tomando a derivada normal em relacao a y, chegamos a

) eik\m—y\ eik\m\ 86—1'16?2-3; 1
“ Lo O ()
w(y) le—yl  lz[ | Ov(y) ||

A partir dessas duas ultimas expressoes e do Teorema 1.4, da represen-
tagao (L3) obtemos

wr) = o [ B e By o (D) b as)

que é da forma (LI0). Da mesma equagao (LI0), para a amplitude de
espalhamento, obtemos:

ou

~ i u 8@‘“6?2-?! B e—ik%y@ ) - 5
wel@®) =3 [t %5 o) (o) ‘ i)
|

Apo6s abordarmos a representacao de solugbes e seu comporta-
mento assintético, apresentaremos muito brevemente alguns resultados
a respeito de questoes como a existéncia e a unicidade de solucao no
problema direto. De fato, se considerarmos o problema de valor de
fronteira mais geral, conhecido como problema exterior de Dirichlet:

Dados um dominio limitado D C R® com fronteira C? e f €
C(0D), determinar uma funcio u € C2(R3*\D) (N C(R3*\D) tal que

Au+k*u=0 z € R}\D,
u=f,x €0D,

(1.17)
im0 7 (% — zk‘u) =0,
or
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prova-se que esse problema exterior tem no maximo uma solucao. De-
talhes constam em [I2] Teorema 5.2]. Dessa forma, temos a garantia
de que, se existir solugao para o problema direto, essa seré tinica. Resta
saber se a existéncia dessa solugao também é garantida pela teoria.

Na investigacao da existéncia de solucao do problema exterior
de Dirichlet, considera-se o conceito de potenciais de fronteira.

Definicao 1.4. Dada uma fungdo ¢ integrdvel, as integrais

v() = [ 6(y)e(z,y)ds(y), = €RN\ID,
oD
wie) = [ o) ZG e asty), e R\OD,

sao chamadas, respectivamente, de single e double layer potentials com
densidade ¢.

Ambos potenciais satisfazem a equacao de Helmholtz em D e em
R3\D. Eles também satisfazem a condicdo de radiacio de Sommerfeld,
j& que a solucao fundamental também a satisfaz. Para estabelecer a
existéncia, precisamos saber como os potenciais se comportam quando
passam pela fronteira. Informalmente, o single layer potential se man-
tem continuo enquanto o double layer potential tem saltos na fronteira.
As derivadas normais correspondentes se comportam de maneira oposta
[12].

Na busca por uma solugao para o problema exterior de fronteira,
é util usarmos uma combinagcao de single e double layer potentials como

= LI)(x,y) —in®(x S x
we)= [ o {50 —inptep fasti), «eR\0D,

em que ¢ é continuo e n € um parametro real nao nulo. Para mostrarmos
que essa escolha é 1til, definamos os seguintes operadores integrais de
fronteira

So(x) =2 | o(y)®(x,y)ds(y),

oD

_ 02(z,y) .

para x € 0D. Entdo prova-se que u resolve o problema exterior de
Dirichlet quando a densidade ¢ é uma soluc¢ao da equagado integral [27]

¢+ Ko —inSe = 2f. (1.18)
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Para garantirmos a existéncia, nos baseamos no fato dos opera-
dores S, K : C(0D) — C(0D) serem compactos. Assim, a existéncia
de uma solucao para ([ILI8) pode ser estabelecida pela teoria de Riesz-
Fredholm para equacoes da segunda espécie com um operador compacto
[33]. A teoria de Riesz-Fredholm reduz o problema a estabelecer a exis-
téncia e a unicidade de uma solugdo ¢ para (LI8) e sua dependéncia
continua do lado direito f ao problema muito mais simples de mostrar
que a equagao homogénea

b+ Kd—inSp=0 (1.19)

tem, apenas, a solucao trivial ¢ = 0. Por meio dessa andlise, podemos
concluir também que o problema exterior de Dirichlet ¢ bem-posto. A
demonstracio desse fato encontra-se em [12].

Teorema 1.5. O problema exterior de Dirichlet tem solucao unica e a
solugao depende continuamente dos dados da fronteira com respeito a
convergéncia uniforme da solu¢io em R3\D e todas suas derivadas em
subconjuntos fechados em R3\D.

Quanto ao problema inverso, existem muitos tipos possiveis, por
exemplo, se as condi¢oes de fronteira sao conhecidas, determinar o for-
mato do objeto ou se o formato é conhecido, determinar as condi¢oes
de fronteira. O problema que consideraremos é: dada amplitude de
espalhamento para uma ou varias ondas planas incidentes e sabendo
que o objeto é sound-soft, determinar o formato do mesmo.

Além disso, é possivel mostrar sob quais condi¢ées um obstaculo
é unicamente determinado pelo conhecimento da amplitude de espa-
lhamento para ondas planas incidentes. A prova da-se com o uso de
fungoes esféricas de Bessel e mostra que dados dois objetos contidos
numa bola com um raio fixo, existe um valor a partir do qual se as
amplitudes de espalhamento coincidirem para esse nimero de ondas
incidentes, entdo os objetos sao iguais. [12].

Garantida a unicidade, resta tratarmos da existéncia de solugao
para o problema inverso, e esta deve ser abordada de forma diferente.
Isso ocorre devido & observagao de que o problema inverso ¢ mal posto
(veja Secao 2.2), ou seja, em qualquer situacao pratica, as informagoes
sdo inexatas e uma solucao para o problema pode nado existir. Assim,
o questionamento apropriado quanto & existéncia é como o problema
inverso pode ser estabilizado e como determinar solugoes aproximadas
para o mesmo [12].

Todos os resultados tedricos citados até o momento permanecem
véalidos em R? com pequenas modificacoes [12]. Assim:
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A solucao fundamental para a equagdo de Helmholtz ¢ dada por
)
O(r,y) = JHy (Klr —yl).  x#y,

em que Hél) é a funcao de Hankel de ordem zero e de primeira espécie.
Ja a condicao de radiacao de Sommerfeld é dada da forma

lim /7 <88“ —ikus) —0,
r—o0 r

em que r = |x| e supoe-se que o limite seja valido uniformemente em

todas direcoes T := — € S'. Entdo o comportamento assintotico do
x

campo espalhado do Teorema 1.5, torna-se

) = %{um(f)—i—(? (ﬁ)} 2] — oo,

com

6i71’/4 867“{)5-@/ - ou
~) — _ —ikzy ™ = 1
uOO(x) m oD {U(y) 8V(y) e (91/ (y)} dS(y), T € S .
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Capitulo 2

Métodos de Regularizacao

No capitulo 1, descrevemos a estrutura do problema especifico
que abordaremos neste trabalho. Agora, veremos um breve historico
sobre problemas inversos trazendo um pouco da relevancia de seu es-
tudo em varios &mbitos, a descri¢ao breve de problemas mal postos e a
apresentacao das técnicas utilizadas para contornar esse fator.

2.1 Historico sobre Problemas Inversos

O estudo de problemas inversos é muito novo e também muito
velho. H& cerca de dois milénios, no livro VII do didlago “Republica",
Plataoll propos o filosofico problema de reconstruir a “realidade" através
da observagao da imagem de objetos ou pessoas, cujas sombras eram
projetadas na penumbra de uma caverna. Com a ideia de discutir as-
pectos filosoficos das fontes de conhecimento humano, Platao, também
acabou introduzindo o primeiro exemplo de problemas inversos de que
se tem relatos [38].

Nas ciéncias aplicadas, possivelmente, um dos primeiros proble-
mas inversos data de 200 anos antes de Cristo. Eratosthenedd propds
o problema de determinar o didmetro da terra através de medigoes

IPlatdo foi um filésofo e mateméatico do periodo classico da Grécia Antiga, au-
tor de diversos dialogos filosoficos e fundador da Academia em Atenas, a primeira
instituicao de educagao superior do mundo ocidental. Juntamente com seu mentor,
Socrates, e seu pupilo, Aristoteles, Platao ajudou a construir os alicerces da filosofia
natural, da ciéncia e da filosofia ocidental.

2Eratosthenes (285 - 194 a.C.) foi matematico, bibliotecirio e astronomo grego.
Os contemporaneos chamavam-no de “beta" porque o consideravam o segundo me-
lhor do mundo em véarios aspectos.
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feitas em duas cidades distintas. Eram conhecidas a distancia entre as
cidades, as suas latitudes e dado o angulo que a sombra de um marco
vertical (em cada uma destas cidades) fazia com a direcao do sol [19].

Em 1800, Gausdd fez uso do método de minimos quadrados para
reconstruir a 6rbita de um cometa a partir de dados de érbitas ante-
riores. Este também é um exemplo de problema inverso.

A transformada, que hoje em dia chamamos de Transformada
de Radon, é uma das precursoras do estudo de Tomografia computa-
dorizada [I5]. A solugdo do problema inverso associado & Transformada
de Radon foi publicada por Radon em 1917. A solu¢ao deste problema
inverso permite determinar o coeficiente de absor¢ao p de cada parte
do objeto escaneado.

Nas ultimas quatro décadas um novo campo de estudos na area
de matemética aplicada tem conquistado uma grande quantidade de
pesquisadores adeptos. Este campo trata de problemas como os for-
mulados por Platao, Eratosthenes entre outros, cuja abordagem exige
o desenvolvimento de métodos matematicos como os apresentados por
Gauss e Radon. A essa area de estudos denominamos Problemas In-
Versos.

A area de Problemas Inversos se desenvolveu rapidamente nos
ultimos anos. O subito crescimento deve-se, certamente, ao grande
nimero de aplicagoes em outras ciéncias e ao desenvolvimento de novas
técnicas e teorias matematicas envolvidas na resolucao de tais proble-
mas. Por exemplo, em geofisica e ciéncias ambientais, ciéncias médi-
cas e tomografias (com énfase na reconstrugao de imagens, ultrasono-
grafia), em engenharia (detecgao de fraturas em estruturas, testes nao-
destrutivos em componentes de semi-condutores e nanotecnologia), fisica,
quimica, biologia, financas, entre outras [7].

Para J.B. Keller [24], dois problemas sio o inverso um do outro,
se a formulac¢do de um envolve o conhecimento (mesmo que parcial) do
outro, este tltimo, conhecido como “Problema Direto". Assim, a grosso
modo, problemas inversos estao relacionados com a determinacao de
causas, através da observacao (ou medida) de efeitos.

Do ponto de vista de aplicacoes, existem pelo menos duas mo-
tivacoes distintas para estudar “Problemas Inversos". A primeira é
movida pela curiosidade humana de conhecer estados fisicos passados
ou parametros em um sistema fisico que descreve certos modelos. Como
exemplos temos os estudos de mudancas climéaticas drasticas ocorridas

3 Gauss foi um matemético, astronomo e fisico alemdo. Conhecido como o
principe dos matemadticos, muitos o consideram o maior génio da histéria da
matematica.
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milhoes de anos atras, através de medidas observéaveis hoje nas camadas
glaciais das calotas polares. A segunda ¢ predizer os fendmenos futuros
influenciados pelos estados atuais ou por parametros de um sistema
fisico. Ambas motivagoes sao modeladas por equagdes matematicas.

2.2 Problemas Mal Postos

Uma questao de crucial importancia e que torna a resolucao de
muitos problemas inversos mais trabalhosa é a propriedade do pro-
blema ser mal posto. Quanto a esse conceito, em 1902, o matemético
Hadamard apontou que um modelo matematico para problemas fisi-
cos é propriamente posto ou bem posto se tem as trés seguintes pro-
priedades:

e Existe uma solugao para o problema (existéncia);
e Existe, no maximo, uma soluc¢do para o problema (unicidade);

e A solucdo depende continuamente dos dados (estabilidade).

Matematicamente, a existéncia de uma solucao pode ser forcada
ampliando o espago solu¢do. Se um problema tem mais de uma solugao,
entao ha informacoes faltantes sobre o modelo. Nesse caso, propriedades
adicionais podem ser incluidas. O quesito da estabilidade é o mais im-
portante. Se a solucao do problema nao depende continuamente dos
dados, entao, em geral, a solucao calculada nao tem relagao com a
solucao exata.

Matematicamente, formulamos a no¢ao de bem posto da seguinte
maneira:

Definigao 2.1. Sejam X, Y espagos normados, A : X — Y uma
aplicagao (linear ou nao linear). A equag¢io Ax = y é chamada pro-
priamente posta ou bem posta se as sequintes afirmagoes sao vdlidas:

e Existéncia: Para todo y € Y hd (pelo menos um) x € X tal que
Ax =y.

e Unicidade: Para todo y € Y hd, no mdzximo, um x € X com
Az = y.

e Fstabilidade: A solu¢ao x depende continuamente de y, isto €,
para toda sequéncia (x,) C X com Ax, — Az (n — o), seque
que x, — x (n — 00).
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Equagdes para as quais (pelo menos) uma das propriedades acima nao
€ vdlida sao chamadas de impropriamente postas ou mal postas.

O problema inverso de espalhamento aqui abordado é um pro-
blema mal-posto. Isso ocorre pois o operador far-field é compacto e o
dominio tem dimenséo infinita (estamos em L%(S?)). O teorema abaixo
caracteriza tal fato.

Teorema 2.2. Sejam X, Y espacos normados e seja A : X — Y
um operador compacto. Entao Ag = f é mal posto se X tem dimensdo
infinita.

Demonstracao: Suponha que A~! exista e seja continua. Entdo,
conforme visto no apéndice A, I = A4 : X — X & compacta e,
consequentemente, X tem dimensao finita. Contradicao. |

De acordo com a definicao formulada por Hadamard, podemos
distinguir trés tipos de problemas mal-postos. Se A4 nao é sobrejetivo,
entao a equacdo Ag = f nao tem solucdo para todo f € Y. Se A
ndo ¢ injetivo, entdo a equacdo pode ter mais de uma solucdo. Se A~!
existe, mas nao é continuo, entao a solucao g nao depende continua-
mente de f. O ultimo caso de instabilidade citado é um dos principais
interesses no estudo de problemas mal postos. Observe-se que essas
trés propriedades, em geral, ndao sao independentes. Por exemplo, se
A: X — Y éum operador linear limitado mapeando um espaco Ba-
nach X bijetivamente num espaco de Banach Y, entao, pelo teorema
do mapeamento inverso, o operador inverso A~! : Y — X & limitado
e, consequentemente, continuo [26].

Ainda, se uma equacao é mal posta, poderiamos reestabelecer a
estabilidade mudando os espagos X, Y e suas normas. Mas, em geral,
isso é inadequado visto que os espacos X e Y, incluindo suas normas,
sao determinados por necessidades praticas.

Logo, quando temos um problema mal posto, é necessario incor-
porar informacoes sobre a solugao desejada para estabilizar o problema
e determinar uma solucao util e estavel. Para contornar essas dificul-
dades, usamos métodos de regularizacao.

2.3 Conceitos de Regularizacao
Métodos de regularizacao sao técnicas para a construcao de so-
lugoes aproximadas estdveis para um problema mal posto. Quando o

operador A é compacto, como é o caso do operador A : X — A do
problema inverso apresentado no capitulo anterior, se a inversa existir,
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teremos que A~ é ndo limitada e tal fato acarreta A~ : 4 — X ndo

ser continua, ou seja, pequenas perturbagoes nos dados podem causar
grandes mudancas na solugao. A ideia por tras dos métodos de regula-
rizagdo é justamente gerar “aproximagoes continuas" para a inversa
descontinua. Assim, o problema original, que é mal posto, é analisado
através de um problema associado bem posto, facilitando o estudo.

A partir dessa sec¢do, analisaremos algumas dessas técnicas. Co-
mecaremos pelos conceitos basicos sobre a regularizacao do problema
proposto.

Definigao 2.3. Sejam X e Y espagos normados e seja A: X — Y
wm operador linear limitado injetivo. Entdao uma familia de operadores
lineares limitados Ay : Y — X, A > 0, tal que limy_o AxAg = ¢
Vg € X € denominada esquema de reqularizagdo para A. O pardmetro
A € chamado de pardmetro de reqularizagao.

Claramente, é possivel observar que Axf — A~'f conforme
A — 0, Vf € AX). O teorema a seguir mostra que para operado-
res compactos esta convergéncia nao é uniforme.

Teorema 2.4. Sejam X e Y espacos normados, A : X — Y um
operador compacto injetivo e suponha que X tenha dimensdo infinita.
Entao os operadores Ay ndo podem ser uniformemente limitados em
relagdo a A conforme A\ — 0 e AxA nao tem convergéncia uniforme de
operador quando a — 0.

Demonstragao: Suponha que ||Ay| < C quando A — 0. Entéo, ja
que Ayf — A71f quando A — 0 Vf € A(X), temos que |A~1f| <
C||f| e entdao A~! ¢ limitado em A(X). Mas isso implicaem I = A~ A
ser compacto em X, o que contradiz o fato de X ter dimensao infinita.

Agora, suponha que A)A converge para I em norma quando
A — 0, isto &, ||[AxA — I|| — 0 quando A — 0. Entdo existe A > 0 tal
que [[AyA — I|| < 3 e, assim, Vf € A(X), temos

lA=Lf] AT = ANAATLf + Asf|

AT = ANAATF| + AN
17— ANAATF I+ AN
sl ATEA -+ AN

(2.1)

INININA

Dessa forma, || A= f|| < 2|l Ax|[|f]|,isto &, A7! : A(X) — X élimitado.
Contradigao. |
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2.4 Condicao de Picard

Nesta secao, apresentaremos a condi¢ao de Picard, que fornece,
para operadores compactos, uma condicao necessaria e suficiente para a
existéncia de solu¢do. Comegamos introduzindo o conceito de sistemas
singulares [26], conceito fundamental para a condi¢do de Picard.

Teorema 2.5. Para um operador linear limitado A : X — Y, valem
A(X)t = N(A*) e N(A*)* = A(X), sendo X e Y espacos de Hilbert.

Demonstragao: g € A(X)' significa que (Agp,g) = 0 Vo € X.
Equivalentemente, (p, A*g) = 0V € X, que também equivale a A*g =
0, ou seja, g € N(A*). Entao A(x)t = N(A*). Abreviamos U =
A(X) e, trivialmente, temos U C (U+)+. Denote por P : X — U a
proje¢ao ortogonal. Para ¢ € (U+)+ arbitrario, vale a ortogonalidade
Py — ¢ 1U. Mas também temos que Py — o LUL, ja que é conhecido
que U C (U*)*. Dessa forma, segue que ¢ = Py € U, de onde
U= (U1, isto &, A(X) = N(A*) . [ |

Teorema 2.6. Seja A : X — Y um operador linear compacto, A* :
Y — X seu operador adjunto e o1 > 09 > 03 > --- > 0 a sequéncia
ordenada de valores singulares positivos de A com X, Y espacos de
Hilbert. Entdo existem sistemas ortonormais (z;) C X e (y;) CY com
as sequintes propriedades:

A:Ej = 0,Yj e A*yj = 0;T; Vi e J.

O sistema (0;,;,y;) € chamado um sistema singular para A. Todo
x € X possut a decomposi¢cao em valor singular

T =z + Z(x, xj)T;

jeJ

para algum xo € N(A) e

Az = Zoj(a:, x)y;-

jeJ

Teorema 2.7. (Picard) Seja A € K(X,Y), sejam X, Y espagos de
Hilbert (0;,v;,u;) um sistema singular de A de modo que A: X — Y
seja linear. Dado y € Y, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

a) f€Im(A);
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b) f e Tm(A): . 2
Z_:l (%) < 0. (2.2)

Demonstragao: Daremos uma ideia da prova.

a) = b) De f € Im(A) C Im(A). Seja g € X tal que Ag =
f. Segue do teorema anterior que A*u; = ojv;. Assim, usando a
desigualdade de Bessel,

Z(;oil<|<fvuj>|> _ Z?oil(|<~'497u]>|>

gy gy

%) | < Q,A*UJ > | 2
2 =1 ( o; ) (2.3)
o1l <gv >

< Xl
< Q.
< fou; >0,
b) = a) Defina g,, := Z?:l <foui > Portanto, para m,n €
0j

N, m > n, temos:

m 2
|<f,’LL‘>|
llgn — gml* = Z <7J

o
j=n+1 J

e, portanto, {g,} é uma sequéncia de Cauchy, cujo limite denotaremos
por g := lim,, . g,. Pela continuidade de A e defini¢ao de g, segue
que Ag =377, < fou; > uj e [ Agll <[]

Defina z := f — 3772, < f,u; > uj. Segue que |z[|* = || f]|* —
Soooi | < fouy > P < z,u; >=0,Vj € Ne A"z = 0. Portanto, como

fe€Im(A) = N(A*)*, temos

0=<zf>=fIIP =D 1 < fiu; > > = 2]
=1
Logo, f = Y72, < f,uj > uj = Ag. |

Note que o teorema for¢a a funcao f a ter uma certa regulari-
dade para que o problema tenha solugao. Em particular, exige que a
sequéncia de coeficientes de Fourier | < f,u; > | decresca suficiente-

mente rapido para conter o crecimento de — , que cresce sem controle

(2
devido ao comportamento dos valores singulares.
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2.5 Discretizacao do Problema Mal Posto

Quando tratamos o problema de resolver uma equagao integral
de primeira espécie

b
/ K(s,.g(t)dt = f(s)  (c<s<d), (2.4)

é preciso utilizar algum método de discretizagao. Por exemplo, através
de alguma regra de quadraturaﬂ, temos

b n
| Kbg0i =3 wken)ie) = 1o 29

em que ty,--- ,t, sao as abscissas da regra de quadratura escolhida, e
w; o0s pesos correspondentes. Note que g¢(¢;) é substituido por g(t;),
pois, em geral, a regra de quadratura nao calcula a integral exatamente.
Agora, usando o método de colocagao, obtemos

ZwJK(SNt])g(tj):f(Sl)) 7’:1) ,m
j=1

e as relacgoes acima resultam num sistema de equacoes lineares da forma

le(Sl,tl) ’LUQK(Sl,tQ) e wnK(sl,tn) E(tl)
le(SQ, tl) ’LUQK(SQ, tg) s wnK(SQ, tn) E(tg) B
’LUlK((.Sm,tl) ng(:Sm,tQ) e 'LUnK(:Smatn) E(tn)
f(s1)
| f(s2)
F(5m)

que matricialmente pode ser escrito como Ax = b, em que A € R™*"

com a;; = w; K (si,tj), x € R" comx; =g(t;) eb € R™ com b; = f(s;).
Os valores de g(t;) s@o estimados resolvendo

T = argmingern||b — Axl|o. (2.6)

4Em geral, uma férmula de quadratura é um método numérico para aproximagio
de uma integral da forma Q(g) := [, w(z)g(x)dr em que w é alguma fungio peso.
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Vale lembrar que, como a matriz provém da discretizagao de um
problema mal posto, (Z.6]) ¢ muito sensivel a variagdes em b, tornando
a solucao ruim. Para entender a sensibilidade do problema usamos a
decomposi¢ao em valores singulares (SVD).

Teorema 2.8. A SVD de uma matriz A € R™*™, com m > n € uma
fatoracao da forma

A=UxVT = gunl,
Z :

tal que U= [ulau2a"' 7un] € Rmxn’ V = [vlvv%"' avn] S
sdo matrizes com colunas ortonormais, UTU = VIV = I,. Ainda,
¥ € R™ " definidas por X = diag(c1,02, - ,0,) com elementos da
diagonal nao negativos aparecendo em ordem nao crescente tal que o1 >
o9 > -+ > 0, > 0 sao os valores singulares de A. Os vetores u; e v;
sao os vetores singulares 4 esquerda e a direita de A, respectivamente.

Definigao 2.9. Designa-se por nimero de condi¢io de uma matriz A

relativamente a norma || - ||, o valor cond(A) = | A||[|[A7Y]| = —
n

Assim, sendo b = b%¥° 1 ¢ com b°**° desconhecido e e repre-
sentando uma perturbagdo, a solucio de ([Z8) ¢ dada por grs = Afb
em que Af é a pseudoinversa da matriz A. Entdo temos que

n_ T
u; b
gLs = »_ ——uv;

i=1 '

u e
vH—Z
i

=1

n

Tberato

o
sao grandes, tornando a segunda parcela dominante e inutilizando a
solucao. Esse tipo de problema é denominado problema discreto mal
posto.

Para lidar com esse tipo de situagao na presenca de pertubacgao
em b, surgiram diversos métodos de regularizagao.

2.6 Meétodo de Tikhonov

O matematico russo Andrei Nikolaevich Tikhonov trabalhou no
consagrado Instituto de Matematica Steklov da Academia Russa de
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Ciéncias, onde passaram outros ilustres matematicos, como A. N. Krylov,
S. L. Sobolev e A. A. Markov. Em 1963, ele introduziu a regularizacao
de Tikhonov que talvez seja o método mais popular existente.

Tikhonov estudou o problema Ag = f, sendo f, g fungdes e A
um operador integral. A idéia do método é substituir o problema

g = argmingen||f — Agl|3

por
gx = argmingen{|[f — Agl3 + X*Q(f)} (2.7)

em que
b
Q(g) = / (s)g(s)? + w(s)g (s)?]ds

com v e w funcgdes positivas chamadas de funcoes peso e H um es-
pago de fungdes apropriado (um espago de Sobolev). Essa formulagao
apresenta elementos de extrema importancia: uma constante positiva
A denominada parametro de regularizagao e Q(g), um funcional con-
tinuo chamado de funcional estabilizador (satisfazendo condigoes apro-
priadas).

A escolha do parametro A deve ser feita de modo que:

i) se f é livre de ruidos, entao gx — gezato quando A — 0;

ii) se f é contaminado por ruidos: f = fezato + €, entdo A = A(e) (A
deve ser escolhido como funcéo de ||e]|) tal que se |[e|| — 0, entdo
)\(6) —0e 9x(e) = YGexato-

Quando o problema (L3) ¢ discretizado, as aproximagoes para g
sao obtidas por

gx = argmin{||Ag — f|3 + || Lgl3}, (2.8)

em que L é uma matriz escolhida para incorporar propriedades dese-
javeis na solugdo. Geralmente, L = I (matriz identidade), como é o
caso do problema que abordaremos neste trabalho, mas pode ser uma
aproximacao discreta do operador diferencial definido pela primeira ou
segunda derivada. Se L = I, entdo o problema estd na forma padrao,
caso contrario o problema esta na forma geral. Ambos problemas sao
equivalentes no sentido de que é possivel transformar um problema no
outro. Alguns problemas podem apresentar solu¢des mais tteis usando
a forma padrao, outros usando a forma geral.
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O primeiro autor a propor uma maneira viavel de resolver o
problema (238) foi Golub, em 1965 [35]. Sua proposta consiste em
trabalhar (Z.8)) como um problema de minimos quadrados

2

. A
g\ = argmingern < AL )g — < {)C ) ) (2.9)
Sob a forma de equagbes normais, obtemos
(ATA4+NLTL)gy = AT f. (2.10)

Tal expressao é conhecida como equagoes normais regularizadas.

2.6.1 Condigao discreta de Picard e Método de Ti-
khonov

No caso discreto, temos um conceito importante que é a condicao
discreta de Picard (CDP):

Definigao 2.10. Dizemos que o vetor lado direito b do problema de
minimos quadrados original satisfaz a condi¢do discreta de Picard se
os coeficientes de Fourier |ul'b| decaem, em média, a zero com mais
rapidez que os valores singulares o;.

A condigao de Picard é satisfeita automaticamente no caso finito
e nao serve como condi¢ao para garantir a existéncia de solucdo como
fizemos no caso infinito. Neste ambiente, a razao entre o decaimento
dos valores singulares da matriz A e o decaimento dos coeficientes de
Fourier de b, ul'b determina quio boa a solugdo regularizada pode ser.
Se os coeficientes de Fourier |ul'b| decaem mais rdpido para zero do que
os valores singulares, entao a solucao regularizada = tem aproximada-
mente as mesmas propriedades da solugao exata [21].

Na pratica, a matriz A ou o lado direito é dominado por er-
ros, assim raramente a condicao discreta de Picard é satisfeita. Mas
se a solucao exata do problema satisfaz a condicao discreta de Picard,
entao é possivel determinar um A de modo que o problema regulari-
zado a satisfaga. Por outro lado, se o problema exato nao satisfaz a
condigao discreta de Picard, entao, geralmente, nao é possivel calcular
uma solugao boa pelo método de Tikhonov ou qualquer outro método
relacionado [21].

Tendo um método de regularizagao em vista, o proximo passo é
determinar o parametro de regularizacao de modo a gerar uma solugao
g que seja tao proxima, como possivel, da solucao exata.
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2.7 Meétodos para Determinar o Parametro
de Regularizagao

Utilizando um pequeno parametro de regularizagao, podemos
nao filtrar o suficiente o ruido e obter uma solucao nao viavel e, se
utilizarmos um parametro grande, podemos perder informagoes impor-
tantes do problema. Nesta secao, apresentaremos algumas técnicas
para a determinacao do parametro de regularizacao de Tikhonov: o
principio da discrepancia [14], o método da curva-L [2I] e o método
do ponto fixo [3]. Destes, apenas o principio da discrepancia tem a
propriedade de que quando a norma do erro nos dados tende a zero, a
solucao gerada converge a exata.

Para tanto, sejam o quadrado da norma da solugdo gy de (2.9)
e o quadrado da norma, do vetor residual correspondente:

yN) = llgallz, =V = |If = Agal3. (2.11)

Entéo, usando a SVD de A, com «a; = |[uf f|? (coeficiente de Fourier de
f ao quadrado) e 6, = ||(I — UUT)f||2 (o tamanho da componente in-
compativel de f que fica fora do espago coluna de A), temos as seguintes
caracterizagoes:

p
0; 0

i=1 i=1
e que as respectivas derivadas em relagao a A sao

p 2. p 2.
=3y I )=y <,
O = Gy 0 e Y= ey

(2.13)
Nessa secao, abordaremos os métodos recém citados, mas de
forma bem detalhada apenas o método do ponto fixo. O método da

curva-L e o principio da discrepancia sao apresentados para gerar com-
parativos numéricos com o método do ponto fixo.

2.7.1 Método da Curva-L

Na busca de um bom pardmetro de regularizacao, tornam-se
favoraveis métodos que precisem de poucas e acessiveis informagoes de
entrada e que apresentem robustez. Esse é o caso da curva-L, que
necessita apenas do conhecimento das normas ao quadrado da solugao
regularizada e do residuo correspondente (ZI2). O método ¢ muito
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popular e tem sido utilizado com sucesso em diversos problemas. A
curva-L é uma curva parametrizada por A € [0, co[ dada por

L(A) = {(a,b)/a =log(x(})), b = log(y(A))}. (2.14)

O grafico, geralmente, tem o formato de um L com partes horizontal e
vertical bem distintas, conforme a figura abaixo.

1.9397e-007 — curva-L

103 ‘ curva—-L 103 ‘
=N 2 =N 2 8

10| 10 1
z 5.4947e-006 x
o o
ing o]
o o
> >
© ©
2] 2]
1] 1]
kel kel
oot <
£ 1 £ 1
g 10} 15 10 o 1
= =

0:000488650.1249 | 00 O O o
10° = , 1w — .
10 10 10 10
norma residual || Ax-b ||2 norma residual || Ax-b ||2

Figura 2.1: Grafico de uma curva L

A caracteristica principal da curva-L é que para a parte vertical
da curva, pequenas mudangas em A correspondem a variar rapidamente
solucoes regularizadas g, com pequenas mudancas na norma residual
xz(A). Enquanto isso, para a parte horizontal, grandes valores de A
correspondem a pequenas variagoes de y(A) com grandes mudangas na
norma residual. Entao uma solucao regularizada razoével deve estar na
vizinhanga do “canto" da curva L.

O parametro determinado pelo método da curva-L é aquele que
maximiza a curvatura da curva (ZI4).

Uma desvantagem do método é que maximizar a curvatura é
uma tarefa nada facil, visto que a curvatura da curva-L é dada por

pnln’| =X =Xy

k= (P2 + Ni7p2)3/2

(2.15)
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em que p = || f — Agxll2, 7 = [lgall2 e || € dada por

T

o 20;

2.7.2 Meétodo do Ponto Fixo

Utilizando as observagoes feitas sobre a curva-L, temos que uma
solugao regularizada razoavel deve estar na vizinhanca do “canto" da
curva-L, em que y(\) estd prestes a crescer e A se mantem praticamente
o mesmo. O método do ponto fixo determina esse pardmetro de regula-
rizacao de modo iterativo, contornando a dificuldade causada pelo cél-
culo da curvatura da curva-L e alcancando bons resultados em poucos
passos de iteragoes. Basicamente, é um processo iterativo para o cél-
culo de A baseado no trabalho de Reginska ([39]), em que o parametro
A que maximiza a curvatura da curva L é relacionado a um minimo
local da funcao

Yu(N) = z(N)y*(N), p>0. (2.17)

d 1
A partir de (ZI3) e (2I2) obtemos d—y =53 0u seja, y € uma
x
fungdo monoétona decrescente em relacao a .

Como queremos determinar um minimo local de 1), suponha
que A\* seja esse minimizador. Entao uma condi¢ao necessaria é

x(A*) (A7)
y(A) -y (A)

Yu(A) = y(\) Y (A7) | =0 (2.18)
Como y(A)*y'(N) # 0, por ZI2) e (ZI3), entdo /Ef\ig = —(\*)2

Portanto, para que 9, tenha um minimo local em \* é necessario que

) L )
o) ‘“’_‘fw)

em que N(A) = /z(A) e {(A) = \/y(A). Dessa forma, se ¢, atinge um

minimo local em A = \* # O A* é um ponto fixo de ¢ : RT — R,
definido por
n(\)

Reginska [39] provou que se a curvatura da curva-L é maximizada
em A = A\*, e se a tangente a curva-L em (logz(\*),logy(\*)) tem

<

)\*ZZM
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-1
inclinacdo —, entao 1, ¢ minimizada em A = A\*. Porém, o trabalho

de Reginska parou nesse estagio. O método do ponto fixo (FP) surgiu
da observacgao tedrica de que os minimizadores podem ser calculados
através de um algoritmo de ponto fixo que determina um ponto préximo
ao parametro de maxima curvatura da curva-L. O método FP pode ser
descrito da seguinte forma:

{ Ao : aproximacao inicial;
)\j+1 = qb(Ajv,u)a ] > 0.

O comportamento das iteragoes estd ilustrado na figura 221

10

10

A

-2

10

10
Figura 2.2: ITteragoes de ponto fixo.

Como se trata de um método iterativo, temos que pensar tam-

bém num critério de parada. Defina-se s, = . Como vimos
k
acima, quando A\ se aproxima do ponto fixo, a inclinagao aproxima-se

de —1, ou seja, queremos que s tenda a 1. Dessa forma, um critério
de parada plausivel é

[Aet1 — Akl

=lsp— 1| <e

em que € é alguma tolerancia.

Outro quesito que deve ser discutido sobre o método é a questao
da convergéncia. A principio, lidamos somente com p = 1, mas pode
ocorrer de ¢(A, 1) ndo ter ponto fixo, caso com Jdy # 0. Nessa situacao,
a sequéncia A\, deve divergir e o algoritmo recomeca com um parametro
w escolhido de modo que seja garantido que ¢(A, 1) tenha um ponto fixo
em ]0, maxo;[. Detalhes em [3].
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ALGORITMO:
Dados de entrada:
® 0pqz : maior valor singular de A, tol : tolerancia.

1. Passo 1:
Com pu = 1 e k = 0, escolha Ao pequeno o suficiente de modo que
?(Xo, ) > Ao

2. Passo 2:

Calcule sg =

B (Ao, 1)
Ao

3. Passo 3:
While (|sg — 1| > tol e Mg < Omaaz),

A
Aot = ¢, 1), sp = ot

Ak
k=k+1
end while
4. Passo 4:
If (\g) < Omaz € &' (Mg, 1) <1,
A = Ak

Elseif ()\k < Omazx € ¢/(>\k7 1) = 1)

Umaa:
VE = G omen 1) + omas)
Defina Ao = A, £ = 0 e volte ao passo 2
Else
Determine k. tal que si, = min sy,
Determine 0 Z sg, (por exemplo, o menor inteiro maior que sg, )

Escolh = —

scolha /p Gr. +0)
Defina Ao = Ak, , kK = 0 e volte ao passo 2
end if

E de extrema importancia notar que o algoritmo do FP necessita
apenas do célculo das normas da solucao e da norma residual, enquanto
o método da curva-L requer a SVD e o céalculo da derivada da norma
da solucao em relacao a A. Dessa forma, o FP torna-se favoravel, prin-
cipalmente, para problemas de larga escala, visto que o uso da SVD
gera um alto custo computacional.

A seguir, apresentamos os resultados provenientes da analise do
ponto fixo.

Lema 2.11. Suponha y1 = 1. Sejam v = min; 0; e ¥ = max; 0;. Se

b0 =0e0 < X<y, entdo 0 < (N 1) <N Além disso, se X > 7,
entdo independentemente de &y, vale p(A, 1) > A.
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Demonstragao: Como X < 7, temos Aa; < v*a4, 0 que implica em

P 4 P
Ay o
A) = <Ayt L 2.20
2 e S L e )
Outra consequéncia é que, para A > 0, temos
i (2.21)

Assim, de (220) e 221, para 0 < X < v, concluimos que 0 < ¢(A, 1) <
-
Para um \ fixo tal que 0 <\ < A <7, temos

\4
A e d imei
, provando a primeira

Com base nessas informagdes, ¢(A, 1)? <
parte do lema. Agora, observe que a desigualdade 20;A < 02 + A2 nos

leva a
o? 1
I S N
(02 +A2)2 — 4)\2
e, para A > 7 vale
p 2 p
ooy 1
<—N . (2.22)
; (07 +X2)2 7 43 —
Temos também que A\* > 7202, devido a A > 7, implicando em
p 4 p 2
Ma; 5 ;0;
SN L - (2.23)
S o 7Y
Dessa forma, de (222) e ([223)), para A como o acima, obtemos
52
¢(A,1)* > 7 (1 - 4,,—0> > 7.
i=1 i
|

Esse lema garante que nao ha ponto fixo para A > 7 independente
de Jy. Temos também o teorema a seguir que caracteriza a existéncia
ou nao de ponto fixo em outros casos [3].
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Teorema 2.12. Suponha que p = 1. Sejam I e I intervalos abertos
tais que p(N\,1) < A\, VX €I e p(N\, 1) > X\, V A € I,. Entdo 1, é
crescente em I e decrescente em Iy. Além disso, também sao vilidas
as sequintes afirmagoes:

a) Sedg =0ea; #0,i=1,---,p, existe \ €]y, 7l tal que ¥,
atinge wm mdzimo local em X. Também, se \ é ponto fizo de ¢
mais proximo de zero e 1, atinge um minimo local em \*, entdo
A < \* e, atinge outro mdzimo local em |\*,7].

b) Se dp # 0 e v, atinge um minimo em \*, existe um pardmetro A
em X", 3] no qual 1, atinge um mdzimo local.

¢) Suponha que ¢ tenha um ponto fixzo \* e seja P o ponto na curva-
L associado a \*. Entdo a curva-L € convexa numa vizinhanga
de P se e somente se \* minimiza localmente 1, e é concavo
numa vizinhanca de P se e somente se \* mazimiza localmente

Yy

Corolario 2.13. Se 6y # 0, existe p* > 0 tal que .~ atinge um
minimo local em ]0,7].

Demonstragao: Observe que ¢,(0) > 0. Suponha que p = 1. Se
#1(\) < X para algum \ €]0,75[, pela continuidade de ¢ segue que
(#1(A)—A) muda de sinal em ]0, \[. Assim, existe \* tal que ¢1 (\*) = \*
com a propriedade de que ¢1(\) > A\, VA em algum intervalo & esquerda
de A* e ¢1(N\) < A, VA em algum intervalo a direita de A\*. Isso significa
que v, ¢ uma funcao decrescente em algum intervalo a esquerda de A\* e
1, é crescente em algum intervalo a direita de A*. Consequentemente,
para f = 1, a funcdo ¢, atinge um minimo local em \* €]0,7].
Suponha que ¢1(A) > AVA > 0. Denote por mr(\) a cur-
vatura da curva L no ponto (log z(\),logy(\)). Entao, ja que mp(\) =
2
—¢1)(\;\) , temos que ¢, (A\)? = A\? com p = —mL;)\. Isso mostra que
qualquer A > 0 pode ser visto como um ponto fixo de ¢, () desde que

= ———. Para concluir a prova, é suficiente selecionar qualquer
A* no qual a curva L seja convexa, que sempre temos a garantia de

existéncia perto de zero, e entdo defina p = — Isto implica

mr(A*) '
que ¢(N*, u*) = X*. A prova esta concluida se usarmos o item (¢) do
teorema anterior. |
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O corolério acima nos permite dizer que sob a condigao de §y # 0
podemos adequar a fungao ¢ de acordo com o parametro p garantindo
a determinac¢ao de um minimo de W .

Na pratica, o método FP funciona muito bem quando a curva-
L apresenta um formato em L com partes vertical e horizontal bem
definidas, mas pode falhar quando a curva-L apresenta diversos “can-
tos" convexos. Para solucionar esse caso, Bazan e Francisco [4] desen-
volveram uma variagao do método do ponto fixo. O problema esti no
fato de, dependendo do chute inicial escolhido, chegarmos & vizinhanga
de algum “canto" que nao gere o resultado desejado. A fundamen-
tagao desse novo método deve-se as propriedades sobre convexidade da
curva-L. A partir desse tipo de anélise, contornaram-se as dificuldades
e o método desenvolvido apresenta robustez. Um estudo detalhado do
método, consta em [4].

2.7.3 Principio da Discrepancia de Morozov

O principio da discrepancia pode ocorrer em trés versdes: com
ruido no lado direito (conhecido pelo nome de principio da discrepancia
de Morozov), com ruido no operador (conhecido como principio da
discrepancia generalizada) ou com ruido em ambos, no operador e no
lado direito. Primeiramente, de modo superficial, apresentaremos o
caso apenas com ruido no lado direito. Em seguida, apresentaremos o
caso com ruido no operador, utilizado no problema de espalhamento
discutido nesse trabalho.

O principio da discrepancia de Morozov é, segundo Hansen [21], o
método mais difundido baseado na norma do vetor perturbagao, |le||2 =
If — fexatall2, para escolha do pardmetro de regularizagdo. Quando
temos o conhecimento do nivel de ruido, o método apresenta resultados
muito bons e sua convergéncia pode ser provada teoricamente. Se o
problema é consistente no sentido que Agezata = ferata, & idéia para
a escolha do parametro de regularizacao A é que a norma do residuo
nao deve exceder uma cota superior para o erro nos dados, isto é, o
parametro de regularizagdo deve satisfazer

1f — Agalla = de, [le]l2 < de. (2.24)

Resolver tal equagao equivale a encontrar a interseccao entre a curva
da norma do residuo e a reta horizontal z = ¢, ou seja, determinar a
raiz da funcao discrepancia

wA) = [f = Agallz = de.
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O caso em que a perturbagao consta no lado direito tem sua
fundamentacdo no seguinte teorema [7]:

Teorema 2.14. Seja A : X — Y um operador linear, injetivo, com-
pacto e A(X) =Y. Sejam f € A(X) e fs €Y tais que || f — f5]| <o <
[ fs]l- Entdo existe um tinico A(9) tal que

| AAxs) fs — fsl] <0
e temos Ay fs — A~ f5, conforme § — 0.

A demonstragdo do teorema ¢ omitida, pois o problema que estu-
damos nesse trabalho apresenta ruido no operador e nao no lado direito
da equagdo. A grande dificuldade deste método é que precisamos de
uma estimativa para a norma do erro e. Quando uma boa estima-
tiva é conhecida para ||e[2, este método produz um bom parametro de
regularizacao para a solucao regularizada.

2.7.4 Principio da Discrepancia Generalizada

Nesse caso, lidamos de forma analoga & apresentada no principio
da discrepancia de Morozov, mas com perturbagao agora no operador,

[A = Asll2 =9,
também denotado por ||E|| = . Considere a funcao discrepancia

BA) = dllgall2 = [[Asgn — fll2- (2.25)

Usando [2I3), segue que 3'(\) < 0 e a fungdo § é decrescente. Assim,
se [Z20) tem uma raiz (zero), ela é unica. O principio da discrepancia
generalizada sugere escolher o parametro de regularizagdo como o tnico
zero de B()).

Para tal calculo, é necessaria a utilizagao de algum método como:
secante, bissecc¢do, regula falsi, entre outros (vide apéndice B).

O teorema a seguir garante o funcionamento do principio da
discrepancia generalizada (PDG).

Teorema 2.15. Seja As : X — Y, 6 > 0, uma familia de operadores
injetivos e compactos entre espagos de Hilbert X e Y com imagens
densas Im(As) tais que || Ao — As|| < 6 para todo 6 > 0. Além disso,
sejar €Y comr ¢ N(A}) para todo § > 0 e seja (N5, 95) € RT x X a
solug¢ao da equagdo Asg = r por Tikhonov-Morozov, isto €, a solu¢do
do sistema

Ao + A5 As)gs = Ajr, 595 — 7l = llgsll- (2.26)
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Entao:

(i) Se a equagio nao perturbada Aog = r tem solugdo dada por algum
g € X, entao gs — g conforme 6 — 0.

(ii) Se a equagdo nao perturbada Agg = r ndo admite solucdo, entio
llgs|] — oo conforme § — 0.

Demonstragao: Primeiramente, vamos provar que o sistema (2:26))
tem uma tnica soluc¢do para todo > 0. Definamos a funcao

B = 8llg™M ) — [ Asg™ — ]l A>0

em que ¢V € X & a unica solucao da equacio de Tikhonov (A +
A As)g™ = Air. As aplicagdes A — [[gV] e A — [ Asg™ — 7|
sao estritamente monotonamente decrescente e crescente, respectiva-
mente (conforme as representacoes em (ZI2) e ([ZI3) para a norma
da solucio e a norma residual). Além disso, limy_ o [|[gM] = 0 e
limy o [ 459 — 7| = 0. Também, concluimos que limy .., B(\) =
—|rl < 0 e limy—oB(A) = dsupy~g [[¢g™M] > 0. O fato de 3 ser con-
tinua e estritamente mondétona nos leva & existéncia de um tnico A\s > 0
com [(As) = 0.

(i) Suponha que Apg = r tenha solu¢do. Vamos mostrar que |/gs|| <
llgll- Na verdade, como a primeira equagao de (226]) é a equacido
normal do problema para minimizar o funcional de Tikhonov

J(R) = || Ash — 7[> + A||h||? em X,
concluimos que

(62 + A)llgs 1

| Asgs — (1> + Asllgs|?

= J(gs)
< J(g)
= [ Asg —r[* + Xslgl? (2.27)
= [[(As — Ao)gll* + Asllg]l®
< (|45 = Aoll* + M) llgll?
< (824 )llgll,
isto é,
llgsll < llgll-

€
Agora, seja ¢ > 0. Escolhemos ue € Y com |g — Ajul|| < —.

V2

isso é possivel, pois Ay ¢é injetivo, isto &, Im(Af) é denso em X.
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Além disso,

lgs — glI* = llgslI* + [lg]I* — 2Re{gs, g) < 2[l|g> — Re{gs, )]
2Re(g — 95,9 — Abu) + 2Re(Ao(g — gs), u)
< 2|lg — gsllllg — Abul| + 2Re(r — Asgs, u) + 2Re({(As — Ao)gs, u)
< V2|lg — gslle + 2[llr — Asgs + | As—a0 | lgs|l]] ]
<V2|lg — gslle + 48| gsNlull < v2lg — gslle + 46lgl[lull,
(2.28)
isto é, ,
llgs = g1l = S5 1* < 4ollgllull + 5

V2

2
Escolhemos 0y > 0 tal que 40||g||||u| < % para 0 < dp. Assim,

€ 1
— — | < g2 e, além disso, — < (1 + —)e para
llgs — gl \/§| llgs — gll < ( \/5) P

0 < dp. Dessa forma, (i) esta provado.

(ii) Suponha que existam ¢ > 0 e uma sequéncia 6; — 0 com ||g;|| < ¢
para todo j € N. Aqui, definimos g; := gs,. Como (g;) ¢ limitado,
existe um ponto de acumulacao fraco, além disso, g; — g para
alguma subsequéncia e algum g € X. Entao

gllgill = IlA;g; —ll
> [[Aog; — 7l — I(Ao — Aj)g;ll (2.29)
> [[Aog; —rll — A0 — Ajllllgs
em que A; := As;;. A partir disso, vemos que |Agg; — r|| <

(4o — Ajll + )9l — O conforme j — oo. A compacidade
de Ap implica que Agg; — Aog e, assim, Apg = 7 0 que é uma
contradi¢do em relacdo a suposi¢do de que a equacdao Apgg = r
nao tem solugao.

|

A precisao do método depende do conhecimento do nivel de

ruido, conforme veremos no capitulo 4. Todavia, em situagoes praticas,
normalmente, nao temos essa informacao a disposicao.

36



Capitulo 3

Métodos para a Deteccao
do Objeto

Existem diversos tipos de métodos de deteccao e, neste estudo,
optamos pelos métodos de amostragem, que sao recomendados no caso
de problemas inversos lineares. Métodos de amostragem se tornaram
populares porque utilizam a amplitude de espalhamento e nao depen-
dem de informacao a priori das informacoes fisicas do objeto. Até a
década de 90 o problema de reconstrugao de objetos quase sempre era
abordada através do Linear Sampling Method (LSM). Depois, surgi-
ram métodos mais eficientes sendo que abordaremos alguns baseados
no LSM.

Neste capitulo apresentaremos o LSM, o método da fatoracao de
Kirsch, o MKM-FP, o SVD-tail, o ISVD-tail e o critério do produto
méximo incluindo fundamentagao tedrica e desvantagens.

3.1 LSM

O Linear Sampling Method (LSM) toma um ponto z € R? e
calcula uma solugdo g = g(.,z) € L?(S) para a equagao far-field

e—zkm»z

(A0:)@) = ' (Ag)(@) = [ ul@d)g-(@)dsta). T € 5.
(3.1)
em que Us(T,z) & o far field pattern associado e d é a direcdo de
propagacao.
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O método é motivado pela observacao que, mesmo quando a
equacao ([BI) ndo tem solugdo, prova-se a existéncia de uma quase-
solugdo g.(-,2) € L2(S), no sentido que | Ag.(-,z) — e~ = /4r || < ¢,
em que £ é um pequeno parametro independente de z. A solucao é tal
que

ot 2l =
e, além disso, ||g=(+, 2)|| = oo para z € R?\ D. Detalhes podem ser vistos

em [II, Lemma, |. Consequentemente, a norma-L? de g.(-, z) pode ser
usada como um indicador do perfil D que queremos reconstruir. Essa
é a observagao central na qual o LSM tem sua fundamentagao.

Outro fator importante é que na pratica o problema (B deve
ser discretizado; nesse caso o que deve ser resolvido ¢ um problema
discreto

Ag =2, (3.2)

onde A ¢é o operador far-field discreto e inexato. Assim, um método
de regularizagao torna-se necessario a fim de contornar instabilidades
provenientes de mau condicionamento de A. O LSM original utiliza o
método de Tikhonov associado ao principio da discrepancia generali-
zada para determinar o parametro .

A idéia do método LSM consiste na realizacao dos seguintes pas-
S0S:

1 - Resolver a equagao (3.2) usando regularizacao de Tikhonov para
cada ponto z de uma malha que contém o objeto (veja figura 3.1),

2 - Utilizar a fungao indicadora dada por ¢¥rsm(A(2)) = 1/ 9]
para determinar se o ponto z tomado pertence ou nao ao objeto.

0 1 2 3 4 5

Figura 3.1: Malha de pontos para o LSM

38



Quanto & reconstrucao do objeto, o processo é similar & geragao
de curvas de nivel da superficie ¥rsnm(A(2)). O comportamento tipico
da funcao indicadora 1) para um exemplo de reconstrugao é mostrado na
figura 3.2. A coloracao indica o valor atingido pela funcao indicadora
em cada ponto da malha, conforme a barra de cores que aparece na
lateral do perfil reconstruido.

Figura 3.2: Comportamento da superficie ¢rsnm(A(2)) como imagem

Outra forma de apresentar o formato gerado pelo método é pela
aplicagao (fungao indicadora)

z — A2).

Essa caracterizagao é possivel, pois, para valores altos de A\, a norma
de g, assume pequenos valores, conforme visto no capitulo anterior.

Apesar do método apresentar resultados razoaveis, existem as
seguintes desvantagens:

e Como ja foi explicitado anteriormente, o problema pode nao ter
solucao devido ao fato da equacao far field ser mal posta;

e A norma da solu¢do pode atingir valores altos em pontos dentro
de D, nao contradizendo o teorema e dificultando a identificagao
do objeto. Na literatura [I1], constam exemplos desse fato.

e Para o LSM ser eficiente, a escolha do parametro de regularizacao
precisa da informacao do nivel de ruido no operador discreto,

HA - AexatoH'
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3.2 Meétodo da Fatoracao de Kirsch

Sabe-se que o LSM resolve a equagao ([B.I) baseado em obser-
vagoes numeéricas de que sua solugao terd norma grande fora e perto de
0D. Entdo, as reconstrucoes sao obtidas plotando a norma da solucao.
Entretanto, o niicleo do operador integral, normalmente, é contaminado
por erros significativos. Assim, o lado direito da equagao, em geral, ndo
pertence & imagem do operador 4. Kirsch contornou essa dificuldade
com a introdugao de uma nova versao do LSM baseada numa fatoracao
apropriada do operador far-field A.

Nesse método, denominado Método da Fatoragao de Kirsch, usam-
se as propriedades espectrais do operador A para caracterizar o objeto.
Em particular, a seguinte equacao far-field é usada no lugar da equacao

(331)
1/4 eiﬂ/4 kT2 ( )
A*A)V g, = ——e 3.3
A4 s V8rk
em que o operador é definido via sistema singular. O sistema singular
referente a A é dado por {u;,v;,0,} e, consequentemente, o referente
1
a (A*A)T ¢ dado por {vj, 07}
Em situagbes praticas, o problema ([B.3) deve ser discretizado,
assim como no LSM; nesse caso, devemos resolver um problema discreto
1/4 et s
ATA) g, = —=e "7 34
( ) z \/87]'—]{; I ( )
onde A é o operador far-field discreto e inexato. Vale lembrar que
o operador far-field discreto usado no método de Kirsch é o mesmo
que aparece no LSM. Assim, um método de regularizacdo torna-se
necesséario a fim de contornar instabilidades provenientes de mau condi-
cionamento de A. Logo, a solu¢do de (B3] é obtida pelo método de
Tikhonov e o paradmetro determinado pelo principio da discrepancia.
Se A =UXV* é&a SVD da matriz far-field, entao

—1

M 2
per(32) = 1/lon | = | 321 3.5)

¢ a funcao indicadora do método de Kirsch, em que p; é o j-ésimo
coeficiente de Fourier do problema (34]). Assim, o método de Kirsch
envolve os seguintes passos:

1 - Resolver a equagao ([B4) para cada ponto z da malha construida
usando regularizacao de Tikhonov;
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2 - Usar a fungao indicadora dada em (B.3]) para identificar o objeto.

Como vantagens, o método apresenta processamento rapido e
necessita de pouca informacgao das propriedades fisicas do problema.
Mas para ser eficiente, a escolha do parametro de regularizacao precisa
da informacao do nivel de ruido no operador discreto, |4 — Aexatol|, O
que se torna uma desvantagem.

3.2.1 Fatoracao do Operador Far Field

Como visto anterioromente, a amplitude de espalhamento
define o operador far field A : L*(S?) — L*(S?) por

,@@yzéjm@wm@@uy Fest

Também definimos o operador solugdo linear G : L?(0D) — L?(S?) por
Gh = v,

em que vo € L?(S?) é a amplitude de espalhamento da solu¢do v do
problema exterior de Dirichlet tendo h € L?(0D) como seu dado de
fronteira.

Além disso, os operadores A e G sdo relacionados pelo single
layer potential S : L?(0D) — L?(0D) definido por

So(x) = - o(y)®(x,y)ds(y), e dD (3.6)

de forma que
A= —4rGS*CF, (3.7)
em que G* : L*(S?) — L?(0D) e S* : L?(OD) — L?*(0D) sdo os L>-

adjuntos de G e S, respectivamente.

Lema 3.1. Suponha que k* ndo seja um autovalor de Dirichlet do
laplaciano negativo em D. Entdo A e G sao compactos e injetivos com
imagens densas em L?(S?). Além disso, o operador A é normal e seus

3 .27 21
autovalores \j € C pertencem ao circulo de raio — centrado em —i.

Finalmente, as autofuncoes correspondentes {1; : j € N} formam um
sistema ortonormal completo em L?(S?).

A demonstracdo do lema acima consta em [27].
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Para continuar o estudo da fatoracao do operador far-field, ao
longo dessa segao, serd necessario utilizar conceitos relativos a espagos
de Sobolev; para detalhes sobre o assunto recomendamos referéncia [IJ.

Iniciamos com lemas e defini¢oes preliminares [27] que nos fornecem
suporte suficiente para o teorema que caracteriza a identificacao do ob-
jeto via o método de fatoracao de Kirsch.

Lema 3.2. Suponha que k? ndo seja um autovalor de Dirichlet do

laplaciano negativo em 2. Entao S € um isomorfismo do espaco de
Sobolev H='/2(0D) para H'/?(9D).

Definicao 3.3. O sistema de fungoes {¢; : j € N} € chamado de uma
base de Riesz do espaco de Hilbert H se satisfaz as sequintes condigées:

o toda ¢ € H tem uma unica forma ¢ = Zj’;l ojpj, em que a
sequéncia (o) C C satisfaz Z;‘;l loj|? < o0

e cexistem constantes co > ¢ > 0 tais que

alolf <>l <elolf, Vo eH.

=1

Suponha que k? ndo seja um autovalor de Dirichlet do laplaciano
negativo em D. O Lema[3dlnos garante que A ¢ normal, injetiva e tem
autovalores \; € C\{0} com ¢); € L?(S?), autovetores correspondentes,
formando um sistema ortonormal completo em L?(S?). Dessa forma,
X0 nos permite escrever

— 47TGS*G*'¢JJ = Ajwjv 7 €N (38)
Além disso, definimos fungdes ¢; € L?(0D) por
Gy =/ Ajp5,  JEN (3.9)

Corolario 3.4. As fungées {¢; : j € N} definidas por G*1p; = \/\;¢;,
j € N formam uma base de Riesz de H=/?(0D), isto é, H=*/?(0D)
consiste exatamente de fungoes ¢ da forma

oo oo
quZaquj com Z|aj|2 < 00.
Jj=1 Jj=1

Entao
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ANy = (NP4,
isto é,
A*sinal(A;); = [Aj];.
z
Aqui, denotamos o sinal de um ntmero complexo por sinal(z) = |—
z
Dessa forma, o autosistema {|\;|, ¥;, sinal(\;)1; } mostra-se um exem-
plo de sistema singular de A.

Teorema 3.5. Suponha que k? ndio seja um autovalor de Dirichlet do
laplaciano negativo em D. Entdo a imagem R(G) de G : HY/?(0D) —
L?(S?) ¢ dada por

[ee]

o0 2
RIG) =43 pyvy s 301 < oo = RUATA) )
J=1

=1

em que {aj,wj,{p\;} é um sistema singular de A.

Demonstragao: NE suficiente fazer a prova para o sistema singular
particular {o},;,%,} com o; = |\;| e ¢; = sinal(\;)1;, j& que esse é
o0 unico sistema singular de A a ndo ser o caso de constantes.

Primeiramente, seja ¥ € R(G), isto é, ¥ = G¢ para alguma
¢ € H'?(dD). O operador S* : H~'/2(9D) — H'?(dD) é um iso-
morfismo, pois S*¢ = S¢ e S & um isomorfismo de H/?(9D) para
H~'/2(0D) pelo Lema B2

Assim, (S*)~'¢ € H-Y2(dD) e, pelo Corolario B4 podemos
escrevé-lo com o auxilio da base de Riesz {¢; : j € N} de H~1/2(9D)
como -

($*)7lo = Zaﬂﬁj,
j=1

com Y77, Jay|* < oo.

Agora, B8) e (B9) implicam que GS*¢; = —

podemos calcular

VA

47

1; e, entao,

=G =GS*((5)'¢) =GS* | Y aj¢;

Jj=1

oo oo /A‘ oo
= Do aiGS 0y ==Y S = Y ity
j=1 J=1

=1
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v/ A

47
oo o0
lpj 1 2
Z Jj. :(47T)2Z|O‘j| < .
j=1 77 j=1
Por outro lado, seja

P = ijd)j com Z % < o0 (3.10)
j=1 j=1 7

4mp;
vy

o0, isto &, ¢ € H=Y/2(dD) por B3) e, como acima, temos
s o0
G(S*¢) = —Z v/ waj =
j=1

Entdo 1 € R(G), pois S*¢ € HY?(dD). Até o momento, provamos
que

em que definimos p; := — . Dessa forma,

e defina ¢ := Y77 | aj¢;, em que a; = — Entdo >77 ) oy]? <

oo

oo '2
@) =D oy 30 < o
j=1 77

J=1

E claro que R(G) = R((A*A)'/*). Na verdade, se ¢ & como em
(BI0), entao o elemento

b= — (0, 05120,

Jj=1 |

satisfaz (A*A)Y4¢ = 1, ja que \/[\;] e ¥; sdo os autovalores e os
autovetores do operador compacto (A*A)'/* = |A|'/2. Em outras

palavras, ¥ € R((A*A)Y%). Por outro lado, se ¢ € R((A*A)Y/4),
entdo (A*A)'/*¢ para alguma ¢.
Também, a SVD implica que

b= M@ )12t =D pyiby,
j=1 j=1

em que definimos p; := \/|\;j|(¢,1;)r2. Agora, podemos concluir, a
partir da desigualdade de Bessel, que

Z [CX) L2|2<Z||¢H2<oo
j=1 Jj=1

44



Assim, o elemento ¥ da imagem tem a forma desejada e provamos
que
- o il \
RQ) =4S ooy 3 < oo b = )

j=1 j=1 7

A utilidade desse teorema vem do fato que ha conhecidos exem-
plos de elementos da imagem de G. Podemos, entdo, usar tal fungdo
para testar se um ponto dado pertence ou nao ao objeto.

Teorema 3.6. Para todo z € R3, defina a funcio r, € L*(S?) por
r (%) = e 7 Fes?

Entao r, € R(G) se e somente se z € D onde G € novamente consid-
erado como um operador em H/?(dD).

Teorema 3.7. Suponha que k? ndio seja um autovalor de Dirichlet do
laplaciano negativo em D. Entao, temos a segquinte caracterizacao de
D:

D= 26R3:Z|pj—<oo ={zeR®:r, € R((A*A)Y/*)},

em que {0}, 1;, %} € um sistema singular de A e pg-z) sa0 0s coeficientes

de expansdao (de Fourier) de r, em relagdo a {¢; : j € N}, isto ¢,
Py = (a0 1o

3.3 MKM-FP

O MKM-FP é um método de deteccao de objetos baseado no
método da fatoracao de Kirsch e regularizagdo de Tikhonov, onde o
parametro é calculado pelo método do ponto fixo. A sigla MKM-FP
provém dos nomes método de Kirsch modificado e ponto fixo em inglés
[34]. Dizemos método de Kirsch modificado, pois como citamos ante-
riormente, o original conta com a determinacao do parametro realizada
através do principio da discrepéancia generalizada. Assim, torna-se a
associacao de dois métodos que apresentam bons resultados na identi-
ficacao de objetos.

Como ja vimos anteriormente, utilizando a SVD de A no método
de regularizacao de Tikhonov, a norma ao quadrado do residuo é dada
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por

P )\40@ 2
z(A) = Z (02 + \2)2 + 955

em que 63 é a parte que ndo pertence ao espago coluna de A. Todavia,
como A é uma matriz quadrada e ndo singular, o sistema Ag = f é
compativel, fazendo com que 63 = 0.

Nessa situacao, em geral, s6 ha um ponto fixo de ¢. E, se tomar-
mos um chute inicial menor que o ponto fixo, o método nos leva a zero e
se tomarmos um chute inicial maior, o método faz A tender ao infinito.
Ou seja, sob essas condicoes, nao alcancamos o ponto fixo da funcgao ¢.

Para contornar essa dificuldade, se A = > | ojuv] é a SVD
de A, a proposta do MKM-FP é usar a SVD truncada de A: A=
Zle o;uvl, com k < n. Entdo consideramos o sistema Ag = f, que
fornece 6o = >.1, ., [ul f|* ndo-nulo, garantindo a determinagao do
ponto fixo pelo Corolério 2.13.

A proposta do MKM-FP torna-se interessante por apresentar
a combinacao de um método de boa eficiéncia para o parametro de
regularizacao e de um aprimoramento do LSM para a identificacao do
objeto.

3.4 SVD-tail

O SVD-tail é um processo iterativo para a detecgdo de objetos
cuja fundamentagao surge do uso da SVD no operador discreto [16].

Como exposto anteriormente, A é compacto e, consequentemente,
o problema é mal posto e necessita de regularizacao. Para tanto,
poderiamos utilizar o método de Tikhonov com o principio da dis-
crepancia de Morozov ou métodos como a curva-L e GCV [2I]. A
vantagem de usar curva-L ou GCV estad no fato que esses métodos nao
requerem o nivel de ruido nos dados, mas dependem da condigao dis-
creta de Picard. Sendo assim, é vilido analisar, no nosso problema,
se tal condicao é satisfeita. A validade da condicao discreta de Picard
garante que o ponto da malha tomado pertenca ao objeto. Nas figuras
3.3 e 3.4 temos, primeiramente, o exemplo de um ponto pertencente ao
objeto e, a seguir, um ponto fora do objeto.

Graficamente, verificamos a condicao discreta de Picard anali-
sando se os coeficientes de Fourier decaem a zero com maior rapidez
que os valores singulares o;. Se isso ocorrer, entao o ponto pertence
ao objeto, como visto na figura 3.3. O método SVD-tail esta baseado
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Condicao Discreta de Picard
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Figura 3.3: Coeficiente de Picard para ponto dentro do objeto
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Figura 3.4: Coeficiente de Picard para ponto fora do objeto
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nesse fato. Trata-se de uma técnica heuristicall inspirada na observagao
de que os coeficientes de Fourier, ul f referentes aos tltimos i’s da SVD
de A apresentam grande diferenca de tamanho se pertencem ou nao ao
objeto.

Assim, se calcularmos os d ultimos coeficientes de Fourier, a
funcao indicadora é definida por

Ya(2) = [(un—aqsr f(2) - ug F) T (3.11)

que informard se o ponto z da malha em questao pertence ao objeto
ou nao. Valores pequenos indicam que z esta fora do objeto e valores
grandes indicam que z pertence ao objeto.

Na préatica, a SVD-tail faz uso da escolha da dimensao d como
parametro de entrada e do conhecimento de uma base {wy,- -, wq}
para o subespago gerado pelos d dltimos w;’s. Se a SVD de A é co-
nhecida, a escolha w; = uy_;4+1 é 6bvia e adequada. Outras técnicas
também podem ser utilizadas tendo um custo menor que o da SVD.
Além disso, observe que o custo computacional de ¢4(z) para um tnico
z varia essencialmente linearmente em relagdo a d. Assim, pequenos
valores de d sdo particularmente vantajosos quando 14(z) precisa ser
computado para um grande ntimero de vetores z.

Vale notar que, devido ao uso da SVD, a SVD-tail é um método
vidvel apenas para n pequeno. Também, nao temos uma estimativa de
qual valor de d gera um resultado mais vantajoso, a determinagao de d
fica a cargo do usuério. A dificuldade do método é que a qualidade da
reconstrucao é sensivel & escolha de d (como veremos no capitulo 4).

3.5 ISVD-tail

Com o intuito de tornar o SVD-tail um método favoravel para
sistemas com n grande, desenvolveu-se a idéia de substituir o uso da
SVD pela Iteragao Inversa Simultanea afim de diminuir o custo da SVD.
Se o problema tem dimensao muito grande, a ideia é gerar uma base

{tn—dat1,- - Tn}

tal que span{u;} ~ span{u;} sem depender da SVD para amenizar o
custo computacional e tornar o método viavel. Essa base é gerada pelo

lPara ser aceito, um método heuristico deve ser testado em diversos problemas
com niveis de ruido realistas. Nao tém a propriedade de convergéncia. Na pratica,
podem ter um desempenho melhor que métodos comprovados teoricamente, o que
acontece com frequéncia.
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Método da Iteragdo Simultanea Inversa [I8] que é uma generalizagdo
do Método da Poténcia aplicado a A~!. Essa variagdo da SVD-tail é
conhecida como ISVD-tail.

Nesse método, iniciamos com os seguintes dados de entrada: a
dimensao d desejada, o nimero de iteragoes que desejamos e uma matriz
inicial Wy x4. Como se trata da iteragdo simultanea inversa, aplicamos
a fatoracao LU da matriz A. Em seguida, resolvemos o sistema

AAYY, = W.
Por fim, atualizamos W realizando a fatoracao QR de Yj.

ALGORITMO:
Dados de entrada:
e Dimensao d da base desejada, nimero maximo de iteragdoes Nmaz, valor
maximo aceitdavel no critério de parada e.
1. Passo 1:
A matriz de far-field Ao é dada no proprio algoritmo. Como a mesma é
praticamente singular, precisamos perturbéa-la para nao comprometer
o algoritmo.

2. Passo 2:
Gerar e ortonormalizar uma matriz complexa randémica W que tenha
a funcao de chute inicial para a base desejada.

3. Passo 3:
Realizar a fatoracdo LU da matriz an, a matriz de far-field perturbada.

4. Passo 4:
A cada iteragao, resolver o sistema (A, - A;,)Ys = W através dos sis-
temas triangulares gerados pela fatoragdo no passo anterior.
Para k de 1 a nmae:

LYy =W
UYs =Y,
U'Ys =Y,
LY, =Y;
5. Passo 5:

Calcular a distancia entre o subespaco gerado nessa iteragdo e na an-
terior. Este valor atua como critério de parada. Caso a distancia seja
maior que €, ortonormalizamos a matriz Ys alcangada no passo ante-
rior, gerando uma nova aproximacgao W.

H=W"Ysy

Se ||Ya—WH| <e
Parar

Senao WR =Y,
Fim
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Note que, com esse algoritmo, nao geramos uma aproximacao
para os autovetores de (AA*)~!, mas sim uma aproximagdo para uma
base do subespaco gerado. Dessa forma, se as colunas da matriz resul-
tante W sdao denotadas por w;, a identificacao do objeto é feita usando
a funcao indicadora

va(z) = (Wi f(2), - wq f(2))T]I 7 (3.12)

Os métodos das poténcias, da iteragdo simultinea e a fatoragdo
QR que auxiliam no algoritmo da ISVD-tail constam no apéndice B.

3.6 Meétodo do Critério do Produto Maximo

Ja comentamos que o sucesso do LSM e do método da fatoracao
de Kirsch depende do conhecimento da norma do ruido. Nesse caso,
a reconstrucao do perfil do objeto esta baseada no fato de que norma
[lga,z|| torna-se grande para pontos z fora ou préximo do objeto 2 e
pequena para pontos dentro. O critério do produto maximo busca a
reconstrucao do perfil do objeto de modo que o processo independa
do conhecimento dessa informacdo e que norma ||gy .|| se comporte de
modo a garantir uma boa reconstrugao do objeto. De modo resumido,
o método do critério do produto méaximo (MPC) aplica o método da
fatoracao de Kirsch e substitui o pardmetro do critério da discrepancia
generalizada pelo parametro A que maximiza a func¢ao

() = 2(\y(N), x>0, (3.13)

sendo
z(A) = [r—Agazl3, e y(N) =llgazl3.

A existéncia de méximo é garantida quando a matriz A é ndo singular.
De fato, como z(0) = 0 (pois A é nédo singular) e limy_. y(A\) = 0,
temos que

T(0)=0= lim ¥(\).

A—00

Como y(A) é decrescente e x(\) é crescente, entdo existe um ponto A
no qual ¥ é maximizado. Para determinar tal A, utilizamos o lema
abaixo [5].

Lema 3.8. Para z fizo e A > 0, defina as funcoes ¢ e ¢ por

r, — Agy_»
o=l minls oy a)
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Entio a funcio ¥ associada ao método (A*A)Y/* satisfaz:
V(A =Ny (\) (3.14)

(N = [=20+ 26N’ N]y(N)y' (V) + [=A? + ¢* (V)] [y(A)y'(A()]'- )
3.15

Suponha que A\ seja o maximizador de W. Assim, é preciso que
T (\,) =0eT”(\,) <0. PelaSVD de (A*A)'/*, podemos caracterizar
z(A) e y(A\) de modo analogo ao realizado no método do ponto fixo.
Dessa forma, z/(\) > 0 e y’(\) < 0. Logo, em relacio & primeira
derivada de ¥, temos que ¢(\.) = 0, ou seja, o ponto que maximixa ¥
é ponto fixo de ¢.

Observacao 3.9. Do lema concluimos que o pardmetro de requlari-
zagao para o MPC pode ser calculado como ponto fizo de ¢ ou como
raiz de @. Isso pode ser feito usando métodos como o regqula falsi (vide
apéndice), que calcula raizes de equagoes nao-lineares.

Teorema 3.10. Suponha que a matriz far-field A tem sistema singular
{0j,u;,v;} com todos os o; distintos. Entdo as seguintes afirmagoes
sao vdlidas:

a) A fun¢ao U tem, no minimo, um ponto critico em (\/0,,/01) €

3
no mdximo, um ponto critico em (%,/01, Vo1)-

b) ¥ tem um mdximo local em \ se e somente se go(X) =0e¢ (X) >
1.

Demonstragao: Como y’'(A\) # 0, A > 0, temos que os pontos criticos
de U, sdo raizes de ¢ devido a ([B.I4)). Mas usando o sistema singular
de A, obtemos

Zn: (A2 — oy0)

‘ (o; + )\2 ’

Jj=1
entao segue que p(A\) > 0se A > /o1 e o(A) < 0se A < ,/0,. Agora,
perceba que para /o1 ser uma raiz de ¢, todos os valores singulares
devem ser iguais a 1. Mas isso nao pode acontecer ji que por hipotese

todos valores singulares sao distintos, entao /o1 nao pode ser raiz de
. Uma observagao similar se aplica a /o,,.
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Isso implica que ¢ deve ter, pelo menos, uma raiz em (,/c,,, \/01).
Agora, observe que, como temos dy _ 1
A\ - = —
g ) q ) dx )\2 )
(V) = ~229(3) — Xy () + 2'()
= =2[xy(A) +2'(V)]
n )\0’1(3/\2 — Ui)ai
Z]:l (0_7; 4 )\2)3 )

(3.16)

em que a ultima igualdade é valida devido & caracterizagao de y'(M).
. . 3 .
Isso mostra que ¢’(\) ndo muda de sinal em 3 VLo, assim, se

¥ tem um ponto critico nesse intervalo, esse ponto critico é tinico e a
demonstracao de (a) esta completa.

Para provar o item (b), observe a partir de (314) que X 6 um
ponto critico de ¥ se e somente se go(X) = 0, isto sendo verdade se e
somente se qb(X) = A. Assim, no ponto \, por BI35), temos \I/”(X) <0
se e somente se ¢’ (X) > 1, e (b) esta provado. |

O teorema a seguir demonstra que existe uma rela¢do entre a
norma da solucao regularizada associada ao MPC e a associada ao
PDG. Para tanto, seja A(©) o operador far-field discreto exato e defina
e = ||A — A°||2. Usando a teoria de perturbacdo de valor singular [I8]

segue que
(e) - (e) =1
o; e <o, <\ o, +e¢, 1 =1, ,N
(e)

em que 056) denota, o i-ésimo valor singular de A°. Como o, é ex-
tremamente pequeno para n moderado, deduzimos que uma boa limi-
tacao inferior para e é \/o, < e. Assim, baseado no teorema anterior,
concluimos que, se /o, < €, entao o maximizador de ¥ pertence a

(V/on,e) oua [e,/o1).

Teorema 3.11. Para z fizo, sejam )\S\Z)PC e )\ggp 0s pardmetros de
requlariza¢io associados ao MPC e ao GDP, respectivamente. Suponha
que /o, <¢e. Entdo

()

lgseo, M2 < llgye) 2 < llgzllz, se  Aypc =€ (3.17)
em que g, denota a solugdo de (A(e)*A(e))1/4g = r,, enquanto se
)\S\Z)PC < g, emiste um numero K, K > 1, tal que

1+ K?
gy N2 < llgyer Iz < llg=ll2- (3.18)
GDP MPC 2
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Demonstragao: A desigualdade da direita em (3I7) é um resul-
tado conhecido atribuido ao principio da discrepancia de Morozov que
vale independentemente da condigao )\S\Z)PC > ¢. Resta provar a de-
sigualdade da esquerda. Para isso, observe que para o principio da
discrepancia temos <b(/\gsz) = ||[A — A®)|y e para o MPC, temos
¢()‘§\;)PC) = )\S\Z)Pc. Assim, ¢()‘§\;)PC) = ¢()\(C§)DP), aqui usamos a
suposicao de que )\S\Z)PC > e. Mas como ¢ é uma func¢io crescente,
/\E\Z)PC > /\gj)j p € a desigualdade pedida segue percebendo-se que a
norma da solucao regularizada é decrescente.

Vamos entdo provar a desigualdade & direita em (BI8). De fato,

como p(\ipc) = 0 implica N7pe?llgye) 15 = lIrs — Ay [, e

como o funcional de Tikhonov é minimizado em gy, temos
MPC

2DpclP oy I3 =r: = Agyer 13+ NZpclPlaye 113

s — AgI3 + [A;zbafgfngzna (3.19)
= 1(A® = A)g. |13 + Moo 2llg-13,

que implica em

2M7pcl gy I3 < €+ INTpeMlg:l3 (3:20)

Assim, se )\S\Z)PC < g, existe uma constante K > 1 tal que ¢ = K)\S\Z)PC,

e a desigualdade requerida segue de (.20). Finalmente, se & > /\E\Z)PC =
qb()\g\f,)Pc), ja que ¢ & uma funcio crescente /\E\Z)PC < /\E;%P, e a desigual-
dade da esquerda em (BI7) segue do comportamento monotonico da
norma da solucao regularizada. |

Vale lembrar que o método de Kirsch trabalha baseado na sepa-
racao de grandes valores da func¢ao indicadora dos pequenos. E levando
isso em conta, 0 teorema acima nos mostra que a separagao ¢ mais
aparente utilizando o MCP, como podemos ver na figuraB.5l De modo
mais especifico, suponha primeiramente que )‘E\Z)PC < ¢ (que ocorre
quando z ndo pertence a D). Entdo uma consequéncia imediata de
BIR) é que os parametros do MPC sao menores do que os correspon-
dentes do PDG. J&, para o caso )\g\f,)Pc > ¢ (que ocorre para z perten-
cente a D), a desigualdade ([BI7) indica que os parametros do MPC sao
maiores que aqueles que correspondem ao PDG. Dessa forma, a visua-
lizacao do objeto tem melhor qualidade, pois ha uma grande separagao
de valores entre as duas situagoes.
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Figura 3.5: Comparacao dos parametros via MPC e PDG
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo, através de experimentos numeéricos faremos a
comparacao entre os métodos apresentados nos capitulos anteriores.
Este capitulo é de crucial importancia, visto que o desempenho dos
métodos s6 pode ser avaliado via testes numéricos e inspeccao visual.
Todos os exemplos numeéricos sao restritos ao caso bidimensional e con-
sideram a reconstrucao do perfil de um amendoim, de uma pipa e de
uma elipse (as duas tltimas constando na mesma figura e simulando
dois objetos disjuntos), e uma pipa sozinha. Todas as implementagcoes
aqui analisadas foram realizadas no MATLAB.

4.1 A construcao da matriz referente ao ope-
rador far field

Vale observar que a amplitude de espalhamento u.., crucial na
solucao do problema inverso, s6 pode ser determinada analiticamente
em casos muito particulares via fungoes especiais (harmonicos esféri-
cos, por exemplo, [I2][I7]). Por isso, a fungdo u«, é acessivel apenas na
forma de medidas experimentais ou via processos numéricos de aproxi-
magao.

Portanto, para gerar os resultados numéricos neste trabalho a
é obtida usando métodos de aproximacao. Para isso, primeiramente a

equacao integral (veja eq. (ILIR) e o problema exterior (LI7))
¢+ ko —inSp=2f
deve ser resolvida aproximadamente com f = —u’ e n = k. A seguir

parametrizamos a integral de superficie e, entdo, aplica-se o método de
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Nystrom para determinar uma aproximagio para a densidade ¢ [12].
Finalmente a amplitude de espalhamento é parametrizada e aproxi-
mada usando a regra trapezoidal [12].

A amplitude de espalhamento é calculada em M € N dire¢oes
distribuidas equidistantemente (angulos) 6; = 2%, j=1,2,---, M do
intervalo [0, 27] e entdo obtemos uma matriz far-field A de ordem M
com entradas

az]:uoo(é\%é;); i?j:172a"'aM

contendo os valores aproximados da amplitude de espalhamento. Vale
lembrar que, aqui, denotamos 6; = (cos6;,sinf;), j =1,2,---, M.

Neste trabalho, a matriz far-fiel usada nos experimentos numéri-
cos foi construida usando uma rotina cedida gentilmente pelo professor
G. Pelekanos, da Southern Illinois University.

4.2 Comparacao entre os métodos

Nos experimentos a seguir, exceto para IS VD-tail, todos os méto-
dos usam a SVD da matriz far-field e os resultados numéricos sao
ilustrados usando as funcoes indicadoras apresentadas no Capitulo 3.
Quanto & determinagao do parametro de regularizacao do MPC, opta-
mos por calcular a raiz da equagao nao-linear

© = —Ny(\) + z(N). (4.1)
resolvendo um problema de minimizagao

2
Avpc = argmin k£(A), k(\) = ()\ — M) . (4.2)
y(A)
Para isso usamos a fun¢do do MATLAB fminbnd.m. O parametro as-
sociado ao método de Kirsch foi calculado analogamente.

Agora vamos discutir o problema da reconstru¢ao de um amen-
doim e comegamos com a observagao que nao ha necessidade de com-
parar parametros de regularizacao visto que para um mesmo ponto da
malha, métodos distintos podem produzir pardmetros muito diferentes.
Um exemplo disso est4 ilustrado em Figura L2

Observe que os parametros obtidos diferem bastante, o primeiro
obtido pelo método da curva-L sendo 0.0395 e o segundo associado
ao MPC sendo 0.2296. Portanto, para a identificacao do objeto, a
comparacao de parametros nao é necessaria, ja que, como veremos mais
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Figura 4.1: Curva-L, curva ¢ e correspondentes parametros

adiante, mesmo com parametros relativamente distintos, como é o caso
entre MPC e PDG, obtemos identificagoes muito proximas, tornando
essa diferenca de valores irrelevante do ponto de vista pratico. Ainda
sobre o desempenho dos métodos, é interessante destacar em relagao
ao PDG que, em situagao ideal, ou seja, com o conhecimento de ||E]|, o
método faz uma reconstrugao com qualidade muito boa, mas sem essa
informagcao a solugdo obtida degrada-se. Assim, apesar de existir uma
teoria para convergéncia no PDG, a necessidade de || E| como dado
inicial torna o método, na prética, menos eficiente que, por exemplo, o
MPC, como veremos no fim do capitulo.

Agora consideramos a performance dos métodos estudados. Para
isso, usamos uma malha com 2500 pontos (devido a limitacoes do com-
putador utilizado) e perturbagao de 0.1% de erro relativo na matriz A.
Temos dois casos exemplificados, o primeiro com 64 ondas incidentes,
ou seja, o operador discreto (matriz) tem ordem 64 x 64 e o segundo com
128 ondas incidentes. Esses casos foram escolhidos de modo a podermos
analisar a robustez dos métodos em situagoes relativamente distintas.
Além disso, ao longo do capitulo, vamos variar o nivel de ruido relativo
em A, adotaremos os valores de 0,1%, 10% e 30% para verificar a sen-
sibilidade do problema. Ainda sobre a questao do ruido, é importante
notar que, por exemplo, um ruido de 0,1% em A, quando trabalhamos
com a matriz de Kirsch (A*A)Y/4, torna-se um erro relativo de 2,9%.

Na situagdo com 64 ondas incidentes e nivel de ruido de 0,1%,
Figurad2e Figura3l podemos observar, visualmente, que os métodos
MKM-FP, PDG e MPC obtiveram melhores resultados. Nota-se que o
ruido presente no background é menor com a utiliza¢ao do PDG, apesar
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método utilizado | SVD-tail | ISVD-tail | MKM-FP | MPC | PDG
tempo gasto | 3.464 | 0.561 | 10.280 |5.959 | 4.976

Tabela 4.1: Custo computacional para o caso da matriz 64x64

do MPC fornecer uma imagem visualmente mais proxima da desejada.
Além disso, o PDG necessita da informacao da norma do erro a qual,
nos problemas praticos, normalmente nao temos acesso.

Formato Original

10 MKM-FP SVD-tail d=10
10 06 10
0 0 04 o
0.2
10 10
10 ! s
% . o 100 1 10
SVD-tail d=20 SVD-tail d=30 SVD-tail d=40
150 10 100 10
100 80
0 60 0
50 40
-10 20 49
0 20

Figura 4.2: Comparacédo entre métodos, matriz 64x64, ruido de 0.1%

Abaixo segue uma tabela comparativa com o tempo gasto (em
segundos) no céalculo dos métodos citados.

Perceba, pelo que é apresentado nas figuras e tabelas, que o
ISVD-tail gerou uma identificacao similar a do SVD-tail sem o uso
da SVD, reduzindo o custo computacional. A reducao, no exemplo,
nao foi de valor relevante, pois exemplificamos com ordens pequenas
devido as limitagoes do computador, mas para situacoes praticas que
requerem um volume muito maior de dados, essa reducao de custo
torna-se significante.

Outro fator que deve-se levar em conta na pratica é a presenca de
ruido. Entao, simulamos os resultados para diferentes valores de erro
relativo em relacdo & matriz A. Com um erro relativo de 10%, o método
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Figura 4.3: Comparagcéao entre métodos, matriz 64x64, ruido de 0.1%

MKM-FP perde sua precisao e todos métodos passam a apresentar
ruido no background. Neste ensaio, mesmo com esse nivel de ruido,
MPC e PDG mostram as melhores identificagoes do objeto. Com um
erro relativo de 30%, MPC e PDG comecam a degradar-se; para os
outros métodos, os resultados sao ruins e similares aos apresentados
com ruido de 10%.

Constam abaixo as imagens geradas pelos métodos para 128 on-
das incidentes. Podemos observar que MKM-FP, MPC e PDG nos
fornecem uma imagem de boa qualidade quanto ao objeto desconhecido,
apesar das perturbagoes no background, principalmente no MKM-FP.
Nota-se que o MPC aproxima-se mais da imagem desejada, tal desem-
penho pode ser justificado pela grande separagao de valores na fungao
indicadora para pontos pertencentes ou nao ao objeto. Note também
que a SVD-tail e a ISVD-tail tém a desvantagem de depender da es-
colha de d e a qualidade de suas imagens é similar entre si, além de ser
de baixa precisao.

Agora, faremos o mesmo comparativo para a deteccdo de dois
objetos de uma s6 vez, uma pipa e uma elipse.

Perceba que a apresentacao de dois objetos, foi bem sucedida
com os métodos MKM-FP, PDG e MPC. Utilizando SVD-tail e ISVD-
tail que apresentam resultados similares, a menor escolha de d foi a mais
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Figura 4.4: Comparacdo entre métodos, matriz 64x64, ruido de 10%
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Figura 4.5: Comparacdo entre métodos, matriz 64x64, ruido de 10%
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Figura 4.6: Comparacao entre métodos, matriz 64x64, ruido de 30%
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Figura 4.7: Comparacao entre métodos, matriz 64x64, ruido de 30%
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Figura 4.9: Comparagao entre métodos, matriz 128x128
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método utilizado | SVD-tail
tempo gasto | 8.127

ISVD-tail | MKM-FP | MPC | PDG
2.714 | 12.996 | 9.656 | 8.595

Tabela 4.2: Custo computacional para o caso com a matriz 128x128

MKM-FP SVD-tail d=6
10. 10.
-10 -10
SVD-tail d=12 SVD- ta|Id 18 SVD- talld 24
. . 10.
—lO —10 -10
Figura 4.10: Compara‘g:ao entre Inetodos, matriz 32x32, ruido de 0.1%
ISVD-tail d=6
10. . 10.
-10 —10 10 -10
ISVD- talld 12 ISVD- talld 18 ISVD- talI d=24
10. 10. 10.
-10 -10 -10

Figura 4.11: Compara‘g:ao entre metodos, matriz 32x32, ru1d0 de 0.1%

favoravel & identificacdo. A escolha de d muito grande nos da perda
de informacao sobre o problema e o d que forneceu o melhor resultado
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é aquele em que os coeficientes de Fourier para pontos pertencentes
ao objeto e pontos fora do mesmo, apresentam-se conforme visto na
secdo da condigdo de Picard. Abaixo, segue o comparativo do custo
computacional dos métodos analisados.

método utilizado | SVD-tail | ISVD-tail | MKM-FP | MPC | PDG
tempo gasto | 0.078 | 0.031 | 3.822 |1.841]1.684

Tabela 4.3: Custo computacional para 2 objetos e matriz 32x32

Agora, vamos exemplificar o fato de garantirmos bons resultados
para o principio da discrepancia generalizada apenas quando temos
conhecimento de |E||. Na situagdo mostrada a seguir, ||E|| real vale
0.01, mas simularemos uma situacgao pratica, ou seja, sem ter esse valor
correto como informacao inicial. Tomaremos como chute para essa
norma o valor 0.0015 e entao analisaremos o comportamento do método
em tal situagao.

lambda-PDG MPC

10
Q)
0
10 -10

-10 -10 0 10

Figura 4.12: PDG com ||E|| exata, que vale 1%

lambda-PDG PDG MPC

10 10 10

Figura 4.13: PDG com 0.15 vezes ||E||, que vale 1%

Pelo fato do MPC néao depender de ||E]|, o resultado mantem-se
o mesmo para o método. Mas note que, se multiplicarmos || E|| por
0,00000015, obtemos uma norma || E|| muito menor, o que seria ideal,
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mas que nao condiz com a situagao real, aumentando o indice de erros.

lambda-PDG PDG MPC

Figura 4.14: PDG com [|E|| exata, que vale 25%

lambda-PDG PDG MPC
10 marmmsrg < 10 10
] - 0' 0.
-0 = e T 10
-10 0 10 10 0 10 -0 0 10

Figura 4.15: PDG com 0.00000015 vezes ||E|| exata, que vale 25%
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, tivemos a oportunidade de estudar teorias re-
centes e aplicar métodos numéricos de interesse contemporaneo. Apre-
sentamos técnicas cujo enfoque é a reducgao de custos para problemas
grandes e outras voltadas para a qualidade de reconstrucao do perfil
desejado.

Considerando os métodos testados:

e O MPC apresentou os melhores resultados visualmente e nao
modifica sua qualidade devido ao conhecimento ou nao do nivel
de ruido;

e Se a prioridade é o baixo custo, o melhor método é a ISVD-
tail que consegue fazer a identificagdo num tempo muito inferior
aos outros métodos, apesar de nao gerar uma imagem com tanta
qualidade como o MPC;

e A qualidade é limitada pelo nivel de ruido no problema, mas como
o habitual é ter um ruido de até 5%, o problema n&o é afetado
por esse fator.

Também podemos enfatizar que o método ser independente de
algumas informagoes como o nivel de ruido, faz com que as técnicas
se comportem melhor em situagoes praticas, visto que, nesses casos,
temos poucos dados acessiveis. A propria dependéncia de parametros
do método, por exemplo, a SVD-tail em relacao ao parametro d, traz
impecilhos a resolucao do problema.

Para estudos futuros, sugerimos a aplicacdo das técnicas para
objetos tridimensionais e realizar a construcao numérica da solugao
exata como em [43] para fazer comparagoes mais numéricas e robustas.
Outra sugestao é o estudo mais aprofundado do critério do produto
maximo, para fornecer mais suporte teorico a um método que apresenta
resultados muitos bons quanto a detecgao de objetos.
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Apéndice A

Resultados de Analise
Funcional

A.1 Operadores Compactos

Como o problema tratado nesse trabalho provém de uma equagao
integral, é preciso apresentar alguns resultados sobre operadores com-
pactos. Basicamente, nessa se¢cao, mostraremos ideias bésicas de andlise
funcional que auxiliam na fundamentagao tebrica do trabalho.

Definigao A.1. Sejam X eY espagos normados. Uma transformagao
linear T € L(X,Y) é compacta se, para qualquer sequéncia limitada
{zn} em X, a sequéncia {Tx,} em Y contém uma subsequéncia con-
vergente. O conjunto de transformagoes compactas em L(X,Y) serd
denotado por K(X,Y).

Teorema A.2. Sejam X e Y espagos normados e seja T € K(X,Y).
Entao T € limitado. Além disso, K(X,Y) C B(X,Y), em que B(X,Y)
€ o congunto das transformacoes limitadas de X para Y .

Demonstragao: Suponha que 7T seja nao limitado. Entao, para
cada inteiro n > 1, existe um vetor unitario x,, tal que ||Tx,| > n.
Como a sequéncia {z,} é limitada, pela compacidade de T, existe uma
subsequéncia {Tz,(,)} que converge. Mas isso contradiz ||Tz, | >
n(r), assim T ¢ limitado.

Teorema A.3. Sejam X,Y, Z espagos normados e sejam A: X — Y e
B :Y — Z operadores lineares limitados. Entao o produto BA : X —
Z é compacto se um dos dois operadores A ou B é compacto.
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Demonstragao: Seja (¢,) uma sequéncia limitada em X. Se A é
compacto, entdo existe uma subsequéncia (@, ) ) tal que Aw, ) — 1 €
Y, k — oo. Jaque B ¢limitado e, entdo, continuo, temos B(Awy,x)) —
By € Z, k — oco. Entdo BA é compacto. Se A é limitado e B é com-
pacto, a sequéncia (Ap,,)é limitada em Y, ja que operadores limitados
levam conjuntos limitados em conjuntos limitados. Dessa forma, existe
uma subsequéncia (¢, )) tal que (BA)g,xw) = B(Ap,my) — X € Z,
k — oo. Assim, novamente BA é compacto.

Teorema A.4. O operador identidade I : X — X é compacto se e
somente se X tem dimensao finita.

Demonstragao: (=) Suponha que I seja compacto e X nao tenha
dimensao finita. Escolha ¢1 € X com ||¢1]| = 1 arbitrariamente. Entao
Uy := span{p:1} tem dimensdo finita e, consequentemente, é um sube-
spaco fechado de X. Pelo lema de Riesz, existe g2 € X com ||z =1
e |2 — ¢1]| > 1. Agora, considere Us := span{ep1,¢2}. Novamente,
pelo lema de Riesz, existe p3 € X com [lps]| = 1 e [[p3 — o1 > 3,
s — @2 > % Repetindo o processo, obtemos uma sequéncia (¢y,)
com as propriedades ||| =1 € [[on — @ml| = %, n # m. Isso implica
que a sequéncia limitada (¢,) ndo contém uma subsequéncia conver-
gente que contradiz a compacidade de I. Dessa forma, se o operador
identidade é compacto, X tem dimensao finita.

(<) Vide [33].

Observe que, pelos dois teoremas recém mostrados, o operador
compacto A nao pode ter uma inversa limitada, a nao ser que sua

imagem tenha dimensao finita.

A.1.1 Operadores Auto-Adjuntos

Teorema A.5. Sejam H e K espacos de Hilbert complezos e seja
T € B(H,K). Entao existe um unico operador T* € B(K, H) tal que
(Tz,y) = (z,T*y), V€ H eVy € K.

Demonstragao: Sejay € K e seja f: H — C definido por f(z) =
(Tx,y). Entao f é uma transformagao linear e, pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz e pelo fato de 7" ser limitado,

[f @) = [Tz, y)| < [Tyl < 1Tl ly]-

Entao f é limitado e, pelo teorema de Riesz, existe um tnico
z € H tal que f(x) = (z,2) Va € H. Definimos T*(y) = z, assim T &
uma funcao de K para H tal que

(T'(x),y) = (2, T"(y)) (A1)
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Ve € H e Vy € K. Dessa forma, T* é uma funcao que satisfaz a
equagao do enunciado do teorema, temos ainda que mostrar que per-
tence a B(K, H). Primeiramente, vamos esclarecer o fato de T* ser
uma transformacao linear.

Sejam y1,y2 € K, sejam A, p € C e seja x € H. Entdo, por
G.D,

2,1 O + ) = (T(2), Mo + o)

= X(T(2), 1) + BT (2), 32) (4.2)
= X, T*(41)) + B, T* (1)) |
= (2, XT*(12).

Da mesma forma, T (Ay1 + py2) = AT*(y1) + uT*(y2) e, consequente-
mente, T é uma transformagcao linear.

Vamos mostrar que T é limitado. Usando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz,

IT* W) = (T (), T*(y) = (TT*(v),y) < ITT* Wyl < 1Tyl

Se ||IT*(y)|| > 0, entdo podemos dividir a desigualdade acima por
IT(y)|| para gerar [T (y)[| < ||T|[|yl|, enquanto se [|T*(y)|| = 0, en-
tao, trivialmente, ||T*(y)|| < ||T||||y||- Dessa forma, Vy € K,

1Tl < [IT[l{lyll

e, entao, T* é limitado e |77 < ||T|.
Finalmente, temos que T é tinico. Suponha que B; e B pertencam
aB(K,H)equeVx e HeVy € K,

(Tz,y) = (z, Bry) = (=, Bay).
Portanto, B1y = Boy Vy € K, entao By = Bs e, assim, T é tnico.

Definigao A.6. Se H e K sao espagos de Hilbert complexos e T €
B(H,K), o operador T* construido no teorema anterior, é chamado
de operador adjunto de T'.

Definicao A.7. Se A = [a; ;] € My, (F), entio a matriz [a;;] €
chamado de adjunto de A e é denotado por A*.

Lema A.8. Sejam H e K espacos de Hilbert complexos e seja T €
B(H,K).

a) KerT = (ImT*)*;
b) KerT* = (ImT)*;
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Definigao A.9. a) Se H ¢é um espaco de Hilbert complexo e T €
B(H), entao T € auto-adjunto se T =T*.

b) Se A é uma matriz quadrada, entao A € auto-adjunto, se A = A*.

Teorema A.10. Seja H um espaco de Hilbert complexo e seja T €
B(H). Entdo T*T e TT* sdo auto-adjuntos.

Teorema A.11. Todo operador compacto possui no mdzrimo uma quan-
tidade enumerdvel de autovalores que formam uma sequéncia cujos va-
lores absolutos convergem para zero.

Teorema A.12. Todos autovalores de operadores autoadjuntos sao
reais e autovetores relacionados a autovalores distintos sao ortogonais.

Demonstragao: Ap = A\p e ¢ # 0 implica A(p,p) = (A, ¢) € R,
com A\ € R. Sejam Ap = \p e Ay = u) com X # p. Entao (p,9) =0
segue de

A=) (p,9) = (Ap, ) — (v, A) = 0.

Definigao A.13. Sejam X e Y espacos de Hilbert e K : X — Y um
operador compacto com operador adjunto K* :' Y —— X. As raizes
quadradas j1; = \/)\7, j € J, dos autovalores \; do operador auto-
adjunto K*K : X — X sao chamadas de valores singulares de K.
Aqui, J C N pode ser finito ou J = N.

Observe que todo autovalor A de K*K é nao negativo, visto que

K*Kxz = Az implica que A(z,z) = (K*Kz,z) = (Kz,Kz) > 0, ou
seja, A > 0.
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Apéndice B

Resultados de Algebra
Linear Computacional

Neste apéndice, apresentamos os resultados auxiliares referentes
aos métodos computacionais presentes no trabalho.

B.1 Meétodo Regula Fals:

Um dos problemas que ocorrem mais freqiientemente em traba-
lhos cientificos é calcular as raizes de equagoes da forma: f(z) = 0. Em
raros casos € possivel obter as raizes exatas de f(z) = 0, como ocorre,
por exemplo, supondo-se f(x) um polindmio fatoravel. Em geral, quer-
emos obter somente solugoes aproximadas, confiando a aproximagao
em alguma técnica computacional.

Assim, nem sempre ou quase que em geral ndo conseguimos obter
o zero (ou raiz) de uma funcao de forma direta. Nestes casos, uma
alternativa para se obter o zero (ou raiz) é de forma indireta através de
métodos iterativos.

O processo de determinar a raiz ou as raizes de f é feito em duas
fases:

12 Fase: deve-se isolar ou confinar a raiz da f, ou seja, determinar
um intervalo I = [a,b] que contenha a raiz T ;

2% Fase: a partir de uma solugdo inicial xy € [a,b], definir e
utilizar um processo iterativo que calcule a seqiiéncia de pontos

T1,X2, Ty T+1,
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tal que xp41 — T para k — 00, em que xj41 € a raiz aproximada da f
e T é a raiz exata.

Primeiramente, dados dois valores em que a funcao tenha sinais
opostos quando neles avaliados, por exemplo, se a e b sao tais nimeros
de modo que f(a).f(b) < 0, entdo uma raiz de f(x) existe no intervalo
(min(a, b), max(a, b)).

O processo iterativo do regula falsi usa duas estimativas para
calcular a proxima, em que a substituida é a que nela avaliada, a fun¢ao
tem mesmo sinal que quando avaliada na nova estimativa. O método
tem convergéncia garantida, mas essa convergéncia pode ser lenta.

Como requer estimativas iniciais nas quais a fun¢ido é avaliada
com sinais opostos, nao é possivel utilizar o regula falsi para determinar
as raizes de fungoes estritamente positivas ou negativas.

Quando o método termina, é garantido que o intervalo final con-
tenha uma raiz da funcao. Todavia pode conter mais de um zero da
funcao.

B.2 Teoria da Perturbacao de Valor Singu-
lar

A perturbacao de valor singular, neste trabalho, ¢ utilizada na
fundamentacao teérica do critério do produto maximo. Essa teoria, a
grosso modo, nos diz que sendo A uma matriz e A a mesma matriz
agora com uma perturbagdo, podemos definir um ¢ tal que

Vi — /ol <&,
(e)

sendo o; e o, ' valores singulares de A e A, respectivamente.

Lema B.1. Se A € R"*" e ||A]l, < 1, entdo I — A é nao singular e

o0

(I-A)t=) A

k=0
com

1
1T =AM lp < ——
T I- Al

Demonstragao: Suponha que I — A seja singular. Entao, segue que
(I — A)x = 0 para algum = # 0. Logo, ||z||, = ||Az||, implica que
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lAll, > 1, o que é uma contradigdo. Dessa forma, I — A é ndo singular.
Para obter uma expressao para sua inversa, considere a identidade

(ZA’“) (I—A)=1-ANT"

Como || Al|, < 1, segue que limy .o A* =0, pois [|A*|[, < [ Al|E.

Assim,
N
. k _ _
(1&5%0;014 ) (I—A)=1.

Entdo, temos que (I—A)~! = limy_ oo Zgzo A A partir desses
fatos, segue que

> 1
1T =A< JAF = ———.
! ,;0 Pl A]lp

Teorema B.2. (Bauer-Fike) Se ;v € um autovalor de A+E € C"*"
e X 'AX = D = diag(\1,--- , \), entdo

A—pl < E
min, A=l < wy(X)Ely

em que || - ||, denota qualquer norma-p.

Demonstragao: Precisamos considerar apenas o caso em que g nao

pertence a A(A). Se a matriz X (A + E — ul)X é singular, entdo

I+ (D —pul) Y (X~'EX) também o é. Ainda, do lema B.1, obtemos
1< (D = puD)THX T EX)p < (1D = p) ™ I X 1B 01X .

Ja que (D — uI)~! & diagonal e a norma-p de uma matriz diagonal é o
valor absoluto da maior entrada da diagonal, segue que

1

D —ul)™!
1D =)y = min o=

A partir disso, temos o teorema demonstrado.
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B.3 Fatoracao QR

Nessa secao, relembraremos a ideia por tras da fatoragao QR,
visto que essa decomposicao faz parte do processo de iteragao simultanea
presente no estudo de um dos métodos de identificacdo de objetos, a
SVD-tail.

Dada uma matriz A m x n, com m > n, a fatoracao QR é um
método de decomposi¢ao da matriz em questao que fornece uma matriz
ortogonal m x m tal que

2]

em que R é uma matriz triangular superior n x n. Tal decomposicao
pode ser realizada utilizando métodos como:

e transformacoes de Householder;
o transformagoes de Givens;

e ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Além disso, se particionarmos ) em 1, contendo as n primeiras
colunas de @, e em @2, contendo as m —n colunas remanescentes, entao

temos
AzQ{ﬂz[Ql Qz]{ﬂleR.

Também, se A tem posto completo, entdo R é nao singular e,
logo, as colunas de )7 formam uma base ortonormal para o espago
coluna de A; e as colunas de Q5 formam uma base ortonormal para
seu complemento ortogonal, que é o mesmo que o nicleo de A”. Tais
bases ortonormais sao tteis no calculo de autovalores, otimizacao, entre
outros problemas.

B.4 Meétodo da Poténcia

O método da poténcia é o mais simples para o calculo da aproxi-
magao de um unico par de autovalor e autovetor de uma matriz. Esse
processo envolve o produto sucessivo de grandes poténcias da matriz
com um vetor inicial dado.

Suponha que a matriz tenha um tnico autovalor A\; de modulo
maximo, com autovetor correspondente u1, ou seja, |A\1| > |\;| para
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2 < i < n. Entao, comecando com um vetor nao nulo xy dado, o

esquema de iteracao

xp = Axp_1

converge para um multiplo de w1, 0 autovetor correspondente ao auto-

valor \; dominante.

De fato, primeiramente, representamos o vetor inicial xg como
uma combinagao linear xo = >, a;u;, em que u; sdo autovetores de

A. Logo,
Axg = " A
To = Y QAU
2 n 2
A o — Zi:l Oéi)\i U;
k n k, . _ 1k
A o = Ei:l ai>\i U; = )\1
Como |—
1

Q171 + Q2 (

A1

W) (
To+ ...+ a,

1

conforme k — oo. Dessa forma, A¥rg — a3 A\¥z; com k — oo.

Ao
M

k
> xn

PN
< 1 para 2 < ¢ < n, temos que <)\—1> — 0,

Vale notar que o crescimento geométrico das componentes em
cada iteracao pode eventualmente criar um “overflow", assim, é re-
comendado normalizar o autovetor aproximado em cada iteracao. Esse
passo nos leva ao seguinte esquema de iteracao.

ALGORITMO:
Dados de entrada:

e Matriz A, vetor de chute inicial VO = [q1], nimero maximo de iteragoes

Nmax-

1. Passo 1:
Para k de 1 a nmaz:
k) — Aoy (k=1
7(k)

Para realizar a aproximagao dos p maiores autovalores de A em
modulo e seus autovetores correspondentes, é preciso utilizar outro pro-
cesso conhecido como método da iteracao simultanea, uma generaliza-

¢ao do método da poténcia.
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B.4.1 Meétodo da Poténcia Inversa

E usado para determinar o autovalor de menor valor absoluto e
seu correspondente autovetor de uma matriz A dada. E semelhante ao
método da poténcia, porém, desta vez, desejamos calcular \,, e supomos

Al > Aa| > > (Ao ] > [Aal.

Sabemos que se \ é autovalor de A, entdo A~! é autovalor de A~!
(se A é matriz nao singular). Além disso, se |\,| € o menor autovalor
de A, entdo |)\,| é o maior autovalor de A~!.

Assim, o método da poténcia inversa consiste em calcular, pelo
método das poténcias, o autovalor de maior valor absoluto de A=, pois
assim teremos o menor autovalor, em modulo, de A.

ALGORITMO:
Dados de entrada:
e Matriz A, vetor de chute inicial V© = [¢1], namero méaximo de iteracoes

Nmax-

1. Passo 1:
Decompor a matriz A fazendo uso da fatoracao LU.
2. Passo 2:
Para k de 1 a nmaq:
Luz® =yk-b
Resolver o sistema por substituigoes direta e inversa.
(k)
v — £
[Z®]
Fim
Note que, no algoritmo, nio for necessario calcular A~!, pois
resolvemos o sistema linear utilizando a fatora¢ao LU seguida da reso-
lucdo de sistemas triangulares gerados pela mesma fatoragao.

B.4.2 Meétodo da Iteracao Simultanea

A ideia inicial desse procedimento é aplicar o método da poténcia
a um conjunto de vetores simultaneamente.
Seja A matriz real e simétrica e suponha que

A > ol > > A > sl = vl = 2> Pals

(0)

em que os 7 vetores iniciais, dados por ¢; ', i = 1,...,r, sdo linear-

mente independentes.
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ALGORITMO:

Dados de entrada:

e Matriz A, matriz de chute inicial V() = [q1,- - ,qp], nimero maximo de
iteragdes Nmaqz, valor maximo aceitavel no critério de parada e.

1. Passo 1:
Checar se V() ¢ ortonormal. Se ndo for, aplicar uma fatoracio QR.
2. Passo 2:
Para k de 1 a nmaq:
7k — Ay (k=1)
H = yE=Dx 7 (k)
3. Passo 3:
Se [|z®) —VEVH|, < ¢
Parar
Sendo VW R = Zz(®
Fim

Note que, no algoritmo acima, calculamos a matriz H, pois H =
VE=Dx A (:=1) que é projecio de A no espaco gerado pelas colunas
de V=1 e tal matriz é utilizada no critério de parada.

Como critério de parada, calculamos a distancia entre dois subes-
pacos,

HAV(k—l) _ V(k_l)v(k_l)*AV(k_l)H.

Utilizamos V#=D V=D Ay (5=1) " hois esta é a projecio de AV F—1)
no espaco gerado por V=1 Assim, medimos quio proximos os es-
pacos gerados por V=1 e V(5 estao. A partir do momento em que
essa distancia for menor que €, temos subespagos invariantes de A, ou
seja, 0 processo estd completo.

Como alternativa para o critério de parada, podemos utilizar o
célculo de

1— O,mam(v(k)*v(kfl))Z

que é a formula para a distancia entre dois subespacos V*#~1 e V(¥) em
que temos oyqz (VF)*V #=1)) como o maior valor singular de V (#)* )/ (¢=1)_
Sob o ponto de vista do custo computacional, essa alternativa torna-se
mais interessante, ji que o o2, é a propria norma-2 de y (k) (k1)
enquanto, no outro caso, ainda é preciso calcular os produtos presentes
na norma em questao [1§].

Outro fator que merece comentérios é a utilizacao da fatoragao
QR. Fazemos uso desse processo, pois a matriz A pode nao ter posto
completo, gerando uma matriz Z sem p colunas linearmente indepen-
dentes. A fatoragdo QR evita o overflow. Além disso, é conhecido que
V) e Z(F) geram o mesmo subespaco.
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B.4.3 Meétodo da Iteracao Simultanea Inversa

Ja aiteragao simultanea inversa é o método da iteracao simultanea
aplicado & matriz A~!, e para evitar o calculo da mesma, assim como
no método da poténcia inversa, decompomos a matriz A através da fa-
toracao LU e, em seguida, resolvemos os sistemas triangulares. Nesse
caso, o algoritmo fica da seguinte forma:

ALGORITMO:

Dados de entrada:

e Matriz A, matriz de chute inicial V® = [g1,-- -, gp], nimero méaximo de
iteragoes Nmax, valor maximo aceitavel no critério de parada e.

1. Passo 1:

Checar se V© ¢ ortonormal. Se nao for, aplicar uma fatoracao QR.
2. Passo 2:

Realizar a fatoracdo LU da matriz A.
3. Passo 3:

Para k de 1 a nmaz:

Luz® =y*=b

Resolver os sistemas triangulares gerados pela fatoragao.

H = Vk-1xz(k)

4. Passo 4:
Se |[z®) —VEDH|, <€
Parar
Sendo VIWR = z(*®)
Fim

Quando implementamos o métodos, é possivel que ao final ob-
tenhamos vetores que sejam miltiplos dos autovetores que buscamos.
Todavia, isso nao altera o proces so, visto que os vetores continuam
linearmente independentes gerando o mesmo espago.

Um problema que pode ocorrer nessa etapa, é o algoritmo nao
fornecer aproximagoes dos p maiores (ou menores) autovetores, podem
aparecer apenas alguns dos outros auvetores. Entao, para garantir o
bom funcionamento do método, fornecemos uma dimensao maior, di-
gamos n > p e desconsideramos as ultimas n — p aproximagoes geradas.
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