Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Pés-Graduacao em Matematica e

Computacao Cientifica

Propriedades Assintéticas do Sistema Termoelastico

com Dissipacao Nao Linear Localizada

Darlyn Walter Huaman Vargas
Orientador: Prof. Dr. Ruy Coimbra Charao

Florian6polis

Fevereiro de 2011



Universidade Federal de Santa Catarina Curso de
Po6s-Graduacao em Matematica e Computacgao

Cientifica

Propriedades Assintéticas do Sistema Termoelastico

com Dissipagao Nao Linear Localizada

Dissertacao apresentada ao Curso de Pos-
Graduagao em Matematica e Computagao Cienti-
fica, do Centro de Ciéncias Fisicas e Mateméaticas
da Universidade Federal de Santa Catarina, para a
obtencao do grau de Mestre em Matematica, com
Area de Concentracio em Equacdes Diferenciais

Parciais.

Darlyn Walter Huaman Vargas
Florianépolis

Fevereiro de 2011



Propriedades Assintéticas do Sistema Termoelastico com

Dissipag¢ao Nao Linear Localizada

por

Darlyn Walter Huaman Vargas!

Esta Dissertacao foi julgada para a obtencao do Titulo de “Mestre”,
Area de Concentracio em Equacoes Diferenciais Parciais, e aprovada
em sua forma final pelo Curso de Pos-Graduagio em Matematica e

Computacao Cientifica.

Prof. Dr. Ruy Exel Filho - Coordenador

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Ruy Coimbra Charao (Orientador-UFSC)

Prof. Dr. Cleverson Roberto da Luz (Co-orientador-UFSC)

Prof. Dr. Gustavo Perla Menzala (LNCC-CNPq e UFRJ)

Prof. Dr. Luciano Bedin (UFSC)

Florianépolis, Fevereiro de 2011.

1Bolsista da CAPES

ii



iii

E nao sede conformados com este
mundo, mas sede transformados
pela renovagao do vosso entendi-
mento, para que experimenteis
qual seja a boa, agradavel, e per-

feita vontade de Deus(Rm 12-2).



Agradecimentos

Agradeco ao Senhor Jesus, pois 'O SENHOR é a minha forga e o
meu escudo; nele confiou o meu coragao, e fui socorrido; assim o meu
coragao salta de prazer, e com o meu canto o louvarei’.

Agradego aos meus pais Carlos Walter Huamén Arana e Maria Es-
ther Vargas Vasquez por toda assisténcia e apoio que me deram durante
a graduagao e o mestrado. De forma justa e com o muito prazer, divido
com eles o titulo que esta monografia me confere.

Agradecgo ao meu professor, orientador e amigo Ruy Coimbra Charao,
que, em todo o tempo, demonstrou acreditar em minha capacidade.
Enormes e boas sao suas influéncias em minha formagao académica e
pessoal.

Também agradeco a todos os professores da Pos-Graduagdo pela
contribui¢do na minha formacao e, em especial, ao Professor Fermin S.
V. Bazan por seu apoio e amizade.

Agradeco a todos os amigos e colegas que fiz enquanto estudei na
UFSC. Eles sdo fundamentais em minha vida.

Por fim, agradeco ao CAPES por estes dois anos de apoio financeiro.

iv



Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solucoes globais
fortes para o sistema termoelastico em um dominio limitado,conexo, de
classe C? em R", sob efeitos de uma dissipacdo mecanica ndo linear e
localizada em uma vizinhanca de parte da fronteira do dominio. Sao
obtidas taxas algébricas explicitas de decaimento da energia associada
a solucao de tal sistema. Quando a dissipagao mecéinica tem um com-
portamento ‘quase linear’, o decaimento é exponencial. A existéncia e
unicidade de solugdes sdo obtidas através do método de Faedo-Galerkin.
Para as estimativas da energia, usamos o Método de Nakao, certas iden-

tidades da energia e multiplicadores localizados.



Abstract

We study the existence and uniqueness of global strong solutions
of a thermo-elastic system in a bounded, connected domain 2 C R"
of class C?, under the presence of nonlinear mechanism of dissipation
localized in a neighborhood of part of the boundary. We obtain explicit
algebraic decay rates of the total energy associated with the solution of
the system. When the dissipation has a ‘almost linear’ behavior, the
decay rate is exponential. The existence and uniqueness of solutions
are obtained through the method of Faedo-Galerkin. For the energy
estimates, we use a Nakao’s Method, some energy identities and some

localized multipliers.
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Notacoes

Usamos as seguintes notacoes neste trabalho:

N: conjunto dos ntimeros naturais e positivos;
R : conjunto dos niumeros reais;
X e H: espacos de Banach e Hilbert respetivamente.

X™ paran € N: espaco de Banach real X x --- x X, equipado
~—_———

n vezes
com as operagoes usuais e com a norma dada por

1
n 2

||u||Xn - (Z ||u1||§(> se u= (ulv T 7Un) € Xn’
i=1

[v1,v2, -+ ,v,]:  espago vetorial gerado pelo conjunto {vy,va, -+ , v, };
Q: aberto do R™ ;

I': fronteira de €;

n(xz) :  normal unitaria exterior & x € T', se tal vetor existir;

I : intervalo do R;

B(z,e) :  bola aberta centrada em x e com raio &;

Blz,e] :  bola fechada centrada em x e com raio e;

C>*(92) :  espago das fungdes reais, definidas em 2 e infinitamente
diferenciaveis;



D(Q) :  espago das fungdes reais, definidas em €2, com suporte
compacto e infinitamente diferencidveis;

D(Q) :  conjunto das fungdes D(R™) restritas a Q;

D(T) :  conjunto das fungdes D(1Q) restritas a T';

S(R™) :  espago das fungoes C*°(R") e que sdo rapidamente

decrescentes no infinito;

D'(2) :  espago vetorial das distribuigdes sobre D(Q);

S’/(R™) :  espago vetorial das distribuigbes temperadas;
Ju Ou ou
Vu=|—-——,—,--,=—|: gradiente, no sentido distribuicional,
Ox1 Oxa 0z,
para u € D'(Q);
" du,
divu = 3 L. divergente, no sentido distribuicional, para
: Z;
=1
u = (u17u27 e 7“’”) € D/(Q)na
"L 0%u
Au = 922 :  Laplaciano, no sentido distribuicional, para
€T
i=1 1
u € D'(Q);
Au = (Aug, Aug,- -+ ,Auy) :  Laplaciano vetorial, no sentido
distribuicional, v = (ug, ug, - ,uy) € D'()™;

M, «m(R) paran,m € N:  espago das matrizes de dimensdo nxm,

com entradas reais e o produto interno dado por

AB=>"> ayb; se A=(ay), B=(bij) € Mnum(R);

i=1 j=1

n n n
z: A= E a:jalj, E xjagj,~-- 3 E xjanj
j=1 j=1 j=1

para x = (21,22, -+ ,Tn) € R" € A = (a5)}';21 € Mpxn(R);

X <Y : existe uma aplicacao linear, continua e injetora de X
emY;

wCC: wCNewécompacto;



WP(Q) : fecho de D(Q) em W™P(Q);

H™(Q): notagao alternativa para W™2(Q);

HJ () :  notacio alternativa para Wg™?();

H” () espago das classes das funcbes u reais, mensuraveis,
definidas em Q e tais que v € H™(w), Yw CC Q e w aberto;
H~™(Q) :  dual topolégico de Hi*(2);

F:S(R") — S'(R™) : transformada de Fourier;

H*(R™) paras € R: espaco das distribui¢des temperadas tais que
JsF(u) € L*(R™), para Js(z) = (14 ||z||?)2, com a norma dada por

lullgr=ny = | JF(u)l| L2 (mn);

L3(T): espago das classes das fungdes u reais, mensuréveis, definidas

em I' e tais que [jul[z2(r)y < oo, para

[ull2ry = (/ |u(x)|2dF> ;
T

CeC,paran € N: constantes reais e positivas.



Introducao

Neste trabalho consideramos um sistema de evolucao de equagoes
diferenciais parciais com valores iniciais e de fronteira, cujo modelo esta
associado ao movimento de um soélido elastico, isotrépico, homogéneo,
limitado e com fronteira suave sob a acdo de efeitos térmicos. A seguinte

semilinearizacdo do modelo é considerada (veja [36], pg. 47):

W' —L(u)+ VO +p(z,v) = 0 em (0,00)x €, (1)
¢ +A0+dive’ = 0 em (0,00)x 9, (2)

w(0,2) = uo(x), u(0,2) =ui(x), 0(0,2)=0y(x) em €, (3)

u=0, =0 em (0,00)xT, (4)

L(u) = a® Au + (b* — a*) Vdiv u.

onde u = u(x,t) = (u1(z,t), -+, up(x,t)) é o vetor deslocamento e § =
O(x,t) é o valor real de diferenca de temperatura definidos em 2 x (0, 00),

com ) dominio limitado em R", n > 2; o laplaciano de u é dado por



Au = (Aug(z,t), -+, Auy(z,t)), dive é o divergente de u e V8 é o
gradiente, 6. A funcgdo vetorial p é uma termo dissipativo, localizado
numa vizinhanga de parte da fronteira de €. Os coeficientes a e b estao
relacionados com os coeficientes de Lamé na Teoria de elasticidade e
b2 > a® > 0.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 1 cita-
mos resultados auxiliares importantes, definimos os espagos funcionais
e demonstramos algumas propriedades relevantes destes espacos. No
capitulo 2 provamos a existéncia e unicidade de solucoes globais fortes
para o sistema de evolug¢do apresentado. O capitulo 3 é dedicado ao
estudo das taxas de decaimento para as solugoes obtidas no capitulo

anterior.

A prova de existéncia e unicidade, diferente do trabalho [25] que
utiliza teoria de semigrupos, é feita via o método de Faedo-Galerkin
como em [33]. Incluimos também a prova da existéncia dos espagos de
aproximacao de Galerkin para os espacos de solucoes. Para as taxas de

decaimento, seguimos as ideias dadas em [7].

A energia associada ao sistema termoelastico (1-2), a qual é a soma
das energias elastica (que envolve a variavel deslocamento u) e térmica

(que envolve a variavel de temperatura 6), é dada pela seguinte formula:

1

B =5 [ {1w®P + @ Fu) + ¢ = ) laivat) + 0P | do

que é uma funcao decrescente no tempo, mais precisamente,
dE(t
dE(t) = —/ |VO(x,t)]? dx —/ plx,u) - updx <0, t>0.

No sistema termoeléstico estudado em [30], o sistema de Lamé esta

acoplado com uma equacgao escalar do calor sem o termo dissipativo



p(z,t). Assim, a dissipagao é dada somente pelo gradiente da temper-
atura (p = 0). Desde que, nesse caso; em geral, nao existe decaimento
uniforme da energia associada ao acoplamento termoelastico [30], é nat-
ural indagar que tipo de dissipacao deve ser incluida no modelo ter-
moélastico para produzir boas taxas de decaimento da energia associ-
ada. Neste trabalho, seguindo [3] e [7], inserimos uma dissipacdo extra
dada por p para obtermos tais taxas.

Vamos mostrar a estabiliza¢do uniforme da energia total para o sis-
tema (1) - (4) com taxas algébricas, onde o termo dissipativo p (x,u’) é
fortemente nao linear e aplicado somente numa vizinhanca sobre parte
da fronteira. Nossos resultados generalizam outros obtidos anterior-
mente para o sistema linear termoelastico. Quando o termo nao linear
dissipativo p (z, s) comporta-se linearmente para pequenos valores de s
e em dimensao dois, obtemos uma taxa de decaimento exponencial para
a energia total do sistema. Se n > 3 e p (z,s) comporta-se linearmente
para todo s, entao a taxa de decaimento também é exponencial. Para
demonstrar estes resultados usamos idéias de [34], [29] e [43] e obtemos
algumas identidades de energia associadas com multiplicadores local-
izados a fim de construir desigualdades de diferencas especiais para a
energia associada. As principais estimativas neste trabalho sao obtidas
através do Teorema de o Lema de Nakao.

Quanto ao trabalho sobre estabilizagdo do sistema termoelastico
Dafermos [10] investigou a existéncia, unicidade, regularidade e esta-
bilidade (sem taxas) da soluc¢do para o sistema linear em dimensdo um.
Racke [51] considerou as equagdes de termoelasticas ndo linear para o
caso tridimensional como um problema de Cauchy e provou a existéncia
global de solu¢oes suficientemente suaves para dados iniciais suficiente-
mente pequenos e suaves. Foi necessario assumir que certos termos nao

lineares sao quasilineares e sem linearidade cubica.



Pereira-Perla Menzala [48] provaram que a energia total do sistema
termoelastico linear num meio isotropico, ndo homogéneo (limitado,
n-dimensional), com um termo dissipativo linear aplicado em todo o
dominio, decai para zero em uma taxa exponencial. Rivera [60] poste-
riormente provou que a energia do sistema termoelastico em dimen cao
um decai para zero com taxas exponenciais. Além disso, Henry-Lopes-
Perisinotto [21] mostraram usando andlise espectral, que as trés partes
da energia do sistema decaem exponencialmente para zero no caso uni-
dimensional, mas tal decaimento nao ocorre em dimensoes maiores.

Racke ([52]) utilizou o método da energia para provar o decaimento
exponencial para zero do deslocamento e a temperatura para equagoes
tridimensionais de termoelasticidade linear em dominios limitados para
meios heterogéneos e anisotropicos, assumindo uma for¢a de amortec-
imento linear. Racke-Shibata-Zheng [53] consideraram sistemas ter-
moelasticos ndo lineares para o caso de dimensao como um problema
de valor inicial e de fronteira com condi¢bes de tipo Dirichlet, para
provar que se os dados iniciais sdo fechado para o equilibrio, entdao o
problema admite uma dnica solucao global suave. Eles provaram que
quando o tempo tende ao infinito, a solucao é exponencialmente es-
tavel. Eles também usaram técnicas baseadas no trabalho de Rivera
[60] para melhorar os resultados anteriores de Racke-Shibata [54], que
foram baseados em andlise espectral, para obter taxas de decaimento
de solucdes de equagoes nao lineares de termoelasticidade em dimensao
um. Rivera-Barreto [58] melhoraram o resultado de existéncia e unici-
dade global no tempo com decaimento exponencial da energia obtida
por Racke-Shibata-Zheng [53], assumindo hipoteses suavemente mais
gerais nos dados iniciais.

Rivera [56] considerou equagdes de termoelasticidade heterogéneas

lineares de dimensao um com dominio limitado e diversas condigoes de



fronteira e provou que a solugio (u,f) tem algumas derivadas parci-
ais com decaimento exponencial para zero na norma L2. Rivera [57]
investigou as equacgoes de termoelasticidade homogéneas isotrépicas e
lineares com condigoes de fronteira de tipo Dirichlet homogéneas num
dominio n-dimensional geral. O autor mostra que a parte do rotacional
livre (Vx) do deslocamento e a diferenga térmica decai algumas vezes
exponencialmente para zero. Também provou que a parte da divergén-
cia livre (V-) do deslocamento conserva a sua energia, o que implica
que, se a parte divergéncia livre dos dados iniciais nao é zero, entao a
energia total ndo decai uniformemente para zero.

Jiang, Rivera e Racke [23] provaram o decaimento exponencial para
a solucao do sistema isotropico linear de termoelasticidade com fronteira
em duas e trés dimensoes.

Lebeau-Zuazua [30] estudaram o sistema linear de termoelasticidade
em dominio suave e limitado em duas e trés dimensoes. Eles anal-
isaram se a energia decai exponencialmente para zero. Eles também
provam que quando o dominio é convexo, a taxa de decaimento nunca
é uniforme. Liu-Zuazua [31] conseguiram estabelecer formulas explic-
itas para a taxa de decaimento da energia de um corpo no campo da
termoelasticidade linear quando alguma parte da fronteira do corpo é
furado e sobre o resto nao existe algum argumento de velocidade nao
linear. Para isso, utilizaram a teoria de semigrupos, métodos e técnicas
de multiplicadores de Lyapunov . Qin-Rivera [50] estabeleceram a ex-
isténcia e unicidade global e estabilidade exponencial de solug¢oes para
equagoes de termoelasticidade nao linear em dimensao um com relax-
amento do nicleo e sujeitas a condi¢oes de fronteira de tipo Dirichlet
para o deslocamento e condi¢des de fronteira de tipo Neumann para a
diferenca de temperatura. Irmscher-Racke [22] obtiveram taxas de de-

caimento fortes explicitas para solugoes do sistema de termoelasticidade



em dimensdo um. Eles também consideraram outros modelos fisicos em
termoelasticidade e comparou os resultados de ambos os modelos no que
diz respeito ao comportamento assintético das solugoes.

Neste trabalho obtemos os mesmos resultados de [25] mas usando um
outro método, o qual foi usado no trabalho [7]. Com esse método nao é
preciso usar a propiedade da continuacao tinica. Uma das vantagens que
se obtém com isso é que as constantes obtidas nas taxas de decaimento
podem ser calculadas explicitamente. No capitulo 3 obtemos as taxas de
decaimento da energia associada & solugao. No caso em que a dissipagao
p € ndo linear, se tem decaimento polinomial do tipo (1 +¢)~7, com =
dado explicitamente em funcao do ‘crescimento’ polinomial do termo

dissipativo p e, se p é ‘quase linear’, se tem decaimento exponencial.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes e Resultados Conhecidos

1.1.1 Espaco de Hilbert
Definigao 1.1.1 Um produto interno num espago vetorial X sobre R,
€ uma aplicacao de valor real

(h): XxX—->R

que satisfaz as sequintes propriedades:

1. (z,x) >0, Vee X, (z,2) =0& 2 =0;

2. (z,y) = (y,x), Yo,y € X;

3. (ax+ Py, z) = a(z, z) + By, 2), V,y,z € X, Va, B € R.
O par (X, (+,-)) é chamado de espago produto interno.

Definig¢ao 1.1.2 Uma norma sobre um espago vetorial X é uma fungdo,

representada por || - ||,

10



z =

De modo que

1.zl =0z =0;

2. ||lazx|| = |af ||z, VaoeRex e X;

3.l +yll <=l +llyll,  Vo,yeX.
O par (X, -||) € chamado espago normado.
Dado um produto interno, pode-se definir a norma | - ||x, denotado
nesta segao por || - ||, definida como segue

|zl = (z,2)%, Ve X. (1.1)

Teorema 1.1.3 (Cauchy-Schwartz [28], pg. 136) Num espago pro-

duto interno X a sequinte desigualdade é verdadeira

(@l <l llyll,  Vz,yeX. (1.2)

a igualdade € obtida se y = ax ou y = 0.

Lema 1.1.4 (|28], pg. 138) Se (X, (,-)) € um espago produto interno

entdo, para cada componente fixa, as fungoes:

X — R X — R

z —  (z,9) y = (z,9)

sao lineares e continuas.

11



Lema 1.1.5 ([28], pg. 72) Sejam {x1,---,x,} um conjunto de ve-
tores linearmente independentes de um espa¢o normado X, entdo existe
um numero ¢ > 0 tal que para qualquer escolha de escalares vy, -+, ay,

temos

lorzy + - 4+ anznl > c(loa] + -+ |an]). (1.3)

Definigao 1.1.6 Sejam X um espago vetorial e f : X — R. Dizemos

que f € um funcional linear se:

1 fz+y) = f(z) + f(y), Vo,y e X

2. flax) = af(x), VaeR ez e X.

E dizemos que f € uma funcional linear limitada se

3. sup |f(z)| < +o0 € chamada funcional linear limitada.
llzll<1

Definicao 1.1.7 Seja X um espa¢o normado, o conjunto
X' ={f:X —R; félinear e limitado}

€ chamado de dual topologico de X.

Defini¢ao 1.1.8 Seja (X, (+,)) um espago produto interno e sejam .,y €

X. Diz-se que x,y sdo ortogonais se (x,y) = 0.

Defini¢ao 1.1.9 Um espaco normado (X,|| - ||) € chamado espago de
Banach se e somente se X é completo, isto € toda sequéncia de Cauchy

€ convergente para algum elemento de X.

Teorema 1.1.10 ([28], pg. 118) Seja (X,| -||) um espago normado,

entio (X',| - |lx+), sempre é um espago de Banach, com a norma:
flz
Il = sup L
220 e

12



Defini¢ao 1.1.11 Um espago produto interno (H, (-,-)) é chamado es-
pago de Hilbert se e somente se H é completo respeito a norma dada

em (1.1).

Proposigao 1.1.12 ([28], pg. 175) Seja H um espago de Hilbert en-
tdo e u,v € H. Se

(x,u) = (x,v), Vo€ H entio u=nwv.

Teorema 1.1.13 (Representacao de Riesz [5], pg. 81) Dado uma

p € H', existe um tinico f € H tal que

(pv)y = (f,v), Vv € H.

E ainda

[l = llelle

Observagao O teorema anterior mostra que toda aplicacao linear e
continua sobre H, pode ser representada por meio do produto escalar,
isto é, a aplicacao

H — H

p— f (1.4)
¢ uma isomorfismo isométrico, que permite identificar H e H'.

Definicao 1.1.14 Seja H um espago de Hilbert real. Um funcional
B: H x H— R é chamado uma forma bilinear se B(x,-) € linear para

cada x € H e B(-,y) € linear para caday € H. B é chamado de limitado

13



(continuo) se existe uma constante K tal que
|B(z,y)| < K ||zl l[yll,  Va,y e H.
B é chamado coercivo se existe uma constante 6 > 0 tal que
B(z,z) > 6||z||?, Vo € H.

Teorema 1.1.15 (Lax-Milgram [5], pg. 84) Sejam H um espago de

Hilbert,
B: HxH +~— R

(u,v) +— B(u,v)

uma forma bilinear, continua e coerciva e f € H'. Entdo, existe um

unico u € H tal que
B(u,v) = f(v), Vv € H. (1.5)

Defini¢ao 1.1.16 Seja (E,)nen uma sucessio de subespagos fechados
de um espago de Hilbert H. Dizemos que H é soma Hilbertiana dos E,

e escrevemos H = @En se:

n

1. Os E,, sao dois a dois ortogonais, isto é, (u,v) =0, Vu € E,, e

Yv € E, tal que m # n;
2. O subespaco gerado pelos E,, é denso em H.

Teorema 1.1.17 ([5], pg. 85) Sejam H = @En e Pgnv a projecao

n
do elemento v € H sobre E,,. Seuw € H e u, = Pg,_u, entdo:
[e's) k
1. u= Zun, isto é, u = lim Zun;
k—oo
n=1 n=1
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2. Jul?= Z |un|? ( igualdade de Bessel-Parseval ).

n=1

Reciprocamente, dada uma sucessio (uy) de H, com u,, € E,, Vn, e
(o] o0

E lun|? < 005 entio a série S oo | uy, € converge em H e u = E Up
n=1 n=1
verifica u, = Pg, u.

Defini¢ao 1.1.18 Uma sequéncia (w,) de vetores de H é chamada base

Hilbertiana se:

1 se v=ypu

1. (wy,wy) =08,, =
! ! 0 se v#p.

2. As combinagoes lineares finitas dos w, sao densas em H.

Resulta do Teorema 1.1.17 que se (w,)yen € uma base Hilbertiana de

H, entao para todo u € H tem-se:

Teorema 1.1.19 ([5], pg. 86) Todo espaco de Hilbert separdvel ad-

mite uma base Hilbertiana.

1.1.2 Topologias Fraca e Fraca-x

Definigao 1.1.20 Seja X um espago normado, dizemos que a sequén-
cia x, € X converge fraco para x € X se {f,x,) — (f,z), Vf € X',

Denota-se x, — x.

Teorema 1.1.21 ([5], pg. 35) Seja X um espago normado e x,, € X,
1. Se x,, — x entdo x,, — x;

2. Sex, —~x e f,— fentio (fn,zn) — (f, ).
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Defini¢ao 1.1.22 Sejam X um espago normado ¢ f,,, f € X', dizemos
que sequéncia f, € X' converge fraco-x para f € X' se {fn,x) — (f,x),

Vz € X. Denote-se f, — f.

Teorema 1.1.23 ([5], pg. 40) Sejam X espago normado e f, € X'
1. Se f, — [ entdo f, — f;
2. Se f, — f entdo fn = f;
3. Se fn = fexy, — x entio (fn,zn) — (f,2);

4. Se frn = f e {fn}nen limitada entio f é limitada e
[f]] < liminf [| fo]|x.

Teorema 1.1.24 ([5], pg. 42) Seja X um espago de Banach. Entao,

o conjunto
By ={f e X|flx <1}

€ compacta na topologia fraco-x.

Corolario 1.1.25 ([5], pg. 50) Seja X um espago de Banach sepa-
rdvel e f, € X' é uma sequéncia limitada em X'. Entdo existe uma

subsequéncia {f,, Yren € f em X' tais que fn, — f.

Definigao 1.1.26 Sejam u uma fun¢do numérica definida num aberto
Q C R™, u mensurdvel, e (K;)icr a familia de todos os subconjuntos
abertos K; de Q tais que u = 0 quase sempre em K;. Considere o sub-

conjunto aberto K = U;c1 K;. Entdo

u =0, g-s. em K.
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Como consequéncia, defina-se o suporte de u, que serd denotado por

supp (u), como sendo o subconjunto fechado de Q
supp (u) = Q\ K.

Definigao 1.1.27 Representamos por C5°(2) o conjunto das fungdes
u: Q C R" — R, cujas derivadas parciais de todas as ordens sao
continuas e cujo suporte € um conjunto compacto de 2. Os elementos

de C§°(2) sdo chamados de fungoes testes.

Naturalmente, C§°(€2) é um espagco vetorial sobre R com as operacoes

usuais de soma de funcoes e multiplicacao de funcao por escalar.

1.1.3 Nogao de convergéncia em C{°((2)

Definicao 1.1.28 Sejam {vk}ren uma sequéncia em C5°(2) e ¢ €
C§°(Q). Dizemos que o, — ¢ se:

1. 3K C Q, K compacto, tal que supp(px) C K, para todo k € N;

2. Para cada o € N*, D%pp(z) — D%p(x) uniformemente em €.

Definicao 1.1.29 O espago vetorial C§°(2) com a nogdo de convergén-
cia definida acima é denotado por D(Q) e é chamado de espag¢o das

funcoes testes.

Lema 1.1.30 ([19], pg. 25 e 31) Seja Q2 C R™, aberto, limitado, cone-
zo e com fronteira Lipschitz continua. Entdo, existe uma sequéncia
()ien crescente de subconjuntos de R™ abertos, conexos e com fron-

teira Lipschitz continua tais que

Q,CcQ, VieN e Q:UQZ-.

ieN
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Além disso, se Q for simplesmente conexo, entdao cada conjunto 2, €

simplesmente conezo.

Proposigao 1.1.31 ([32], pg. 313) Seja Q2 C R™ aberto, limitado e
com fronteira de classe C*?. Dado p € T, existem um conjunto aberto e
limitado V,, C R™, com p € V,,, e uma funcio f € C?(V,)) que satisfazem
as sequintes condigoes:
1. TNV,=f40);
2. Vf(x)#0, Vax € Vp;
V()

3. n(x):m, Ve el'NnV,.

Proposigao 1.1.32 (Particao C*° da Unidade [27], pg. 5) Sejaa
colegio de abertos (€2;)72, em R™. Entdo, existe uma cole¢do de fungoes

(¥i)i2y C C°(R™) que satisfazem as seguintes condigoes:
1. 0<4y(x) <1, Vz e R, V1 < i < oo;
2. supp (¢¥;) CC Q;, Y1 <i < oo para algum j = j(i);

3. {supp (¥;) }ien € localmente finito;

i=1

i=1

Usando a Proposicao anterior, temos o seguinte Corolario:

Corolario 1.1.33 ([27], pg. 5) Sejam w e Q abertos do R™ tais que

w CC . Entao, existe € C§°(R™) que satisfaz as sequintes condigoes:
1. 0<¢(z) <1, Vz e RY;
2. Y =1 sobre w;

3. ¥ =0 sobre R"/Q.
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Lema 1.1.34 (Nakao [44], pg. 266) Considere ® : [0,00) — [0, c0).

Entao, valem as sequintes afirmagoes:

1. Se existem constantes reais e positivas T e C tais que

sup ®(s) < C (®(t) —@(t+T)), Vt >0,

t<s<t+T

entio existem constantes reais e positivas Cy e v tais que

O(t) < Cre 7 Vit >0;

2. Se existem constantes reais e positivas T, C e 0 < k < 1 tais que

sup ®(s)F < C (B(t) — Bt +T)), Vt >0,
t<s<t+T

entdo existe uma constante real e positiva C1 tal que

B(t) < CLB0) (1+8)7T, Vi > 0.

1.1.4 Distribuicoes

Definigao 1.1.35 Uma distribui¢io sobre Q2 é um funcional linear defi-
nido em D(Q) e continuo em relagdo a nogdo de convergéncia definida

em D(Q). O conjunto de todas as distribuigoes sobre Q) é denotado por
D'(Q)={T : D(Q) — R, Té¢ linear e continuo}.

Observagoes
1. D'(2) é um espaco vetorial sobre R.

2. (T, ) é o valor de T € D'(Q2) para cada ¢ € D(Q).
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1.1.5 Nocgao de convergéncia em D'({)

Defini¢ao 1.1.36 Dizemos que T, — T em D'(2) se
<Tk7 <)0> - <Ta SD>7 VQP € D(Q)

Observagao A convergéncia em D’(2) é a convergéncia fraco-*.

1.1.6 Espagos L*(Q)

Daqui em diante a mensurabilidade e a integrabilidade sobre o con-
junto € C R"™ sao no sentido de Lebesgue e denotaremos por p esta

medida de Lebesgue.

Definigao 1.1.37 Sejam Q um conjunto mensurdvel e 1 < p < oo.
Imdicamos por LP(Q) o conjunto das (classes de) fungées mensurdveis

u: Q — R tais que ||u||pr) < 0o onde:

1
</ |u(x)pdx) Tose 1 < p < 005
lullLr (o) = o

supessyealu(x)]  se  p= .
Observagoes:
1. As fungoes [|.||r(q) : LP(Q2) — R*, 1 < p < oo, sdo normas.

2. ()", n € Ne 1l < p < o0, é 0 espago das fungdes vetoriais
u:Q— R u(z) = (ur(x), - ,uy(x)) tais que u; € LP(Q)) para

cada 1 < i < n. Este espaco munido da norma

2

oy = (Z ||ui%p<m) . (1.6)
7=1
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é um espago de Banach. Note que esta definicdo pode ser gener-

alizada para qualquer espaco de Banach.

3. L?(Q)™ é um espago de Hilbert com o produto interno

n

((w,0)) =) (i) talque  ((u,u) = [|ulF2 (g, (1.7)
i=1

onde

<ui,vi):/gui(ac)vi(:c)dm.

4. Se 1 < p < +00, entao

D(Q) C LP(Q),  D(Q) = LF(Q). (1.8)

Definigao 1.1.38 Sejam Q wm cojunto mensuravel e 1 < p < co. In-

dicamos por L

p

1oe(82), 0 conjunto das fungdes u : Q@ — R mensurdveis

e tais que a funcdo uxx € LP(Q), VK CC Q, onde xx € a func¢do

caracteristica de K.

Observacgoes

1.

Se u € L, (Q) consideremos o funcional T = T, : D(Q) — R

loc

definido por

(T,0) = (Tu, p) = / u(z)p(z)dz.

Q

E facil verificar que T' define uma distribuicio sobre €.

. Seja f € L} () sempre podemos definir sua derivada distribu-

loc

cional da f, isto é
/ D;f pdx = —/ f Dipdzx, Vo € D(Q). (1.9)
Q Q
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Teorema 1.1.39 ([5], pg. 61) Seja u € L}, (). Entio T, =0 se e

somente se u = 0 quase sempre em ().

A aplicacao

Lioe(Q) — D' (),

u— T,

é linear, continua e, debido ao Teorema 1.1.39, é injetiva (Ver [66], pg.
8). Em decorréncia disso é comum identificaramos a distribuicdo T,

com a fungdo u € L}, (). Nesse sentido tem-se que L}, .(Q2) C D'().

loc

1
loc

Logo pela inclusao imediata, LP(Q2) C L; (), temos que toda funcio

de L?(Q) define uma distribuigao sobre €2, isto é
LP(Q) CcD'(Q), 1<p<cc. (1.10)

Defini¢ao 1.1.40 Sejam T € D'(Q) e o € N". A derivada de ordem o
de T, denotada por DT, é definida por

<DaT7 90> = (_1)|a|<T7 Da90>7 Vo € D(Q)

Com esta defini¢do tem-se que se u € C*(Q) entdo DT, = Tpay,
para todo |a| < k, onde D%u indica a derivada classica de u . E, se

T € D'(2), entdo DT € D'(), para todo a € N™.

Proposigao 1.1.41 ([15], pg. 622) Sejam 1 < p,q < o0, com e > 0
e

Z4+Z=1
p g

Entao, eziste uma constante real positiva C = C(p, q,¢) tal que
ab<ead? +CbH, Ya,b > 0.
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Lema 1.1.42 (Desigualdade de Hélder [59], pg. 18) Seja ) C R™

aberto. Considere um conjunto de nimeros reais e positivos (p;),

m
1
tal que 1 < p; < oo, V1 < i < m e E — = 1. Se escolhermos
— Di
=1

u; € LPi(Q), V1 <1i < m, entio Hul cL'(Q) e

i=1

m
[[w
i=1

< H [will Lri (22)-
LY(Q) =1

Lema 1.1.43 ([16], pg. 186) Se u(Q)) < 00 e 0 < p < ¢ < 00, entio
Li(Q) C LP(Q) e

1

11
[ullLe (o) < u(2)7 7 |[ullLagq)-
Lema 1.1.44 ([33], pg. 12) Sejam Q C R™ aberto e limitado e uma
sequéncia (Um)men em LI(Q), 1 < g < co. tal que
® U, — U q.s. em §);

¢ |lumlrea) < C, Vm €N, com C constante real, positiva e inde-

pendente de m,

entio uy, — u em L1(S2).

1.1.7 Espacos de Sobolev

Nesta secao vamos estudar algumas das propriedades importantes de
uma classe de espagos funcionais, conhecido como espagos de Sobolev, o
que ira proporcionar o ambiente adequado para o estudo funcional das

equagoes diferenciais parciais das secoes seguintes

Definigao 1.1.45 Sejam m € N e 1 < p < oo. Indicaremos por

W™P(Q) o conjunto de todas as fungoes u de LP(Q)) tais que para todo
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|| < m, D*u pertence a LP(Q2), sendo D*u a derivada distribucional
de ordem o e a € N de u. W™P(Q) é chamado de espago de Sobolev

de ordem m relativo ao espago LP(Q). Entdo
WmP(Q) ={u e LP(Q); D% e LP(Q), |a| <m}.
1.1.8 Norma em W™P(Q)
Para cada u € W™P(Q) tem-se que

1
( Z Dau”’ip(m) se 1<p<oo;

[ellmp = ol <m

Z | DYul| oo () se p=o00

la]<m

define uma norma sobre W2 ().

Observagoes:
1. (Wm™P(Q),||.|lm,p ) € um espaco de Banach.
2. Seja u € W™P(Q), entdo
[ull e @ < l[tllm.p,
isto &,

WP (Q) < LP(Q). (1.11)

3. Quando p = 2, o espago de Sobolev W™2(Q) ot H™(Q) é um

espaco de Hilbert com produto interno dado por

(u,v) = Z (D%u, D*v).

la|<m
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4. De forma analoga para u,v € H(2)" define-se
(((Vu, Vo)) = ((Vu;, Vo). tal que

i=1

({((Vu, Vu)) Z Vi 72 yn- (1.12)

5. Sejam u € H2(Q)", n € Ne 6 € H'(Q), entdo

VOl 2 < (1010 (1.13)
Aullp2)r < lullg2)n (1.14)
||VdiVUHL2(Q)n < HUHH?(Q)n (1.15)

6. Dado u € WHP(Q)" e 1 < p < o0, usando (1.6) e (1.12) temos

Ou; o
|||vu|||LP(Q)" ZZ” HLP(Q) (1.16)

=1 j=1

Lema 1.1.46 (Gagliardo-Nirenberg [43], pg. 406) Sejam Q C R™,
1<r<p<oo,1<qg<ped<k<m. entao,

lullkp < Cllullfy.q lullp-lgy para uwe W™I(Q) VL (Q).
onde C € uma constante positiva e
ko1 1\(/m 1 1\ "
b=(=+>---)(=+--=
n o r p n r q
desde que 0 <0 <1 (0<f<lsep=ocoemg=mn ).
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1.1.9 O Espago W;""(Q)

Definigao 1.1.47 Definimos o espago Wy"*(Q2) como sendo o fecho de
C§°(Q) em W™P(Q).

Observagoes:

1. Wy™P(§2) é um subespago fechado de WP ().
2. Se WP(Q) = W™ P(Q), entdo u(R™\Q) = 0.
3. Vale WI"P(R") = W™P(R").

4. Quando p = 2, escreve-se H{"(2) em lugar de W™ ().
Proposigao 1.1.48 ([27], pg. 61) Seja Q C R™ aberto e limitado. Se
uwe H (Q)NCQ) e u(z) =0, Ve €T,

entio u € H} ().

Proposigao 1.1.49 ([41], pg. 25) Sejam Q e w abertos do R™ tais
que w C Q el <p<oo. Entao, a aplicagdo

Wo(w) = WyP(Q)

u [a— u

dada por
u(z) se x€w;

0 se z€\w,

estd bem definida e € continua. Além disso, vale a sequinte identidade:

gl:gi, VueWyP(w), com 1<i<n. (1.17)
Xr; €T
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Proposigao 1.1.50 (Desigualdade de Poincaré [5], pg. 134) Se
Q C R™ é um conjunto aberto, limitado ao menos numa dire¢ao, e
1 < p < oo. Entao existe uma constante real e positiva C = C(Q,p) tal
que

lullip < CIVullogyn, Vu € Wy (Q).
Proposigao 1.1.51 (Desigualdade de Sobolev [66], pg. 46) Seja
um conjunto @ C R™ aberto e conexo com u()) < co. Entdo

np

WP () — Ln7(Q) se  p<mn

WyP () — C°(Q) se p>n

Além disso, eziste uma constante C = C(n,p), tal que Vu € Wol’p(Q),

lull, 2 o < ClDuloe)  se p<n

sup [ul < Cp(Q) 7 [|Dulleriy  se p>n
Usando (1.13) e a Proposicdo (1.1.50) obtemos o seguinte Lema:
Lema 1.1.52 A funcgao

I+ llo : Ho(2) — RF

w—= Jlullo = [Vl 2@

Define uma norma em Hg () que € equivalente a || - 22 (0)- Além disso,

HY(Q) com o seguinte produto interno
(u,v)o = ((Vu, Vo)),
que induz a norma || - ||o, € um espago de Hilbert.
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O Lema anterior induz a seguinte Proposi¢ao:

Proposigao 1.1.53 A fun¢do
11+ Mllo = Ho ()" — RF

" !
w= (s, un) = [llulllo = (ann%m)n)

i=1

Define uma norma em H}(Q)™ que € equivalente a || - [y yn - Além

disso, H}(Q)™ com o sequinte produto interno

n

((w;v))o = Z(qui), (1.18)

i=1

que induz a norma ||| - |||o, € um espago de Hilbert.

Observagao

1. Usando (1.8), se n € N obtemos

e LA (@)"

HM Q)" C L2(Q)", Hi (Q) =L*(Q)" (1.19)

2. Pela férmula (1.12) temos

(((Vu, Vup) = [[[ulll3. (1.20)

3. Sejam u € H}(Q)" e n € N, usando (1.20) obtemos
div a2 () < [lullf3- (1.21)
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4. Usando (1.12) obtemos

(((Vu, Vo)) Zn:zn: <§;‘J g;}) (1.22)

=1 5=1

Lema 1.1.54 Seja Q@ C R™ wm conjunto aberto limitado e a,b con-

stantes reais tais que b> > a® > 0. Entdo,
(u,v))1 = a®(((Vu, Vo)) + (b* — a®){(div u, div v)

¢ um produto interno equivalente ao usual em Hg(Q)" definido em

(1.18).

Prova

Seja |||u|||? = ((u,u))1, entdo usando (1.21) e (1.20) temos
[ulllr < Ol[fulllo-
Por outro lado, segue da hipétese b > a? > 0 que
Hulllx = all[ulllo-

Teorema 1.1.55 Seja 2 C R”™ aberto, limitado, conexo e com fronteira

de classe C?. Entdo, existe um conjunto

{wj}jen C Ho()" N H*(Q)" (1.23)
que é um base Hilbertiana de H(Q)™ N H*(Q)", Hi(Q)™ e L*(Q)".
Além disso,

(w,;,wj>L2(Q)n = (S@j, VZ, ] c N (124)
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Se Q satisfaz as hipoteses do Teorema 1.1.55, definimos os seguintes

conjuntos:
Vin = [v1,02, - ,0m], Wi = [wi,wa, -+ ,wp,] Vm € N. (1.25)

Os espagos { Vi, bmen € {Win bmen satisfazem as seguintes propriedades:
1. dimV,,, dimW,, < co, Vm € N;

2. Dados u € H}(Q)" (ou H}(Q)" N H2(Q)") e 0 € L*(Q)" exis-
tem sequéncias (un)nen € (Vn)nen tais que satisfazem as seguintes
condigoes:

o u, €V, 0, e W,, VneN;
o u, "= wem HH Q)" (ou HYH Q)" N H2(Q)");
e 0, "= 0em L2(Q)".

Os espacos com as propriedades 1 e 2 acima sao chamados de espagos

de aproximacgao de Galerkin.

1.1.10 O espago W ™1(Q)

Definigao 1.1.56 Suponha 1 < p < oc0 e g > 1 tal que %—I—% = 1.
Representa-se por W~"-4(Q) o dual topoldgico de W;""(Q).

O dual topologico de HJ*(2) representa-se por Hy ™ ().

Defini¢ao 1.1.57 (Operador de Prolongamento) Sejammn,m € N,
1 <p<ooeQ aberto do R*. Se P : W™P(QQ) — W™P(R™) é um
operador linear continuo, tal que, Pu|lo = u ¢.s. em §, para cada
u € W™P(Q). Entao é chamado de operador de m-prolongamento rela-

tivo a 2 e p.
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Quando tal operador P existe diz-se que §2 tem a propriedade do m-

prolongamento.

1.1.11 Os espagos H*(R"), s € R

Definicao 1.1.58 Uma fung¢do u, definida em R™ é dita ser rapida-

mente decrescente no infinito se é infinitamente diferencidvel e

pr(u) = sup sup (14 |z]?)*|(D)(x)| < oo, VEk € N.
|| <k zER™
Denotamos por S(R™) o espago das fungoes rapidamente decrescentes

no infinito.

Considere o espago vetorial S(R™), no qual definimos a seguinte
nocdo de convergéncia: uma sucessdo {u,},en de funcdes de S(R™)
converge para zero, quando para todo k € N a sucessdo {pr(u,)}ven
converge para zero em R. A sucessdo {u,},en converge para u em
S(R™) se {pk(u, —u)},en converge para zero em R para todo k € N.

As formas lineares definidas em S(R™), continuas no sentido da con-
vérgencia definida em S(R"™) sdo denominadas distribui¢oes temperadas.
O espaco vetorial de todas as distribuigoes temperadas com a convergén-

cia pontual de sucessoes sera representado por S’(R™).

Definigao 1.1.59 Se u € S(R™) ou u € L*(R™), entdo denotamos por

Fu a transformada de Fourier de u dada por

Fu(z) = <21F) / ) e @Yy (y)dy.

Definigao 1.1.60 Sejo v € L*(R™), u, = uxp, (o) onde xp, ) € a

fun¢ao caracteristica da bola de raio v e centro na origem, e Fu,, v € N,
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as fungoes

1\*? :
Fu, (z) = @Yy (y)d
wo) = (5 [

para todo © € R™. Mostra-se que Fu, € L*(R™) e que {Fu, },en € uma
sucessdo de Cauchy no espaco de Hilbert L?(R™). O limite em L*(R™)

da sucessao {Fu, },en denotado por Fu.

Teorema 1.1.61 ([27], pg. 42) Para toda fungio u € L*(R™) tem-se
que
lullz2@ny = 1Full L2 @n)-

Teorema 1.1.62 ([27], pg. 52) O espagco H™(R"), m € N coincide

com o conjunto
{ueS'(R"); J,Fuec L*(R")}

onde J,, ¢ a func¢io dada por J,,(z) = (1+ ||z||*)%, » € R*. Além
disso, a fungdo ||| - |||m : H™(R") — R* definida por

wlllm = I TmFull L2 @)

é uma norma equivalente a norma de Sobolev.

Definigao 1.1.63 Para s € RT, indicaremos por H*(R™) o conjunto
{ue S'(R"); JFuec L*(R™)}

onde Js(z) = (1 + ||z?)%, z € R™.

Teorema 1.1.64 ([17], pg. 192) H*(R™) é um espago de Hilbert com

o produto interno dado por:
(u, U)Hs(Rn) = (JS]FU, JS]F’U)Lz(Rn).
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1.1.12 Os espagos H*(Q2), s € R

Definigao 1.1.65 Um aberto Q do R™ é dito ser bem regular se a fron-
teira de Q) € uma variedade C> de dimensiao n—1 e Q) estando localmente

de um mesmo lado da fronteira.

Observacgao: Se R > 0, o interior de um circulo de raio R em R? ¢ um
exemplo de aberto bem regular. J4 o interior de um quadrado de lado

R em R? é um conjunto aberto, mas, ndo um aberto bem regular.

Definigao 1.1.66 Sejam s > 0 e Q um conjunto aberto limitado bem

reqular. O espago de Sobolev H*(Q) ¢é definido por
H(9) = fu=vlo; v HR")}

onde v|q indica a restri¢gio de v ao aberto ().

Para cada u € H*(Q) tem-se que
||UHH5(Q) = inf{HvHHs(Rn); veH (R ev|lg=u}

define uma norma em H?*(2).

Observagoes:

1. Ses>r >0,

H*(Q) — H"(Q) onde H°(Q)=L*). (1.26)

2. H*(Q), s > 0, é um espago de Hilbert.

3. H*(2) coincide com o espaco usual de Sobolev H™(£), definido
anteriormente, se s = m € N e se I' for regular. Tal resultado é

provado usando a teoria do prolongamento.
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4. H5(Q) é definido como sendo o fecho de C§°(2) em H*(£2). Além
disso, H§(R™) = H*(R"™).

5. H*(Q) é definido como sendo o dual de H§(2), s > 0.

1.1.13 Os espagos H*(T'), s € R

Seja Q2 um aberto limitado bem regular do R".

Definigao 1.1.67 Seja Q o fecho de Q em R"™. Denotaremos por D(£2)

o sequinte conjunto:
D) = {¢lg; »€DER")}
Observagao: Se s > 0.,
D(Q) & denso em H*(L). (1.27)
Defini¢ao 1.1.68 Denotaremos por D(T') o sequinte conjunto:
D) ={u:T - R;uec C®{T) e tem suporte compacto em I'}

onde T' denota a fronteira de ).

Seja u :  — R. Entdo you = u|r estd bem definida como uma

fungdo de I em R. Com isto tem-se que se u € D(Q2) entdo you € D(T).

Definicao 1.1.69 Um sistema de cartas locais para  é uma familia
(¢, Uj)icg tal que J € um um sistema de indices e U; é um aberto

limitado e,

1) para todo j € J:
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onde Q = {(z1, - ,2n) ER" 0< ;< 1, i=1,--- n—1 e —

1< x, <1} € um difeomorfismo de classe C™ tal que

e 0;i(U;NQ) =QF ={(z1,- ,zn) ERM 0 < 23 <1, 7 =
1, ,n};
e i(U;NT) =Tg = {(z1,-,p) € R0 <z <1, i =
1,... ’n_l e In:()};
e »;(0(U;NQ) =0QF, VjeJ.
2)oacU=JUu;
JjeT
3) SeU;NUp #0 e se W =¢;(U;NUL) e W, = ¢ (U; NUg) entio
@k(@fl) c W — Wi e @i(pp ) : Wi, — W, sio de classe C™.

Sejam (¢1,U1), -+, (¢¥n,Un) um sistema de cartas locais e o1,--+ ,on
N

funcoes testes do R™ tais que Zai(gc) =1,Vz el e supp(o;) C U,
i=1

dada uma fun¢ao w : I' — R, serd construido as fung¢oes w; : R 1 =R,
j=1,---, N definidas por:

(ojw) (5 (a',0)), se a' € Qy=(0,1)""%

w;i(z') =
! 0 se 2/ € R\ Q.

Definigao 1.1.70 Denotaremos por H*(T') o conjunto das fun¢oes w :

I' = R tal que w; € HS(R" 1), j=1,---,N, onde w; sdo definidas

acima.

HT)={w:T—-K; w;e€H®R"™), j=1,--,N}
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Observagoes:

1. Para u,v € H*(T"), a funcao

N
u v Hs(l“ E uj7vj Hs(Rn—1)

define um produto interno sobre H*(T).
2. H*(T") é um espago de Hilbert.

3. SejaseR

D) édensoem H*(T). (1.28)

Teorema 1.1.71 (|27], pg. 101) A aplicacio
Yo : D() — H?(T)

definida por you = ulr, € continua na topologia de H(T), isto é, eviste

uma constante positiva C tal que
roull ;3 (@) < Cllullar o

Como D(Q) é denso em H*(f2), segue do teorema acima que ex-
iste uma aplicagao, que continuaremos denotando por o de H*(£2) em
H%(F) linear e continua que extende Ty, isto é, tal que yyu = u|r para
toda u € D(Q). Esta aplicacio vy : H'(Q) — H=z(I') é chamada de
funcdo trago e seu valor em um dado v € H'(Q) é chamado o trago de

u sobre T'.
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Teorema 1.1.72 ([27], pg. 102) Seja Q um conjunto aberto limitado

bem reqular do R™. A fungdo trago

1

Yo H'(Q) — H3(T)

é sobrejetiva e Ker(yy) = Hi(Q).

Observagao:
Quando dizemos que u € H}(2) anula na fronteira de 2, isto é, que

u = 0 sobre I', na verdade significa que yyu = 0 sobre T'.

Teorema 1.1.73 ([59], pg. 153) Eziste uma aplicagdo linear e con-
tinua:

v H™(Q) — T H™ 975 (T)
tal que € sobrejetora e Ker(vy) = HJ" e v possui inversa a direita linear

e continua, mais:

yu = (You, Y1, -+, Ym—11)

ou oMu _
= <u|Q,8V|Q’... ’E)zﬂ”'ﬂ) Yu € D(Q) (1.29)

onde © € Q

(vju) (@) = ulr(2).

1.1.14 Teorema da Divergéncia e férmulas de Green

Teorema 1.1.74 ([62], pg. 170) Sejam Q C R" aberto, limitado e
com fronteira reqular (de classe C') e F € [C1(Q)]". Entdo, vale a

sequinte identidade de Gauss:
/ didexz/ F|p - ndl. (1.30)
Q r

37



A partir deste teorema obtém-se a seguintes formulas

/(fF)|p~ndF:/Vf~Fda:+ fdivFde  Fe[CYQ)™ feC'(Q)
r Q Q
_ . Ou 2(00): L@
/Q(Au)vdm— /QVu Vvd:v—&—/r anvdf‘ ueC*(Q); veC ()

Ju v —
Auvdx:/uAvda:Jr/ —v —u—)dl u,v € C(Q).
[ @t = [ [(Gov—u50) @

Claro que estas formulas sdo validas para w,v,f € D(2) e F €
[D(2)]", com € conjunto aberto limitado bem regular. Entdo as férmu-

las podem ser reescrever da seguinte forma

/Fyo(fF)-ndF:/QVf-Fda:—&—/Qfdidem
/Q (Au)vdz = — /Q Vu - Voda + /F (1) (o)l
[ @tz = [ usvde+ [ {on) o) = Gouao)ar

A aplicacao

v:D@Q) — H3(T) x H2(T)

U= (’Youa ’ylu)

¢ linear e continua e por (1.27) se extende a H?(2). Logo You, Yov, Y1u, 71V €
L3(T) e y(fF) € [L*(D)]". Assim Vu,v € H%*(Q), f € H'(Q) e

F € [H'(Q2)]" temos a seguintes expressoes

Yo (f F)smr2@y = (Vf, F)) + (div F, f)
(Au,v) = —=((Vu, Vo)) + (714, 700) L2(1)

(Au,v) = (u, Av) + (y1u,%v) 2(1) — (YoU, 11V) L2(1) -
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Usando o Teorema 1.1.72 obtemos o seguinte resultado importante

Proposicao 1.1.75 (Férmulas de Green [27], pg. 102)

/Vf~de+/fdidex:0 feHQ); FelH Q)" (1.31)

Q Q

/(Au)vdx = —/ Vu - Vudz u€ H*(Q); ve Hi(Q), (1.32)
Q Q

/(Au)vdx = / uAvdx u,v € H*(Q) N Hy (Q). (1.33)
Q Q

Corolario 1.1.76 Seja 2 C R™ um conjunto aberto, limitado e com
fronteira de classe C?. Se u € HY(Q) e w € WH(Q), entio uw €

HY(Q) e vale a segquinte regra do produto:

oluw) uaw o ou
afL'i B 89@ 8:5,

Vie{l,---,n} (1.34)

Além disso, se u € H(Q), entdo uw € HL(Q).

Teorema 1.1.77 ([27], pg. 84) Sejam Q aberto limitado do R™ em €
N. Entio HJ""'(Q) estd imerso compactamente em HJ'(Q), m € R™.
Além disso, se § for aberto, limitado e com a propriedade do m-prolonga-

mento entio a imersio de H™1(Q) em H™(Q) é compacta.

Teorema 1.1.78 ([15], pg. 317) Sejam Q2 C R™ um conjunto aberto,
limitado, conezo e com fronteira de classe C?, f € L*(Q). Seu € H}(Q)

€ solugao fraca do sequinte sistema:

—-Au = f em (1.35)
up = 0 em T, (1.36)

15t0 €,
((Vu, Vo)) = (f,v), Yv € Hy(Q), (1.37)
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entao

u € H?(Q) (1.38)
e existe uma constante real e positiva C, independente de [ e u, tal que
lullzz) < C (Ifllz2@) + llull2@)) -
e seu € HX(Q) € a vnica solugio fraca temos
ullgz@) < C [l fllL2@)- (1.39)

Teorema 1.1.79 ([37], pg. 128) Sejam Q2 C R™ um conjunto aberto,
limitado, conezo e com fronteira de classe C*, f € L*(Q)" e a e b
constantes reais com b2 > a?> > 0. Se u € H ()" ¢ solucio fraca do

sequinte sistema eldstico:

u—a*Au— (b* —a®)Vdivu = f em Q (1.40)
ulp = 0 em T, (1.41)

isto €,
({u, ) + ((u,0))1 = ((f,v)), Yo € Hy(Q)", (1.42)

entio
u € H?(Q)" (1.43)

e existe uma constante real e positiva C, independente de [ e u, tal que

llull 72y < Cllfllz2)n- (1.44)
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Corolario 1.1.80 ([37], pg. 128) Sejam Q C R™ wm conjunto aberto,
limitado, conezo e com fronteira de classe C%, f € L*(Q)" ea e b con-
stantes reais com b> > a®> > 0. Se u € H}(Q)" € solugdo fraca do

sistema eldstico:

—a?Au— (b —a*)Vdivu = f em Q (1.45)
up = 0 em T (1.46)
15t0 €,
((u,v))o = {(f,v)), Vv € Hy()", (1.47)
entao
u € H*(Q)"

e existe uma constante real e positiva C, independente de f e u, tal que

lull 72y < CllfllL2@yn- (1.48)

1.1.15 Espacgos L*(I, X) e Distribuigées Vetoriais

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados sobre a integral de fungoes
vetoriais definidas no intervalo I = (0,7), 0 < T' < oo, tomando valores

num espago de Banach X.

Definigao 1.1.81 ¢ : I — X, € dita simples se existerem aq,-- -,y
escalares e In,- - - , I, subconjuntos mensurdveis de I com I, N1I; =0,

Vi#j, I =UpL, Iy, tais que

o(t) = EEqarxk(t). (1.49)
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Onde X, € a fungdo caracteristica do conjunto I, = {t € I : ¢(t) = oy }.

Definigao 1.1.82 Dizemos que wma func¢do u : I — X € fortemente
mensurdvel se existirem um subconjunto N C I, de medida de Lebesgue
nula, e uma sequéncia (up)nen de fungdes simples tais que
u(t) = lim uy(t), Vt € I\N.
n—oo

Notamos que se u : [ — X é uma funcao fortemente mensuravel, entao

a funcao |lu(-)||x : I — R é Lebesgue mensuravel.

Teorema 1.1.83 ([38], pg. V-8) Sejam X um espago de Banach sep-
ardvel. Entao, uma funcao u : [ — X € fortemente mensurdvel se, e

somente se, V f € X', a fungao f(u) : [ — R € Lebesgue mensurdvel.

Defini¢ao 1.1.84 Se ¢ : I — X, é simples com representa¢ao (1.49),

entao a integral de Bochner de ¢, € definida por

m

/¢>(s)ds =l (1.50)
I k=1

Definicao 1.1.85 Dizemos que uma funcio u : I — X fortemente
mensurdvel € integravel no sentido de Bochner se existe uma sequéncia

(un)nen : I — X de fungoes simples tal que

lim | [un(t) — u(t)]x dt = 0.

n— o0 I

Neste caso, definimos a integral de Bochner de u

/ w(t)dt = lim [ un(t) dt.
I

n—oo I
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Teorema 1.1.86 ([38], pg. V-8) Seja u:Iv+— X uma fungdo forte-
mente mensurdvel, entdo u € integrdvel no sentido de Bochner (u €

LY(I,X)) se e somente se a funcdo ||u(-)||x : [ — R estd em L*(I).

Lema 1.1.87 ([38], pg. V-8) Sejam X,Y espacos de Banach e A :
X — Y um operador linear limitado. Se u : I — X estd em L*(I,X),

<A, /I u(t) dt> - /1 (A, u(t)) dt.

Corolario 1.1.88 ([38], pg. V-9) Sejam H um espago de Hilbert. Se

entdo

u: I —— H € integrdvel no sentido de Bochner, entdo

<z/l u(t)dt>H :/I (ult)), dt,  VeeH.

Teorema 1.1.89 ([38], pg. V-10) L'(I,X) é um espaco de Banach

com a norma definida por

o) = / () .

Defini¢ao 1.1.90 Designamos por LP(I,X), 1 < p < oo 0 espago ve-
torial das (classes de) fungoes vetoriais u : I — X fortemente mensu-

rdveis e tais que a fung¢do numeérica ||u(t)|x estd em LP(I).

Teorema 1.1.91 ([38], pg. V-10) LP(I,X), 1 < p < oo, munido da

norma dada por

([ onear)” s 1<p<n
HUHLP(I,X) = I

supessier||u(t)||x  se p =00

€ um espago de Banach.
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Observagoes:

1. P

loc

(I,X), 1 <p< oo, édado pelas (classes de ) fungoes vetoriais
u : I — X fortemente mensuraveis e tais que a funcao numeérica

[lu(®)||x estd em LP(J), VJ C I, com J intevalo aberto.

2. Das defini¢oes anteriores é evidente

LP(I,X) C L}, (I, X). (1.51)

3. Notamos que se p = 2 e X = H™ é um espaco de Hilbert entao

L2(I,H™) é um espago de Hilbert com o seguinte produto interno:
(u,v), = / (u, v) gy dt. (1.52)
I

Teorema 1.1.92 ([38], pg. V-10) Sejam X eY dois espagos de Ba-
nach e suponhamos que X — Y ; isto é, X CY com imersao continua.

Sel<r<s<oo;entio L°(I,X)— L"(I,Y).

Teorema 1.1.93 ([38], pg. V-11) Sejam X um espago de Banach.

Entao, valem as sequintes afirmacoes.
) 1 1 .
1. Se X reflexivo, 1 <p<oo,1<qg<oo, —+ - =1, entao
p q

[LP(I,X)] = LI, X"). (1.53)

2. Sep=1 e X ¢ reflexivo ou X' é separdvel, entdo
(L1, X)) = L™(I,X) (1.54)
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3. A dualidade entre estes espagos vem dada na forma integral por
T
<U,U>LQ(I,X’),LP(I,X) = / <U(t),1}(t)>x/7xdt. (155)
0

4. Sel<p<oo,l<r<ooe)CR"” aberto, entao

(L1, L7 (@) = LI(1, L*(%). (1.56)
onde 1—1—1:1 e 1—5—1:1.
P q s r

5. Sejam Q C R"™ aberto e limitado, 1 < p < co. Entdo

LP(I,LP(Q)) = LP(I x Q). (1.57)

Lema 1.1.94 ([9], pg. 59) Sejam H um espago de Hilbert separdvel.

Se E C H € um subespaco vetorial denso,
E={Wu;¢eD() eueE} (1.58)
é um conjunto denso em L*(I, H).

Teorema 1.1.95 ([33], pg. 58) Sejam 1 < pg,p1 < o0, By — B —
Bi, By tmerso compactamente em B, com By, B e By espagos de Ba-

nach, By e By, espagos reflexivos. Considere
Wpo’p1<I;Bo,Bl> = {’U (S LPO(I,B()), U/ (S Lpl(I,Bl)}
com a norma

lullw == llullLro1,B0) + |4 || Lor (1,8,)-
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Entao WPoPL(]: By, B1) é um espago de Banach e estd imerso contin-

uamente e compactamente em LP°(I, B)

Proposigao 1.1.96 ([6], pg. A-19) Sejam E um espago de Hilbert

separdvel. Se w € W(I; H), entdo existe xo € E tal que
t
u(t) = xo —|—/ o' (r)dr, para quase todo t € 1. (1.59)
0

Além disso, se u' é continua em I, entdo temos o sequinte limite:

1
lim

t+h
- / — 7
Jim - /t u'(r)dr=4'(t), Vt € I. (1.60)

Defini¢ao 1.1.97 Denotamos por Co(I, X), o espago vetorial das fungoes
p: I — X tais que lim |[p(s) — ¢(so)||x =0, Vso € I e suppyp CC 1.
5—80

Teorema 1.1.98 ([65], pg. 249) Co(I; X) munido com a norma dada
por

= max t
lelle,x) jemax @)

€ um espago de Banach.

Defini¢ao 1.1.99 Denotamos por D(I, X), o espago vetorial das fungoes
o: I — X tais que Cng € Co(I,X), VjeN.

Teorema 1.1.100 Seja 1 < p < co. Entdo vale a inclusdo
D(I,X)cC LP(1,X). (1.61)

Teorema 1.1.101 Seja 1 < p < 4oo. Entio D(I,X) é denso em
L7(I, X).
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Teorema 1.1.102 ([67], pg. 422) Sejam E um espago de Hilbert sep-

ardvel e 0 <T < oco. Entdao, temos a sequinte inclusao:
WY(I,E) = C(I,E). (1.62)

Além disso, Vs,t € I, tal que s < t e Yu,v € WH(I[; E), temos a

sequinte formula de integracao por partes:

(u(®),v(t)) g — (uls),v(s))p = / (W' (r),v(r)) g + (u(r), v'(r)) g dr-

(1.63)
Sob as hipdteses do teorema anterior obtemos:
1 2 1 2 ‘ /
3 @l = 5 lluls)lle = | (W' (r),u(r)) g dr. (1.64)

Teorema 1.1.103 (Aubin-Lions, [59], pg. 122) Sejam E um espago

de Hilbert separdvel. Entdo, a inclusao
WYI;E) — L*(I,E). (1.65)

Definigao 1.1.104 O espago das transformacoes lineares e continuas
de D(I) em X, ou seja, L(D(I),X) € denominado espago das dis-
tribuigoes vetoriais de I em X e denotado por D'(I, X).

Dado u € LP(I,X), 1 < p < oo, definimos
T,: D) — X

- /O u(t)p(t)dt, (1.66)

onde a integral é no sentido de Bochner em X. A aplicacdo T, é linear

e continua de D(I) em X e por esta razdo é uma distribuicdo vetorial.
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Teorema 1.1.105 Seja 1 < p < oo, entao LP(I,X) C D'(I,X).

Prova

Usar a defini¢do anterior e a prova da inclusao 1.10.
|

Lema 1.1.106 Se w € LP(I,X) e /w(s)gp(s)ds =0, Yo € D(),
I
entio w(s) = 0 quase sempre em I.

Prova

Usando o Teorema 1.1.92, w € L'(I,X). Logo, aplicando o Lema
1.1.87 para A € X’ e a hipotese obtemos

T T
/ o(3)Aw(s)) ds = / A(p(s)w(s)) ds
0 0
T
= A(/O p(s)w(s))ds =0, VeeD0,T).

Como |A(w(s))| < [|A]x/|lw(s)||x < oo, temos A(w(s)) € L'(I). Us-
ando o Teorema 1.1.39, temos A(w(s)) = 0, q.s. em I. Finalmente
usando o Corolario de Hanh-Banach(Ver [5], pg. 4), w(s) =0, q.s. em
1.

1.1.16 Existéncia e unicidade de uma equacgao or-

dinaria auténoma

Teorema 1.1.107 ([12], pg. 146) Seja f : U — R™. Uma funcao

continuamente diferencidvel no aberto U C R™. Entdo dados ty € R e
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zo € U quaisquer, existe uma unica solugao do problema de valor inicial

PVI
( ) ,T(to) = X0

definida num intervalo aberto (to — «,tg + «), para certo o = a(to, o)

positivo.
Observacao A solugdo z : (tg — a, tg + a) — R™ é de classe C2.

Definigao 1.1.108 Dizemos que I é um intervalo mdzimo da solu¢ao
de (PVI) por x se, dada qualquer solug¢io x : J — R™ de (PVI) temos
J 1.

Existem dois motivos basicos para um intervalo méximo ser finito:

ou a solucao em F tende ao infinito de R™ ou & fronteira do dominio F.

Teorema 1.1.109 ([12], pg. 149) Seja = : I(zg) — R™ a solugdo
mdzima de (PVI), definida no intervalo mdzimo I(xo) = (o, ). Se
B € (0,4+00) entdo, dado qualquer compacto K C U, existe t € (0, 3)
tal que x(t) € U\ K. Analogamente, se a < 0 entdo, dado qualquer
compacto K C U, existe t € («,0) tal que z(t) € U\ K.

Uma consequéncia bastante tutil é a que segue

Corolario 1.1.110 ([12], pg. 149) Se f tem dominio R” esex : I —
R™ é uma solugiao de (PVI) tal que |x(t)| é limitado para todo t € I,
entao I = R.
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade

2.1 Hipobteses adicionais

Nesta segdo, seguindo [63], impomos algumas hipoteses sobre a fungao
p que sao suficientes para provarmos a existéncia e unicidade de solugoes
globais fortes para o sistema termoelastico. As hipéteses assumidas
neste trabalho generalizam o caso p(z,s) = a(z) |s|P s, para 0 < p < 0o
e a:Q+—— [0,00) uma funcdo continua.

Seja 2 C R™ aberto e limitado. Daqui em diante consideramos uma
funcao

p: xR — R

(z,5) —  p(z,s)

tal que satisfaz as seguintes condigoes:

P 4o continuas em € x R™ V1<i<n

c’)si
2. p(z,8).58>0, V(x,s) € QxR

dp
Os

1. pe

3. 1. D(x,5).£€>0, V(z,8) € AxR", V¢ € R™,
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4. Existem constantes positivas Ky, K1, Ko e K3, e nimeros reais

2
p,r, —1<r<+4oo, —1<p< 2sen23e71<p<+oose
n

n = 2, tais que:

(a) Kza(z)|s|""? < p(z,s).s e [p(z,5)| < Koa(z)(|s|"*" +s]),

para |s| < 1.

(b) Ksa(@)|s"™ < ple,s).s e |p(x,5)] < Kia(@)(|s"* +s]),

para |s| > 1.
com a: Q — R*, uma fungio em L>().

Usando os itens 1 e 3 acima e a Proposicao do Valor Médio, temos

que V (z,s,5) € Q x R" x R"

(ol 5) — p@3) - (s=3) = (s=9 L (r05+ (103 (s 20,
(2.1)

para algum 0 < 6 <1 e dependendo de s, s e x.

Definicao 2.1.1 Definimos a sequinte energia para o sistema termoelds-

tico:

E:[0,00) [0, 00)

1
t — 5 | @O0y + TuOIIT + 0@z 0y |-

Se T >0, entao definimos também a sequinte funcao:

AE :[0,00) +— RS
t — E@{)-Et+T).
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Um resultado imediato desta defini¢io é

dE(t) . "o / /
— = ((u" ")) + ((u, 1)1 + (0", 6).

Seja I = (0,T), fazendo o produto interno da equagdo dada em (2.11)
por v’ e da equacdo dada em (2.12) por § em L2(I, L?(Q)"), somando
os resultados, usando (1.31) e aplicando a féormula de integragdo por

partes dada no Teorema 1.1.102, obtemos a seguinte igualdade:

¢
B == [ (ol () () + 1985 ) ds+ECO), Ve >0
(2.2)
Logo, usando as hipotese dada na se¢do 2.1, temos AE(t) = E(0) —

E(t) > 0 deste modo, temos que a func¢do energia E(t) é ndo crescente.

De forma anéloga, obtemos a seguinte igualdade:

AB(t) = / - (4o (5)) 0 (1)) + 1V0(5) |22 ) s, YT 62 0.
t (2.3)

Além disso, se 2 for um conjunto aberto e limitado ao menos numa
dire¢do, entdo, aplicando a Proposi¢ao(1.1.50), existe uma constante

real e positiva C' tal que

t+T t+T
/t 100120y dsﬁC/t IV0(3)|2 e ds, YT, £ > 0. (2.4)

2.2 Teorema de existéncia e unicidade

Nesta secao enunciamos o Teorema de Existéncia e Unicidade

de solucoes globais fortes para o sistema termoelastico. A prova deste
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teorema é feita na secao seguinte.

Teorema 2.2.1 (Existéncia e Unicidade) Sejam Q@ C R™ aberto,
limitado, conexo e com fronteira de classe C? e b*> > a® > 0. Entdo,

dado
(uo,u1,0) € (Ho ()" N H(Q)") x Hy ()" x (Hg () N H*(R)), (2.5)
existe, para um intervalo I = (0,T) com T > 0 arbitrdrio, um unico par

(u,0) € L>=(I, HY(Q)™ N H*(Q)™) x L=(I, Hy () N H*(Q))  (2.6)

u € C([0,T), Hy(Q)™) nC*([0,T), L*(Q)™), (2.7)
9 € C([0,T), H (Q) N H*(Q)), (2.8)
(u',0') € L=(I, Hy(Q)™) x L=(I,L*()), (2.9)
u” € L=(I,L*(Q)"), (2.10)

e que satisfaz as sequintes igualdades:

u” —a? Au — (V* — a?) Vdivu+ VO + p(z,u') =0
em L*(I, L*(Q)"); (2.11)
0 — A+ dive' =0 em L*(I, L*(Q)); (2.12)
w(0) = ug, u'(0) =wuy, 6(0)=0.

Comecamos provando que as expressoes dadas no lado esquerdo de

(2.11) e (2.12) estdo nos espagos adequados.
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Lema 2.2.2 Suponha vdlida as hipdteses do Teorema 2.2.1. Se o par
(u, 0) satisfaz (2.6), (2.9) e (2.10), entao temos as sequintes afirmagies:

u”’, Au, Vdivu, V0, p(z,u') € LI, L*(Q)"); (2.13)
o', AG, divu' € L>=(I,L*(Q)). (2.14)

Prova Como consequéncia das hipéteses, do Teorema 1.1.92 e das de-

sigualdades em (1.13) e (1.14), temos

u”, Au, Vdivu, VO € LI, L*(Q)");
', A9, divu' € L=(I,L*(Q)).

Seja B ={z € Q: |[u/(x)| < 1}, entdo pelo item 4 das hipdteses sobre a

funcao p, obtemos

/Q ol ! (@))[? der = /B o, ! (@))]? e + /Q CCIRE

I
/ oo d/ @) de < / 2 KZ2a(w)2 (! () [P+ + [u (@) ) da +
Q B

/ 2 K2a()?(|u ()2 + ! (2)[2) da
Q\B

Iy

Se r > 0 entdo, I; < 4K§||aHgoHu’H%2(Q)n
2742

Se—1 <7 <0,entdo [; < 4K02||a||§o/ [u' (z) > 2dx < 4Kg||a||zo|(2|||u’||L2(Q)n.
Sen>3e-1<p< 2 entao, —1 < p < 2 logo
e Se —1 < p <0 entdo, Ir < 4K12||a||go|Q\||u’||2L2(Q)n.

e Se 0 < p <2 entdo, I < 4K?%|a|% |Q|Hu’\|i’;?£
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Sen=2o0oule—1<p<+00 a prova é similar. Logo, como Iy, I sdo

finitos entdo a fungao p(x,u’) € L*(Q)™.

A seguir obtemos a formulacdo variacional; um sistema de equacoes
equivalente as equagoes dadas em (2.11) e (2.12) e que sao Gteis na prova

de existéncia.

Lema 2.2.3 Suponha vdlida as hipdteses do Teorema 2.2.1. Seja (u,0)
um par que satisfaz (2.6), (2.9) e (2.10). FEntdo, (u,0) satisfaz as
equagoes dadas em (2.11) e (2.12) se, e somente se, valem as sequintes

iqualdades:

((u”, ) + ((u,w))1 + ((VO,w)) + ((p(,u'),w)) =0
em D'(I), Yw € Hy(Q)™, VT > 0;
(2.15)

0',2) + ((VO,Vz)) — ((u/,Vz2)) =0 em D'(I),Vz € Hy(Q),VT > 0.
(2.16)

Prova

Comegamos provando a necessidade. Fixamos T > 0. Sejam ¢ €

D(I), w € HY(Q)" e z € H}(2). Entéo, usando (1.8) e (1.19) temos

T
(@) ()2 ndt = lw(@) 720y IO T2 (1) < +00,
0

assim,

wp € L*(I,L*(Q)™).
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De igual forma, para z € HZ ()" obtemos
2z € L*(I, L*(Q)).

Tomando o produto interno de w1 em ambos os lados da equacao
dada em (2.11) no espaco L2(I,L?(Q)") e de z1 em ambos os lados
da equagdo dada em (2.12) no espago L2(I,L?(Q2)), tem-se

(", wip))—a®({Au,wip)) — (b* — a®){(Vdivu,w )
+ (VO w ) ((p(-,u'), wep)) = 0; (2.17)
(0, 2p) + (AD, 29p) + (div, z¢0) = 0. (2.18)

Aplicando a defingao (1.52), as férmulas (1.30), (1.32) e (1.33) e usando
o fato de que u(t),0(t) € H*(Q)" e v/(t) € H(Q)", obtemos

T

/0 PO (£),w)) + ((u(t), w))r + (VOE), w)) + ((p(-, (1)), w))]dt =0
T

/0 DO (), 2) + ((VO(t), Vz)) — ((u'(t), V2))] =0, Vi) € D(I).

Logo usando as hipdteses e o Teorema 1.1.39 obtemos facilmente as

equagdes dadas em (2.15) e (2.16).

Vamos provar a suficiéncia. A partir da hipoteses, aplicando uma

argumento parecido como na prova da necessidade, pode-se obter:

((u" — a® Au — (b% — a®) Vdivu + VO + p(-, o), wip)) = 0,
Yw € Hy(Q)" V¢ € D(I),VT >0; (2.19)

(0 — AQ+divu', 2¢0) =0, Vze€ HYQ), Y€ D), VT > 0.
(2.20)
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Aplicando (1.19), Lema 1.1.94 e a continuidade do produto interno
temos VI > 0

(" —a® Au— (b* — a*) Vdivu+Vo + p(-,u'),v1)) = 0,
Yo, € L*(I, L*(Q)");
(0 — AQ+diva',ve) =0, Yy € L2(I,L*(Q)).

Logo, usando (1.51) o resultado segue.

2.3 Prova de existéncia e unicidade

2.3.1 TUnicidade

Sejam (u, #) e (@, ) como no Teorema, 2.2.1. Fixamos T' > 0. Entdo,

obtemos as seguintes igualdades:

(" — ") —a* A(u — 1) — (b* — a®) Vdiv (u — @) + V(0 — )
+ (p(-,u’) - p('7ﬁl)) =0 em LQ(L LQ(Q)H)§ (2'21)
0 —0)-A0—0)+div(' — @) =0 em L2(I,L2(Q)). (2.22)

Somando o produto interno da equagdo dada em (2.21) por (v’ —
w') no espago L?(I,L*(Q)") com o produto interno da equagdo dada
em (2.22) por (0 — 6) no espaco L?(I,L?(2)), logo usando a definicio
(1.52), as formulas (1.30), (1.32), (1.33) também wu(t),u(t) € H2(Q)",
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o' (t), 7 (t) € HY Q)™ e § € H?(2) N HE (), obtemos

(2.24)

Usando (2.23) e a desigualdade (2.1) obtemos I(7T") < 0. Por outro lado
aplicando (2.24), a formula de integracdo por partes dada pela formula

(1.64) e as condigdes iniciais do problema para (u,) e (u, ), obtemos:

[/ (T) =@ (T)[[ 220 + Ile(T) = (D)3
+H0(T) = (D)2 () < I’ (0) =T (0)][72 )
+[[u(0) = a(0)|[17 + [1(0) = B(O)[[ 720 = O (2.25)

Finalmente pela arbitrariedade de T, temos que

S
Il
S
@
>
Il
!
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2.3.2 Existéncia

Na prova da existéncia no Teorema 2.2.1, seguimos o conhecido
método de Faedo-Galerkin. Esse método é baseado na construgao de
problemas projetados sobre os espacos de aproximacgao de Galerkin.
Usando teoria de equacoes diferenciais ordinérias, garantimos a existén-
cia de solucoes suaves para os problemas projetados, que sao chamadas
solucoes aproximadas. Estabelecemos algumas estimativas para mostrar
que a sequéncia de solugoes aproximadas é limitada em algim espaco
adequado. Atraves de compacidade, extraimos uma subsequéncia con-
vergente. Mostramos que o limite desta subsequéncia é solu¢ao do prob-

lema original. Nesta subse¢ao, dividimos o método nas seguintes etapas:
1. Problema aproximado em espacgo de dimensao finita;
2. Estimativas a priori;

3. Extragdo de uma subsequéncia convergente & um par (u,6) can-

didato a solugao do sistema termo-elastico;
4. Passagem ao limite no primero item;
5. Regularidade da solugao (u, 6);

6. Anélise das condigoes iniciais.

Problema aproximado

Consideramos {v, },en e {w, },en bases Hilbertianas para os espagos
HY Q)" N H2(Q)" e HE(Q) N H?(2) respectivamente.

Resolve-se inicialmente, um problema aproximado num subespaco
de dimensdo finita, isto é, projetar as equagoes (2.15) e (2.16) sobre o

subespago V,,, x W, de dimensao finita, para um m € N fixo, onde V,
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é o subespago gerado por {v1,- -, v} e W, é o subespago gerado por

{wlv"' awm};
Vin =1, y0m] € Wy =wi,...,wp], Vm €N. (2.26)

Procura-se algum tempo t,,, o maior possivel, num intervalo [0, T, para

um 7T > 0 arbitrario fixo e fungoes
Ut [0,tm) — Vi € Oy 1 [0,8,) — Wiy, (2.27)

que satisfagcam o seguinte problema de valor inicial:

((um, ) + ((Um, V)1 + (VO 0)) + ((p(-, up,), v)) = 0, Vv € Vi
0], w) + (VOp, Vw)) — ({u,, Vw)) = 0. Yw € W,

P § um(0) =ugm € Vi

ul, (0) = Uy € Viy

0 (0) = 0o, € Wi,

onde
m m m

U = 5 Al Uk, ULy = E b mVk e Oom = E Clk mWk
k=1 k=1 k=1

sao as projecoes de

o0 o0 o0
ug = E Gl m Uk, up = E br mvk e 0o = E Ck mWk
=1 =1 =1
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Assim é imediato ver a convergéncia forte

Ugm — Ug, em HE(Q)" N HZQ)"
ULm — U €m H(Q)" (2.28)
Oogm — 0 em H&(Q)QHZ(Q)

Observacgao Pelo fato da convergéncia (2.28) e usando as desigualdades

(1.13), (1.14), (1.15) e (1.21), pode-se garantir que o0s termos

||Au077n||L2(Q)n7 ||VdiVUO7m||L2(Q)n,

||A9[)7m||L2(Q)n e ||d1V Ul,m”Lz(Q)" (229)

sao limitados para todo m € N.
Utilizando as propriedades de base Hilbertiana, podemos garantir que

existiram um sistema continuo de escalares, isto é, fun¢oes suaves
Jkm [0, T)— R e hgm:[0,T)— R, VI <k <m,
tal que podemos escrever
m
U (t) = ngm(t) U, (2.30)
k=1

Hm(t) = ihkm(t) Wi - (231)
k=1

Substituindo estes valores no problema (P,,) e tomando v = v; e w = w;
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para j =1---m, tem-se

D 1Ak 598 () + Brjgjm(8) + Crjhim ()] = =((p(, Y Gl (B)or), v;))
k=1 k=1

V1<j<m, VO<t<tn (2.32)
> [Dse i (8) + Ei jhicn(t) = Fr jghom (t) = 0
k=1

V1i<j<m, VO<t<t, (2.33)

(2.34)

Definimos

cujas componentes sao

Ay = (o, v5)) By = ((vk,v5)1 - COFYy = ((Vwg, v5))
D?j = (wy, w;) E’” = ((Vwg, Vw;)) F’” = ((vg, Vw;)).

Vamos introduzir a seguinte mudanga de variavel

y=y{t)=(y1, - ,ym) onde yr(t)=gkm(t), k=1,---,m,

r=x(t)=(z1, - ,&m) onde zp(t)=hpm(t), k=1,--- ,m.

Podemos reescrever as equagoes (2.32) e (2.33) da seguinte forma ma-

tricial
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Ay + By + Cpx W)

Dy’ + Epx — Fpy =

<l

onde

~Up( Y vhon), o))
k=1

G'(y) =

_<<,0(‘, Zyzvk)v ’Um>>
k=1

Introduzimos a varidvel auxiliar

Om(t) = (y(t),y'(1),z(t)),
bo

(alma"' aammablmv"’ abmmvclmy' o acmm)~

e também a funcgao

Gm - RSm RSm
(Sla"'753m) Oa"'7OaG§n(Sm+17"'7527n)707'”70 )
—— ~——
m vezes m vezes
Observagoes

1. E claro que a funcdo G™ é continuamente diferenciavel.

2. As matrizes A,, e D,, sao inversiveis.

Entdo, o problema de valor inicial dado em (2.32), (2.33) e (2.34) é
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equivalente ao seguinte sistema de equagOes diferenciais ordinarias:

0, I, O
drn (t) —A; 1B, O, —ASIC,, | bm(t) + G (Om(1)),
0y +D,'F,, —-D,'E,

vVt talque 0<t<T,

?m(0) = ¢o. (2.35)

Aplicando o Teorema 1.1.109, obtemos o resultado desejado para

0 <t,, < T maximal e com as seguintes suavidades:

U € C3([0,t), Vi) € 0 € C%([0, 1), Win). (2.36)

Estimativa a priori I

Escolhendo v = u/,,(t) na primeira equacdo e w = 6,,(t) na segunda
equagdo de (Py,), e aplicando (1.7), o Lema 1.1.54 e (1.22) temos as

seguintes igualdades:

1d

5 77 I @1 @yn + NumONIT) + (Vb uin)) + (o i), uin)) =0,
Vi € [0,tm);

1d 2 2 /

3 g0z + IVOm(B)l|z20)n = (U, VOm)) =0, ¥t € [0, tm).

Somando ambas equagoes:

. 1d

(00 (0), () + 5 Z (lwr O 2@ + [Num O+

10m (DN Z2(0)) + IVOm (B[ T20)n = 0. YEE[0,tm).  (2:37)
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Também

50 () e + (et (0, 0)) =~ T2 e (0,1,)
(2.38)
Usando (2.1) em (2.37) e (2.38) obtemos:
VoD@ < 150) viet,),  (239)

(Il ON1Z2 @y + um @IT + 10 (B)][2())

+ V072 0pn <0, VEE[0,ty).  (2.40)

N |
S

Usando o Teorema 1.1.3 em (2.40) e o Lema 1.1.54 e Proposic¢ao 1.1.41

obtemos:

1
IV ()72 (0)n < B Nl Z2@)n + lumllZ2yn

a2 ([lluml13 + Il 1)
(62 = a®) (Ildiv |2 ) + iV 3o )

HOmlIZ2 () + 107172 (0))- (2.41)

Integrando (2.40) de 0 & ¢ e usando as suavidades dada em (2.36), temos

que

t
[ 122y + MmO + 10m ()]172(0) +2/0 IV 0 (1)l[72 (0 dr
< NwrmliZa e + NuomlllE + 100,mll72(0), Yt € [0, tm)-

(2.42)
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Pela convergéncia dada em (2.28), existe uma constante real e positiva

C tal que
lup, (D) 2y < C,  VmEN, VO <t <ty,(243)
Hum@IF < €, VYmeN, VO <t <thy,(244)
10m®|72y < C  VmeEN, VO <t < ty,(2.45)
t
/ ||V0m(r)|\%2(9)n dr < C, VmeN, V0 <t <ty (2.46)
0

Além disso, usando (1.3), temos que

g
&
B
=
(V]
A

~
—
~
~
no
A

Cy lur, (D)1 72(qyn, Y €N, VO <t < ty,(2.48)

>=
<
3
—
=
[ V)
A

Cy [|0m(D)l|F20), VM EN, YO <t <ty (2.49)

Pelas estimativas dadas em (2.43), (2.44) e (2.45), as desigualdade
dadas em (2.47), (2.48) e (2.49) e o Corolario 1.1.110 podemos prolongar

a solucao, ou seja, podemos tomar

tm=T, VYmeN. (2.50)

Estimativa a priori II

Escolhendo v = w!! (t) na primeira equacdo e w = 6, (t) na segunda
equagdo de (P,,), aplicando o Lema 1.1.54, (1.12), (1.32) e (1.31) na

primeira equagdo depois aplicando (1.31) na segunda, para finalmente
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aplicar em ¢ = 0, temos as seguintes igualdades:

[ (0) 172y — @ ({Atig i ur (0))) = (b = @®) (Vv ug,m, 1y, (0)))
+({(p(s wrm), 1 (0))) = 05 (2.51)

107, (0122 () — (Abo,m, 07,,(0)) + (div ui,, 67,) = 0. (2.52)

Pela desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz (veja [4], pg.

57), temos que

C'1||u;;l(0)||L2(Q)n < ||AuO,m||L2(Q)n—|—HVdiVUO7m||L2(Q)n
(s ur,m)l L2 @) (2.53)
167, 0) I z2(02) < 1800, m [l L2 (0) iV ut m | L2 (). (2.54)

para
1

max{a2, |b? — a?|,1}"

Ch =

Usando a desigualdade dada no Lema 2.2.2 para estimar ||p(-, u1,m)/ 220,

e (2.29) mostramos que existe uma constante real e positiva C tal que

IN

[ ()l 2@ < C, ¥meN, (2.55)

10, (0|l z2y < C, Vm€N. (2.56)

A

Estimativa a priori III

Derivando as duas primerias equagoes dadas em (P,,) com respeito

a t, obtemos que o par de solugoes (u,, 0:,) satisfaz:
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(i (@), 0)) + ((un (1), )1 + (VO (1), 0))

m

+<((%(, r) i (t),v))y =0, VveV,, Vtel0,T), (2.57)

(O (1), w) + (VO (1), Vo)) + ((div g, (t), w)) =0,

Vw e W, Vte[0,T). (2.58)

Escolhendo w = u (t) na equacdo dada em (2.57) e § = 0, (t) na

equacdo dada em (2.58), temos as seguintes igualdades:

(0 3oy + i IR (7 0 1) 20, 0))
FU (o (1)) - (0, (1)) =0, WO <1 <T:

1d .
3 %Il%(t)lliz(m + V0, ()12 + ((divuy, (¢), 65, (2))) =0
Vo<t<T.

Somando as equagoes anteriores, aplicando a formula (1.31), e a pro-

priedade (3) sobre a fungio p, obtemos:
dp
0 > —(2

- <<85

1d
= (5 g wn @I 0yn + 1 O+ 105172 (0))

+IVO0,, ()17 20y VOo<t<T.

(> (8)) - i (£), i (1))

Integrando de 0 & ¢ e usando as suavidades dada em (2.36), temos que

t
[ (DN Z2 0 +\Huin(t)lllﬁ||9$n(t)lli2(g)+/0 IV6,, () I[72 () dr

< |l ()12 ()n + g ()11 + 165, (0) |72 -
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Pela convergéncia em (2.28), que independe de ¢, e desigualdades dadas

em (2.43), (2.55) e (2.56), existe uma constante real e positiva C' tal que

IA

[, (D)1 720n VmeN, YO<t<T, (2.59)
[z (113
107, (D120

t
/O 10 ()20 <

IA

YmeN, VO<t<T, (2.60)

VmeN, VO<t<T, (2.61)

IN
Qa o a Q

YmeN, VO<t<T. (2.62)

Finalmente usando (1.21), o Lema 1.1.54 e as estimativas (2.43), (2.44),
(2.45) , (2.59), (2.60) e (2.61)

VO ()72 < C, VmeN, VO<t<T. (263)

Candidato a solugao
Sem abuso de notagao, sejam I = (0,7) K,, = H}(Q)" e L, =
L?(Q)" onde K/, e L', sdo seus respectivos espagos duais.
Assim pelas estimativas & priori obtidas, (1.4), o Teorema 1.1.92 e
(1.54) temos a seguinte concluséo:
(m)men € limitada em L>(I, K,,) — L>®(I,K!) = [L'(I, K,,)]’;
(u!,)men € limitada em L>(I, K,) — L>®(I,K!) = [L'(I, K,)]’;
(! Ymen € limitada em L>°(I,L,) — L*(I,L}) = [L'(I,L,)]’;

(O)men € limitada em L (I, Ly) < L>®(I, L}) = [L*(I, L)]';

(0!, )men € limitada em L (I, Ly) < L*(I,L}) = [L'(1, L1)];
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Aplicando o Corolario 1.1.25, temos que u,,, — u; em L>®(I, K,),
mas como u,, é limitada em L>°(I, K,) entdo a subsequéncia u,,, € limi-
tada L*°(I, K,,). Por outro lado, pelo Corolario 1.1.25, temos u’mk, Ay

em L°°(I, K,), assim obtemos

U, — em L>(I,K,);
v I, ) (2.64)
Upy,, — U2 em L> (I, K,).

Logo, pelo Teorema 1.1.105, w,,, u;nk, € D'(1, K,). Como sonsequécia,

usando (1.66), temos

T T
/ wwawuqu/ w()et)dt, Ve e D(I);
0 0

T T (2.65)
/O U, , (D)p(t)dt —>/0 us(t)p(t)dt, Vo € D(I).

Logo, por defini¢do de derivada distribuicional temos

T
| v et
T T
w0 @~ [ w00
0 0
T
= [ wmewnd

e assim uy, , Suf em D'(I, K,,), Pela unicidade do limite em D'(I, K,,)

e (2.65), temos ug = v} em D'(I, K,,), o que implica em

T
/ (ug —u))()p(t)dt =0 VY € D(0,T).
0
finalmente usando o Lema 1.1.106 temos que us(t) = v} (t) quase sempre
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no intervalo I. Portanto existe u € L*°(I, K,,) tal que

Um, —u em L>(I,K,); (2.66)
Uy, , —u' em L¥(I,K,). (2.67)

Usando (1.19), o Teorema 1.1.92 € 0 mesmo argumento anterior, obte-

mos

u’ S em L®(I,L,). (2.68)

Mys

Também consegue-se a existéncia de § € L>°(I, L) satisfazendo

Om,, — 0 em L*(I,Ly); (2.69)
0., =0 em L>(I,L). (2.70)

Passagem ao limite

Vamos denotar as subsequéncias {um,, }m, en € {0m, }m,, en por

{um}meN € {em}meN-

Lema 2.3.1 Sejam v € K,,, [ = (0,T) e ¢ € D(I), entao

/ (ulh (£), 0)) d(t)dt — / (" (2), ) Blt)dt.
0 0

Prova

De fato, usando (2.68) e (1.55) temos que para cada z € L*(I, L)

/<Z(t)7uxz(t)>L’n,Lndt_’/ (z(t),u”(t)ﬁ;”Lndt.
0 0

Em particular, pelo Teorema 1.1.92 a covérgencia acima é vélida para

cada z € L?(1, L},). Logo, pela Definigao 1.1.20, u”, = — u" em L?(I, L,),

My
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Isto é, para todo & € L2(I, L)) temos

(& um)r2(r,0n),02(1, L) — (&) L2(1,00),02(1,L0)- (2.71)

Em particular para § = h¢, ¢ € D(I) e h € L], obtemos

T T
/ ol (D)1 1, S(E)E — / (o (8)) 1 1., S()dt
0 0

Aplicando o isomorfismo (1.4) em h — v, tem-se

/ (@l (1), 0)) B(t)dt — / (" (8), 0)) S(t)dt.
0 0

para v € L, e ¢ € D(I).
|

Usando as convergéncias (2.66), (2.67) e (2.70), as formulas (1.31),
(1.32), a limitacao (2.63) e o procedimento feito no Lema 2.3.1, temos

as seguintes convergéncias

T T
| (nronioie— [ (oo, ek,
0 0
T T
/0 {(up, (1), Vw)) ¢(t)dt — / (W' (t), Vw)) p(t)dt, Yw € K;
/0<9( dt—>/ 0 (1), w) p(t)dt, Yw € Ly
T
/<<V9( dt—>/ (VO(t), ) p(t)dt, Vv e K,
0
T
/0 (VO (1), Vw)) o(t)dt — /0 (VO(t), Vw)) ¢(t)dt, Yw € K,

para ¢ € D(I).

Finalmente vamos obter a seguinte convergéncia
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Lema 2.3.2 Sejam v € K, [ =(0,T) e ¢ € D(I), entao

| ot ottt — [ (ot (0).0)) ooy
0 0

Prova

Como visto no Lema 2.3.1, é suficiente provar que

p(-ul) — p(-,u') em L*(I, Ly,).

m

Além disso, pelo Teorema 1.1.87, basta provar que

Pyt () = p(- 0/ (1)) em L*(1 x Q)"

(2.72)

Aplicando a estimativa para p(x,u),(t)) obtida no Lema (2.2.2),

temos que

(s up) L2 (rxoyr < C1 T

(2.73)

para alguma constante real e positiva C7, nao dependendo de m e T.

Também das convergéncia (2.67) e (2.68) obtemos que ul, — u' em

L*(I,K,) e u!’ —u" em L?(I, L,). Logo, u/, & limitado no espaco

W(I)={ve L*(I,K,); v e L*(I,L,)}.

Usando os Teoremas de 1.1.77 € 1.1.95, temos que W (I) estd imerso com-

pactamente em L?(I, L,) = L?(I x ), entdo existe uma subsequéncia

de wu),, ainda denotada por u/,, tal que
ul, —u  em  L*(IxQ).
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Logo,

~
~

Uy, — U q.s. em I xQ.

Pela continuidade da funcao p, obtemos a seguinte convergéncia:

!

p(yur,) — p(,u') q.s. em I x Q. (2.74)

Usando o Lema 1.1.44, a limitagdo dada em (2.73) e a convergéncia dada

em (2.74) concluimos o resultado.

Multiplicando o sistema aproximado (P,,) por ¢ € D(I), e inte-

grando em I para um m fixo e aplicando as convergéncias acima temos

T T
/ (" (8), 03)) S(t)dt + / ((u(t), v5)1 H(t)dt
0 0
T T
+ / (VO(8), v0;))o(t) dt + / (ol (£)), o)) b() = 0, Vo € Vim,
0 0
T T
/ (00, (1), ;) B(0)dt + / (VO(t), Vu;)) (1)t
0 0
T
—/0 (W (), Vo)) b(t)dt =0, Y, € Wi,

Assim temos

((u”,0)) + ((u, )1 + ((VO,0)) + ((p(-1u),v)) =0,
em D'(I), YveV,
0, w) + ((VO,Vw)) — (', Vw)) =0. em D'(I), Yw € W,,.
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Usando as densidades de {V;, }men € {Wy, bmen em HEH(Q)"NH?2 ()"

e Hi(2) N H?(Q), respeitivamente, obtemos as seguintes igualdades:

((u”,0)) + ((u, )1 + (VO)) + {{p(-,u),v)) =0, em D'(I),
Yo € Hy(Q)"n H*(Q)", T >0 (2.75)
(', w) + ((VO,Vw)) — (', Vw)) =0, em D'(I),
Yw e H(Q) N H*(Q), T>0 (2.76)

Regularidade

Usando as equagoes dadas em (2.75) e (2.76) e escrevendo
M = ((u(t),v))1 e N =((VO(), Vw))

obtemos:

M = —(VO(t) + p(-u' () +u"(t),v)),

Yo e Hy(Q), (2.77)
N = (=divd/(t) — 0'(t),w),

Yw € Hy(Q). (2.78)

Aplicando os Teoremas 1.1.80 e 1.1.78 de Regularidade Eliptica,
segue que
u(t) € HA(Q)™ e 6(t) € H*(Q). (2.79)

Além disso, existe uma constante real e positiva C' tal que satisfaz as

seguintes desigualdades:

lu®) | z2@n < ClVOE) + p(-, ' () + " ()] L2 ()
10O a2 < Cl0(t) + dive/(t)] L2 (q)-

A
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Finalmente usando (2.63), as estimativas para a fungio p dadas no
Lema 2.2.2, as limitagoes (2.43), (2.59), (2.60) (2.61), para as sequéncias
dado no problema aproximado (P,,), e o item 4 do Teorema 1.1.23 temos
que existe uma constante real e positiva C] tal que satisfaz as seguintes

desigualdades, sao satisfeitas

[u®) |2 < CUVOIE) L2 + o0 u' )|z (o)

+ " @O)lle2@)n)

< o, (2.80)
10O 2@ < CUIO" @)l L2@) + ldiv e’ ()] 22 (o)

< o, (2.81)

Portanto, segue que

(u,0) € L¥((0,00), Hg ()" N H2(Q)") x L¥((0, 00), Hy () N H*(Y)).
(2.82)

Condigoes iniciais

Sejam I = (0,T), escolhemos ¢ € C'(I,R) tal que ¢(T) = 0 e
#(0) = 1. Se v € HF(Q)". Entdo, v € W(I, H}(Q)"). Aplicando a
formula de integracao por partes dada no Teorema 1.1.102 e u,, — u

u!, —u em L?(I, K,) provadas anteriormente temos

T

((m, & )1 + ((tn, dv))1 it

(wom, )1 = -

— —

((u, ¢ )1 + ((u', )1 dt = ((u(0), )1

/OT
f
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Isto implica que
Uom — u(0) em HJ(Q)™.
Pela convergéncia dada em (2.28) e o Teorema 1.1.23 temos
UQm — U em Hg(Q)™.
Logo, pela unicidade do limite, temos
u(0) = wpg.

Usando os Teoremas 1.1.77 e 1.1.92 obtemos convergéncias em L?(I, L,,)

e de forma analoga, obtemos
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Capitulo 3

Comportamento

Assintotico

3.1 Introducao

Nesta segdo seguimos as idéias encontradas em [7] e usamos as hipote-
ses para p, jA mencionadas na se¢ao 2.1, para obtermos taxas de decai-
mento da energia associada as solucdes do sistema termoelastico. De
fato, supomos que a dissipagdo dada por p seja efetiva numa vizinhanca
de uma parte da fronteira de €2 e tenha um comportamento do tipo
"polinomial" na segunda varidvel. Para o conjunto {2 e as constantes
do sistema, supomos, em todo o capitulo, que satisfazem as condigOes
dadas no Teorema 2.2.1. Além disso, supomos também que o par (u,0)
é solucao do sistema termoelastico no sentido do Teorema 2.2.1, para

uma dada condigao inicial (ug,u1,0p)-
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3.2 Hipobteses adicionais

A seguir especificamos a regiao onde a dissipagao do sistema é efetiva.

Dado zg € R™ define-se
I'(zo) ={x €0 (x—x) v(z)>0},

onde v (z) denota o vetor normal unitéario exterior em z € 9f).
Além das hipoteses dadas na secdo 2.1, supomos que p satisfaz a

seguinte condigao:

5. Seja w C Q uma vizinhanca de I'(x), entdo

a(x) > ap >0, Vo € w.

Logo, para nosso proposito, vamos assumir que existem € > 0, ny € N e

{a'}70, C T'(x0) tais que

w=|JB("?). (3.1)
i=1

As constantes C' e C,, obtidas daqui em diante, podem depender das
hipéteses fixadas na secdo 2.1 e nesta secdo, isto é, podem depender
dos coeficientes a e b do sistema, das condigGes iniciais fixadas (ug, w1,
o), das hipéteses sobre a funcao p (r, p, Ko, K1 Ka, K3, ag, xg, w)
e do conjunto ). Também a mesma letra C' pode identificar diferentes

constantes numa mesma sequéncia de estimativas.

Definicao 3.2.1 Definimos os sequintes conjuntos:

Q(s) = {z€Q |lus(s,z)] <1} (3.2)
Qa(s) = {z e |us(s,x)| > 1}. (3.3)
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Claro que os conjuntos £21(s) e Q3(s), que estdo definidos a menos de
um conjunto de medida nula, sao mensuraveis.
A seguir, provamos dois resultados que sdo obtidos a partir das

hipoteses dadas na segao 2.1.

Proposigao 3.2.2 Seja T > 0 fivo. Entdo, existe uma constante real e

positiva C tal que satisfaz as sequintes desigualdades:

t+T )
/ / ) [us(s,x)|*> drds < C (AE(t))™2
Qu(
r>0 vVt >0;

(S}

t+T
. / / a(z) |us(s,x)|r'|r2 deds < C (AE(t))
t Ql(s)
se

—1<r<0, Vt>0;

2(r41)

t+T
/ / a(2) |us(s,2) 2 du ds < C (AE() 55
t Ql(s)

se —-1<r<0, Vt>0;

o

t+T,
4./ / a(x) us(s, )Pt de ds < C AE(t)
t Qz(s)
se —1<p<oo, n=2 e
2
se —l<p<——, n>3 Vt>0;
n—2

t+T
5. / / a(x) |us(s,z)[* deds < C AE(t)
t 2(8)

se 0<p<oo, n=2 e
2
se 0<p<——, n>3 Vt>0;
n—2

t+T p+1 1
5./ / a(z) |us(s,2) 2 du ds < C (AE@®) R (B()72

t Q2(s)

se —-1<p<0, n=2 Vt>0;

t+T )
7. / / a(z) |us(s,z)*drds < C (AE(t))™r—
t Qz(s)
se —1<p<0, n>3 Vt>0.
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Prova
Vamos provar cada item separadamente.
r

2
Item 1: Usando o Lema 1.1.42 para —— + —— = 1, e escrevendo
r+2 r+4+2

t+T
Ii(t) = / / a(@) lus(s, @) de ds,
t Ql(s)

obtemos:

t+T s 2, T
/ </ (o) s, 0)F) dm) (u(S20)) 72 ds
t QI(S)

Ji(t) <
r g r42 7'J2r2 r
< (@) / / a(e) F [ug(s,2) P2 dads | ()7
t 521(5)
t+T T+2
< C / / a(x o(s,2)[" 2 dx ds
t Qi (s)
<

t+T T+2
/ / (NE us(s,2) 2 dwds |
Ql S

onde a constante C' depende de u(2), e T. Pela hipotese 4 (a) da secdo
2.1 e a igualdade 2.3 temos que

t+T =
Ji(t) < Cy (/ / Kop(x,us) - us dxds)
Ql(s
t+T r+2
< </ / T, Us) + UsdT ds)
< C1(AE(t) (3.4)

para C; uma constante real, positiva, independente de ¢, que de-

pende de p(Q), ||a]loo, 7, T € Ko.
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Itens 2 e 4: Pela hipotese 4 e igualdade dada em (2.3), temos que

4T, 1 T
/ / a(z) Jus(s,z)[" 2 deds < —/ / plx,us) - usdads
¢ Jaus) Ko Jo Jays
< CAE(®), (3.5)
4T 1 T
/ / a(x) lus(s,z) [P 2 deds < —/ / p(x,ug) - usdxds
¢ Jass) Ks Jo Jas)
< CAE(®), (3.6)

para C' uma constante real, positiva e independente de t.

Item 3: Se —1 < r < 0 entdo |u,|> < |us[?" ™D em Q;(s). Logo

temos

t+T
L) < / / a(@) |us(s, 2) 20V da ds,
t (921 (S)

2 1 -
Usando o Lema 1.1.42 com (r+1) L 1 e o item 2 anterior
r—+2 r+2
temos
2(r41)
. t+T T2
L) < (uQ)T)7 / (@) [us (s, 2)|"2 dar ds
t Ql(s)
< C(AE®W)

para C' uma constante real, positiva e independente de t.

Item 5: Se p > 0 entdo |us|? < |us|P™ em Qa(s) e usando o item 4

anterior temos

4T 4T
/ / a(x) lus(s,z)[*drds < C / / a(x) [us(s, z) P2 da ds
t Q2(s) t Qa(s)

< CAE(1),
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para C' uma constante real, positiva e independente de t.

Item 6 : Se —1 < p < 0 entdo |us|? < |us|PT3 logo temos

t+T
It < / / a(2) lus(s, )P Jus(s, 2)? de ds
t QQ(S)

p+1 1

Usando o Lema 1.1.42 com —— + —— =1 temos
p+2 p+2

t+T pt2 %
(/ / [a(x) ¥ Jug(s, z)|]PT2 da ds)
t QQ(S)
4T w2
(/ / |us (s, 2)[2P+2) dz ds) .
t QQ(S)

Usando o Lema 1.1.46 e us € L>((0,00), H(Q)")

HUsHLZ(p+2)(Q)n < C Hus”Hl(Q n ||usHL2(Q
1—6

< Ci(E®) >

ondeﬂzlil.
p+2

Portanto de (3.7) e do item 4 obtém-se

1 1

Ba(t) < Ca(AE@®)5 (B@)7,
para Cs uma constante real, positiva e independente de ¢.
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Item 7: Usando o Lema 1.1.42; temos

t+T , T
(/ / z) |us|M) da ds)
QQ(
4T, e
(/ / ug| 2N da: ds)
t QQ(S)

21
onde I’ é o exponente conjugado de . Logo escolhe-se

~ 4(p+2) . 2n
4+ p(2—n) (n—2)(2—\)

2
portanto !’ = l%

Seus € L>=((t,t+T), H:()™), aplicando os Teoremas 1.1.51 e 1.1.92
temos ugs € L>((t,t + 1), L= (©2)™). Por outro lado, usando o item 2,

(1.11) com a equivaléncia entre normas no espago HJ(2)™ obtemos:

t+T MTM
Jo(t) = C / /Q()a(x) lus[PF2 da ds
t 2(Ss
p(2—n)
t+T, o 2(@+p(2—n))
[,
t Qa(s)
p(2—n)
) t+T on \ 2GFPE—1))
C (AE)4+IJ(2—77.) </ H|Us n— 2)
t

Cl (AE> m )

IA

IN

onde a constante Cy depende de |[allo € [[[ws]|[Loo ((1,t47), 12 (2)n)-
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Proposigao 3.2.3 Seja T > 0. Entdo, existe uma constante real e

positiva C que satisfaz a sequinte desigualdade:

~

CE(t)? (AE(t)=

IN

t+T,
| oGl (9l + e dods
t

+ CE@MY (AE(1)",

Vit >0, (3.8)
para
2
. P se r>0
2(r+1) .
2 se _1<T<07
4—(n—2
4((;L+2))p se 0§p§n32, se n>3 ou
q = p>0, se n=2
1
512 se —-1<p<0, n=2;
% se -1<p<0, n>3;
1
212 se 0§p§n22 se n>3 ou
o p>0 se n=2
zﬁ se —1<p<0, n=2;
1
m se —1<p<0, 77,23
Prova
Escrevemos

t+T
J(t) = / /Q o, ua)| (V| + Jul) de ds.
t
Pela hipotese 4, da secao 2.1, dada sobre a funcao p, temos que

J(t) < KoJi(t)+ K1 Jo(t), (3.9)
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para

t+T
/ / (s + Jus]) (V] + [u]) dads,
Qi (s

t+T
/ / |us|erl + |us|) (|Vu| + |ul|) dzds.
QQ(S

Se r > 0, usando o item 1 da Proposi¢do 3.2.2, o Lema 1.1.42 e a

Proposigao 1.1.50 e o nédo crescimento de E(t), obtemos:

4T
Jit) < C (/t /Q " (a(z) (Jus|"t" + |u5\))2 dacds)

+T 3
/ / |Vul|? de ds
t Ql(s)

1
2

Nl

< O (/ﬁlm a(x) |u5|2dxds)
4T 2
</t /m(s) |Vu|2dacds> |
< G (AB@)™ ( / t+T||u<t>|||%ds>2
< G (AE() ( / " B ds>2
< s (AE()™ (E(t)? (3.10)

para C3 uma constante real, positiva e independente de ¢.
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Se —1 < r < 0, notamos que

r—+1 1 r+2 —r
=1 — =1.
12 g2 ¢ ot

Usando o Lema 1.1.42 a Proposicao 1.1.50 e o item 2 da Proposicao
3.2.2, temos:

r+1

t+T T2
C (/ / a(x) Jus|" "% dx ds)
t Ql(s)
t+T, e
/ /(\vu|+|u|)’“+2 dz ds
t Q
r+1 t+T Ti?
Oy (AE() (/ / |Vur+2dxds>
t Q
i 4T, = e
BE (/ (/ |Vul? dm) Q= ds)
t Q
r4+1 t+T % —r
2 / / \Vu|>dxds | (|Q|T)0+
t Q

Cy (AE(1))™2 E(1)3, (3.11)

Ji(t)

IN

IN

A
Q
>
&=
=
=

e

A
Q
>
&
=
=
e

IN

para Cs uma constante real, positiva e independente de ¢.

Se p > 0, notamos que

p+1 1

JF
p+2 p+2

Usando o Lema 1.1.42, o item 4 da Proposicao 3.2.2 e a Proposicao

1.1.50 em W, *2(Q), obtemos:
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p+1

t+T p+2
J(t) < C( / / a(w)us“zdﬂcds)
t Qz(s)
t+T, ﬁ
(// (1VulP*? + [ul?*?) dxds)
t QQ(S

t+T, 7z
< O (AE()) 1(/ / |Vu|p+2dxds> (3.12)
Qa(s)

para C7 uma constante real, positiva e independente de ¢.
Usando o Lema 1.1.46, (1.16) e o fato que u € L*((0,00), H?(2)" N
HQ)™), temos

1IVulllzrez @ < ClIVulllf o [[[Vulll 2o
< CHUHH?(Q)M‘]H&(Q)”|||u‘||1_

—6

< O (EW) T

— np
onde 0 = W

Logo, usando este resultado em (3.12) temos

1 4—(n—2)p

Jo(t) < Oy (AE(1)¥2 E(t) 5w (3.13)

Se —1 < p < 0 consideramos os seguintes casos:

Caso 1: R2

t+T
Jo(t) < C/ / a(x) lus|(|Vu| + |u|) dz ds
t Qz(s)
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p+2
Logo usando a Proposi¢do 1.1.50 para u € Wl”)“( Q) e o item 4 da

Proposi¢ao 3.2.2, temos

4T e
C / / a(x)|us P2 dx ds
t QQ(S)

Jo(t) <

pEl

4T, P2

(/ / (17l 55 + 559 dmds)
t

p1

1 t+T p+2
< C (AE)»+= </ /|Vu|p+1 dxds) ,

t

temos

Agora, usando o Lema 1.1.46 com 6 =
p+2

IVulll sz < CllIVulllfn o [[Vulll i) < CE()

P (Q)n
onde foi usado que u € L°°((0,00), H} ()™ N H?(2)™), assim

p+1

L) < C(AE)™= E(t)r,

Caso 2: R", n>3

Usando o Lema 1.1.42; a Proposicao 1.1.50 temos

T (/H/QZ(S ) (sl + [us])? d:cds)
(/t /Q |Vu|2da:ds> ,

89

1
2

N|=



Logo, pelo item 7 da Proposicao 3.2.2 temos

D=

t+T,
L) < O (/ / a(x)|us|2dxds>
t QQ(S)
t+T, B
(/ /|Vu|2dxds>
t Q
< Oy (AE)™5Ew E(t):

para C7 uma constante real, positiva e independente de ¢.

Com as estimativas acima, o resultado segue de imediato.

3.3 Multiplicador auxiliar

Nesta se¢do, seguindo [7] e [8], obtemos um multiplicador usado no
tratamento das estimativas do termo u na norma L?((t,t+7) x (QNw)),
como é visto na Proposi¢do 3.3.2. Assim também, podemos obter esti-
mativas através de um argumento de contradi¢ao, usando continuacao
unica para o sistema de Lamé (veja [35], pg. 88). Tal argumento é usado,
em [47] (pgs. 345-351) e em [24] (pgs. 716-721). O método utilizado
neste trabalho, assim como em [7], além de simplificar a demonstragao,
elimina a condicao de que os dados iniciais devem estar contidos em

uma bola limitada para o caso p =7 = 0.

Proposigao 3.3.1 Seja T > 0, u € L*((t,t + T), L*(Q)") para cada
t >0 e a fungio x(w) dada por



Entao, existe uma fungao
veL®tt+T,; H&(Q)" N H?(Q)"), (3.14)

tal que, para cada t > 0, a fungdo v(t) é solugdo fraca do sequinte

sistema eldstico:

—a? Av — (b —a®)Vdive = x(w)u(t) em Q (3.15)
vp = 0 emT. (3.16)

Além disso, temos que
v € L®(t,t + T; HY ()" N H*(Q)™) (3.17)

e, para cada t > 0, a funcao v'(t) é solugcdo fraca do sequinte sistemna

elastico:

—a? Az — (V¥ —a®)Vdive = x(w)u'(t) em Q (3.18)

zZlp = 0 emT. (3.19)

Prova

Usando o Teorema 1.1.15 e a regularidade eliptica dada no Corolario
1.1.80, obtemos uma funcdo v(t) € Hy(Q)" N H*(Q)", Vt > 0 e uma
constante real e positiva C tal que a funcdo v(t) é solugdo fraca do

sistema dado em (3.15) e (3.16), também de (1.48) temos a estimativa:
(D)l m2()n < C lIx(w) ul ) z2yn, VT2 0. (3.20)
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Como u € L*®((t,t + T), L*(Q)"), existe uma constante real e positiva

C4 tal que
()|l g2y < Ch, VE>0.
Além disso, usando (1.47) e o Lema 1.1.54, obtemos:

((g: o) = {gx(w),ut)), Vg€ Hy(Q)". (3.21)

Aplicando o Teorema 1.1.83, temos que v(t) é fortemente mensuravel.
Logo, v satisfaz a condi¢do dada em (3.14).

Analogamente, existe uma fungao z € L>((¢t,t+1T), H} (Q)"NHZ(Q)"),
YVt > 0 fixo, tal que z é solugdo fraca do sistema dado em (3.18), (3.19)

e satisfaz

((g: 201 = (g x(w),u' (), Vg€ Hy()". (3.22)

Resta provar que v’ = z. De fato. Sejam g € H} ()" e ¢ € D(t,t +T),
t > 0, usando o Corolario 1.1.88, (3.21), (3.22) e o Teorema 1.1.39 temos

a seguinte igualdade:

t+T

((g,v(t) ¢'(2)))1 dt

t+T

(o[  ewowan = [
t tt+T

[ taxtw)uw e a
' t+T

— (o~ [ v an)
t+T '

- / (g x(w), —' () 6(2))) dt

t+T
~ (g~ / A1) 6(t) b))y, (3.23)
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Usando a Proposicao 1.1.12 temos

t+T t+T
/t o) § (1) dt = —/t A é()dt, 6Dt t+T).

De aplicar o Teorema 1.1.105 resulta v,z € D'((¢,t + T), H}(Q)"), e

usando a defini¢do (1.66) obtemos
t+T
/ (W'(t)—z(t) p(t)dt = 0, ¢eDtt+T).
¢
Finalmente usando (1.1.106) temos

V'(t) = 2(t), qs.em [t,t+T], Vt>0.

Escolhendo g = v(t) na equagao dada (3.21) e g = v/(¢) na equacdo
(3.22), aplicando (1.2), (1.11) e (3.20) obtemos uma constante real e

positiva A1, tal que para cada t > 0 se satisfaz:

Ilo@)I[3

IN

)\1/ lu(t)|?dz, qs. em [t,t+T]; (3.24)
wNQ

110" @)IIIE

IN

)\1/ |/ (t)*dz, qs. em [t,t+T]. (3.25)
wN
Além disso, escolhendo g = u(t), na equagdo (3.21) obtemos

((v(t),u(t)))lz/ lu(t)|?*dz, qs. em [t t+T]. (3.26)

w2

Proposigao 3.3.2 Sejam T > 0, v como na Proposi¢io 3.3.1 e £ > 0.

Entao, existe uma constante real e positiva C tal que
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t+T
// wdeds < C[E{)+E(t+T)+AE®) ]
t wNQ

t+T
+ C/ / lus|? dx ds
t wNQ

t+T
+ C'/ /\v||p(m,us)|dxds
t Jo

t+T
+ 5/ Eds, ¥t > 0. (3.27)
t

Prova

Usando a equagao dada em (2.75) para v e a igualdade dada (3.26),

obtemos e seguinte equagcao:

<<Utt,v>>+/ u(t)? da: + {(V0,0)) + ({p(.,ue), v)) = 0. (3.28)

w2

Integrando de t & t + T e aplicando a férmula de integragao por partes

dada no Teorema 1.1.102, temos que

t4+T
/ / |u|? dz ds
t wNQ

t+T
/t ((us, vs)) ds — {(ug, v))[ITT
t+T
- ~/t <<p('7us),’l)>>ds

t+T
/t (Y0, v)) ds. (3.29)

Vamos estimar cada termo da igualdade dada em (3.29)

Sejam

t+T t+T
L(t,T):/t (g, vs)) ds, e D(t,T):/t (V0. v)) ds.
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Dado € > 0 e usando o Lema 1.1.42, (1.19), a Proposi¢cdo 1.1.41 e a
desigualdade (3.25), temos

t+T % t+T %
L(tT) < c(/ |us|%z<mnds) (/ |||vs|%ds)

t+T 2 t+T %
o / ltal2cye s / ORI —
t t
c t+T ) t+T )
< 1/ HUsHLz(Q)n d5+Ce/ ||Us||L2(wmQ)n ds
t t

e t+T +T
< / E(s)ds + C. / JtslZaungye ds. (3:30)
t t

IN

para C. uma constante real, positiva e independente de t e T.

Também, usando o Lema 1.1.42, (1.19), a Proposigao 1.1.41 e (2.3)

obtemos
Y oer !
2
D, T) < C( ||V9||L2(Q)wd5> (/ ||U||L2(Q)nd3>
t
t+T % t+T 2
< C< |ve||L2<mnds> (/ |||v|%ds)
Y oer 3
< C( ||V9||L2(Q)nd5> (/ ||“|2L2(wn§z)nd3>
t
t+T
< CLAR()+ / IVl gy 4,
£ t+T
< C.AE@M) + 2/ B(s) ds, (3.31)
t

para C' uma constante real, positiva e independente de t e T'.

Finalmente, usando a desigualdade dada em (3.24), obtemos:
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A

2 ((ue, o))/ < 2lus(t 4+ Tllrz@pn 00+ T2

+ 2 us@®)l Lz [0 L2(0)n

< lus(t + )22y + [0t + D122y

+ Nus@Z20yn + [0@)]F2(0yn

< lus(t + T)[72(qyn + C llult + T)I72()n

+ Nus@)F20pn + C llu@®)l|Z20yn

< G (E(t+T))+ E(t)), (3.32)

para C' uma constante real, positiva e independente de t e T'.

Pelas estimativas acima, o resultado segue de imediato.

Proposigao 3.3.3 Seja T > 0. Entdo, existe uma constante real e

positiva C tal que

t+T ”
1 %JMLugHﬂdmk < CE@®?} (AE®)T

+ CE®)Y (AE®)*, Vvt >0,

para v', ¢' e s’ como na Proposicio 3.2.3.

Prova Escrevemos

CEy Hz ol us)] o] da ds.
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Pela hipdtese sobre a funcao p, temos que

t+T
It) < Ko/ / ) (Jus|"™ ™ + |uy|) |v] dzds
(o1 (s)

+ K1/ / a(@) (Jus|Pt + |us]) |v|deds. (3.33)
t QQ(S)

Vamos estimar as seguinte integrais:

t+T
/ / |us|r+1 \ué\) |v| dx ds;
$21

4T,
Ir(t) :=/ / a(@) (Jus|P™ + |uy|) |v] dz ds.
t QQ(S)

De fato, se » > 0, usando o item 1 da Proposicao 3.2.2, as desigual-
dades (3.24), o Lema 1.1.42 e a Proposi¢ao 1.1.50 e o néo crescimento

de E(t), obtemos:

1
2

4T
L(t) < C (/ / o) (a(z) (Jus \’”Jrl—k|us|))2 dxds)
4T,
(/ / |v|2dxds>
Qi (s
) 4T 2
< CGi(AE(t) (/t |||UI1d8)
< Gy (AB(t)™ ( / " ) ds)2

N\.-‘

< C3 (AE(1)7® B(t)3, (3.34)

para C3 uma constante real, positiva e independente de t.
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Se —1 < r < 0, notamos que

r—|—1+ 1 1 r—|—2+—r 1
= e — — 1.
r+2 r+2 2 2

Usando o Lema 1.1.42; o item 2 da Proposicao 3.2.2 e desigualdade dada

em (3.24), temos que

t+T T+2
C (/ / a(x) [us| T2 dx ds)
t J(s)
4T, G2
</ / lv|"*2 dx ds)
t Q1 (s)

. 4T »
< O (AE(t))% (/ / |v|2dazds> (u(Q) T) 20+
t Q1(s)

L(t)

IN

+1

< Gy (AB(Y)™ E(b)%, (3.35)
para C5 uma constante real, positiva e independente de ¢.
Se p > 0, notamos que

p+1 1

p+2 p+2

Usando o Lema 1.1.42 e o item 4 da Proposicao 3.2.2, obtemos:

pt1

t+T =
L(t) < O( / / a(m)lu#’“dwds)
t Q2(s)
4T, e
</ / |[v[P+2 dxds)
t QQ(S)

- T 71z
< C(AB@)FE / / (0|2 da ds (3.36)
t QQ(S)

para C' uma constante real, positiva e independente de t.
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Assim, usando v € L*((¢t,t +T), HX(Q)" N H%(Q)"), o Lema 1.1.46
e (1.16), temos

IN

[Hlolllzo+2 ) Cllollizr @y 110l 720y

Cy (B() =

IN

onde 6 = %.

Logo, usando este resultado em (3.36) temos

4—(n—2)p

L) < C(AB®)7= BE(t) s (3.37)

Se —1 < p < 0, consideramos os seguintes casos:

Caso 1: R?

4T,
L) < C’/ / x) |ug| |v|dz ds.
t Qa(s)

pe2
Logo, usando a Proposicao 1.1.50 para v € WO H(Q)™ e o item 4 da

Proposigao 3.2.2.

Ix(t)

IN

4T, e
C / / a(x)|us|PT2dx ds
t QQ(S)
t4+T s ==
/ / |v|»+1 dxds
t QQ(S)
) t+T " ==
Cy (AE)72 (/ / |Vo|pit dmds) .
t Jo

Agora, usando o Lema 1.1.46 com 0 = ;p, temos
p+2

IN

1

— 1-0
1900, 552 . < CIV0n @ IVl oy < CllAul G0y £(1)'"
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Por tanto se v € L®((t,t + T), H:(Q)™ N H2(Q)™), entdo

‘ =

L) < C(AE)7 E(1)r,

Caso 2: R", n>3
Usando o Lema 1.1.42, a Proposi¢ao 1.1.50 e pelo item 7 da Proposicao

3.2.2, temos:
4T, ) z
L) < (/ / ) (Jus P + |us))) dazds)
QQ(S)
t+T 3
/ / |Vu|? da ds
¢ Jo
4T, 3
< (/ / ) |us|? d ds)
QQ(S
t+T z
(/ / Vquacds>
< O (AE)4+p<z W E(t)?.

para C7 uma constante real, positiva e independente de t.

Com as estimativas acima, o resultado segue de imediato.

3.4 Lemas auxiliares

Nesta se¢do enunciamos trés resultados conhecidos na literatura (veja
[35]) e que sdo tuteis nas estimativas da energia do sistema magneto-
elastico na fronteira do conjunto §2. Este resultados sdo usados poste-
riomente nos Lemas 3.4.4 e 3.4.6. Lembramos que w é o conjunto dado

m (3.1).
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Lema 3.4.1 Existem um conjunto w C R"™ aberto e uma fungdo m €

W1o0(Q) tais que satisfazem as sequintes condigoes:

I(xg) C w CC w;

0<m((z) <1, V€

V2
m

m(z) =1, Vo € QNw;

m(z) =0, Ve € Q\ w.

Esbog¢o da Prova
Sejad >0tal que & <€e
no )
I'(zo) C | B(2",@),
i=1
para ¢ e {z°}1°, dados em (3.1).

Definimos o seguinte conjunto:

Consideramos a seguinte funcao:

o(x) =4 (6—¢ —d(z,00))°

(e—@)°

é limitado em ) q.s.;

T € w;

x €W\ W.

Notamos que ¢ € C(w) e ¢ = 0 sobre a fronteira de w.
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Além disso, para quase todo y € w \ w fixo, existe 1 < ig < ng (g

depende de y) tal que

ly — z%| < . min |y — x| (3.44)

<i<ng, i

Entao, neste caso, temos a seguinte igualdade numa vizinhanca de y:

(€—|ai — 17|)2

E-2)°

P(z) =
Portanto, para cada y = (y1,- - ,yn) temos que
0 se Yy € w;

F =1 20t =) (=)
E—@) a0 —a]

se yew\w qs.,

com z = (2 ... x%) como dado em (3.44). Logo,

2
06(x) € L®w), V1i<i<n e supessw<oo

83:1- TEWw ¢(x)

Usando a Proposicao 1.1.48, obtemos:
¢ € WH(w) N HE (w).
Aplicando a Proposigao 1.1.49 (caso p = 2), segue que a seguinte fungao

o(z) se xzew;
0 se z€Q\w,

satisfaz as conclusoes do Lema.
| |

Lema 3.4.2 Considere w como no Lema 3.4.1. Entdo, existe uma
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funcio ¢ € CH(Q)™ tal que satisfaz as sequintes propriedades:

P(x) =n(z), Vo eT(zo); (3.45)
P(x) - n(x) >0, Ve e, (3.46)
Y(x) =0, Ve e Q\ w. (3.47)

Prova

Seja x € T'(xg). Consideramos o par (V, f) como dado na Proposigao

1.1.31. Como T" é compacto, existem n € N e {z;}?; C I'(zg) tais que
n

I'(x0) C U V. Definimos o seguinte conjunto:
i=1

Vi=|JVa. (3.48)

Seja {p; }_; uma parti¢do C*° da unidade relativo a {V,, }1_;. Defin-

imos também a seguinte funcao:
n
Vi
e=S" Y 3.49
2 AT (349
Note que £ € CL(V)" e £ = n sobre I'(z). Escolhemos w C R"

aberto com

I'(xg) CC W CC (VNnuw)

e o € C§° (VNw) uma funcdo real e ndo negativa tal que
o =1 sobre w.

Entao, a funcao v := £ o satisfaz as conclusoes do Lema.
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Lema 3.4.3 Se u € H}(Q)N H?(Q), entio

o
axj

ou

ni=———| n em L*), V1<i,j<n. (3.50)
r 8%

r

Prova

Aplicando (1.31) para o caso particular ¢ € D(R™), obtemos as

seguintes igualdades:

[ ol 5

dop Ou 0%u
oz, 0z; ¢ Duidw;

dop Ou /¢
Ox; 5‘:@ 8%8%

0%¢ 0%u
0
¢ ulp n; dl’

5‘:51- r

0%¢ 0%u
( B axiﬁxj ut ¢ 8%8:@)@3
a 2
09 ou ! 0%u
8xj axl 8%6@
2%
9zj |p
09 Ou ! 0%u
aCC] Bxl a(EJaiL'Z

/‘b'raz

Usando a densidade de D(T") em L?(T") dada em (1.28) (caso s = 0), o

dzr

n;dl' =
r

dx

ulp n; dT’

dx

n; dr. (3.51)
r

resultado segue de imediato.

Lema 3.4.4 Se v € CY(Q), m € Wh>(Q), entio valem as seguintes
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tgualdades VT, t > 0:

e

4T 4T,
= —(®-a? / m (divu)? dz ds

t+T
— —a? / / - Vm) divudz ds
Q
t+T
- / / m (—|us|* + a® |Vul?) dzds
t Ja
t+
+ / m (VO -u) dxds
Q
t+T
— / / Oui Om ul dxds
Q ax]

- /;79 m (p(x,us) - u) dz ds; (3.52)

t

lus|? dx ds

/us~udw
Q

(a® |[Vul® + (b* — a®) (divu)?) dxds

t+
+ VO -uwdxds
Q
t+T
— / p(x,ug) - udeds; (3.53)
Q
Seja
t+T
J(t,T) / (¢ : Vu) - usdz
Q t
entao
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+T
_ 2 OY; Ouj Ouy
J(t7T) B / / zk: 8(Ek 8x1 axk dds
4T n
31/)k 8uz 3u]
- / / Xk: al'j 8331 afEk drds
1 t+T
Y / (¥ -n) (a2 |Vul? + (b* — a?) (divu)2) dl’ ds
r
T
- / (¢ -VOdxds
Q
1 [T
+ - / (dive)) |uS dxds
2 ) Ja
1 t+T
- 5/ (divy) (a®|Vul> + (b* — a®) (divu)?) dzds
t Q

_|_
v\w
S~
<
<|
S

-p(x,us) dx ds. (3.54)

Prova

Vamos provar a igualdade dada em (3.54). De fato, multiplicando
a equagao dada em (2.11) por ¢ : Vu, integrando em Q x (¢t,t + T),

obtemos:
4T
0 — /t (st : Vi) ds

4T

+ / ((—a* Au — (b* — a?®) Vdivu, 1) : Vu)) ds
tt+T

+ / ((=VO+ p(.,us), : Vu))ds. (3.55)
t

Vamos calcular cada termo da igualdade dada em (3.55) separadamente.

De fato, Como u,us € L®((t,t + T), H}(Q)"), a propriedade da 1) no
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Lema 3.4.2 e aplicando o Teorema 1.1.92, obtemos que
Y VueW((t,t+T),LA(Q)"), com (¢:Vu) = (¢: Vuy).

Usando a féormula de integragdo por partes dada no Teorema 1.1.102,

obtemos:

t+T t+T
/ <uss, w : VU>L2(Q)” ds = —/ <'U/S7 ('(/J : V’LLS)>L2(Q)n ds
t t

t+T
+ <Us71/) : VU>L2(Q)n ‘

(3.56)

Aplicando (1.31) e (1.34), temos as seguintes igualdades

(Buw:iva) = 3 /ax] (§;j> i

i,7,k=1

_/

zyk: 1 al’k 8xj 658]’

"L Qu; Ou;
- / > 5z, D szknjdr

i,7,k=1

"L Qu; Oy, Ou; e

“, 0r; Or; Owy

s / (div ) |Vl da

Q 81’j 8:0]- &rk

i,7,k=1

1
- 5/(¢-n)\VUI2dF
+ / Z Ous 8“1 e dI (3.57)
7, k=

Ly
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D 0
(Vdivu, ¢ : Vu)) = Z /83; (aZ) 82

i,5,k=1
_ " Ou; Oy, du;
a /QZ ox; 8xJ oxp du
-3 2 v (5 5)
Z]k L Az \ Oz; O0x;
8ui (’)uj
= 2/(dlvw) (divu)? do
"L duy 81/)k Buj
/ Z axl Ox; Oxy, du
- 7/(1/; ) (divu)? dr

" duy, 6u]
+ /jzkjl 3o: 3 wknj dr’; (3.58)

((us, 9 : Vug)) = Z/ Us)i P 8303 L da

7,7=1

= Z/axj ug); dx

7,7=1

= —((us, v : Vug))
_ /Q (div ) [us |2 da. (3.59)

Além disso, aplicando o Lema 3.4.3, temos que
"L Quy 8uj
dr’
/ 3 o oa e

" Ou; Ouy
/Z . uwknjdr = /F(w.n)|vu|2dr. (3.61)

dx; Ox
i,7,k=1 J k

/F (.n) (dive)2dl;  (3.60)
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Pelas igualdades dada acima, a equacdo dada em (3.54) segue de ime-
diato. As igualdades dadas em (3.52) e (3.53) sdo obtidas de forma
analoga multiplicando a equagdo dada em (2.11) por mu e u respecti-

vamente.

Lema 3.4.5 Sejam b®> —a? >0 e

t+T
K(t,T) = sl Z2 @y + [MlulllF) ds
t

Entao, eziste uma constante real e positiva C tal que K(t,T) satisfaz a

sequinte desigualdade:

KtT) < EX)+E(t+T)

C{

+T

+ / a® |Vul?> + (b — a®)(divu)?) dI'ds
t F(LEo)

~

t+
+ / (IVu| + |u]) (|p(x,us)| + |VO|) deds}, VT, t > 0.
t

2

Prova

Escolha ¢ = (z — ) na equacgdo dada em (3.54). Escrevendo
t+T

J(t,T):—/Q((x—xo):Vu)-usdx )

t
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obtemos as seguintes igualdades:

1 /HT/ ((z — z0) - ) (a?|Vul?) dT'ds
- /tt+/r((x—x0)~n) ((* — o) (divu)?) dT ds
v HZ (2 — 70) - V) - (o, us)) s

— /tHT/Q ((x —xo) : Vu) - VOdz ds

i 2 n 2
w [ Rl + (=P lulds (362

J(t,T)

Usando a igualdade dada em (3.53), temos

4T
— Ug - U dx = / —|lus|? o+ | |ul]?) ds
/ [ (Sl + lel)
t+T
/ /u-V@dmds
t+T
/ / p(z,us)) drds. (3.63)

Somando (3.62) com (3.63), e isolando o termo K (t,T'), temos

T t+T,
+/ / u-VOdxds
t Q

- /t HT/Q w- p(z,us) da ds + J(8,T)

+ o: /HT/ ((z = =0) ) ((v* —a?) (divw)®) dl ds
+ /H/ (& — o) - ) (a? |Vul?) dT ds

v /fl (z = 20) : Va) - [V — p(ar, us)] da ds.

t+T

t

1
—K(t,T) = —/ Ug - udx
2 Q .
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Usando a defini¢ao de T'(zg) e o fato que a? > 0 e b> — a? > 0, existe

uma constante real e positiva C, independente de T e t, tal que

/ ((x —z0) - m) (a*|Vul?) dT < C a? |Vul? dT;
r I'(zo)

/ ((z —z0) - n) ((b* — a?) (divu)?) dT' < C / (b* — a?) (divu)?dr.
T I'(zo)

Temos também a seguinte estimativa:

[(x — xg) : Vu(t,z)| < (sup ly — x0|) [Vu(t,z)] em (t,t+T)xQ
yeNQ

(3.64)

Além disso, pela desigualdade (1.2), as Proposiges 1.1.50, 1.1.41 e a
defini¢do de energia, existe uma constante real e positiva C1, indepen-

dente de T e t, tal que
/ Ug . udr
Q

t+T

t+T
< sl 22y [[ull 2 o)

t

t

t+T
[ulll1],

< C lusll L2y

< Cr [usllzz@pn lllulll ],y + Nusllzz e [llulll1],]

<CL(Et+T)+E()). (3.65)
Da mesma forma anterior e ainda usando (3.64), temos
Jt,T) < C1 (BEt+T)+E(t).

A partir das desigualdades acima e tomando o valor absoluto da ex-

pressao (3.64) o resultado segue de imediato.
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Ty
Lema 3.4.6 Sejam b®>—a® >0e M(t,T) = / / (a® |Vul? + (b* -
t  JT(wo)
a®) (divu)?)dU ds. Entio, existe wma constante real e positiva C' tal que

satisfaz a sequinte desigualdade:

t+T
M(t,T) < C{E(t)+E(t+T)+/ /m (Jus|® + [ul?) dzds

t

t+T
+ / /Q (lo(,us)| + [V0) (V| + [u]) di ds)

Prova

Consideramos fun¢oes 1) e m e um conjunto w como dados nos Lemas
3.4.2 e 3.4.1. Usando a equacdo dada em (3.54), a definigdo de I'(x¢), as
propriedades (3.45) e (3.46) da funcdo v, o fato que a® > 0 e b>—a? > 0,

obtemos:

t+T)
%M(t,T) < / /1/) n) (a*|Vul® + (b* — a?) (divu)?) dr

+

/(¢ Vu) . us da:

/t+/ (¢ :Vu) - [p(z,us) — VO] dx ds

4T,
+ //dlvw (|us?) dxds

- §/t /(dlvz/))(z\VuP 0 — o) (dive)?) duds

+

t+T, n 8'(/) s Dus
277/7‘77]
- /t /Qt_]zkzl (a Jxy O0x; axk> dx ds
t+ n 6¢ 9 I
2 k i j
+ /t /Q JZkZl ((b —a%) - 5 B, axk> dx ds. (3.66)
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Notamos que

|(¥(2) : Vu(t,z))| < (SUg(dJ(y))) Vu(t,z)] em (t,t+T)x €.
(3.67)

Usando o mesmo argumento como (3.65), existe uma constante real e

positiva C1, independente de t e T, tal que

t+T

/ (¢ Vu) - usdx <Cy (E(t)+ E(t+T)).
Q

t

Escrevemos

t+T,
L(T) = /t/g(divz/)) (jusl?) da ds
t+

T
/t /Q (divep) (a®|Vul* + (b* — a®) (divw)®) dads

T n Ous Dus
/ / Z (a2 % % 8%) dx ds
t Ja

4 Ozy, Ox; Oxy,
1,5,k=1

[x

i,j,k=1

1
2
1
2

_l_

+

Usando a propriedade (3.47) da funcédo v, temos

t+T
L T) < C{/ [ (Jus]? + @ |Vul + (0% — o) (dive)?) du ds
t QNw
T n ou; | | Ous;
+ / / a? I =L |dxds
+ Jana ”zk:_l Ox; | | Oy,
iy i Oou; | | Ous;
+ / / b? — 2 ==L d;vds}. 3.69
f ﬁmﬂ]( )i’j’zk:_l Ox; | | Oz ( )
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Usando as propriedades (3.39) e (3.41) da funcdo m, obtemos a ex-
isténcia de uma constante real e positiva C, independente de T e ¢, tal

que

[L1(t,T) < C {/tt+7ﬂ m (a® |[Vul® + (b* — @?) (divw)?) dxds

t+T
+ / / |us|? da ds}. (3.70)
¢ Jane

Resta estimar a seguinte integral:

t+T
Jg(t,T):/ /m(a2|Vu|2—|—(b2—a2) (divw)?) da ds.
t Q

Pela equagio dada em (3.52) e a propriedade (3.42) de m, obtemos:

4T,
—/ mus~udx —|—/ /m|us|2dxds
t Jo

4T
— / m (p(x,us) - u) dxds

t+ n
/ / Oui a—m u; dr ds
axj

t+T
+ / /m(V9~u) dx ds
t Ja

t+T
- (1*—d? / ; (divu) (Vm - u) dz ds. (3.71)

t+T

Jo(t,T)

Notamos que, pela Proposicao 1.1.50, temos

’/ mug - udr
Q

t+T

< Ci[E(t+T) + E(t)]. (3.72)

114



Usando a Proposigao 1.1.41 com 0 < € < 1 e pelas propriedades (3.40)
e (3.42) de m, temos

n

1 /t+T/ Z{‘ |2|Vm|2
Z u;|F———
2 t wN me

i=1

IA

+ me|Vu;*}dzds

4T
C. / / lul? dz ds
t wNQ

o T
+ */ /m|Vu|2d3:ds (3.73)
2 Je Ja

IN

4T, 1 [T
‘/ /(divu)(u.Vm)da:ds < f/ / me (divu)? dz ds
t Q 2 t wNQ
T 2
+ 1/ / M|u|2da:ds
2 )i Junq me
o [T
< f/ m (divu)? dz ds
2Je Ja
T
+ C// |u|? deds.  (3.74)
t wNQ

Finalmente considerando (3.72), (3.73) e (3.74) em (3.71) temos que

existe uma constante real e positiva C independente de ¢t e T tal que

|o(t, T)| < C{ E(t)+E(t+T)+/tt+T/m (Jus® + |ul?) dzds

+T
+ /t /Q (lp(x, us)| + |VO|) |u| dx ds}.

Finalmente tomando o valor absoluto em (3.66) e usando a desigualdade

(3.70) e a desigualdade acima o resultado segue de imediato.
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Proposicao 3.4.7 Suponha que ) seja simplesmente conezo e b*>—a? >

0. Entao, existe uma constante real e positiva C > 0 tal que

t+T =+
/t E(s)ds < C {/t /nQ (Jul® + |us|?) dads
t+T, Y
/t /Q (o)) + V8]) (IVul + [u]) de ds
+ B)+E(t+T)+AE®)} VT, t>0.(3.75)
Prova

Usando os Lemas 3.4.5 e 3.4.6, temos a seguinte estimativa:

t+T
Ke1) < ¢ [ [ (19ul+ ]l ol u.)| dods
t Q

t+T
4 c/ /[|Vu\+|u|}|v9|dxds
t Q

t+T
+ C/ / (|us|2 + |u\2) dz ds
t wN

+ CE{#)+CE({t+T), VT, t>0, (3.76)

para uma constante real e positiva C independente de t e T, onde K (¢,T")
foi definido no Lema 3.4.5
Aplicando a desigualdade dada em (2.4) e a igualdade dada em (2.3),

o resultado segue de imediato.
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Proposicao 3.4.8 Suponha que Q seja limitado e de classe C? e b —

a®> > 0. Entdo, existem constantes reais e positivas T e C tal que a

sequinte desigualdade € satisfeita:

E(t) < C{AE@®)+AE®)” +AE®)Y}
t+T
+ C / / lus|2dads, Yt >0, (3.77)
t wNQ
com
o riQ se r > 0;
2(r+1 .
ﬁ se —1<r<o;
% se 0§p§% n>3 ou
p/ _ p Z 0; n= 27
1 se —-1<p<0, n=
#Q—n) se —-1< < O, n>3
Prova

Seja 0 < 0 < 1. Usando as Proposigoes 1.1.41 e 1.1.50, obtemos:

t+T,
/ / V0| (|Vu| + |u]) dz ds
t Q

IN

t+T,
5(1+01)/ \Vu|? da ds
Q

t
1 T ,

+ */ / Vo|* dx ds.
20 J, Q| |

Usando (1.16), a Proposicdo 1.1.53 e (2.3) temos

t+T C
< sa+0n) [ ullds + AE®)
t
t+T 1
< 25(1+01)/ E(s) ds—l—%AE(t), VT, t>0
t
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para Cp constante de Poincaré independente de t e T. Logo usando

Proposiacao 3.4.7 com este tltimo resultado temos

t+T

L-2051+C)) [ E(s)ds < ClE(t)+E(t+T)+ 2—15AE(1€)]

t+T
C/ / lo(x, us)| (|Vu|+ |u|) dxds
t Q

A

+

+

t+T
c// (sl + |uf?] da ds. (3.78)
t wN

Escolhendo um § fixo tal que 0 < § < [2C(1 + Cy)] L.

/t+T E(s)ds < C[E(t)+E(t+T)+ AE(t)]

+

t+T
¢ [ ] Ioteul (9ul + ful dods
t Q

+

t+T,
C// [[us|? + |u)?] dz ds. (3.79)
t wN

Usando as Proposigoes 3.3.2 e 3.4.7, temos

T
E(s)ds
t

IN

4T
C{E(t)+E(t+T)+AE+/ / lus|? dz ds}
t wNQ
t+T
+ C’/ /|p(z,us)||v|dxds
t Ja

T
+ C'/ |o(x, us)| (|Vu| + |u|) dzds
¢t Jo

t+T
+ Ce/ E(s)ds, VT, t > 0. (3.80)
t
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Escolhendo ¢ tal que 0 < € < C~1, obtemos que existe uma constante

real e positiva C, independente de T e ¢, tal que

t+T 4T,
E(s)ds < C{E(t)+E(t+T)+AE+/ / lus|? d ds}
t t wN§2
Ty
+ C’/ /|p(x,us)|(|Vu|+|u|) dx ds
¢ Ja
4T,
+ C/ / lo(z,us)| lv|deds VT, t>0. (3.81)
t Jo

Como E(t) é ndo negativa e decrescente, temos

t+T t+T
TEt+T) < E(s)dsSC/ / |us|? da ds
t w2

t

t+T,
e / / ol us)| (V] + Ju]) dzds
t Q

+

4T
C / | p(,us)| || dz ds
t Ja
+ ClE#)+E(t+T)+AE®t)], (3.82)

para C uma constante real, positiva e independente de t e T'.

Somando E(t) em ambos os lados da equagao dada em (3.82), temos

TE(t+T)+E(t) < (2C+1)E(t)+C{AE(t)

t+T
+ // |us|? da ds}
t wN
t+T
T c/ /|p<x7us>| (V] + [u] + o) de ds.
t Q
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Escolhendo T' > 2C+1 e lembrando que E(t) é uma fungdo ndo negativa,

obtemos:

Blt) < C{AE(t)+/tt+T/m o |2 der ds}

t+T
+ C / / lo(x, us)| (|Vu| + |u| + |v]) dzds.
¢ Jo

Aplicando as Proposicoes 3.2.3 e 3.3.3, temos que

’

E(t) < C (ABE@)+EW®} AB®)T +E®)7 (AE®))

t+T,
+ C// lus|? dx ds. (3.83)
t wN$

Considere novamente § > 0. Entdo, temos a seguinte desigualdade:
E(t)+ = (AE@)". (3.84)

Notamos que 0 < ¢’ < 1. Definindo ¢” = 1—¢’ e usando a Proposi¢ao

1.1.41, temos a seguinte desigualdade:

E®)T (AB@))" < ¢ 67 B(t) + ;'1,/, (AE(®) 7. (3.85)

E facil verificar que ;—,/, = p’. Escolhendo ¢ suficientemente pequeno,

o resultado segue de imediato.

Teorema 3.4.9 Suponha que Q seja conexo e b> — a®> > 0. Entdo,

valem as sequintes afirmagoes:

1. Sen=2,r=0e—-1<p<ooousen>3er=p=0, eristem
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v1 >0 e C >0 tais que

E(t) <CE0)e " YVt >0; (3.86)

.Sen=2,-1<r<oo, -1<p<ooe(pr)#0, existem v >0
e C > 0 tais que

E{l)<C(1+1t)7, Vt >0, (3.87)

para

-2 1
07:¥86*1<T<06*1<p§00;

2
07:;86T>06—1<p§00;

.Sen>3, -1 <r<oo, —1<p§%e(p,r)7é0, existem v > 0
e C' > 0 tais que

E{)<C(1+t)77, Vt >0, (3.88)

para

2 4 1
»y:min{r,M} ser>0€0<p§ﬁ;

4(p+1) 2
L4 :mseT:OeO<p§m;
2
evy=—ser>0ep=0;
r
min{2 4 tser>0e—-1<p<0
[ ] = _— p— .
Y rp2—n) p ;
4 0 1<p<0
e y=——ser=0e— P .
p(2—n)
-2 1) 4 1
e v = min{ (7;+ ),p((gt2§}se—1<r<()e
2.
O<p§ma
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-2 1
07:7(:'—’— )se—1<T<Oep:0;
—-2(r+1) 4

T "p(2—n)

e v = min{ tse—-1l<r<0e—-1<p<O0;

Prova

Seja T > 0, usando a Proposicao 3.4.8, e o fato que ag > 0 e os itens

1,3, 5 e 7 da Proposigao (3.2.2), temos a seguinte estimativa

t+T,
0w - // g |? da ds
t wN

1 t+T,
It) < — /a(x)\us\zdxds
a0 Je Ja

G t+T
= —{ / a(x) |us|2dwds+/ / a(x) |us|? dr ds}
ao Jt Q1 (s) t Qa(s)

< C{AE{)+AE@)" + AE(t)"'}, Vt>0

para C'uma constante real, positiva e independente de ¢t. Pela Proposicao

3.4.8 temos

E(t)<C (AE(t) FAB®) + AE(t)p’) , V> 0. (3.89)

No cason > 3 para 0 < p < % usando o item 5 da Proposicao

3.2.2, a Proposigao 3.4.8 e AE(t) > 0 resulta

1(t)

IN

C ( AE(t) + AE(t)T’)

IN

C ( AE(t) + AE(t)" + AE(t)p/>, Vi > 0.
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No caso n =2 com —1 < p < 0 usando o item 6 da Proposicao 3.2.2

e a Proposicao 3.4.8 resulta
I(t) < C{AE@{)+AE®)"}+C (AE®)F2 (E(t)7=.
Dado um 0 < § < 1 pela Preposigdo 1.1.41 temos
I(t) < C{AE{)+AE@®)"}+CiAE(t) +6C E(t)
Escolhendo 6 tal que 0 < § < C~! e pela Proposicio 3.4.8, temos
(1-CHEW) <C (AE(t) + AE(t)T’) , V>0,
Assim para p’ = 1 a expresdo anterior pode-se escrever

Elt)<C <AE(t) +AE@®)"” + AE(t)P') .Vt 0. (3.90)

Notamos que 0 < 7/, p’ < 1. Como AE(t) é uma fungio ndo negativa
e limitada, existe uma constante real e positiva C7, independente de t,

tal que
E(t) < Cy (AE(t))k, Vt >0, parak = min{r’,p'}. (3.91)

Além disso, como E(t) é descrescente, entao

el

=
INA

sup E(s)
t<s<t+T

< E(t)t < 0 AE(t). (3.92)

Aplicando o Lema de Nakao, o resultado segue de imediato.
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