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Resumo

Essa dissertacao se dedica ao estudo de dois algoritmos do tipo
Newton inexatos, usados para a obtencgao de solugoes regularizadas de
problemas inversos nao lineares e mal postos. O estudo abrange as
propriedades de convergéncia e estabilidade das solugoes computadas
pelos algoritmos iterativos em questao, além de estabelecer e analisar
taxas de convergéncia mediante condigoes de fonte assumidas.

Uma implementagao numérica de identificacao de pardmetro num
problema eliptico € feita ao final do trabalho e dd o suporte necessério
para a verificagao dos resultados tedricos.
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Abstract

This monograph is dedicated to the study of two different algo-
rithms of inexact Newton type, used to obtain regularized solutions of
nonlinear ill-posed inverse problems. The study includes convergence
and stability properties of the computed solutions from the algorithms.
Moreover, it establishes and analyses convergence rates from the as-
sumption of source conditions.

A numerical implementation for a parameter identification in an
eliptic problem on the end of the work gives the necessary support for
the verification of theorical results.
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Notacoes

’ Simbolo ‘ Significado
XY Espacos de Hilbert
() Produto interno no espa¢o X ou em Y
[I]] Norma padrédo em X ou Y
D (F) | Dominio da fungao F
zt Unica solucio da equagdo F (z) =y na bola B, (z7)
Ty Vetor corrente livre de ruidos
Zo Aproximacao inicial para zT
) Nivel de ruidos
0 Vetor corrente com ruidos
y° Dados com ruidos satisfazendo Hy — y‘sH <d
E (v,w) | Erro de linearizacao: F (v) — F (w) — F' (w) (v — w)
en Erro na n—ésima iteracao: z+ — xi
by, Residuo sem ruidos: y — F' (x,)
b Residuo com rufdos: y° — F (z9))
be, Resfduo no ponto &, : y — F (§,,)
dy, Norma do residuo com rufdos: Hb‘;“
w Constante da condi¢ao do cone tangencial
€(22,8) | 1+w)d+wd,
T Constante utilizada no principio da discrepéancia
N (0) | Indice da ltima iteracdo com nivel de ruidos §
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’ Sitmbolo ‘Signiﬁcado

A Derivada da funcdo F calculada em x™
A, Derivada da funcao F' calculada em a:,‘,i
o(A) Espectro do operador A
N (4) Niicleo do operador A
R(A) Imagem do operador A
A* Adjunta do operador A
Af Pseudo-inversa do operador A

sequéncia de termos de penalizagdo do IRGN

sequéncia de termos forcantes do REGINN

(Sn,m),, | sequéncia gerada na iteracao interna do REGINN
Pwo Projegao do vetor v sobre o espago W
B+ Complemento ortogonal do conjunto B
B Fecho do conjunto B
Ve Gradiente do funcional ¢
Lr (Q) Espago das fungoes p—integrdveis sobre Q2
WP (Q) | Espago de Sobolev das fungoes com derivadas
distribucionais m—integréveis sobre {2 até ordem p
H™(Q) | Espaco de Sobolev W™2 (Q)
C§° (©2) | Espaco das fungoes f: @ — R infinitamente
diferencidveis e com suporte compacto
Hi (Q) | Fecho de C§° (2) em H™ ()
D (Q) Espago das fungoes C§° (R™) restritas a §2
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Introducao

O objetivo desse trabalho é estudar dois algoritmos iterativos
diferentes para resolugao de problemas inversos e mal postos e que de
algum modo utilizam o método de Newton como base. Esses algoritmos
sao chamados de REGINN e de IRGN inexato. Ambos sdo considera-
dos métodos do tipo Newton inexato porque em cada passo, procuram
resolver o sistema

F(z) =y, (1)

linearizando-o em torno do vetor corrente x,, e em seguida encontrando
uma solugao aproximada para a equagao linearizada. Consideramos que
F: X — Y & um operador (possivelmente nao linear) entre os espagos
de Hilbert X e Y.

Em aplicagoes préticas, o vetor erato y € Y normalmente nao
estd disponivel. Através da leitura de resultados de experimentos obte-
mos apenas uma aprozimacio y° € Y contaminada com ruidos, satis-
fazendo ||y — y‘;H < 4 com algum nivel de ruidos § > 0 conhecido. Esta
situagao acarreta uma série de problemas de estabilidade.

O estudo desses algoritmos envolve a demonstragdo de que eles
sdo encerrados apés um nuimero finito N = N (6) de iteragoes, pro-
duzindo uma aproximacio xy € X para o vetor procurado zt € X,
solucao de . Os teoremas apresentados no trabalho mostram ainda
que as aproximagoes obtidas pelos algoritmos sao estdveis, no sentido
de que zy — ™ quando 6§ — 0.

A dissertagao estd estruturada da seguinte maneira: no capitulo
11l apresentaremos alguns conceitos bastante conhecidos sobre proble-
mas inversos e mal postos, alguns métodos iterativos cldssicos, além
de métodos do tipo Newton e do tipo Newton inexatos para a resolu-
¢ao desses problemas. Apresentaremos também nesse capitulo, algumas
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ideias bésicas sobre o funcionamento do algoritmo REGINN e do IRGN
inexato.

O capitulo [2] estd baseado principalmente no estudo dos artigos
[30], [31] e [32] e nele apresentamos o algoritmo REGINN. Os prin-
cipais resultados desse capitulo sdo apresentados no teorema [9 que
mostra que o algoritmo produz aproximagoes estédveis e no teorema[I9]
que estabelece taxas de convergéncia, provando que existe um nimero
Amin < 1 tal que se assumirmos a condicao de fonte x™—x9 € R (A*A))‘

A=Amin

0 (6 T2 ) é obtida.
O capitulo [3| desse trabalho estd baseado no artigo [16] e nele
exibimos um estudo da convergéncia do conhecido método IRGN. Na

com A € (Amn, 1], entdo a taxa de convergéncia Hx* —va(é)

implementacao desse método é necessdrio resolver um sistema linear
em cada passo. O foco desse capitulo é mostrar que podemos re-
solver esse sistema linear de maneira inexata sem comprometer a con-
vergéncia do método. Ainda, vamos estudar o comportamento do
algoritmo utilizando condicoes de fonte mais gerais do que aquelas
comumente exigidas'. O principal resultado do capitulo é apresen-
tado no terorema que estabelece que se for satisfeita a condicao
de fonte zg — 2T € R(f(A*A)) para alguma fungao indice f, entdao
o IRGN inexato produz solugoes estdveis e a taxa de convergéncia
[|z% —aF|| = O (f (u™ (6))) & obtida, onde u (z) := /[ (). Ao fi-
nal do capitulo encontra-se a segao[3.4] onde explicamos como é possivel
utilizarmos o método do gradiente conjugado para resolver o sistema
linear usado na implementagao do IRGN inexato.

Finalmente, no capitulo [4] apresentaremos uma implementagao
numérica do REGINN aplicado para identificar a fungéo a (z) no pro-
blema de valor de fronteira

{ —(a(@)u (2)) = f (), z € (0,1)
u(0)=u(1)=0 ’

onde a fungéo f (x) e uma aproximacao para a func¢do u (z) sdo conhe-
cidas.

Apés as conclusoes do trabalho estao apresentados 3 apéndices,
sendo que o primeiro deles aborda alguns conceitos bésicos de andlise

1Vamos assumir a condigao de fonte (3.2)) ao invés de (T.21)) .
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funcional, o segundo apresenta as demonstragoes de algumas desigual-
dades e resultados intermedidrios e finalmente no terceiro apéndice,
apresentamos algumas ideias e conceitos relacionados a técnicas de re-
gularizagao.

Numeros entre parénteses, como (1.1) ou (3.7) correspondem a
referéncias do texto. Letras e nimeros entre parénteses, como (C.3) ou
(A.12) correspondem a referéncias apresentadas nos apéndices. Final-
mente, nimeros entre colchetes, como [1] ou [18], representam citagoes
bibliogréficas.

XV



xvi



Capitulo 1

Métodos Iterativos para
Problemas Inversos

1.1 Problemas Inversos e Mal Postos

Problemas inversos aparecem muito frequentemente em mode-
los de aplicagoes reais. A resolucdo de tais problemas possui apli-
cacoes em diversas dreas tais como: prospecgao geolégica, problemas
de restauragao de imagem, tomografia computadorizada e tomografia
por impedancia, problemas de reconstrucao de distribuicao de tempe-
ratura num objeto, difusdo num meio heterogéneo, problemas de iden-
tificagdo de parametro, diferenciacdo numeérica, diversas aplicagoes em
fisica entre muitas outras (veja detalhes nos livros [12] 20, [34]. Uma
implementagao numérica do problema de tomografia por impedéncia
(EIT) pode ser encontrado na dissertagao [1]).

O grande desafio se apresenta quando tentamos de alguma maneira
contornar os problemas de instabilidade que com muita frequéncia se
apresentam nos problemas inversos. Para entender melhor este tipo de
situagao, vamos definir o que entendemos ser um sistema mal posto. A
defini¢ao a seguir pode ser obtida na referéncia [I5].

Definigao 1 Sejam X eY espacos topoldgicos, F : X — Y. Dizemos
que o sistema F () =y é bem posto se F é inversivel e sua inversa

é continua. Dizemos que este sistema é mal posto se ele nao for bem



posto.

Sejam X e Y espacos de Hilbert e F': D(F) C X — Y uma
fungio de classe C (D (F)) (isto ¢, F' é continuamente Fréchet diferen-
cidvel em seu dominio). Suponha que o sistema mal posto

F(z) =y, (1.1)

possui uma tunica solugao localmente, isto é, suponha que existe um
p > 0 de tal modo que 2T € D (F) seja a tnica solugao de ((1.1)) na
bola B, (z1) de centro em z* e raio p. Portanto

F (x"') =y. (1.2)

O problema direto associado a equagao consiste em encon-
trar o vetor y € Y, supondo-se conhecido o vetor x € X e a fungao F.
Em contrapartida, o problema inverso associado a essa equagao con-
siste na determinacao de algum vetor x € X (supondo que ele exista)
conhecendo-se o vetor y € Y e a fungao F. Desejamos resolver o
problema inverso, mas com algumas complicac¢oes adicionais. O nosso
objetivo é encontrar uma aproximacao T € X para x+, supondo que o
vetor y € Y seja desconhecido e dispondo somente de um vetor pertur-
bado y° € Y satisfazendo

lly—9°|| <6, (1.3)

onde o nivel de ruidos 6 > 0 & conhecido.

1.1.1 Algoritmos Iterativos

Uma maneira de tentarmos obter T, aproximacao para z™, é
usando algoritmos iterativos. Nesse caso, supomos disponivel uma
aproximagao inicial zp € D (F) para o vetor 1. Na n—ésima itera-
¢ao, calculamos o passo de corre¢io h, € X, o qual é somado ao vetor
corrente x,, providenciando a atualizag¢do x, 1.

Gostariamos de distinguir claramente o vetor corrente produzido

por uma iteracdo utilizando o vetor perturbado 1° e utilizando o vetor
)

n
0 vetor corrente na primeira situacao e que x, representard o vetor

livre de ruidos y. Por isso, convencionemos que o vetor x? representard



corrente na segunda, isto é, x,, = x% representard o vetor corrente no
caso livre de ruidos 6 = 0. Portanto, teremos como padrao a iteracao

fo_l = 2% + hy,. (1.4)
Repare que como o vetor y nao é conhecido exatamente, nao
podemos esperar encontrar o vetor 1 exatamente. Por esse motivo,
estaremos satisfeitos se conseguirmos obter uma aproximagao T, desde
que esta aproximacao possua propriedades adequadas. Pelo fato do sis-
tema ser mal posto e porque possuimos apenas o vetor perturbado
y® satisfazendo , devemos parar a iteragao ap6s um nimero
apropriado N de iteracoes e tomar T := x‘ls\, CcOmMoO uma aproximacao
para o vetor 7. Da inequacao e da igualdade podemos con-
cluir apenas que a funcdo F aplicada na solucdo z+ é um vetor qualquer
pertencente a bola centrada em ° e de raio 4, isto é, sabemos somente
que a solucdo T satisfaz

17 (=) = 9"l < 4.
Por isso, se em algum momento encontrarmos um vetor xi satisfazendo
15 (@5) =9l <4,

)

Devemos encerrar a iteracao e aceitar x9

xt.

COmMoO uma aproximacao para

O principio da discrepincia de Morozov utiliza uma ideia simi-
lar. Para utilizarmos este principio, devemos escolher uma constante
7 > 1 apropriadamente e encerrar a iteragao ao encontrarmos N € N
satisfazendo

1F (k) =o'l < 70 < ||F (27) = o]

,0<n<N, (1.5)

isto é, n = N ¢é o primeiro nimero natural que torna o residuo menor ou
igual a 76, ou seja, é o primeiro nimero natural que satisfaz | |F (xfl) — 0 | | <
76. Esse nimero N depende do nivel de ruido § > 0, ouseja, N = N (9).
A constante 7 > 1 deve ser escolhida apropriadamente, normalmente
dependendo de imposigoes sobre a nao linearidade de F.

Uma propriedade desejada de um algoritmo iterativo para a re-
solugao de um problema inverso, é que este produza solugoes estdveis,

3



no sentido de que N (9) deve ser escolhido de modo que a propriedade
de regularizacao

m‘]s\,(é) — 2T, quando § — 0, (1.6)

seja satisfeita.

Do principio da discrepancia (|1.5)) e da desigualdade (|1.3)) decorre

que
HF (z%@)) *yH < HF (I‘Isvw)) *yéH +Hly=¢l @D
< 15+6=(r+1)4.
Logo, ‘F (m‘;\]w)) - yH — 0 quando § — 0. Podemos concluir da

igualdade (1.2, que se a sequéncia zjsv( 5) converge para um ponto a €
B, (z%) quando § — 0, entdo a = z™, ou seja, a propriedade de
regularizacdo (|1.6|) é satisfeita.

1.2 Meétodos Iterativos Classicos

Alguns métodos iterativos conhecidos podem ser aplicados para
a resolugao de problemas inversos mal postos. Maiores detalhes sobre
os métodos apresentados a seguir podem ser obtidos em [18] e [14].

Uma classe importante de métodos iterativos para a resolucao de
tais problemas sao os métodos do tipo gradiente. Estes métodos procu-
ram minimizar algum funcional apropriado utilizando um passo na di-
regao contréaria ao gradiente desse funcional. Por exemplo, podemos
pensar em minimizar o funcional

o @)= 5 ||F @) -] (1)

sujeito a z € D (F). Como o gradiente do funcional ¢ no ponto z €
D (F) & dado por —F' (z)" (y° — F (z)) , tentamos partir de um ponto
z e seguir na dire¢do oposta ao gradiente de ¢ (se =V (z) # 0 entao
esse vetor é uma diregao de descida para o funcional ¢ a partir de x
porque (Vo (z),—Ve (z)) < 0 (veja definigao |2, pagina 23| e o lema

4



imediatamente seguinte)). A partir desse raciocinio obtemos a iteracao
§ § 5 S\* (.8 §
ah g =ay +wp F (z)) (yv° — F (7)), (1.9)

onde xg := xg é uma aproximacao inicial e w? é utilizado para controlar
o tamanho do passo.
5

Se tomarmos wy,

ber. Nesse caso a constante w deve ser escolhida de modo que w || F” (z1)] |2 <

= w constante, obtemos o método de Landwe-

1 (veja [18]). Entao podemos tomar simplesmente w = 1 caso || F’ (v)|| <
1 para todo v € D (F) suficientemente préximo da solugao z7.

Utilizando o principio da discrepancia como critério de parada
e sob restri¢coes adequadas na nao linearidade da fungao F', é possivel
provar que o método produz aproximacoes estdveis para xT. Assu-
mindo condigoes de fonte adequadas, podemos provar ainda taxas de
convergéncia [I8] teorema 2.13.].

O método de Landweber serd utilizado na iteragao interna do
REGINN na implementagao numérica apresentada no capitulo [4]

Um outro método do tipo gradiente é conhecido como método
da mdxima descida. Para simplificar o raciocinio, vamos imaginar que
queremos resolver o sistema linear Az = b, onde A : X — X é um
operador linear, limitado, auto-adjunto e estritamente positivo (isto é,
(xz, Az) > 0 para todo vetor ndo nulo z € X) atuando no espago de
Hilbert real X. Essas hipoteses garantem que A é inversivel e portanto
a solugao procurada existe e é dnica. Defina o funcional J : X — R

por
1

J(z) = 3 (x, Az) — (z,b). (1.10)
Entao VJ (z) = Az —b. Logo VJ (z) = 0 se e somente se x ¢ solugao do
sistema Az = b. Para encontrar o vetor z onde VJ (z) = 0, tentamos
minimizar o funcional J. Para isso, comegamos de um ponto inicial xg
e procedemos iterativamente. Na n—ésima iteragao, partimos do vetor
corrente x,, e seguimos na diregao oposta ao gradiente de J, isto é, o
passo deve ser dado na dire¢ao do vetor —VJ (x,,) = b — Ax,, =: 1.
Para escolher o tamanho do passo, determina-se o niimero A > 0 que
minimiza J (z, + Ary,) . Se r,, # 0,

d (PryTn)

aj(.’l)n + A’I"n) =0= An = m



Repare que se r, = 0 entao x,, é a solugdo do sistema Az = b. Repare

ainda que para r, # 0, %J(wn + Arp) = (rp, Ary) > 0, logo A = A,

é o valor apropriado para minimizar J (x, + Ary,) .

Desse modo, podemos resumir dizendo que o método da méxima

descida inicia com uma aproximacao xy e na iteracao m toma A, =
(rn,rn)
(rn,Arp)?

define-se 11 = T,y + AnTp-

onde 1, := b— Az, é o residuo no vetor corrente, e em seguida

Esse algoritmo pode também ser aplicado & equagao nao li-
near fazendo-se algumas modifica¢oes. Se supormos que nao estd
disponivel o vetor y, mas somente sua versao perturbada y° satisfa-
zendo , devemos escolher o tamanho do passo A\ = \,, de modo
que o funcional ¢,, : Ry — R definido por

o (\) = (a5, + AV (27,))

seja minimizado, onde ¢ é tomado como em (|1.8)) . Faz-se entao sz_l =

20 + X\, Vo (xfl) . Repare que nesse caso, o método da maxima descida

possui o padrio apresentado na equacio (1.9) com w? := arg minqﬁi (N).
A>0

Chamamos a atengao para o fato de que o célculo de w9 envolve a mini-
mizagao de um funcional, mas essa minimizagao é em geral mais simples
do que a minimizagao direta de ¢ em (1.8)) , uma vez que wa ¢é calculada

com a minimizacao do funcional gbf“ com dominio em R, .

Uma variagao do método da méxima descida é o método do gra-
diente conjugado. Por simplificagdo imaginemos que estamos tentando
resolver o sistema linear Az = b, onde A : R¥ — R* & simétrica e
definida positiva. Similarmente ao método da méxima descida, esco-
lhemos zg € R" e fazemos z,11 =z, + A\ppp, n=0,1,.. k — 1.

Para o método do gradiente conjugado, definimos pg := r( e esco-
lhemos p;, j = 1,2,...,k—1 de modo que o conjunto P := {po, ..., pr—1}
seja A—conjugado, ou seja, de modo que (p;, Ap,) = 0 se j # m.
Também de modo similar ao método da méxima descida, escolhemos
o parametro A = A, de modo que o funcional J (z, + Ap,) seja mini-
mizado, onde J estd definido em ,ouseja, A, := argminJ (z,, + Apy,)

A>0
com {pg,...,pk—1} A—conjugado.  Procedendo como no método da
méxima descida obtemos \,, = %.

Fazendo-se pg := 70 € Ppt1 = Tnt1 + B,,Pn, devemos escolher o

6



parametro [3,, de modo que o conjunto P seja A—conjugado. Assim,

0 = <pn7 Apn+1> = <pn7 ATn+1 + 6TLApn>
— Bn _ _<pn7A7"n+l>.
(PnsPn)

Notando que

Tn41 = b— Aanrl =b-A (xn + Anpn)
b— Az, — A\ App = 10 — Ay Apn,

obtemos a seguinte iteragao: Tome uma aproximagao x para a solugao
de Az = b, rg = b— Axg e pg = r9. Em seguida tome, para n =
0,1,....k—1,

Tp4+1 = Tp + )‘npvu

onde \,, = % e com as atualizagdes 7,11 = Ty — A\nApn, B, =
P, AT ._
~ G © Pt = Tust + B

E possivel mostrar que este processo iterativo termina fornecendo
o vetor T, unica solucdo do sistema Az = b (veja [I4]), executando k
passos (isto ¢, zp =T = A71b).

Esse método pode ser adaptado para resolver o sistema Ax = b
com A : X — X linear, limitado e estritamente positivo, onde X ¢
um espaco de Hilbert real. Nesse caso, teremos x, — z* = A~1b
quando n — oo e precisamos aplicar um critério de parada adequado
para encerrar o algoritmo!.

Uma outra classe importante de métodos iterativos para proble-
mas inversos sao os métodos tipo Newton. Nesses métodos procuramos
linearizar a equagao (com y° no lugar de y satisfazendo ) em
torno do vetor corrente x9 e entdo resolver a equagio linearizada (exa-
tamente ou de alguma maneira aproximada). Desse modo, devemos
comecar com uma aproximacdo inicial 2 := ¢ e na n—ésima iteracio
calcular o passo s, na equacao linearizada

n

F' (20) s, =y° — F (29), (1.11)

INa seQéo utilizaremos esse método com um critério apropriado para resolver
o sistema linear associado a resolugao do IRGN inexato, estudado no capitulo El
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para entdo fazer zd ;= 0 + s,,.

Um método desse tipo é conhecido como o método de Gauss-
Newton, no qual procuramos na n—eésima iteracdo minimizar o fun-
cional

gn (B) = ||F (&2) h— (v° — F («2))]|", (1.12)

sujeito a € D (F) e em seguida tomar a:fLH =22 + h.

Se o sistema é mal posto, nao é incomum que o sistema
também seja e por isso se torna necessiria a aplicagao de téc-
nicas de regularizacao®. Diferentes técnicas de regularizacao aplicadas
a equacio e levam a diferentes métodos do tipo New-
ton. Os métodos de Levenberg-Marquardt e IRGN s@o apresenta-
dos na subsecao [1.3.2] e utilizam essa ideia como base. Pelo fato de
"minimizarem" de forma inexata (no sentido de que encontram
x € D (F) que torne o funcional g,, apenas "pequeno suficiente"), esses
métodos sao chamados por alguns autores de métodos do tipo Newton
iterativamente regularizados. Nesse trabalho, apresentaremos mais dois
algoritmos desse tipo, os algoritmos REGINN e IRGN inexato, apre-
sentados na segao[L.4] ao final desse capitulo. Chamaremos porém esses
dois métodos de métodos do tipo Newton inexatos para diferencid-los
dos demais e por outros motivos que explicaremos mais adiante.

1.3 Meétodos tipo Newton

1.3.1 Meétodos de Newton e Gauss-Newton

Para um melhor entendimento dos algoritmos apresentados nos
capitulos seguintes, vamos fazer alguns comentarios e relembrar alguns
fatos sobre os métodos de Newton e de Gauss-Newton. Consideremos
inicialmente o caso livre de ruidos § = 0.

O método de Newton consiste em resolver na forma

f(z)=F(z)-y=0

a partir de uma aproximacao inicial xy para zt. A ideia é linearizar
a fungao f em torno de xy e em seguida, encontrar uma raiz sy para

2Veja o apendice para uma discussdo mais aprofundada sobre técnicas de
regularizacao.



essa linearizagdo que serd o passo de Newton. O passo de Newton serd
entao somado ao vetor xg definindo o vetor x;. Em seguida, repete-se
0 processo para x, no lugar de xy para n = 1,2,... e espera-se que
zn, — = quando n — oo.

Desse modo, devemos resolver na iteragao n, o sistema

F'(xp)sp =y — F(z,), (1.13)

para determinar s, e entao fazermos z,4+1 = =, + Sp.

E possivel mostrar a convergéncia da sequéncia gerada pelo método
de Newton para zt, solucdo de , desde que z( esteja suficiente-
mente préximo de 7 e desde que tenhamos algumas condicoes satis-
feitas. Detalhes sobre o método para fungdes f : R — R podem ser
obtidos em [36] [2, [IT]. As referéncias [I1], 28] [38] 25] apresentam uma
generalizagao do método para f : R — R". Para uma generalizacao
do método, considerando f: X — Y, com X e Y espagos de Banach,
veja [29] 20]. Na referéncia [29], o autor enuncia o Teorema de Newton-
Kantorovich, que apresenta condicoes suficientes para a convergéncia
do método de Newton em espagos de Banach e em problemas bem pos-
tos. Em [20] encontrar-se uma demonstragio para a convergéncia do
método de Newton em espagos de Banach assumindo que a fungao F'
seja diferencidvel préximo da solucdo z' e de modo que a derivada
possua uma inversa a esquerda limitada®.

Por comodidades de notagao, tomemos b,, :=y — F (z,), A, =
F' (z,).

Alguns problemas podem ocorrer com o método de Newton se
algumas restri¢oes fortes nao forem satisfeitas. Por exemplo, b, € Y
pode nao pertencer a imagem do operador A, : X — Y. Isto &, o
sistema pode nao possuir solugdo. Isso ocorre caso R (A,) #Y
e b, € Y\R(A,)*. Para uma situacio dessas, poderfamos pensar em
substituir s,, por um vetor h,, € X que satisfaga

[|Aphy — byp|| = inf ||Aph — by]l, (1.14)
heX

3De um modo geral, a exigéncia de que a inversa da derivada exista e seja um
operador limitado é muito restritiva, no sentido de que isso pode nao ser assegurado
em problemas mal postos, conforme comentaremos mais adiante.

4Se assumirmos que o vetor b, nio estd disponivel, mas apenas a sua versao
perturbada bfl = y‘S - F (scfl) , ¢ ainda mais razodvel imaginar que o vetor bfL pode
pertencer a Y\R (Ay).



caso tal h, exista’. Note que para determinar um vetor h,, satisfazendo
(1.14) , podemos minimizar o funcional g, : X — R definido por

gn (h) = [[Anh — bn||2~

Repare que se F’ (x,,) for inversivel, entdo o minimizador do funcional
gn € o passo de Newton s,, que satisfaz a equagao . Se de alguma
maneira pudermos encontrar h, € X satisfazendo a equagao ,
podemos tomar entao x,+1 = x, + h, paran = 0,1, 2, .... Esse método
¢ conhecido como método de Gauss-Newton (maiores detalhes em [22]
39)).

Caso X eY sejam espagos de Hilbert, podemos utilizar a condi¢ao
de otimalidade g, (h) = 0 para obter a equagdo normal

A Anh = A%b, (1.15)

onde A% : Y — X representa a adjunta de A,. Em seguida tomamos
h, como sendo uma solucdo de (|1.15). Repare que caso o operador
Ar A, : X — X seja inversivel, entdo a solugdo de serd tunica e
entao o passo de Gauss-Newton na n—ésima iteracao serd dado por

hn = (A5 AL) " Axb,.

Quando consideramos o caso com ruidos, isto é, quando consi-
deramos que y nao estd disponivel mas apenas y° e 6 > 0 satisfazendo
, uma série de problemas pode ocorrer. Por exemplo, se tomarmos
n = 0 na igualdade acima, entdo no caso com ruidos devemos
aproximar by por bg := 9% — F (x) e por isso, o lado direito dessa igual-
dade sera aproximado pelo vetor Ajb3. Se o operador F for continuo
e compacto, entao Ay também serd compacto. Nesse caso, se tiver-
mos dim X = oo, mesmo que AjAg seja inversivel, (AfAg)~" serd nio
limitado, o que significa que o vetor

hS = (A5 Ao) ™ Ab) (1.16)

50 vetor hy em (1.14) ¢ chamado de uma solu¢io de minimos quadrados e a
sua existéncia serd garantida caso by, € D (AL) = R(An) + R(An)t, onde Al

representa a pseudo-inversa de Aj,. Veja o apendice |g para uma discussdao mais
detalhada.
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pode estar arbitrariamente distante do vetor procurado hg.

Os problemas sao ainda maiores no método de Newton. Por
exemplo, o vetor com ruidos bfl =y’ — F (xfl) pode nao pertencer a
imagem do operador F’ (xfl) . Isso significa que o sistema que
define o passo de Newton, nao tem solucio. Mesmo que 3° — F (mfl) €
R (F ! (xfl)) e mesmo que F’ (xfl) seja inversivel sobre sua imagem,
essa inversa pode ndo ser limitada (o que ocorre por exemplo, se F for
continuo e compacto e dim X = o0), o que resulta em problemas de

instabilidade conforme ja argumentado.

1.3.2 Meétodos de Levenberg-Marquardt e IRGN

Para facilitar a notagao, vamos definir xg := o e continuar
usando b = y° — F (:cfl) . Vamos porém substituir o significado de
A, =F'(z,) por A, :=F' (29).

Uma maneira de contornar os problemas de instabilidade comen-
tados na segdo anterior, é utilizar alguma técnica de regularizaciao.
Olhando para equacdo por exemplo, vemos que se (A5Ag) " :
X — X for um operador ilimitado, hg € X pode possuir uma norma
arbitrariamente grande. Seria interessante porém, que hg estivesse
préximo do vetor

ho := (A5 Ag) ™" Abbo,

pelo menos quando § > 0 for pequeno. Uma maneira de tentar manter
a estabilidade, é portanto, penalizar a norma do vetor solugao hg. Na
prética escolhemos em cada iteragao n, um nimero real v,, > 0 e ao
invés de minimizar o funcional

wy (h) == ||Anh = B3|,
minimizamos o funcional

wd (h) = |[Anh = B3]|* + v, IR, (1.17)

n

)

~ 5 e .
para entao tomarmos h{, := arg min wy,

(h) . Falando informalmente, se
||| for grande, entdo ||A,h — b’ || deve ser pequena para que a soma
no lado direito de ([1.17)) seja pequena. Em contrapartida, se ||h|| j& é

pequena, o vetor h pode ser tomado de modo que a norma HAnh — bfL| |

6Técnicas de regulariz¢ao sdo discutidas no apendice
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seja um pouco maior. Isso significa que a norma do vetor h estd sendo
penalizada na equagao no sentido de que o algoritmo dard "pri-
oridade"para solugbes com norma pequena. O fator v,, decidird o peso
dessa penalizacao.

Se utilizarmos a condicio de otimalidade w?’' (h) = 0, obtemos
[A5 A + 7, h = AL,
Repare que para todo v € X,
(A% A, 0) = (Ayu, Ay = [|Apo]]* > 0.
Entao, se v satisfaz [A% A, +v,,] v = 0, teremos A% A,,v = —v,v. Dai,
0 < (A, 4n0,0) = (=7,0,v) = =7, [[v]] <0,
o que implica que v = 0 e portanto [A% A, +7,] " existe. Assim,

B = (A5 A+ 7] 7 AH

n-n
estd bem definido.

-1, .
Repare que o operador [AfA, +,] ~ é continuo com norma
menor ou igual a . O parametro v, garante a estabilidade do processo.
Yn
Quanto maior for esse parametro, maior serd esta estabilidade, no en-
tanto mais distante do problema original estaremos. Fazemos entao
¥, — 0 quando n — oo a uma taxa apropriada.

Por fim, tomamos z%_; = x5 + hd, n = 0,1,.... O algoritmo

é entdo encerrado com o principio da discrepancia (|1.5)), fornecendo
6 . ~ A 2

um vetor x4 que serve de aproximagao para ¥, Esse método é
conhecido como método de Levenberg-Marquardt e é possivel mostrar,
sob condigoes apropriadas (veja a referéncia [I8]), que esse método

possui a propriedade de regularizacdo (1.6]) .

O método IRGN (Iterative Regularized Gauss-Newton) é uma
variacdo do método de Levenberg-Marquardt. A diferenca entre os
dois se dé no termo de penalizacdo. Aqui, ao invés de penalizarmos a
norma da solucao, penalizamos a norma da diferenca entre a solugao e
o vetor xg — xfl Assim, o passo h,, do IRGN ¢ definido como sendo o
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minimizador do funcional (compare com (L.17))
28 (h) = |[Anh = 05]|” + 3, ||l = (w0 — 23)]|”

ou seja,

ho = [Ynd + AL AT (ALY + 7, (20 — 22)), (1.18)
com foH =% + hy,

Repare que nesse caso, a penalizacao se dé no termo h,,— (1’0 — mfl)
xfl 11— xo. Intuitivamente, isto serve para que os vetores resultantes de
cada iteragdo nao se afastem muito do vetor inicial xy. Para garan-
tir a convergéncia do método, podemos tomar (7,,) como sendo uma

sequéncia satisfazendo

Tn
7n+1

lim~v, =0el< <7, (1.19)

n—o0

com v > 1 fixado. Novamente o algoritmo é encerrado pelo principio
da discrepancia .

Assumindo condigoes adequadas (veja as referéncias [18] e [3]),
é possivel provar que este algoritmo possui a propriedade de regulari-
7acao . Uma das hipéteses mais importantes que deve ser exigida
é certamente a fatoracao do operador F' dada a seguir.

Suponha que existam constantes positivas E,Cq e Cr tais que
para todo x,% € Blzt,E] :== {z € X : ||z —zT|| < E}, existem ope-
radores lineares R (Z,2) € L(Y,Y) e Q (Z,z) € L (X,Y) satisfazendo

F'(Z) = R(#a)F (2)+Q(%,2) (1.20)
Il -R(@a)| < Cr
1Q@ )|l < CollF'(«F) (@ -2).

Essa fatoracdo ¢ uma condigdo relaxada da versdo mais forte
apresentada em . Assumindo ainda as condigoes de fonte do tipo
Holder

zg—zT = (A*A) " w, we X, ||lw|]| <p, (1.21)

onde p > 0 é uma constante e 0 < v < %, ¢é possivel provar a taxa de
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convergéncia (veja [3])

Hx‘jv(é) —:c+H — 0 (s75%). (1.22)

1.4 Meétodos tipo Newton Inexatos

Métodos do tipo Newton inexatos sao uma generalizacao dos
métodos tipo Newton apresentados na se¢ao anterior. Quando usamos
o método de Newton para resolver a equagao[I.1] devemos resolver uma
sequéncia de sistemas linearizados F' (z,,) s, = y — F (z,) a partir de
uma aproximacao inicial zg. Resolver estes sistemas lineares de maneira
exata pode ser muito custoso no ponto de vista computacional e esse
trabalho nao se justifica quando ainda estamos longe da solugao do
problema. Na década de 80, Dembo, et. al [9], introduziram uma
classe de métodos do tipo Newton inexatos para resolver esses sistemas
lineares de maneira aproximada para operadores F' : R™ — RF. Nesse
caso, procura-se resolver os sistemas lineares

F/(an)Sn :yfF(:Cn) + T,
onde Hyll;i% < u,,, para termos for¢antes i, € [0,1). Assim, o passo
na n—eésima iteragao é encontrado ao obtermos um vetor s,, satisfazendo

IF" (zn) sn = (y = F @)l < i [ly = F ()],

para uma escolha apropriada de p,. Esse procedimento foi utilizado
inicialmente para resolver problemas bem postos e em [10] podemos
encontrar um estudo de como escolher adequadamente a sequéncia de
termos forgantes (u,,) para garantir a convergéncia do método.

O algoritmo REGINN, apresentado na préxima subsecdo apre-
senta uma ideia muito similar e pode ser considerado uma adaptacao
voltada a resolugao de problemas inversos mal postos.

Na subsegao [1.4.2] apresentamos o IRGN inexato. Esse método
nao utiliza exatamente a ideia exposta acima, mas é também chamado
de método do tipo Newton inexato porque resolve de forma inexata o
sistema linear associado a um método do tipo Newton (o IRGN).

14



1.4.1 REGINN

Notagoes: A :=F'(zt), A, :=F'(2) e b :=y° — F (29).

n

Gostarfamos de resolver de uma maneira estdvel o sistema mal

posto , assumindo e , isto é, gostarfamos de determinar,

para cada nivel de ruidos § > 0 um vetor xjs\, 5) due sirva de aproximagao

ao vetor procurado T e de modo que a propriedade seja satisfeita.

Podemos pensar em aplicar diretamente o método de Newton na
equacao

F(z)=1y°. (1.23)

Para tanto, devemos supor disponivel um vetor xg € X e na n—ésima
iteragao resolver a equagao linearizada

Apsy, =0, (1.24)

para obter o passo s, e obtermos entdo 2, = 2% + s,. Mas caso o
sistema acima seja mal posto, nem sempre serd vantajoso cal-
cular s, exatamente (mesmo que isso seja possivel, conforme ideias j&
expostas nas segoes anteriores). Seguindo as ideias do método de Gauss
Newton, podemos pensar em minimizar o funcional

po () = || Anz = 05| "

mas esse procedimento também pode gerar problemas de instabilidade
em problemas mal postos.

O algoritmo que serd apresentado resumidamente nessa sub-
segdo, foi chamado pelo autor de [3I] de REGINN (REGularization
based on INexact Newton iteration) e serd estudado detalhadamente
no capitulo 2] Este método ndo consiste em minimizar o funcional
Pn, mas apenas determinar um vetor que o torne "pequeno suficiente".
Repare que se o vetor b5 nio pertencer ao subespaco R (An)l , entao
(veja a figura a norma desse vetor serd estritamente maior do que
a norma de sua projegao sobre o subespaco R (An)l , isto é

8811 > || Prega, ¥

5 §
= HPR(A")bn - bn

A ideia do algoritmo é trabalhar com uma iteragao interna e uma
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f)lnsn.ﬂ

Ansn,_‘] Pmbi
* [} e®® -
e ®
Ansnm R4y
Figura 1.1: b0 ¢ R (A,)" = HPR(AH)ng <3|

iteracao externa. Na iteracao interna, mantem-se fixado o indice de
iteragao n e aplica-se um método de regularizagao para gerar o passo
h, que é somado na iteracdo externa ao vetor corrente x’ definindo
o vetor a:‘fl 11- A iteracdo externa ¢ entao encerrada pelo principio da
discrepancia (|1.5]) .

Para a iteragao interna, gera-se uma sequéncia (S"»m)mEN de
modo que s, 0 = 0e Apsym — Pmbi quando m — oo. Desse
modo, para m € N suficientemente grande, teremos (veja a figura

[l Ansnam = oo || < |len -
Se fixarmos p,, < 1 suficientemente préximo de 1, teremos ainda
[ Ansnm, = 0[] < pan [[80]]

para algum m, € N suficientemente grande (Repare que S, ,, apro-
xima s, na equagao que estd sendo resolvida de forma inexata, por
isso diremos que este ¢ um método do tipo Newton inexato). Definimos
entdo o passo hy, 1= Sy m,, . O algoritmo a seguir codifica o método para
uma escolha a priori da sequéncia (u,,) .
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Algoritmo 1 (REGINN) Dados (zo; F,y°; (1) ; F'; 73 )

n :=0;
T 1= w0;
W=y - F (axfb) ;
Ay, =F (20);
Enquanto || || > 76
m = 0;
Sp,0 = 0;

Enquanto HAnSn,m - bfLH E HbiH
m:=m + 1;
compute Sy m;

Fim
xfbﬂ = a:fl + Sn,m;
n:=n++1;
W=y - F (xfl) ;
Ay =F (29);
Fim
7 =21

n*

Sob condigoes adequadas, este algoritmo termina com uma apro-
ximagio T = x% para o vetor 2+ com a propriedade da regularizagio
desejada. Essas condigoes, sao propriedades exigidas da sequéncia
(8n,m) ey © da fungao F. Explicaremos maneiras de escolher convenien-
temente o pardmetro 7 > 1 utilizado no principio da discrepancia (|1.5))
e a sequéncia (u,,).

Para o caso livre de ruidos § = 0, este algoritmo toma a forma:

Algoritmo 2 Dados (zo; F,y; (i,,) ; F')
n = 0;
bn ::y_F@gn);
Ay = F (xy);
Enquanto ||b,]| # 0
m = 0;
Sn,0:=0;
Enguanto ||Ansn,m — bnl| > py, ||bn]|
m:=m + 1;
compute Sy m;
Fim
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Tyl = Tp + Sn,m;
n:=n-+1;
b=y — F (zn);
An = F (xn) ;

Fim

T =Iy,.

A importancia do algoritmo [2| acima é puramente tedrica e nao
possui relevincia em aplicacoes prédticas, uma vez que a sua regra de
parada pode nao ser atingida num nimero finito de iteragoes. Em geral,
temos que lim x, = . Esse algoritmo sers utilizado para clarear as

n—oo

ideias quando demonstrarmos a convergéncia do método no caso livre
de ruidos (lema [10)).

1.4.2 IRGN Inexato
Notagdes: A, :=F' (29), b5 =y’ — F (29)

n

O método IRGN foi apresentado na subsecao Na n—ésima
iteragao desse algoritmo, é necessdrio que se resolva o sistema linear
para que possamos determinar o passo h,, o qual deve ser adi-
cionado ao vetor corrente z’ para determinar a atualizagio z? 11- Esse
método por si s6, ja é considerado um método do tipo Newton inexato
por alguns autores, porque de alguma maneira ele resolve em cada passo
e de forma inexata, a equacao linearizada .

Em aplicacoes reais € muito dificil obtermos o passo h,,, solu¢ao

do sistema linear
Yol + Af Al by = (A3b0, +7,, (w0 — 23,)) (1.25)

de maneira exata. Na préatica, podemos obter somente uma aproxi-
magao para esse vetor. Por esse motivo, introduziremos brevemente
nessa subsegao e explicaremos com detalhes no capitulo |3} o método
conhecido como IRGN inexato. Esse método é muito parecido com o
préprio IRGN, sendo diferente apenas no fato de que o sistema linear
acima é assumido ser resolvido somente de maneira aproximada,
providenciando na iteragdo n um vetor h%? que serd o passo do IRGN
inexato. Esse passo serd entao adicionado ao vetor corrente xi para
determinar a atualizagao 3:‘51 +1- Novamente o principio da discrepancia
serd aplicado para encerrar a iteragao.
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Desse modo, teremos que o passo h? do IRGN inexato serd dado
por
[ d + AR A BEP & (A0 + 7, (20 — 7)) -

Assumindo que a aproximagcao hP possui uma qualidade apro-
priada, isto &, assumindo que a norma ||h%? — h,,|| da diferenga entre a
solugdo exata e a solugdo aproximada de (|1.25) pode ser "controlada",
é possivel provar que o IRGN inexato produz solugoes estdveis para a
equagcao . O algoritmo a seguir codifica 0 método com uma escolha
a priori da sequéncia (7y,,).

Algoritmo 3 (IRGN Inexato) Dados (mO;F;y‘s; (V) ;F/;T;é)

n = 0;

x5 = x0;

W=y - F (a:‘fl) ;
A, =F (xi) :

Enquanto || || > 76
ha? w2 [ L+ Af An] ™ (A5 + 7, (w0 — 28))
28y =0 + haP;

n:=n+1;
bfl = y5—F(fo);
Ay, =F (20);
Fim
zZ =1

n-

Assumindo condigoes apropriadas sobre a sequéncia (vy,,) e sobre
a nao linearidade de F, o algoritmo acima termina com uma solugao
estavel T = xf\,( 5) bara a equagao . Assumindo condi¢oes de fonte,
¢ possivel provar taxas de convergéncia. No capitulo [3] provaremos a
propriedade e taxas de convergéncia, substituindo as condigoes de
fonte do tipo Holder por condigdes de fonte mais gerais (igualdade

(32))-
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Capitulo 2

Algoritmo REGINN

2.1 Apresentacao

As principais ideias desse capitulo podem ser obtidas no artigo
[32], com excegao da iltima segdo, a qual possui ideias de [30] e [31]. As
ideias bésicas sobre o funcionamento do REGINN foram apresentadas
na subsecao |1.4.1

Vamos assumir as condic¢oes , , e a notagdo A :=
F'(z%), além das j& usadas A, := F' (29) e b :=y° — F (29) .

Conforme as ideias apresentadas na subsegao o algoritmo
REGINN resolve de maneira inexata e estdvel em cada passo n, a
equagao linearizada [[.24] através da geragao de uma sequéncia regulari-
zante (Smm)meN e da determinagao de um pardmetro m,, apropriado,
o que define o passo do algoritmo. Em seguida, o vetor corrente é
atualizado somando o passo sy, obtido.

Para utilizar uma técnica de regularizagao visando resolver
de forma estavel, podemos tomar por exemplo

Snm = gm (AL A,) ALY (2.1)

n-n?

onde gy, : [07 \|An||2] — R é uma funcdo continua por partes satis-

fazendo as propriedades (C.7)'. Assim, teremos que determinar em

1Veja o apendice para uma explicagdo do significado de (2.1). Consulte o
apendice Epara uma defini¢do precisa do operador gm (A5 An) : X — X.
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cada iteragdo n, um pardmetro m, de modo que s, ,,, substitua s,
na equagao e de modo que possamos ganhar estabilidade no
processo. E importante notar porém que a sequéncia (Snm)meN nao
precisa ser definida necessariamente por . Vamos usar aqui uma
abordagem mais geral e que abrange também esse caso. Na pritica
procede-se da seguinte forma: com o pardmetro n fixado, gera-se uma
sequéncia (S,,m),,.,y C X de vetores com determinadas propriedades
que iremos especificar mais adiante (a principio esta sequéncia pode
ser gerada de qualquer maneira, mas é conveniente termos sempre em
mente que ela terd as propriedades de uma sequéncia gerada por um
método de regularizagio, como por exemplo s, ., = gm (A% A,) A%b
com g, satisfazendo ) e se determina um nudmero y, € (0,1].
Provaremos que se a sequéncia (sp,m),, .y € © parametro j,, forem esco-
lhidos convenientemente em conjunto com restri¢oes apropriadas sobre

a nao linearidade da fungao F', entao existird um nimero j € N tal que
[[Ansng = ball < po [[B2]]

Tome j = m,, € N o menor natural satisfazendo esta desigualdade, isto
é

My, 1= gg&{HAnsn»m_biH <,ungle} (2.2)
e defina finalmente o passo hy, := sy m, . Por conveniéncia definimos

Sn,0 ‘= 0.

O algoritmo [I] apresentado na subsegao [I.4.1} codifica o método
com uma escolha a priori da sequéncia (i,,) . Também é possivel definir
a sequéncia (u,,) a posteriori, escolhendo o parametro p,;, somente ap6s
a determinagio de = na k—ésima iteracio.

Iniciemos nosso estudo exigindo algumas propriedades da se-

quéncia regularizante (8”=7”)m€N :

(Apsnm;bd) > 0, Vm > 1se ALb) # 0; (2.3)
mhl}looAnSn,m, = PR(An)b(TSl;

A snml| < @Hble,Vm,nENealgum@zl.

A figura ilustra a situagdo da igualdade em ([2.3)) acima (compare
essa igualdade com a observagao apéndice [C]).
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Se definirmos s, ,,, como em ([2.1)), entdo esta sequéncia satisfaz
as trés propriedades em (2.3) acima com © < Cy. De fato, se y =
Axb2 # 0, como o operador g, (A% A,,) é positivo para m > 1,

<An3n,m; bi>

(Apgm (AL AL) AZDO; B0

n-'n’-’n

(gm (A} AR) ALb: ALB) = (gm (A An) y5) > 0.

n?

Ainda, a igualdade

b5

lim A, sp,m = R(A yon

m—00

segue da observa(;éo Por fim, usamos a igualdade (C.10)) para obter

sl = [[Angm (4540) 4358 || = || An Ajgm (40 A7) 83|
< L Do (d - [on]] < Co [ [on]]
€a(AnA})

onde o (A, A) representa o espectro do operador auto-adjunto A, A¥.

Quando utilizamos (2.1)) para gerar a sequéncia (Sn,m),, x> €5-
tamos utilizando uma técnica de requlariza¢do na iteragao interna do
REGINN. E importante porém notar que esta sequéncia pode ser ge-
rada de qualquer maneira, desde que as propriedades dela exigidas
sejam satisfeitas. HEstas propriedades é que serao utilizadas para de-
monstrar a convergéncia do método. Alguns métodos nao lineares e
que nao podem ser representados por filtros de regularizacdo, como os
métodos da maxima descida (veja [I4] e [5]) e do gradiente conjugado
(veja [20] e [12]), também podem ser usados para gerar a sequéncia
(8n,m) ey Satisfazendo (as demonstragdes podem ser obtidas em
[32, apéndice A ]).

Definicao 2 Seja X um espaco vetorial. Dizemos que o vetor h € X
é diregao de descida para o fucional ¢ : X — R a partir do vetor
zo € X se existe A > 0 tal que para T\ 1= xo + Ah com 0 < A < X
temos ¢ (xx) < ¢ ().

Lema 1 Sejam X um espaco de Hilbert real, hyxg € X ep: X — R
um funcional. Se (Vi (zg) , h) < 0, entdo o vetor h é dire¢ao de descida
para o fucional ¢ a partir do vetor xg .

Demonstragao: Como (Vi (xg),h) <0, entdo h # 0. O vetor hy :=
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HlTHh é unitario, portanto (veja [26, pdginas 341 e 342]),

0> ﬁ (Vo (x0),h) = (Vo (z0),h1) = Ali)%l+¢(x0 + Ah;) S (900).

Portanto, existe X > 0 tal que se 0 < A\ < ||h|| A, entdo

¢ (zo + A1) — ¢ (20)

h\ <0.

Logo, ¢ (zo + Ah1) < ¢ (z0) para 0 < X < ||h|| X. Tomando A, := ﬁ,
vemos que 0 < A\ < X e além disso, ¢ (zo + Ath) = ¢ (zg + Ahy) <
©(z0), o que implica que o vetor h é diregao de descida para o fucional

@ a partir do vetor xo . m

Vamos provar a partir de agora, algumas propriedades da se-
quéncia (8n,m),,cy » Obtidas através de ([2.3) .

Lema 2 Assuma ([2.3)) . Entdo para todo m,n € N com A*bS # 0, o

n-"n
vetor s, m € direcao de descida a partir de x5 para o funcional

1
o(x):= §|’y5—F(a:)H2. (2.4)
Demonstragao: Como

Vi (z) = — AL

n n-'n?’

(Vo (22),8nm) = — (b, AnsSpm) < 0

pela primeira linha de (2.3) . Portanto <Vg0 (mi) ,5n7m> < 0 e o resul-
tado segue do lema anterior. ®

Lema 3 Assuma (2.3). Se HPR(AH)Lbi

< HbfLH entao o intervalo

P be
Jn = 7H R(A%)L n

65,

o indice de parada m,, em (2.2) estd bem definido.
Demonstracao:

,1| é nao vazio e para qualquer tolerdncia p,, € J,

‘ ’PR(A,L)J‘bfl

< ||| =
Pl ="y

<l=J, #9.

’ ‘IDR(A")L bfL
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Tome p,, € J,,. Pela sequnda linha de (2.3)),

i (Apspm — b)) = Prrabh — b, = Pra, )05

m— oo R(A,)" m
Logo,
5
i Ao =031]_ [|Prca ]|
m—00 165, 162, "

, 0 que é

e portanto, existe m € N tal que HAnsnm - b‘fLH < fhy, ||bfl
suficiente para garantir a existéncia de m,. m

< ||b2|| e olema

= [[al]

Observagao 1 Se b ¢ R(A,)" entio HPR(AR)L )

‘J{DR(A")L bfL

< |03
Nesse caso o algoritmo REGINN nao fica bem definido (Veja a figura
.

o L
acima é assegurado, mas se b5 € R(A,)" entdo

e é impossivel encontrar p,, € (0,1] tal que

‘PR(AH)*bfL’

Vamos agora impor uma nova condigao sobre a sequéncia (spm),,cy -
Seja sp,0 = 0, fixe n € N e assuma que para cada m € {1,2,...,m,}
existe v, m—1 € Y tal que

Sn,m = Sn,m—1 + A:,’Un,mfb (25)

Observagao 2 A condigio acima exige que a sequéncia (Sn,m),,en
seja gerada iterativamente, de modo que um vetor dessa sequéncia seja
igual ao vetor anterior somado a um vetor pertencente a R (A%). Como
spo = 0 € R(AY), teremos que spm € R(A}) para todo m,n €
N. Essa propriedade serd necessaria para utilizarmos a condi¢do
abaizo. Além disso, ela serd importante na demonstra¢io da convergén-
cia do REGINN no caso livre de ruidos: ©, — xt, n — oo (lema

abaizo).

Perceba que se a sequéncia (sn,m),,cy for gerada por (2.1) , entao

pela igualdade (C.10]) , segue que a propriedade (2.5 acima é satisfeita
porque nesse caso,

Sn,m — Snym—1 = A:; [(gnL (AnA:;) —9m-1 (AnAZ)) bfl] - A:;Un,rn—la
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com v 1 := (gm (AnA}) — gm—1 (AnA})) b},

Iremos agora impor algumas condigoes sobre a nao linearidade
da fungdo F' para garantir que o algoritmo termina, isto é, que existe
N = N (0) € N tal que o principio da discrepéncia ¢é satisfeito.
Com este objetivo, tome zg € D (F) com HF Zo) 5” > § e defina o
conjunto de nivel

L(zo) = {z € D(F):||F(z) —°|| <||F (zo) —¥°||} -

Repare que por (1.3), 2+ € £ (x0).
Dados dois vetores v,w € D (F), definimos o erro de lineariza-
¢ao
E(ww):=F @) —F(w)—F (w)(v—w),

e impomos a seguinte condi¢ao sobre a fungao nao linear F),

||E (v,w)|| < L||F" (w) (v —w)l||, para algum L < 1 (2.6)
e para todo v,w € L (xg) com v —w € N (F’ (w))l

Uma desigualdade parecida com (2.6 € a condi¢ao do cone tan-
gencial dada por

IE (v, w)]] < w||F (w) = F (v)]], (2.7)
para todo v,w € L (zg). De (2.6) decorre a condicao (2.7 para todo
v,w € L(xg) comv—w € N (F' (w))l, onde w := t£; > L. De fato,
pela desigualdade triangular reversa, decorre de (2.6) que

I1F (v) = F (w)l| = (1 = L) [[F" (w) (v —w)]|.

Usando novamente (2.6)) e o fato de que L < 1,
1
IE (0,0 < L—— |IF () = F ()],

que é a condicdo (2.7) com w = £. Se (2.7) ¢ satisfeito com w < 1
entdo (2.6) ¢ também satisfeito com L = - < w.
A figura 23] apresenta geometricamente o erro de linearizagao

E (v,w), F (w)—F (v) e F' (w) (v —w), comparados em (2.6) e (2.7) .

Vamos agora assumir uma nova condigao sobre a nao linearidade
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Flo)p —====== === - - — o
Efv,w)
Fv)— F(w) 1
F'(w) (v —w)
Flujf —————=——————f~ ——

tana = F' (w)
v—w

Figura 2.1: Erro de lineariza¢ao E (v, w) comparado com F (w)—F (v)
e F'(w) (v —w).

de F. Assuma a existéncia de p € [0, 1) tal que

[Prgrn (F (@) = F )| < o] |F (%) = F ()]

para todo u € L (xo) .

Em particular, implica que se u € L(zg) e F(u) # vy,
entdo (y — F (u)) ¢ R(F’ (u))*, condicio normalmente exigida nos
problemas nao lineares que sao resolvidos por linearizacao porque se
(y—F(u)) € R(F'(u))" entdo F'(u)s = y — F(u) = s = 0 e
portanto o passo de Newton s serd sempre o vetor nulo (veja também
a observacao (1))).

A condigao pode ser provada a partir de (2.6)) para os ve-
tores u € L (z0) tais que 2+ —u € N (F' (u))", caso L seja pequeno
suficiente, conforme o resultado do préximo lema.

Lema 4 Assuma (2.6) com L < 1. Entao (2.8) ¢ vdlido com

L
== <1
°T1-1
para os vetores u € L (xo) tais que zT —u € N (F/ (w))".
Demonstragio: Seja u € L (x0) com =+ —u € N (F' (u))". Como o
vetor F' (u) (xT — u) pertence a imagem de F' (u), seque que o vetor
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Prpiuy~ (F' (u) (2 —u)) é nulo. Portanto

HPMFW”LUF@+)_Fww”‘ - HPMmeLE(TﬂUMMZ%
< [[B @)
< L||F (u) (= = )|,

onde a dltima desigualdade decorre de (2.6]) . Além disso,

1F' () @™ =w)[| < [[B (@) +]|F (@7) - F ()]

L|F () (27 —w)|[ +[[F (=) = F (u)]]

IN A

implica em
|| F' (u) (2 —u)

Substituindo esta desigualdade em (2.9), obtemos o resultado desejado.
[

Observagao 3 Observe que se assumirmos a condi¢ao (2.6) com L <
%, entao assumindo (2.8)) teremos obrigatoriamente pelo lema acima,
que 0 < 72 < 1, vdlido para todo u € L (z).

O proximo teorema explica como escolher a constante 7 > 1 e
a sequéncia (p,,). Antes de enuncig-lo, vamos obter alguns resultados
preliminares. Observe que se existir A < 1 tal que as constantes em

(12.3) , (2.6)) e (2.8) satisfazem
OL+ o < A, (2.10)

entdo 0 < A — OL — p < 1 e portanto escolhendo

1+op
_ 2.11
T A—OL -y’ ( )
teremos que 7 > 1.
Desse modo, podemos definir
14+0)4
Hmin *= ( ||b§ﬁ|) + 0 (212)
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e enquanto o principio da discrepancia (|1.5) nao for satisfeito, isto é,
enquanto ||bfL|| > 70 teremos

Pmin = (1+0) { 5 } +o (2.13)
< (1+o) E] + 0
< A-0OL,

por (2.11)) , o que mostra que enquanto o principio da discrepancia nao
¢ satisfeito, o intervalo (f,,;,; A — ©L] nao é vazio e podemos escolher
JIS (N’min; A - @L] - (07 1] .

Observagao 4 Para o caso livre de ruidos § = 0, temos simplesmente
min = 0 < 1 e a constante T ndo precisa ser definida. Nesse caso,
(12.13)) é satisfeito imediatamente se assumirmos (2.10)) .

Temos subsidios suficientes para garantir que o REGINN termi-
nard apés um nimero finito de iteracoes.

Teorema 5 Sejam D (F) aberto e zg € D (F'). Sejam (8p,m),,cy wma

sequéncia satisfazendo (2.5)) e (2.3) e F' uma funcgdo satisfazendo (2.6)
e (2.8) com as constantes satisfazendo (2.10) . FEscolha 7 > 1 conforme

(2.11) e selecione p, € (fymin; A — OL] onde i, estd definido em
(2.12)) . Entao existe N = N (0) tal que as iteragdes {J;‘f,x‘g, ...,x‘;\](&)}
do REGINN estio bem definidas e se mantém em L (xo). Além disso,
somente a ultima iteracao satisfaz o principio da discrepincia

v = F (ahw))|| < 70 (2.14)

e 0s residuos bS, decrescem linearmente sequndo a taza

b6
W <, +L0, <A<l n=0,1,..,N(§) -1, (2.15)
 Ansn,my |l
onde 0,, := AT

Demonstracao: Vamos usar indu¢do para provar o teorema. Claro
que o estd bem definido e pertence ao conjunto L (xg). Vamos supor
que as iteragoes {x‘f,x%,...,xi} estio bem definidas e pertencem ao
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conjunto L () para algum n € N. Se ||b)|| < 76 entio o REGINN
’bfLH > 76 e conforme a

termina com N (§) = n. Caso contrdrio,
argumentag¢ao imediatamente acima ao enunciado do teorema, podemos
tomar p, € (fbyin; A — ©OL] e teremos por , e pela defini¢io
de fmin )

[Pacao il [|Pacans 6 = F @)+ - )| (2.16)
1[65,] 1162,1] '
6+ ||Praca,ys (Fat) = F (a3)]|
<
[63]]
< 5—|—QHF($+)—F(m‘Z)H
- 1165,1]
_ 5+QHF(:C+)—F(xi)+y5—y5||
|162,1]
14+ 0)6+o0l|¥?

P be
Logo, (fpin; A —OL] C W;l e tomando tomando p, €

(Lnin; A — OL], temos pelo lema@ que o pardmetro m, em estd
bem definido e por consequéncia, tanto o passo h, = Sp m, quanto a
atualiza¢ao fo_l = 22 + hy, estdo bem definidos. Vamos mostrar agora
que foH € L (xo) . Inicialmente verifiquemos que hy, = Sy m, € dire¢do
de descida para o funcional a partir de x5. Se A%b? = 0 entdo
b5 € N (AX) = R(A,)" e portanto

[Pcan-]]
] |

contradizendo ([2.16) . Logo A%b% #0 e o lema@ implica no resultado
desejado. Como D (F) é aberto, seque da defini¢do @ que existe A > 0
tal que x,, \ = x5 + \h,, pertence a D (F) e

ly" = F@al] <[y’ = F @) < [ly" = F (2]

Entao x5 € L (z0). Além disso, seque da observagdo que Tp A —2
Ah, € R(AY) C N(An)J‘ . E claro que podemos supor que \ < 1.
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Agora, vamos usar (2.6) para obter

1y~ F @)l = (217)
= |[b] = Mphy — (F (zn0) — F (23) — Auhy) ||

|65, — AApha|| + L |[AAph||

(1= 2B + A (b, = Anha) || + LAGn |[55]

(L= M) {80l At [[80]| + A0 |63

= (1= A1~ p, — L0,)) ||y

A CIN A

b

onde usamos (2.2) na desigualdade estrita. Perceba agora que por (2.3)
temos que 0,, < © e portanto

Hn, € (:U‘min; A — @L] =
p, < A—OL<A-—0,L—=
t, + L0, < A

Logo, Da desigualdade acima decorre que
[y = F (an)|| < (1 =X(@A=A)|B2]] (2.18)
Defina agora
Amax :=sup{A € (0,1] : z, x € L (z0)}-
Gostariamos de mostrar que Aymax = 1, obtendo dai que
221 = 20 4+ Amaxhn = Tn e, = 2041 € L ().

Suponha entdo que Amax < 1, isto €, que xy x pertence a fronteira

de L (z9) C D (F). Mas,

max

0 < A<<l=0<1-A<]l=
0 < Aax(1-A)<1=0<1-dpax(1—-A)<1

Usando a continuidade de F, obtemos de (2.18) ,

| < (= A (L= ) [[85]
< el < ly* = F (@[,

Hy6 - F (xn,kmax)
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porque xi € L(xg). Mas isso implica que xy x nao pertence a fron-

teira de L (xg) pois

max

OL (z0) = {z € D(F):||y° — F(2)|| =||y° — F (z0)||},

0 que é uma contradi¢ao. Logo Amax = 1 e seque o resultado desejado.

Agora tomando A =1 em ,
[[rsa|] < (o + L) |[053]]

provando . Finalmente, como p,, + L8, < A < 1, temos que
[oo]| < A[|S_y|| < ... < A™||b§]|. Logo, existe N = N (§) € N
suficientemente grande de modo que Hble < 7. Isto mostra que a
desiqualdade é em algum momento verificada, o que encerra o
algoritmo. m

Observagao 5 O teorema acima pode ser refeito para o caso livre de
ruidos sem muitas altera¢oes. Devemos substituir b5 por b0 = y —
F (). A hipétese ||b|| > 76 deve ser substituida por Hbg“ # 0. Entdo
todos os resultados do teorema serao vdlidos para esse caso, com excegao
de que deve ser substituido por |[bS|| = |ly — F (z,)|| — 0
quando n — oco. Em particular, é vdlido para 6 = 0 e para todo
n € N tal que ||b9L|| # 0.

2.2 Convergéncia do Método
Usando as desiguladades ([2.14)) e (1.3]) obtemos Hy - F (xf\,(é)) H <
(t+1)4, veja (1.7), o que mostra que F (mf\,(é)> —y=F(z)e

v F (24

~ .o . . N . . N . S
nao é suficiente para provarmos a convergéncia da sequéncia (x N 5))

ainda, ‘ = O (0) quando 6 — 0. No entanto, isso

quando 6 — 0. O dltimo teorema da se¢do anterior prova que para
cada nivel de ruido § > 0, o REGINN termina fornecendo um vetor
va( 5" O objetivo dessa secao serd provar que, sob condi¢oes adequadas,
tem-se convergéncia da sequéncia (va( 5))6 para T quando § — 0.
Infelizmente ndo podemos assumir que o conjunto de nivel £ ()
¢ compacto ou mesmo limitado (o que poderia facilitar uma anédlise
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global de convergéncia). Ao contrario, em problemas mal postos espera-
se que L (zg) seja ilimitado pois é possivel que tenhamos uma sequén-
cia (z,) tal que ||y® — F (zn)|| < ||y° = F (x0)
tempo ||z,|| — 00,n — oo. Estudaremos a convergéncia da sequén-

,Vn € N e ao mesmo

cia CC(]SV( 5)) . apenas localmente. Para isso, precisaremos ainda assumir
5

uma quinta propriedade da sequéncia (sn,m),,cy -

Hipé6tese 1 Suponha que existe uma fungdo continua e monotona-

mente crescente U : R — R com t < U (t), t € [0,1] tal que se

en i=at — % é 0 erro na n-ésima iteragdo e

ldnen — 5]

B, = +——"H <1

" 162, ’

. . [|Ansn,m-1-b3]]|

entdo definindo zy m =¥ (8,,) — i temos

n

— e’ — —en|* < Car ||0

||5n,m en” Hsn,m—l en” < Cp || n|| . ||vn,m—l|| Zn,m

para m € {1,2,...,my}, onde Cpy > 0 é uma constante e Sy ;m =
Snm—1 1 Arfun,m—l (veja a condigao " )

Observagao 6 Uma consequéncia imediata e bastante importante da
hipétese[l] é o sequinte resultado de monotonia: Se n estd fizado e

HAnsn,m—l - b§L| |

v
(8,) < F

entdo

||5n,m_en||2_||Sn,m71_en||2 < 0=

||Sn’m—€n” < ||sn,m71_en”,

para m € {1,2,...,my}. Dai, como s, =0,

}|x+_x;sz+1” = |len = snm. |l
< len = snma—1ll <llen = Snm,—2||
< ...<||en—sn70|:||en||:‘|x+—xfbH.
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Logo,
|2 = znl < []a* =25l

Segundo [32], alguns métodos que satisfazem a hipétese [1] acima
sao: Landweber e Maxima Descida com W (t) = 2t, gradiente conjugado
com ¥ (t) = v/2t, entre outros.

Conforme mencionado acima, nos concentraremos em convergén-
cia local. Para um primeiro passo, vamos provar a monotonia do erro
llenll = ||+ — 23||, restringindo as condigdes e a uma bola
de raio p > 0 e de centro em z+. Em particular, deve ser substi-
tuido por

[|E (v,w)|| < L||F" (w) (v —w)||, para algum L < 1 (2.19)

e para todo v,w € B, (z7) C D (F).

Observagao 7 Como F (z) = y tem uma tnica solugio © = =+ na

bola B, (z) (1.2)), da desigualdade (2.19)) acima decorre que N (F' (z))
N (A) = {0} . De fato, se existirv # 0 tal que v € N (A) entio tomando
t € R ndo nulo tal que u := (z* +tv) € B, (z") teremos, devido a

:

[|F (u) —y|| < HF(u)—F(x"‘) —A(u—x+)||+||A(u—m+)H

= ||B (wa*)|| + 14l ]| Aol
(L +1) [t]. ]| 4] =0,

A

o que implica que u é solug¢do de F (x) = y. Mas isso nao pode ocorrer
pois u # xt. Logo, N (A) = {0}.

Repare que se assumirmos que as constantes em ([2.3) e (2.19))

satisfazem
L

v (1_L> +OL < A, (2.20)

para algum A < 1, entao a defini¢ao

fin = ((i + L> 11L) , (2.21)
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implica, pela continuidade de ¥ que

L
li =T —— A—OL.
i =¥ (5 ) <10

Logo, existe 7 > 1 tal que
Pmin <A —OL, (2.22)

0 que mostra que o intervalo [u,;,; A —©L] C (0,1] é nao vazio e
podemos portanto escolher p,, € [tmin; A — ©L] em qualquer iteragéo.

Observacgao 8 Para o caso livre de ruidos tomamos simplesmente pi;, :
U (ﬁ) e entdo a desigualdade (2.22)) é imediatamente satisfeita se

assumirmos (2.20|) .

Teorema 6 Assuma (2.3), (2.5) e a hz’pétese Suponha que (2.8) ¢é
verdadeiro em B, (z1) onde p > 0 e assuma (2.19) com L satisfazendo

(2.20). Defina pi,;, conforme (2.21) com T > %ﬁ de modo que (2.22))

seja satisfeito. Restrinja todas as tolerdncias p,, ao intervalo ndo vazio
[amin; A — ©OL] C (0,1] e comece com xg € B, (7). Entio existe N =
N (0) tal que as iteragées {m‘ls,xg,...,va((;)} do REGINN estao bem
definidas e se mantém na bola B, (xt). Ainda, hd uma redugio no
erro estritamente mondtona:

[l —anll < [le* = an]

n—1

 n=1,2..,N(0). (2.23)

Apenas a iltima iteragdo satisfaz o principio da discrepdncia e
os restduos decrescem linearmente na taza .

Demonstracao: A argumentacdo imediatamente acima do enunciado
do teorema mostra que p, € (0,1] estd bem definido. Vamos argu-
mentar mais uma vez por indu¢do. xoy estd bem definido e pertence a
bola B, (z) por hipdtese. Suponha que para algum n € N, as itera-
coes {x‘ls,xg,...,xfl} estao bem definidas e pertencem a bola B, (zT).
Se HbfLH < 76 entdo o REGINN é encerrado com N (§) = n. Caso

contrdrio, teremos HbfLH > 70 e obtemos como em e

1651

) 1+
S(l‘i‘@) |:|b5:| +o0o< Tg—i-g. (224)

nll
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Como o < 1, para 7 > %g teremos que 0 < # + o0 < 1. Da hipdtese

Seque que
[7] seque q

1+ 1+
7_Q+g§\11<7_g+9>. (2.25)

Como © > 1, da condigao (2.20) e porque t < W (t) para 0 < t < 1,
obtemos

0 < — = (2.26)
140 < 14++—m=—"=
R I
\I/(1+Q+g>
-
Dai, pore,

HPR<A )
116

A
<]
N
7N
Sie
+
=~
N———

—
| |~
t~
N————
|
=
E
=1

1+op

1+
+Q§‘I’<TQ+Q> < Hmin

e seque do lema[3 que o passo do REGINN h,, e por consequéncia a
atualizagio 3,1 = x5 + hy, estdo bem definidos. Agora usando [2.19),

[Anen =03 |] = [[F' (27) (aF —23) = (4° = F (7))]]
< Ay =9l +[|E (2%, 2)]]
< 0+ L|Anen]l.

Como ||bfl|| > 70, temos que § < X HbfLH e entao

1
[[Anen =ball <~ [J0a]| + L ([ Anen = B2 | + [[55]) -

36



Resulta que

- ||Anen — b3 1 1
B = ) <(T+L>1—L’

que pela monotonia de ¥ implica em
1 1
‘I’(ﬁn)<\1’(( +L) 1_L> = fnin < - (2:27)

Agora, da defini¢ao de m,, (2.2),

HAnSn,mfl - bfLH > o Hbfr;z

m=1,2,...my

implica que
[[Ansnm-—1 = bal|

B ]

Segue da observagao [ que
||2* = ana|[ < [la" = ahl| <p,

o que prova ([2.23) e também que %, € B, (z*). Para provar (2.15)

e que existe N = N (§), basta aplicar um raciocinio andlogo ao usado

em ([2.17) comA=1. =

Perceba que nesse caso a escolha da sequéncia (p,,) pode ser feita

a priori. Devemos escolher 7 > 1 de modo que tenhamos simultanea-
1+9
e

1 1
=W —+ L A—-OL,
v ((£8) ) e

e em seguida tomar (p,,) C [tymin; A — OL].

mente 7 >

Observagao 9 Fste teorema também pode ser provado para o caso livre
de ruidos sem muitas alteragoes. Substitua b2 por b2 e tome i, =

v (1 L) A desigualdade - ficard simplesmente

|[Prca
Iz

<o< 1l

37



Como 9 <1 e WU é crescente, (2.26)) fica,

< L:>
¢ =171

L
V() <0 (") =p.
el < p<uis <1_L) i

Para provar (2.27) fazemos

HAnen — b2|| = ||F’ (zn) (2t —2,) — (y — F(xn))H

< Ll Anenll < L(|[Anen = 05| + [[t2]])

o que implica em
|[Anen — %] L

S I I

e portanto
L

Em particular, fica

o = wugal| < [la* — ] (2.29

para todo n € N tal que Hb%H # 0, o que implica ainda que todas as
iteragoes ficam na bola B, (z7).

Com o teorema|§|acima7 podemos mostrar a convergéncia 79, @
2+ quando § — 0, mas apenas numa norma mais fraca do que a norma
padrao em X ou num sentido mais fraco de convergéncia. Para esse fim,
definimos um operador fracamente sequéncialmente fechado.

Definicao 3 Uma fung¢io F: D (F) — Y, onde D(F)C X eX eY
s@o espacos normados, é dita ser fracamente sequéncialmente fechada
se para cada sequéncia (x,) C D (F) com x, convergindo fracamente
para © € X (ou seja, f(x,) — f(x) para todo funcional linear e
limitado f) e com F (x,) — y € Y, tivermos que x € D (F) e F (z) =
Y.

Para provar convergéncia fraca da sequéncia (9 vamos
N(©)) s
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supor que F' é fracamente sequéncialmente fechado.

Coroldrio 7 Assuma todas as hipdteses e notagoes do teorema[f As-
suma ainde que F' é fracamente sequéncialmente fechado e seja (0;)
uma sequéncia de niumeros positivos convergindo a zero. Entao qual-

L 5; X L A

quer subsequéncia de (x]\;(é v)> possui ela prépria uma subsequéncia
77/ jEN

que converge fracamente para T 7.

Demonstracao: Pelo teoremal6], qualquer subsequéncia de (xf\}'(&jo N
j€
estd contida na bola B, (x), sendo portanto limitada. Logo, qualquer

A §; . L. A .
subsequéncia de (:EJ\J’(‘s-f))jeN possui ela prdpria uma subsequéncia, que
55,

denotaremos por | x
P < N(éjk)

> , que converge fracamente a um ele-
keN

mento £ € X. Assim,

5jk

N (s )45 quando k — oo.

Ik

Mas, por (T7),

F —y|| < (7 +1)8;, — 0 quando k — oo,
N((sjk) '
ou seja,

F <xj\;’zﬁjk)> — y quando k — oo.

Pela hipétese de que F' é fracamente sequéncialmente fechado, segue que
€ D(F) e F (£ =y. Pela unicidade da solugio do sistema F (x) =y
(referéncia (1.2) ), seque que & = x+. Assim,

8

Jk +
T — " quando k — 0.
N (3 !
]
Para o préximo resultado de convergéncia, defina para cada x €
X, ||z|| 4 := ||Az||. Entao utilizando a observacao |7, podemos provar

que |[|.|| 4 € uma norma. Nessa norma temos convergéncia.

Coroldrio 8 Assuma todas as hipdteses do teorema[6 Entdo

1+7
+_ .8
o= sk |, < =70
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Demonstracao: Para facilitar a nota¢do facamos x?\/(&) =xn. (2.19)
e a desigualdade triangular reversa implicam na desigualdade

l|e™ —anl|[, = [|F' (=) (@™ —an)||
> LI @n) - F (@) = P (@) on — )|
> L= Fanll+||F @) (@ —2)]])

L
1 1
= —zlly=F@oll+ 7 llz* —axll,,

que por sua vez implica que

1
(7= 1) lle* ~anll,
1

||x+_xN||A < EH?J_F@N)H

IN

1
Ly = F(an)l| =

O resultado desejado segue de (1.7). m

A propriedade de regularizagao é portanto vélida para con-
vergéncia na norma ||.||,. Para provarmos essa propriedade para a
norma padrao em Y, vamos assumir uma propriedade de estabilidade
da sequéncia (s,,m,). Para deixar mais claro, vamos representar por
(s%m) a sequéncia gerada pelo algoritmo REGINN quando utilizamos
o vetor y° satisfazendo e simplesmente por (s, ) a sequéncia ge-
rada por este algoritmo no caso livre de ruidos (§ = 0), isto ¢, quando
utilizamos o vetor exato y. No segundo caso, o algoritmo gera uma

sequéncia (z,) de tal modo que

lim ||xJr — :cn|| =0,
n—oo
conforme serd mostrado no lema [10] adiante. A propriedade exigida é

que paracadan = 0,1,..., N (§)—1, a sequéncia (s, m) satisfaca

o<m<mu

;imsi m = Sn,m, para cada m < m,, fixado. (2.30)
—0 7

Segundo [32], os mesmos métodos que satisfazem a hipétese (1)
(Landwebwer, maxima descida, gradiente conjugado, etc.), também
satisfazem a propriedade (2.30]) acima.
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Assumindo a propriedade e as hipéteses do teorema |§|,
seremos capazes de demonstrar o principal teorema dessa segdo (teo-
rema@ abaixo), que garante que a propriedade de regularizagao é
satisfeita para a sequéncia gerada pelo REGINN.

Teorema 9 Assuma (2.30)) e as hipdteses do teorema @ Entretanto,
assuma que fi, € M; A— @L) para um pr > phs. Entdo a propriedade
de regularizagao (1.6) é satisfeita.

Para a demonstragao desse teorema precisaremos demonstrar al-
guns lemas intermedidrios. Assumiremos até o final dessa se¢ao, todas
as hipéteses do teorema @ acima.

Lema 10 No caso livre de ruidos § = 0 temos convergéncia, isto é,

lim ||:U+ fxn|| = 0.

n—oo

Demonstragao: Inicialmente perceba que, sequndo as observagoes [J

e[9 as desigualdades (2.15) e ([2:29) sdo vdlidas no caso livre de ruidos
6 =0. Se F(x,) =y para algum n € N entao o REGINN termina com

x, =27 (veja o algoritmo @) Vamos mostrar que caso isso ndo ocorra,
entao a sequéncia gerada (x,) C X é de Cauchy e portanto converge,
jé que X é completo. Em sequida mostraremos que este limite é x.
Seja portanto I,p € N com | > p. Defina e, := x+ — x,, e perceba que

2 2
lzr —zp||” = ller — eyl (2.31)

2 2
= 2 —epen) +lepll” = [lel”

Mas pela condigao ([2.5)),

-1

-1 m;
o e —
e —ep=— g Sim; = — g A7v;, onde v; := — E V4 k—1-
i=p k=1

i=p
Entao
-1 -1 -1
(o1 = eprer) = <2Am > 3 A < 3 - el
i=p i=p i=p

Vamos estimar ||A;e;|| aplicando a condigao (2.19) e um raciocinio
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andlogo ao utilizado no coroldrio[8

|Aier]| = [[F" (2:) (a7 — 1)
< ||F1/(9Ci) (2 —ai) [| + |1 F" (w3) (w1 — @)
< 77 Uy = F @)l +[1F (@) = F (z)ll)
< %(lly*F(xi)HHlF(xi)*y||+|\y*F(wz)||)
< ol - Fel,

onde a ultima desigualdade decorre de i <1 e da monotonia do residuo
(2.15) . Portanto,

-1
3 _
e —epeer) < o7 DIy = F @l (232)
i=p

Para estimar ||v7]| . ||y — F (z;)||, levamos em consideragio que
||b9L - Ansn,m—lH > 1% ||b701||

para qualquer m = 1,2,...,m, e aplicamos a hipdtese [ Usando a
desigualdade

|[$n,m — en||2 —I$nm-1— en||2 <Cu HbgH Nvnm—1ll 2n,m

comn =1 e somando ambos os lados de m = 1 até m; obtemos

l1sim, — ell® = [leill* < Car [[B2]] D vim—1ll (¥ (8;) = py) -

m=l

Lembremos que ¥ (8,;) < pn (2.28) e portanto,

U (8;) < panin < B <y = flgin — £ < U (B;) — p; <O0.
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Decorre que

mg

leill* = [sim, —ell® > Cum (1= tin) Y Nvim—1l] - |[BY]| =

m=l

S lell” = llsim. — ell?
et || [00]] < 12 s :
"LZZZ ||’Ul,m 1” H 7 H CM (H _ ,Umin)

Lembremos agora que b) =y — F (z;) e que e;11 = €; — Si,m,;- Usando

a definicao de 3,
m;
- E Vi,m—1
m=1

> lvimeal ] [[67]]
m=1

2 2
lleill” = [Isim, — sl
CM (H - /'[/rnin)

il -y = F (i)l Aly = F (2|

IN

N

Substituindo em (2.32)) ,

-1

3 2 2
(e —eper) < L)CM(M_MM);(IIQII Isim. = eall?)

3 2 2
< T o ey (el = lledl?).

Substituindo agora em (2.31)) ,

2 6 2 _le/l1?
2t — % = <(1_L)0M T~ +1) (lleal? = lleali®)

Observe que a sequéncia (|len||) € limitada inferiormente por zero e
monotonamente decrescente ([2:29), logo converge. Como p < I, seque
que ||ey||*> = |ler]]* — 0 quando p — oo. Isso prova que ||z — ||
pode se tornar arbitrariamente pequeno com o aumento de p, logo ()

é Cauchy e portanto converge, digamos x, — b quando n — oo.
Como F' é continua, F (z,) — F (b). Mas ||y — F (z,,)|| — 0, o que
implica que F (x,) — y e portanto F (b) = y. Portanto b é a tnica
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solugao do sistema F (x) =y, o que implica b = ™, ou seja, x, — zT
quando n — oco. W

Observacgao 10 Se tomarmos 3,, € [H5 A - @L) e tivermos em algum
momento

)

[[Ansnm — b | < B, ||B

podemos certamente escolher p,, € [p; A —OL) com p, > B, e daf
teremos
[[Ansnm =Bl | < pa [[05]]

Isso significa que se definirmos

o = min | A — 03] < [J5]]

entdo para qualquer m’ € {mpg,...,mp}, 0 teorema@ eo lema serao
verdadeiros com m' no lugar de m,, (definido em [2.2))) desde que o
intervalo [pmin; A — OL] seja substituido pelo intervalo [ppin; A — OL)
no teorema [

Para enunciar e provar o préximo lema, precisaremos definir re-
cursivamente alguns conjuntos. Seja Xy := {xo} e defina X,, 1 a partir
de X,, da seguinte forma: para cada ¢,, € X,,, tome pu,, € [H; A — GL)
e defina

Mp1 @ = glé%{HF/ (€0) Snam — be, || < i [|be, ||} e (2:33)
mas ¢ = min 1 (€0) smm e | < o I, 1}

onde be = (y—F(£,)).

Claro que my1 < mya. Agora defina X,,+1 como sendo o conjunto
de todos os elementos da forma &, + s, pr onde M € N satisfaz m,,; <
M < mys. Dizemos que ,, é o predecessor de &,, + s, m € que estes sao
os sucessores de &,,.

Segundo esta definigao, teremos que todo conjunto X, serd finito.
Além disso, para dados exatos (6 =0), teremos que xy € X, e por
consequéncia, £1 = g + 51,m; = To + S1,m,., € X1. De um modo geral,
z, € X, para todo n.

Por exemplo, se numa situagao hipotética tivermos em algum
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momento X,, = {z,} e ocorrer

HAnsmm—b%H > /,(,,ng?L |7 param =1,2,3,
HAnSnA_b%H = /’Ln||b2 )
[[4nsns =bhll = wn|[b0]] e

[ Ansne —ball < p||05]],
teremos entao my,1 =4 € mys = m, = 6. Dai,
Xn+1 = {mn + Sn,4,Tn + Sn,5,Tn + 5n,6} = {wn + Sn,4,Tn + Sn,5, xn+1}

terd 3 elementos e para j > n + 1, teremos que X; terd pelo menos 3
elementos.

Pela observagao e pela desigualdade na observagao |§|,
decorre que

[le" = &niall < o™ = &l (2:34)

para qualquer §, 1 € X, 41 sucessor de §,, € X,.
Estamos em condigoes de enunciar o préximo lema.

Lema 11 Sejan € N com n < N (J) para § > 0 suficientemente
pequeno. Entio x° — X,, quando § — 0. Mais precisamente, se
(6j)jEN CR,0<6; <6 para todo j € N ed; — 0 quando j — o0
entao a sequéncia (mff) - se divide em subsequéncias convergentes,
sendo que o limite de cadjaeuma dessas subsequéncias é um elemento de
X,

Demonstracao: Vamos usar inducao sobre n. Paran = 0, Xg = {zo}
e como g independe de §, a afirmacgdo é verdadeira para esse caso.
Suponha agora que a afirma¢do seja verdadeira para algum n € N fi-
zado, isto é, suponha que x5 — X,, quando § — 0 e que n+1 < N (4)
para § > 0 suficientemente pequeno. Como o conjunto X, é finito, ele
pode ser escrito na forma X, = {€,, (1),....&, (D}, para algum | € N.
Seja (07) ..y C R tal que 0 < 0; <6 para todo j € N e §; — 0 quando

j — o00. Pela hipétese de indugao, (zij) se divide em subsequén-
jEN

jEN

. 85y, .
cias <xn k(”)) , cada uma delas convergindo a um elemento de
k(p)eEN

5.
X, isto &, xn """ — €, (p) quando k(p) — oo, p = 1,2,...,1. Pre-
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. by . L
cisamos provar que (mnﬂrl) se divide em subsequéncias convergentes
jEN
e de modo que os seus limites pertencam a X,+1. F suficiente provar

85 . .
que (mn m”) se divide em subsequéncias que convergem para
k(p)eN

elementos de X, 41 com p = 1,2,...,1. Para isso, five p € {1,2,...,1}.

~ 6jk(p)
Temos entao que xy,

a nota¢do vamos escrever simplesmente lim 22+ = ¢, € X,, e provar
k—o0

— &, (p) quando k (p) — oo. Para facilitar

que zi’g_l — X411 quando k — 0.

Defina b3 =y’ —F (29%) e Adr := F' (mfﬁ) . Pela continuidade
de F e de F’,
lim F (22%) = F (&,)

k—o0
Jim Al = F'(€,).

Agora, como ||y5’< — yH < 6k, e 0y — 0 quando k — oo, temos que
Yo — y quando k — oo e mais uma vez pela continuidade de F,
temos que

Jim [y = F (235)] =y = F (&) = b,

Dessa igualdade obtemos

Jim {[oz]] = [Jbe, I]

e usando agora (2.30) obtemos

lim || A% sk, — b2k || = || F' (€,) Snym — be
k—oo

, meE {0, 1, ...,mnz} .

n

Mas da defini¢ao (2.33),

HF’ Snmm—bg

< i |

n

e teremos portanto para k suficientemente grande que

|| AgF 0, = B[] < g [|B3F]] - (2.35)

7l yMn2
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Definindo

= min {|| 475 s, — 00| < |05 1}

vemos por ([2.35) que m2* < mys para k suficientemente grande. Va-
mos agora comparar t, |[6%% || € ||F' (£,,) Snmna—1 — be, || - Temos duas
opgoes:

Caso p, ||0%¢|| < ||F' (£,) Snmna—1
ficientemente grande que

, teremos para k su-

() é ) 5

Lo, ||bn’“|| < ||Ank3n,mn271 — bn’“H = Mp2 — 1 < myk

Logo mpa —1 < mfb’“ < My, implicando em m‘flk
cientemente grande. Portanto, por (2.30)) ,

= mp2 para k sufi-

s A

M k — 1 —
s = s = S =
1PN 2 S
lim 2%, = lim |20 +5% , | =€, + €X
& Tpt1 — Ty s 5| — Sn Sn,ma2 n+1-
—00 k—o00 n,m,'5
Mas se u,, Hb‘skH = HF' ) Snmna—1 — bénH , ou seja, caso a sequnda

op¢ao seja verdadeira teremos que

,U“n ||b§n|| < ||F/ (Sn) Sn,mnl—l - b§n||

tn [, || = [[F7 (€0) snar = be, |

para M = my1, mp1 + 1, ...,mpo — 1. Argumentando como acima, tere-
mos para k suficientemente grande,

mn1—1<m <m 2:>m € {mp1,...,mpa}.

Assim, vemos que para k suficientemente grande, a sequéncia (mi’“)k

S . Ok Ok
pode ser diwvidida em subsequéncias constantes my, 10 = M1, My ° " =
Sk,
M1 + 1, o, mp'? = mye, onde p = Mmpa — my1. Dad, para | €
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{07 1’ ""p} ﬁxo’

: W _ 1 O] 0) _
limz, /7’ = lim |z, """ +s " =&, + Snma+1 € Xng1-
j—o0 k—o0 n,m 2](1)

.. . Sh .. A
Isso significa que a sequéncia (:z:n’g_l)k pode ser dividida em subsequén-
cias, onde cada uma dessas subsequéncias converge a um elemento de
s
Xny1, 0 que prova que x,', — Xny1 quando k — oo, conforme
queriamos. W

Com o auxilio do préximo lema, seremos capazes de provar o
teorema [9] Este lema mostra que os conjuntos X,, convergem uni-

formemente para zt.

Lema 12 Para qualquer n > 0, existe M (n) € N tal que ||z —&,|| <
n para todo n. > M (n) e para todo &, € X,.

Demonstracao: Vamos supor que a afirmagao nao é verdadeira e
derivar uma contradi¢cdo. Suponha entao que existe n > 0 tal que para
qualquer M € N fizado, ||zT —&,|| > n para algum n > M e algum
&, € X, Isso significa que existe n > 0 e uma sequéncia estritamente
crescente (jn),en C N tal que Hgﬁ+ — fjn|| > n para todo n € N. Note
que fizado n € N, ‘a?"’ — 5jnH > n e entao o predecessor de j, também

satisfaz essa desigualdade pois por (2.34) ,

[le® = &l > [la™ =&, || = m-

Portanto, podemos incluir j, — 1 na sequéncia original (j,) Esse

neN *
raciocinio nos leva a concluir que podemos assumir sem perdaede gene-
ralidade que j, = n para todon € N e também que £,,_, é o predecessor
de &,, para todo n € N*. Logo, existe M > 0 e uma sequéncia (§,) com
&, € X, para todon € N, de modo que £,,_, é o predecessor de &, para
todo n € N* e ||zt —&,|| > n, para todo n € N. Isso implica que a
sequéncia gerada pelo algoritmo REGINN quando substituimos m,, por

m’ com m’' € {myg,....,mu} e

)

Mpo = 21611% ‘ |An5n,'m - bfLH < 225 Hbfz|

é uma sequéncia divergente. Mas isso é uma contradi¢ao (veja obser-

va¢ao @) [ |
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Estamos aptos a provar o teorema E[

Demonstragao: Seja (J;) C R} uma sequéncia satisfazendo 6; —
0 quando j — oo. Suponha inicialmente que lim N (4;) = n €
j—oo

N 5, .. .
N. Pelo lema a sequéncia (zn’> se divide em subsequéncias
jEN

i
<xn "(”) ,1€1{0,1,...,h}, algum h € N, onde cada uma dessas
k(l)eN

S
subsequéncias converge a um elemento de X,,, ou seja, &, " — & () e
X, quando k (I) — oo. Para [ fixo, devido a (1.7 obtemos

&
Hy - F (xnjk(”)H < (R+1)6j,, — 0 quando & (I) — oo,

o que implica que ||y — F (£(1))|] = 0. Mas X,, C B, (z") pois as
iteragoes do REGINN nao saem da bola B, (zT) (veja (2.23])). Como

xt ¢ a tnica solugdo da equagao F (z) = y messa bola, temos que
F(zt) =y =F(£()) = z7 = £(I) para todo [ fixado. Isso implica
5 v
que todas as subsequéncias | z, ©" de (xff) convergem a
jEN

k(l)EN
zt quando j — oo. Como N (4;) € N para todo j e N (8;) — n,
segue que N (0;) = n para j suficientemente grande. Dai,

0 — gt.

lim 2% = limz
lim 2y 5,y = lm z;;

J—00

Agora, se ao invés de termos lim N (6;) = n € N, tivermos somente
J—00

(N (6)) ey limitada, entdo esta sequéncia se divide em subsequéncias

(N (6jk(l>))k(l)eN tais que k(gIBooN (6j.y) = n (1) € N. Podemos entao

6.
argumentar como acima para concluir que lim z, """ = zt, para
k(l)—o0
. . . 6] _ +
todo [, o que implica em lim TN,y =TT
]*)OO
Num dltimo caso, se lim N (6;) = oo, para qualquer n > 0
j—o0

fixado, existe n = n () € N tal que para todo §,, € Xy, [zt —§&,|| < 2
(lema [12). Pelo lema existe J (n) € N tal que se j > J (1) entdo

‘ 5
£ () — 7|
escolher j > J (n) suficientemente grande de modo que N (d;) > n (n)

existe &, (j) € X, satisfazendo

< 2. Portanto podemos
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(porque N (6;) — o0) e dai, novamente por (2.23)),

H”ﬁ—xf\?(éﬂ ’ <&t —afi|| < ||lz* =& D] +][€x () — 23 || <,

para uma escolha apropriada de &, () € X,,.

.5
Logo, em qualquer caso, lim x]\?(év) = z7. Como a escolha
J—00 J
N . ) . . L, . . 5 o + .
da sequéncia (d;) foi arbitraria, segue que gli%xN((;) = zT, ou seja,
. 5 NS |
fim [[ehis) == = 0. =

2.3 Taxas de Convergéncia

Taxas de convergéncia para o algoritmo REGINN ainda nao
foram provadas levando-se em conta o contexto mais geral apresen-
tado nas duas se¢oes anteriores. Porém, essas taxas foram obtidas para
casos especiais, quando a sequéncia (sp ),y ¢ gerada na iteragao in-
terna pelo método do gradiente conjugado por exemplo (veja referéncia
[33]). Também foram obtidas taxas de convergéncia quando a sequéncia
em questao é gerada por filtros lineares (referéncias [30] e [31]). Nessa
secao, estudaremos taxas de convergéncia para esse segundo caso, isto é,
vamos supor que a sequéncia (Sn,m),, oy ¢ gerada da seguinte maneira:

na iteracdo n, deixamos o parametro n fixo e definimos?

Sn,m = gm (A} Ap) A:‘Lbi, (2.36)

onde g,, : J — R ¢ uma funcio continua por partes?, J := [0, |4, |2}
e m € N é chamado de parametro de regularizacdo. Supomos que
go := 0 e para facilitar a notagao definimos

Pm (t) =1—tgm (t) : (237)

2Veja a discussdo no apéndice
3 A defini¢do do operador gm, (A}, An) ¢ dada no apéndice
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Supomos ainda que existem constantes positivas Cy, C), e o tais que

(a) sup|gm (t)] < Cym?;

teJ
(b) jlelgltpm )] < Cpm™; (2.38)
(¢) sup |pm (t)] = 1.

teJ

Observe que da desigualdade triangular reversa obtemos |p,, (t)| =
|1 —tg(t)] > |tg(t)| — 1, para todo ¢t € J e para todo m € N. Da
condigao (c¢) acima decorre que 1 = sup |py, (t)| > supt |gm, (t)| — 1, para

teJ teJ

todo m € N. Logo,

C~'g = supsup t|gm (t)] < 2. (2.39)
meNteJ

Observagao 11 Das condi¢des (2.38)) podemos provar as condigdes

(C.7) . De fato, de (2.38)) (b), temos para todo t € J, comt > 0 e
m €N,

[tpm ()] Cpm™*

|t = gm (t)] < Cpm ™
t2 |gm (B)| — t < Cpym™«
Tim [ lgm (5] ~ ] <0

lim 2 |g,, ()] <t
m—00

FErlbm

= lim |gm ()] <

Por um raciocinio andlogo, porém substituindo a terceira linha pela
desigualdade
t = t% |gm (t)] < Cpm ™,
obtemos lim |g,, (t)] > 1 e portanto lim |g, (t)| = 1. Como t > 0,
m— o0 m—0o0
% > 0 e assim,

1
lim 9m (t) = Ea t>0.

m
A condigao
[tgm (£)] < Cy, t >0
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é imediatamente satisfeita aplicando-se (2.39)) . Isso significa que a tese
do lema[3 apéndice [0 ¢é vdlida se assumirmos (2.38).

Para esse caso que estamos estudando, o algoritmo REGINN se
torna, para uma escolha a priori da sequéncia (p,,) ,

Algoritmo 4 Dados (a:o; Fiy% (u,); F'5 73 0; (gm))

n = 0;
x4 = wo;
B =y — F (03)
Ay = F' (a8);
Enguanto Hble > 70
m :=0;
Sn,0 = 0,
Enquanto ||Ansn7m - bfLH >y, Hbi”
m:=m++ 1;
Sn,m = gm (A An) A:zbfﬁ
Fim
fo_l = :cfl + Sn,m;
n:=n-+1;
b=y — F (xi) ;
Ay =F' (29);
Fim
sy = 7.

Compare esse algoritmo com o algoritmo [I] mais geral.

No artigo [31], o autor foi capaz de mostrar que sob condigoes

. . . . ~ 6
adequadas, o algoritmo (4| acima termina com uma aproximagao x N(s)

para z1 e que a condicdo de fonte do tipo Holder
et —zo € R ((A*A)%) :
implica na existéncia de um nimero A € [0,1) tal que
j fll=0(57) .6
Tne — T || = ,0 — 0,
onde, como antes, A := F’ (zT).
Utilizaremos porém, a abordagem utilizada no artigo [30], onde

esta condicao de fonte serd relaxada. Mais precisamente, provaremos
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que existe um nimero positivo Ay, < 1 tal que a condigao de fonte do
tipo Holder

zT —xp€R ((A*A)%> para A € (Amin, 1], (2.40)
implica na taxa de convergéncia

A—=Amin

e — || =0 (5*7%) 5 — 0

Para obtermos taxas de convergéncia, vamos substituir as condic¢oes
de nao linearidade da fungao F' (2.6)) e (2.8]) pelas seguintes condicoes:

|F' (v)|| < 1,¥v € D (F). (2.41)

Suponha que existe @ : X x X — L (YY) tal que

F'(v) = Q(v,w)F (w) e (2.42)
I =Qww)l| < Cqllv—wll,

para todo v,w € B, (z1), para algum p > 0 (compare essa condigao
com a condi¢do mais relaxada apresentada em (|1.20])).

Observagao 12 Por acima
1Q (v, w)[| =1 =Q (v, w)|| = |I1|| < [|Q (v, w) —I|| < Cq [|lv —wl],
que implica , para todo v,w € B, (z7),
1Q (v, w)[| <1+ Cqlv —wl| <1+ Cq2p.
A condigao é uma restrigao forte, da qual podemos derivar
a condigao do cone tangencial caso Cgp < 1. De fato se v,w €
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1E (@, w)ll = |IF(v) = F(w) = F' (w) (v —w)|

Dat,
1
I1E (v,w)]] < ||F'(w)(v—w)II/CQtHv—wlldt
0
1 )
= 50l —wl]. ||F" (w) (v —w)]]
1
< SCe2|IF () (v - w).
Logo,

1B (v, )| < Cop|IF" (w) (v —w)l.

[Fl'(w+t(v—w))—F (w)](v—w)dt

Q(w+t(v—w),w)—I]F (w)(v—w)dt|l,

(2.43)

Observe que para L := Cgp < 1, a condigdo (2.6) é satisfeita para
todos os vetores v,w € B, (z). Ainda, se caso Cgp < %, pelo lema

decorre que (2.8)) é satisfeita.

Procedemos agora como em ([2.7)) . Pela desigualdade triangular

reversa,
|F (v) = F (w)]| = (1 = Cop) [|1F (w) (v —w)]|.

De (2.43) e (2.44) acima e usando Cgp < 1,

1
|E (v, w)|| < CQPW I (v) = F (w)]].
Dai,
|1E (v,w)|| S w||F (v) = F (w)]|, Yo,w € B, (z7),
onde w = lfggp.
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Note que para Cgp < %,

L _ _Caer
1—CQP>2:>170QP<2:>W—170Qp<2CQp<1.
Defina b, := y — F (23) — E (z",29) e d, := ||b%]|. Entéo
Ape, = b5 com e, =2t —z%e por (2.4F),

|65, — b5 || |y = F (22) —y+ F (25) + E (z,20)|| (2.46)
O+ |[B (@ an)|l <+ wl[F (%) = F (a7)]|
4w (ly =yl + [l = F (=)
5+w6—|—wafLH = (14 w)d+wd, =€ (29,0).

ININ A

Lema 13 Seja (g.,) uma sequéncia satisfazendo (2.38)) e suponha que
[2:42) ¢ satisfeito com Cqp < i. Fizen € N, assuma que x5 € B, (zT)

_ _Cqgp 14w ~ A ;
e defina w = T—Cop < 1. Se T > ==, entdo o parametro m,, definido

em (2.2) é finito para qualquer p,, € (w + (Hw)é, 1} )

Demonstracao: Enquanto o principio da discrepdncia nao é satis-
feito, isto é, enquanto d,, > 70, teremos

0 1 1 0
—<f:>w+( ) <

(14 w)
d, T dp, '

w+

Por hipdtese,

Dai,
(I14+w)d 1+w)(1-w) 1

w + d. < w W: 5

o que implica que o intervalo J,, 1= (w + (1+w)6, 1} é nao vazio. Tomando

W, € Jn, teremos

(1+w)d
dn

Agora, (2.42) e Cop < % implicam em (2.46)) e portanto

|65, = b5 || < (14 w) 6 +wdy < pr,di.

Hy, > W+ = (1+w)d+wd, < p,dy.
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Mas ||b,§I —ble = HAnen —bfl||. Logo
|[Anen — B3| < 1, |[83]] - (2.47)

Repare agora que pela definicao (2.36) e por (C.8)) (veja observagdo

decorre que

tim [ Auso e~ B3 < [l Auen — 81| < o B3]

m—0o0

Logo, para m € N suficientemente grande,
[ Ansnm = 03] | < g [[Ba]]

0 que prova que o pardmetro m, definido em (2.2) estd bem definido.
]

Para o préximo passo, vamos estimar para n fixo, a norma do ve-

tOr Sy,m,, - Utilizando a definicao de sy, m,, (referéncia (2.36)), o teorema
do apéndice [A] e as condigdes ([2.38) obtemos

s> = ||gm, (A5AL) A% (4 — F (22))]]

< g, (A3 AP A3y~ F (23)]]°
= [”A:L n|| . Hgmn (A;kLAn)H] . Hgmn (AZArL)|| 'di
< sup ¢t |gmn (t)l sup ‘gmn (t)l 'di
te[0,An|?] te[0,][An|[?]
< CyCym&d?.
Portanto,
Smm, || < \/CyCymit dy. (2.48)

Vamos estimar m,, e d,, individualmente. Para facilitar a no-
tacdo, vamos definir 7, := %. Pelas hipétese do lema m,, estd

. 1+w)d
bem definido e para u,, € (w + %, 1] ,

1
/J,n>w+(—;7w)6:>/14ndn>de+(1+w)6:€(xf“6)'

n

Logo, 7, > 1. Agora, se m,, > 2, utilizamos a defini¢do de m,, (2.2),
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de Snm, [@:36), de pn, (237) e de €(22,6) (2.46), juntamente com
(12.38) (c), novamente (2.46) e a defini¢ao de b, para obter

TnG(CCi,(S) = p,dn < ||A snmn_l—biH
= |[(Angm,—1 (A5 A,) AL — 1) 8|
[(An AL gm, -1 (AnAL) — Dby
[P, -1 (AnAs) By |
1P —1 (A AL) b5l + |[Prm,—1 (AnAL) (0 —b5) |
5
)

oo (An ALY B+ 1 (An AL |85 — 05
||pm7ﬁl (A A Anen” +e (CL“,SL, 6) )

INIA A

onde utilizamos (C.10]) na terceira igualdade. Portanto,
(Tn - 1) € (mfw 5) < ||pmn71 (AnA:L) Anen” .

Para facilitar anotagao vamos tomar simplesmente p := p,,, —1 (4, ),
gj -:gm]( ) Qoon:—Q(x+v n) Q]n‘:Q(], n)e =

1
(T*T)2 . Entéo a inequagao acima se torna

(T —1)€ ( L ) < |lpAnenl| . (2.49)

Vamos agora enunciar um lema que serd bastante utilizado. A
demonstracio estd no apéndice

Lema 14 (Desigualdade de Interpolagao) SeT € L(X,Y) e0 <
r < q entao

[(T*T)" z|| < H(T*T)qu lz]|' "%, para todo z € X.

Vamos assumir a condigdo de fonte
co=at —zo=|A w, we X eAe|0,1]. (2.50)
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Usando a definicao de sy, (2.36) e ,

o + S _ .+ & _
€p = T —Tp =T — (‘Tn—l + S”l—lamn—l) -

n—1 n—1
— + _ + . — _ .
=z Zo Sjm; | = €o Sj,m;
j=0 j=0

n—1

* 510

= eo— Y Al
§=0

Usando agora a condigdo de fonte (2.50|) acima,

n—1
en = |A w— w,, com w, = Z A;gjbg-. (2.51)
j=0

Usaremos este resultado para estimar o lado direito em (2.49)) .
pA,e, = pA, |A|)‘ w — pApwn,. (2.52)

Vamos estimar a norma de cada um dos termos no lado direito de (2.52))
acima. Usando (2.42)), o fato de que o operador p é auto-adjunto e a
desigualdade de interpolagao (lema ,

[panialw]| = |[pAn Qe dnl w (253)
< || (P40 1Qundn) || 11l
< |1 QuenAnl® A5 -lwl
< 111Qoon An] Anpll™ 1 45pN " [l

58



Mas

11Qoe,nAn Arpll*

(IQnAnl® Azp. Ap)

(AL Q% 1 QoonAnALp, ALp)
(Qbe nQoomAnAsp, An A p)
Q% Qoo An ALp|| - 1A, ALl
HananHHAfim

= 1Qooml* [ 4nAsplI?

IN

IA

e também,

«J%A*»%A

(Ulpll - [[An A pll)
1A Aspl| =

x 1=\
A7l

IN

IN

por (2.38) (c). Substituindo esses dois tltimos resultados em ([2.53))
obtemos,

|[PAn 147 w]| < 1Quen I 140 AzpII = o]

Seja éQ uma cota para ||Q|| em B, (z1), isto é, ||Q (v,2)|] < éQ para
todo v,z € B, (1) (veja observagao . Entao, usando a condicao
(2.38) (b),

142
A -~ —« 2
[pan1arw|| < C(Cpoma—17) " ol (259)
CNO‘C%
- Qipaljnwn_
m, — 1) 2

Vamos estimar agora a norma do segundo termo no lado direito
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de (2.52)) . Pela definigao de w,, (2.51),

n—1

lpAnwn|l = ||pAs Z A;gjb?
=0

n—1
> |lpAnA;g7vd]|
=0

IN

Mas por (2.42), Ap = Qw,;A;. Também vale a igualdade A;A% =

1—

|A5)? = A5 Az Assim,
n—1 5
pAwwnll <3 |[pQus 4517 9785)| (2.55)
§=0
n—1
< 3 [lpQus s [l ol
=0

1+

Agora, como p e |A;‘ sao auto-adjuntos, podemos utilizar o

lema |E| e a igualdade A7Q;, ; = A}, para conseguir

Han,j |45 |1+A‘ ‘ = ‘ ‘ Evi Q:,,jp‘ ‘

1+

e o

* * 142 * 52
< [(4547) @l = [|@npl] 2
o A i 1-a
< AT ARl = @l = lwll =
Dat,
~1-a
[p@us [451| < Qoo An] 43l Co7 1
14a o A ~1o2
< Qoonmll  [[AnAnpll = G
~14x o] ~1ma
< Gy [Goma-17] T CF

14+ 142

= CoCp? (mp—1)""7 .
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Substituindo em (2.55)) ,

j?
bJ

oAy < (mCQC E_j 1431

n

Substituindo agora esse resultado e o resultado obtido em ([2.54) em
(2.52) conseguimos

~ 142
A 2
p

IpAnenl] < LH !
p nen — )1+,\ w

n—1
C C’ w1 1=X
S ve=ee) B || KV ]
(mn —1)77 j=0
Portanto,
W (n
llpAnen]| < C’w%, (2.56)
my, —1)% 2
onde
1+
Cpi=0Cp? maX{CQ,CQ}
¢ 1
1=A
n) = Il + > ||1431 7 78| (2.57)
§=0
Finalmente, de (2.49)) decorre que
w
(Tn — 1) e(29,0) < Cw%. (2.58)

Com essa limitacao, seremos capazes de limitar o pardmetro
m, € N.

Lema 15 Seja (gm,) uma sequéncia satisfazendo . Assuma
e com Cgp < % e suponha que as k primeiras iteragoes {x‘f, s xi}
do REGINN estao bem definidas e se mantém na bola B, (7). Além
disso, suponha que xg € B, (x1) satisfaz a condigdo de fonte para
algum X € [0,1]. Entdo existe uma constante C; > 0 independente de
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n ek tal que

2
1% Gy o
my, < C7 < (n)) € (m5 §) UV paran =0,...k. (2.59)

9
Th — 1 "

Demonstracao: Inicialmente consideremos m,, > 2. Nesse caso, usando

(2.58)

2my, —m, < 2m,-2=—=2<m,<2(m,-1)=
a+x) a+x)
(mn)a 13 < 2a(1§>‘) (mn _ 1) 12)‘
< O‘(ly)C’w W (n) N
(Tn — 1) € (2, 9)
2
2 W(n) a(1+X)
m, < 2[c o™ |— 7 —
< 2o [
2
1% EIeEy; s
m, < Op {(n)] € (1:275) SR
Tn — 1
com Cp, = 2 [Cw]““z“) . Agora, se m, = 1, temos pela defini¢cao de

Tn, e pela defini¢io de b, que
Tne (20, 8) = i |3 |] < |[00]] < (|60 = b5, ||| < € (5, 8) +][ Anenl| -

Usando agora (2.51)) , a condi¢ao (2.41)) , a definicdo de wy, e a condi¢ao
(2.42) conseguimos

(o= 1)e(@5:6) < IAueall < [14nll-|[|AP]]- ol + | Anwal
n—1 ‘
< fwll+]|An D A5g'0
j=0
— 142 1-x
< ol + 32 1@Quall-[[l45 1| |llas 1 g
j=0
. n—1 1on
<l +Co 0|14 o708
j=0
< Cy,Wi(n),
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onde Cyy, 1= max {1, é@} . Logo,

(th —1)e (3:6 §) < CpW(n) =

n’

10‘(“5” = 1<C, () € (335,6)_1 —
1 Tn _ 1 n
2
%% a(1+N) 2
m, = 1<y, <T Ti) e (zd,8) T

onde Cp, = (C’wl)aﬂiﬂ . O resultado desejado segue tomando Cr :=

maX{le,Cjz}. ]

Lembre que estamos tentando estimar ||s, ., || em (2.48), por
isso, precisamos estimar m,, e d,. Para concluir a estimativa de m,,,
precisamos entender o comportamento de W (n) no lema acima. Com
as hipdéteses desse lema, vamos provar que

n—1

W (n) < ||w||+C’kZW(j), paran =0,1,..., k, (2.60)
7=0

onde C% > 0 é uma constante. Por indugao, provaremos entao que

W (n) < A% ||w||, paran=0,1,....k e Ay :==1+ C}. (2.61)
Vamos usar o seguinte resultado: Suponha que xfb,xﬁ € B,(z1) e
Cop < % Entao vale a desigualdade

H|Aj|*A |AnRH < C, para todo A € [0, 1], (2.62)

onde Cy := (1 —2Cgp)* > 0. Esse resultado foi provado em [19, lema
2.2).

Passemos a prova de (2.60)) . Numa tentativa de estimar a norma
no somatério em (2.57) , usamos o fato de que Aje; = b5 e a desigual-
dade triangular para obter

ll2;

T < ([l e (- )

’ (2.63)

+[[14317 o7 Age
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Vamos estimar os termos no lado direito de (2.63)) individualmente.
Para a primeira norma, utilizamos a desigualdade de interpolagao (lema

[14), [246), (2.38), (2:39) e 2.59),

145" 97 @5 = v | < ||| |- 1165 o5
que é menor ou igual a
1-X ~1— 1
G| 1115 e @0) < G 0 ms e (uh,0)
~1-A 142 oz(HMW(j)
< GF GO
Logo,
A=A ¢ S LA 2 W)
H}Aa‘ g (05 —b5)|| < Co™ Cy7 Cp 7 P

Para a segunda norma, usamos ([2.51]) para conseguir
* 1—X . % 1—)\ . A . 1—X .
it o < 54140 < = 4

mas pela definiciio de wj, (2.39)), o lado direito deve ser menor ou igual
a

S D _
14517 97451451 14517 AP T

j—1
A1 S Argie
1=0

+

que pelo lema [15] é menor ou igual a

1-X . A
[AA5( = g1 114,11 [ A7 A4

457 AP ol

j—1
+3 [l 4 g
=0
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igual a

(A5 1119?11 [[14517> 1AR| - Tl
S

menor ou igual a

45

A a) (14l Axg's])

j—1

~ w)1=X ; - * 0

CuCnllwll+ 3 [[[ 431 g7 4 1A - ||l = azg82)|.
i=0

Mas, dado T' € L (X,Y), para todo b € D ((T*T)%) ,

Jirmto|

= (D)2 b, (1" T)* b)
— (T*Tb,b) = (Tb,T6) = ||Tb|*

e de modo andlogo, dado T' € £ (X,Y), para todo b € D ((TT*)%)

‘MTTﬂ%b

=i, (2.64)
logo,

1467 Az g, (A:7) 0]

= (|14 g, (147

|17)\

Ainda, os operadores ¢’ e |A; comutam. Logo,

145" o7 45147

; 1-X
g 45141

A;

< o 15 |- || 14517 a4
< (-l [l 1
< égc/\'

65



Portanto, de (2.63)) segue que

~1oa i adn) Y ()

IN

451" o'

Tj—].

j—1
+ 3 G |45 g, (A4:41) 8

=0

A

~1—X 14X a(l14+X)
= GGG g

Tj—l

j—1
+3,Cs <||w|| #3145 g (44D
=0

= Cw,jW (]) )

com

L Cg § Cg : OI ~
C,j = - + CyCh.

1A 14a a(tn)
2

Substituindo este resultado na defini¢ao de W (n) (2.57) ,

n—1 n—1

W (n) < |[wll+ Y CugW () < llwll+Cu YW ()

3=0 §=0
onde
1A 1EA a4
Cy,? Cy2 C; 2 ~
Cr:= max Cy,; = g g U +C,C
0<j<k—1 tr — 1

ety := min {7y, ..., 7k—1} > 1. Portanto, (2.60) é satisfeito.

Cq* Cg* Cf 7+6gC,\|\w||

)

(2.65)

Vamos enunciar esses resultados no préximo lema, onde provare-

mos (2.61)) .

Lema 16 Seja (g.,) uma sequéncia satisfazendo . Suponha
e que as k primeiras iteragoes {x‘f, ...,mi} do REGINN estejam bem
definidas e permane¢am na bola B, (z"). Além disso, suponha que
zo € B, (z") seja escolhido de modo que a condi¢ao de fonte
seja satisfeita para algum A € [0,1]. Se Cgp < % entao a desigualdade

(2.61) é satisfeita, ou seja
W (n) <AL ||wl||, paran=0,1,...k e Ay, :=1+ Cj.
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Demonstracao: Vamos usar indugao sobre n. Para n = 1, usamos a
desigualdade (2.57)) para obter

W (1) < ||w]| + CxW (0) = [[w]] + Cy [Jw]] = [Jw]| (1 + Cx) = Ay ||wl]-

Suponha agora que a propriedade é vdlida para j = 1,...n, para algum
n € N. Entdo, novamente por (2.57) ,

Wn+1) < Jw||l+Ck> W)

Jj=0

llwl| +Cr > A [[w]]

Jj=0

IN

1+ Cr > A | ]l

=0

17ATL+1
(Hck [1_Xk D'“"

(1+ @+ ™ = 1) [fwll = A+ [l

o que completa a demonstracio. m

Usando os resultados dos lemas [15] e juntamente com a es-
timativa , seremos capazes de provar que 0 passo Sy, diminui
geometricamente em n ((2.72) abaixo). Com o auxilio desse resultado,
vamos provar nos préximos dois teoremas que todas as iteragoes do
REGINN ficam na bola B, (1) e o algoritmo termina com uma apro-
ximagao m?\,( 5) bara zT. Além disso, a propriedade de regularizacio
serd provada e taxas de convergéncia serao obtidas.

Teorema 17 Seja (g,,) uma sequéncia satisfazendo (2.38)) e suponha
que (2.42)) é satisfeito com Cgp < % Seja R > 1 e defina a constante
A, independente de A,

Cy% C,7 C,
A€[0,1] R—-1

1—X 14+ a(l4+X)
2

+C,Cx| +1>1.
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. _Caqr
Defina w := T—Cop © suponha que

n

—_— d 0enA<l.
<17+(1+R)’On677> enh\ <

Assuma ainda que o € B, /o (zT) ¢ escolhido de modo que a condig¢do
de fonte (2.50)) seja verdadeira para \ € (logl/n A, 1} e que o produto
|[w|| . ||y° = F (z0)|| seja suficientemente pequeno. Se § > 0, tome

. R(14w)
T n-—wm+(1+R))

[y, € [R(w(lti:)é),n—(Hn)w]

para k > 0. Entio existe N = N (§) € N tal que todas as iteragoes
{m‘f,...,x?v(a)} estao bem definidas e ficam na bola B, (zT). Além

disso, somente a ultima iteracao satisfaz o principio da discrepancia
(L.5), isto ¢, dnsy < 7. Ainda, se dy > T4, entdo

N (6) < log, Clj) + 1. (2.67)

Demonstracao: Inicialmente perceba que como Cgop < %, a condi¢cdo

; 5 isfei — _Cor
do cone tangencial (2.45)) é satisfeita com w = =cgp < 1. Perceba
ainda que w < m é satisfeito por exemplo, se p for suficiente-

mente pequeno. Note agora que

R>1—R w—&-w >w+w.
di. di.

Mais,
n—1
A > 1,77>Oe77A<1:>0<77<1:>?<0§w:>
n
n-1 < win+l)=n-(1+nw<l
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Logo

{R <w+(1—;:)5> ,77(1+77)w} C <w+(1—;:))5,1} . (2.68)

Repare que R > 1>mn>n— (1+n)w. Portanto,

n—(1+nw—-—Rw < R—Rw=—
n—(1+4n+Rw < R(l-w).

Mas por hipdtese, w < m e portanto, n—w (n + 1+ R) > 0. Logo,
1 < R N
—w n—14+n+R)w
1+w < R(1+w)
1—w n—(1+n+R)w’
Dat,
R(1+w) 1+w

T*n—w(n—k(l—kR)) 1—w’

Dessa desigualdade e de (2.68) acima, vemos que o lema é vdlido.
Vamos usar mais uma vez indugio. Como xg € B, (x1) por hipdtese,
o resultado é vdlido para k = 0. Assuma que para k € N, as iteracdes
{:E‘ls, e xi} estdao bem definidas sob as hipdteses do teorema e ficam na
bola B, (z*). Entdo para j =0,....k —1,

F(23) =y" = Ajsjm, =0} + (F(2)11) = F (23) = Ajsjm,)
= Ajsjm; + F (25) =y + B (2510,25)

Logo, por (249),

divi = [|F (@50) =9l < [[Assim; =Bl + || (210,25)
< [P @) =y’ +wl|F (#50) = F (25)]]
< wl|F @) =yl +w (17 @) =9l + |y = F @5)]])

pidj +w (djr1+dj).
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Entdo, como w <1, e p; <n—(1+n)w

dj+1 — wdj_H < /,Ljdj + wdj — (269)
djy1 < MJ“H*J<7I—77W:77
d; - l-w T 1l-w

e dai,
djt1 <ndj, paraj=0,.., k-1

Recursivamente obtemos
dn <n"dy, paran =0,..., k. (2.70)

Se dy, < 76, entdo pelo principio da discrepancia (1.5)) , teremos N (§) =
k. Caso contrdrio, temos pelo lema @ que Si.m, estd bem definido.

Agora, por (2.48)) , (2.59) e (2.66) ,

||Sk,mk|| < égCgmkidk
e (W )\ .
< m<m1> e(wi,&) =
o (el T s s
S m (7']{)—1 Ak+ € (IE27 5) +X dk

Mas, paran =0,..., k,

By = R(w+w>

dn
= 1<R< < HBn_ ___;
(1+w)5 n
+ 7L
et 1
R—1

M

0<n<k {Tn -1 }
Logo (veja (2:69)),

~1=x 1+>\ a(1+X)

Cy? Cy? O 2
R—1

Cy < +C,Cy, VA€ [0,1].
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Daf,

C,% C,7 C ~
Ay =Cr+1< sup |L—2 1 +C,0\| +1=A. (2.71)
A€[0,1] R—-1
Usando a desigualdade
Rw < i
e (1,0) ~ ds
e Tk > R, tem-se
c,C,C = .
Iskmell < L g s B TRyt (00 6) R g,
’ (i — 1) (Rw) T
~ 1
C,C,C 22
< PO () AR
((R— 1) Rw)™> e (23,9)
< Gl A — 6, [l ATtar,
I
onde
C. — CyCyCT

(R—1) Rw)™
Usando (2.70)) decorre que

+

_1_ _k_ —
Iskmell < Csl|w]| 55 ATER (don™) ™

Portanto,
A

ko || < Cs |[w]| ™ o (A)F dg ™, (2.72)

com
1

o(N):= (Ank)m . (2.73)

71



Agora, comon >0, A >1 enA <1, temos que
1
1 < A<-—
n
1
= log;/, A < IOgl/nﬁ =1
= (loglh7 A, 1} + J.

Tomando A € (loglh7 A, 1} teremos

1 A
A > log; , A = <77) SA—= AP <1l=0(\) <1

Suponha agora que o produto ||wl| . ||y® — F (x0)|| seja suficientemente
pequeno de modo que

G|l ||y — F ()]

p
() : T—o < 7 (2.74)
Entao, de acima,
k 1 N .
S lsims |l < Cullwl ™ d5 "o (A
j=0 7=0
< Gl daT—L ) <?
- 7F O 1-0(N) -2
Portanto,
k
|t =gl = o7~ 20— sim,
j=0
. p P
< ot =woll + X Msim <5 +5 =p
§=0

o que 1mplica que xiJrl € B,(zt).

Note que, como 1 < 1, por (2.70) temos que d,, < 7 paran € N
suficientemente grande, o que mostra a existéncia de N (veja (L.5)).
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Por fim, teremos pelo principio da discrepdancia (L.5)) e por (2.70) que

70

dN—l Z T(5:>d07]N71 Z T(5:>77N71 Z df
0

Como n < 1,
T T
N-1<1 — || = N<I — 1
- Og"<d0) - Ogn<dO)+ ’
o que prova (2.67) e conclui a demonstra¢io. m
Corolario 18 Assuma as hipdteses do teorema[I7 acima. Entao para
n=0,..,N()—1,

dny1 ||y5fF(x2+1)|| C(p, tw §
b P F@) SR 1wt T Oy

A
onde Cp = CqCs ||'w|\“%A [|° = F (z0)||™* > 0 e o (\) estd definido
na demonstragdo do teorema anterior em (2.73)) .

Demonstra¢ao: A desigualdade

dn+1<un+w
d, ~— 1—w

foi mostrada em ([2.69)) . E portanto suficiente mostrar que

dnJrl

Para isso, perceba que a integral

1
[ @ ot t5m,) = F(02) s,
0

é 1gual a

[F (:C(:L + t5n7mn) - tAnsn,mn](l) = F (‘T?’ + Snv'm"ﬂr) - Ansn,mn —F (IL'
F (fol_;'_l) - Ansn,mn - F (xfl) '
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Defina z, := AnSn,m, + F (mi) —y°. Entdo

1
/F/ 2+t ) — F (22)) Snmmdt + 20 = F (25, 1) — 1%,
0

Mas se v,w € B, (z%) e h € X, seque de (2.42) que,

(F" (v) = F" (w)) ] 1(Q (v,w) = I) ' (w) |
1Q (v, w) = I|| . ||F” (w) ]
Cqllv—wll - [[F" (w) k|

IA A

Assim,

1

||F (miﬂ) — y‘sH < H(F’ (a:fl —l—tsn,,m) F’ ( )) S mn||dt—|— 1EA
0
1
< [Colled +t5nm, — 31| A, e+ fo
0
— CallAusnon, | [tl1snm, 1+ 1]
1
= icQ |[8n,mn || - | AnSn,m, || + [|zal] -
Agora,
||Zn|| = ||An3n,mn - (y5 - F (xi))H
< [y’ = F (@)[| < ||y = F (23)]] = da-
Dai,

1Ansnmall < || Ansnm, = (5 = F (@0))]| +dn < 2,
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e seque de que
dny1 < %CQHsn,mnll-IIAnsn,mnllJrHZnH
< 500 lsum, 1240 + o,
= (Collsnm, |l + 1) dn
< (CoClioll ™ a7 0" + ) d,
= (Cpo(N)" + ) dn.
]

Observagao 13 Como 0 < o (A\) < 1, temos que lim o (\)" = 0.
Portanto, para n grande teremos Cpo (N\)" + w, ~ u,. Repare que

oy, < B tjj e portanto para n é grande, min N"—T’Nn +Cpo (/\)n} ~

. Isso significa que podemos esperar que a Tazdo entre os restduos

dn1 ; 3 ~
“7 se aproxime de p,, conforme as iteragdes ocorrem.

. . . + § _
Nosso interesse a partir de agora é provar que Hm — TN () H =

A—=Amin

O (6 THA ) quando § — 0, onde

Amin 1= logl/n A. (2.75)

Para isso, fazemos uso de (2.51)) para obter

n—1
[ = 3] = (en, en) = (ens |4 w) = 3 (en, 479785

j=0

Para majorar o primeiro termo usamos (2.42)) e o lema para con-

seguirmos

[(enstaMw)| = |{ens [Qoindnl* w)
‘<|Qoo,nAn|/\ en7w>‘
[1Quc.ndnl en
11Qoo.mAnl enll* el (]

IN

-]l

IN

(0]



Mas, conforme raciocinio jé aplicado anteriormente,

[1QocnAnl enl” = (|QoomAnl ns |Qoc,nAn €n)
= <\Qoo,nAn|2€m€n>

(A5,Q% nQoonAnen, €n)
<on’nQoo,nAnemAnen>
||QbnQoorn]| - [1Anenll - [[Anenl|
Qoo I” (| Anenl|®

C3 |l Anenl®

IA I

IN

Logo,
A ~ A 1-X
[(ens 141 w)| < Gyl Anenllleall' [l

Agora vamos majorar o segundo termo usando a igualdade (2.64)),
x 7 A —X A% 510
ew 4398 = (14,17 en, 1457 459707)|
A
llasr e |-

[lla= o]

IN

—X 4% ]
|Aj| Ajgjb?H

H|Aj|A6n

IN

)

A —A - g
11@sn Anl eall leal | [[1 451" 9705

onde utilizamos (2.42) e o lema na ultima desigualdade. Com o

mesmo raciocinio usado acima obtemos entao
i =~ A 1A 1-X\
[(ens A36765)] < Co [ Anenl M lleall ™ |[1451 7 o785

Desse modo,

n—1
[l =all" < |(em AP w)| + 3 [(en A5078])]
j=0
_ n—1 .
< Y lAnenlMleal ™ [Tl + Y [[14;1' 78
7=0

~ A -
= Cé}”AnenH ||en||1 W(n).
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Dalf,
2 2 ~ A 1-X
llenll* = [|z* = a0 ||” < C3 [|Anenl* [lenl| W (n),

que implica em

1

~_ A
lleal] < C5™ [[Anenl| 5 W (n) T . (2.76)

Com esses resultados, somos capazes de provar o principal teo-
rema dessa segao.

Teorema 19 Adote todas as hipéteses do teorema [I7 Suponha que
a condigdo de fonte (2.50) seja wvdlida para A € (Amin, 1], com Amin
definido em (2.75)) . Suponha ainda que a (0) < & (referéncia (2.74))).

Se dy > 76 > 0, entdo

A=Amin

H:ﬁ - x?v(é)H =0 ((5 A ) quando § — 0.

No caso livre de ruidos 6 = 0, tem-se
|zt = 2,|| = O (0 (N)") quando n — oo,

com o (X) < 1 definido em (2.73)) .

Demonstragao: Note que a funcao a : Ry — Ry definida em (2.74))
é continua. Como a (0) < § por hipdtese, a (6) < § para § > 0 suficien-
temente pequeno, isto ¢, existe d > 0 tal que a (0) < § para 0 < § < 9.
Portanto, {z:0<§<d6,n=1,..,N(8)} C B,(z") (veja 2.74) e o
final da demonstragcao do teorema . Agora, conforme (1.7)) ,

HyfF(a:‘;V((;OH <(r+1)6
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e portanto, podemos usar (2.76)) , (2.44) e (2.66)) para obter

IN

Hx+ - x?v((;) H (2.77)

Cl+)\
ﬁ y—F (w?v@))
(1—Cqp)™*
~_A_

CH™ (7 + )T RN
WV
(1= Cgp)*™*
~_A
CoP (r+ )™ L wey s
(1-Cop)™

A
T+X

W (N (5) 7%

IN

onde utilizamos na tltima desigualdade o fato de que A5y < A (veja

(2.71) ). Definindo a constante

6’1‘?* ( + 1) 1+A
Cii=——+——— Hle“ >0,
(1-Cop) ™

independente de 0, teremos
_1_
e - s < (o
Mas por (2.67) , N (6) < log, < ) +1 e como A > 1, decorre que

ANG) < plorn ()41 pplomn (7).

Perceba que

log,, (25) log, A log, Alog, (;j) =

. 5 5 log,, A
logn Al n (dg) — log77 (;0> —

76\ o8 A
doy

AlOgn (%)
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Ainda, log, A = —logy/, A = —Awin. Daf,

log, A log, A
AN(J) S AAlogn(%g) = A <T6> © = A <T> o 6_>‘min.

do do
Portanto,
1
- log,, A T+X s
o = ko < & (A <do> ’ Amlny) m
onde
logy A
T T+ X
Cy:=Ci1A <> >0
do

é uma constante independente de 0.
Para o caso livre de ruidos § = 0, usamos um raciocinio simi-
lar ao usado em (2.77)) , no entanto substituimos a condi¢cdo (1.7)) pela

condig¢ao (2.70)) ,

o 1 N
|Jo* —zal] < WW(n)mHy—F(xn)Hm
—Lop
O
< 2 W) (" |ly — F (o))
T (1-Cop)T=
~_ A
Cclg+k _1_ n A
S ooy IR AT Gl = F @)l
—Lgp
~1+% 1 A
CE™ [w] |75 ||y — F (ao)|| 7+ N
- + (A ]
(1—Cop)™>
= 030'(/\)n,
com \
~ 1
CAP ||w|| ™ ||y — F (xg)]| ™
gy oe G ™ lly = F o)l ™
(I—C'Qp)lA
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Capitulo 3

Método IRGN Inexato

3.1 Apresentagao

As principais ideias desse capitulo foram encontradas no artigo
[16] e na monografia [22].

Nesse capitulo, usaremos as seguintes notagoes: A := F' (a™)
Ay =F (20),T:= A*A, T, := A} A, b5 ==y’ — F (23) , E (v,w) :
F(v) = F(w) = F' (w) (v —w),

1
Vo + A

gn (M) : epn(N) i =1—Agn (N). (3.1)

A funcdo g, é chamada de filtro de regularizacdo de Tikhonov (veja
, apéndice [C]), onde (y,,) é uma sequéncia satisfazendo .

O método IRGN foi apresentado na subsegao Sua con-
vergéncia foi estudada em [3] e [I8] mediante a condi¢ao e taxas
de convergéncia foram provadas usando as condicoes de fonte do tipo
Holder . Nesse capitulo, estudaremos o método IRGN inexato,
que foi introduzido brevemente na subsecdo O estudo desse
método que serd aqui apresentado, possui duas diferencas marcantes
em relagdo ao IRGN (que chamaremos de IRGN cldssico). A primeira
delas, é que a condigao de fonte do tipo Holder serd substituida pela
condicao de fonte mais geral

v = (A" A)w, we X, [[u]| <p, (3.2)
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onde p > 0 é uma constante e f : [O, ||AH2] — [0,00) é uma func¢do
indice, isto é, uma fungao crescente, continua e satisfazendo! f (0) = 0.

Observe que a condigdo de fonte do tipo Holder (1.21)) estd in-
cluida como um caso particular na condi¢do de fonte mais geral ((3.2))
estudada nesse capitulo, onde f (A) = AV.

A segunda diferenga entre o IRGN cldssico e o inexato, ¢ que o
sistema linear que define o método IRGN cléssico, serd resolvido apenas
de maneira aproximada, isto é, ao invés de procuramos h,, no sistema
linear , procuraremos ho?, de modo que

h? ~ Iy d 4+ An A (ALY, + 7, (20 — ) (3.3)

sendo que (,,) € uma sequéncia satisfazendo ([1.19) . Depois, utilizamos
a iteracao
mfl_,_l = 2% 4 hoP (3.4)

ao invés da iteragao (|1.4) para obtermos a atualizagao.

E claro que precisamos explicar o que significa a aproximacao
. A ideia é: controlando a norma do erro do sistema linear el® :=
h&? — h,,, provaremos que o IRGN inexato produz uma aproximagao
x?v( 5) bara a solugao do sistema e essa solugao obtida possui a

propriedade de regularizagao (|1.6)) .

O principio da discrepancia de Morozov (|1.5)) serd aplicado na
iteracdo (3.4) para encerrar o algoritmo. O algoritmo apresentado na
subsegao codifica o método.

Para obtermos convergéncia do IRGN inexato, precisamos im-
por algumas condigoes sobre a fungao indice f dada em . Essas
condigoes serdo usadas para estimar erros e os itens (b) e (¢) do teorema
30} apéendice [A] serdao usados para esse fim.Vamos assumir que

Yo < |IAI° < 1, (3.5)

onde 7y, é o primeiro termo da sequéncia (vy,,) definida em ([1.19)) . Como
(7,,) € uma sequéncia positiva ndo crescente, decorre que 0 < ~, <
||A||? para todo n. Portanto, f (7,,) estd bem definido. Vamos também

1Veja o apéndice para uma defini¢do precisa do operador f (A*A): X — X.
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supor que [ satisfaz a desigualdade

sup  |pn (NI VAF(N) < epy/Anf (7). VR EN,  (3.6)

0<AL| Al

onde ¢y > 0 é uma constante.

Tomando v** = ¢y em , defini¢ao @, apéndice vemos
que a desigualdade acima exige que a regularizagao de Tikhonov tenha
qualificacdo u (\) := V/Af(\). Repare que u cobre f com constante
¢ = 1 porque para 0 < X\ < ||A||2, a fungdo A — % = V) é néo
decrescente (veja a observacao 24| no apéndice . Pela condigao (3.6
acima e pelo lema[36] também do apéndice[C] segue que a regularizagao
de Tikhonov possui ordem de qualificacao f. Portanto

sup [pn (A f(A) < cpf(v,),Vn €N (3.7)
0<A<| A2

Assumiremos ainda que

: (3.8)

onde Cy > 0 é uma constante e -y estd definido em (1.19) .

Perceba que f : [O, HA||2] — [0,00) é uma funcdo continua
definida num compacto e portanto limitada, isto é, existe M > 0 tal que
FO) =1fN)] <MV e [0, \|A||2} . Agora, se definirmos f := 2 f,

teremos f (A) < 1,VA € [0, \|A||2} e além disso, (3.8)) implica em

FON _FON oy <O 2

Também, (3.6)) e (3.7) sdo satisfeitos com a fungéo fno lugar da funcao
f. Por fim, (3.2) é satisfeito com f no lugar de f e com p = M p. Usando
esse raciocinio, podemos supor sem perda de generalidade que

F(\) <1, para todo A € (0, ||A|ﬂ . (3.9)
Essas condigoes exigidas de f sdo apropriadas, levando-se em
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consideracao que iremos decompor o erro total na soma de vdrios erros
(igualdade abaixo) e cada um desses erros terd sua norma esti-
mada individualmente. Nesse momento aplicaremos essas propriedades,
conforme j& comentamos, com o auxilio do teorema [30}

Para a nossa anélise, serd extremamente necessdria a condicao

(1.20) de fatoragao do operador F'.

3.2 Convergéncia do Método

Para iniciarmos nosso estudo de convergéncia do IRGN inexato,
vamos definir os seguintes erros:

ent1 : =ad, — a7 (erro total); (3.10)
e+ =pa(D)f (T) ws

endy o = gn(T)AL (v —y);

a1 = 0a(Th) = pa(T)) (T) w;

efffr’l t = gn(To)ALE (z,20)

ey ¢+ =h¥® —h,.

Por um célculo direto, podemos comprovar que o erro total é
igual a soma dos demais. De fato, por (L.18) e a defini¢ao de el¥ ;,

entt = g = ot = (a2 —a") o+ hiP =t en + (B~ h)

(Yol +T0) ™" [ (w0 — 22) + A% (v° — F (22))]

+ (Yo + T0) " [Tnen + vpen] + el

= (Ol + )7 B (o = o+~ o) + 45, (6~ F (22)]
+ (Yol +T0) " Then + €2, 1,

logo, usando as defini¢oes (3.1) e as condigoes de fonte (3.2)),

ent1 = Yo (vl + Tn)f1 (mo — a:+)
+ (v, I +T,) HAx (y5 - F (m‘fl) + Anen) + ey
= [pn () +pn (To) —pn (T)] f (T w
90 (Tp) A (Y + (—y + F (z1)) = F (22) + Apey)

84



e portanto

ent1 = (e +erl ) + (en% +eltV)) + el ). (3.11)

Enunciaremos a seguir uma sequéncia de resultados e faremos
suas respectivas demonstragdes na seguinte ordem: com o auxilio de
alguns lemas, estimaremos a norma de cada um dos erros em
(com excecdo de e’ 1) e das imagens desses erros obtidas através da
aplicagao do operador A. Em seguida usaremos estas estimativas e com
uma exigéncia apropriada no comportamento do erro e!* ' 1, Seremos ca-
pazes de provar a convergéncia do método no caso livre de ruidos § = 0.
Provaremos entao mais alguns resultados intermedidrios para chegar ao
principal teorema deste capitulo, o qual dard condigoes suficientes para
a convergéncia do IRGN inexato, provard a propriedade da regulariza-
¢ao e também apresentard taxas de convergéncia. Na tltima segao
mostraremos como o método do gradiente conjugado pode ser utilizado
para resolver o sistema linear de modo que o erro €'¢,; resultante
do processo, satisfaga as propriedades dele exigidas.

O lema a seguir servird como ferrramenta para a demonstragao
do préximo. Para incluir todos os resultados em poucas linhas, con-
vencionemos que (A*A)" := I ¢ s°(1—s)'™® := 1 quando s = 0 ou
s=1.

Lema 20 Sejam A € L(X,Y) com X eY espagos de Hilbert, s € [0,1]

e (7v,,) uma sequéncia satisfazendo v,, > 0 ey, — 0, n — oo. Entdo

fizando v € X e definindo

wy, (8) = ’Y’}L_S

(A* A+, 1) (A*A)° UH
temos
s 1—s
wy (s) <s°(1—s) " v]] < vl

Os mesmos resultados valem para

Zn () = Y27 |[(AA* +4,1) 7" (AA*) wl|, comw €Y.

Demonstragao: Vamos fazer a demonstragao apenas para a funcao
wy, () . A demonstragao para z, (s) é completamente andloga.
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T := A* A é linear, limitado e auto-adjunto. Temos pelo teorema
que o (T') C [m, M] com

m:Hiﬂf (Tz,z) e M = sup (Tz,z).
zf|=1 [e|[=1

Além disso, tomando f (A) = (A+17,,) " A° no item (c) do teorema
decorre que

1

wa (s) < vy (@47 Tl = 1L (@I [0l
< sup || ) TNl
m<A<M
1-s
= ~,7° su
E m<AI<)M)\+’Yn ff-
A funcao g, (A) == /\+ é continua em [m, M]ese s € (0,1), ela atinge

seu maximo no ponto )\0 E' Portanto,

S
5Yn
()

T
= T Th

—s S,.,8— 1-s s 1—s
ol 8% H (1 =) =" (1 —5) "|v]].

wn (s) < 9 [[ollgn (Ao) = 75" [[o]]

Ainda,
€e(0,)=s"<le (1—9)'"""<1=5(1—29)"""v]| <[]

Para s = 0 temos que g, (A\) := . Essa fungéo é decrescente em A

_1
A+Tn

e atinge o seu maximo em Ag = m. Assim,

< ][

n < 1—s n A =~
(S) >V ||U||g ( 0) rYnH’UHm_’_,yn =

Por fim, para s = 1 a fungdo g, (\) := 2> ¢é crescente em \ e atinge

Aty
seu maximo no ponto A\g = M e obtemos entao

s M
wn (5) <75 vl gn (Ao) =[] wro, =l

n
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completando a demonstracao. m

O préximo lema fornece estimativas para a norma de alguns ope-
radores. Estes resultados serao necessdrios futuramente para estimar-

mos as normas dos erros definidos em ({3.10)) .

Lema 21 Seja A € L(H,H) com H um espago Hilbert e (v,) uma
sequéncia como no lema[20, Definindo V, :=~, I+ A*A temos que V,

¢ inverstvel e HVn’lA*
AV AT < 1.

| < o VIl < 50 AV < g e

\/ 'Yn

Demonstracao: Usando o lema com s =0 em w, (s), temos que

w, (0) < ol Vo€ H =
vllVitel] < el e H =
sup 7, ||V tol| < sup ol =
=1 llvll=1
1
v < =,
o

0 que mostra a segunda desigualdade. Para provar a terceira definimos
1
|A| :== (A*A)? e usamos novamente o lema [20{ mas agora com s = 3

em wy, (s), obtendo

wnG) < () <l—>1é|v||,Vv€H:>

A Ay | %HUH Vo e H —

IN

1
2
Yn

||V, Al ]| [lv]|,Vv € H.

<
_QF

Pela definigao de |A| decorre que este operador é auto-adjunto, positivo
e que |A|* = A*A. Além disso,

A1 Voo = [A] (3 +1A17) = (7, + |A]) |4] = Va |41
o que implica em V,~!|A| = |A|V, 1. Portanto V7! e |A| comutam.
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Segue que para todo v € H,

[Vt lalel[* = vt Al v Al )
= <Vn Lo |JAP V. U>
(V, to; A AV, o)

= <AVn*1v; Aanlv>
AVl

implicando que

AV Wl = ||Vt A
AV ol| = [V 1Al o] < QW
Tomando o supremo entre todos os vetores com norma 1 em ambos os
lados obtemos a terceira desigualdade.

Para provar a primeira desigualdade utilizarlnos um raciocinio
similar. Definindo M,, :=~v,,] + AA* ¢ D := (AA*)? , utilizamos mais
1

uma vez o lema com s = 3 mas agora em 2, (s) obtendo

Como acima, prova-se que M, D = DM, " e entdo que || M, ! Dw| |2 =
HA* 2 ,Vw € H. Agora,

A*M,, = A* (v, ] + AA*) = (v, + A*A) A* =V, A%,

implicando em V,; ' A* = A*M,!. Portanto

il = 400 ] = |y D] < g ol v € £

Tomando o supremo entre todos os vetores com norma 1 em ambos os
lados obtemos a primeira desigualdade.

Por fim, para a dltima desigualdade usamos o lema [20]com s = 1
em z, (s), obtendo || M, ' AA*w|| < [Jw||,Yw € H. Mas

MpA = (y,1+AA") A= A(y,I+ A*A) = AV,
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o que implica em AV, 1 = M_1A. Portanto
AV, A%w|| = || M AA w]| < [fw]| Yo € H.

Isso prova a tltima desigualdade e conclui a demonstracao. =
Tome z € D (F). Como F ¢ de classe C! (D (F)), podemos usar
o teorema fundamental do cédlculo para obter

12 (22| = /(F’ (a7 +i(e—2")) - F' (&) (z —z7) dt

Usando agora a fatora¢do da matriz F’ (1.20) , vemos que esta norma
é igual a

/KRfDF%ﬁ)+Q“xfﬁjﬁ

que por sua vez, ¢ menor ou igual a

/||R—I||-HF’ (=) (x—x"')”+/||Q||.H$_x+‘|dt.

onde R:=R(zT+t(z—at),27)eQ:=Q (" +t(x—at),zT).
Usando mais uma vez ([1.20) obtemos

1 (20| < C |4 (& = 24)] | + Col[A (o~ a*)]| [,

o que resulta na importante desigualdade (compare com )
1
||E (z,2T)]| < <C’R + §CQ Hx—az+H> A (z—ah)]]. (312

A partir deste ponto, todas as hipéteses que forem assumidas
num lema ou num teorema serao "acumulativas", ou seja, serdo consi-
deradas hipdteses nos lemas e teoremas seguintes. As demonstracoes
dos dois lemas seguintes sao bastante técnicas e um tanto quanto longas
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e por isso foram incluidas no apéndice

Lema22 Assuma, ), (L5), (T18), (T.19), (1.20), (3-2) . 3-4), (3.5),
, , , e que |le,||< E, para algum E > 0 e para

0 <n < N. Entao:

@ et <erf(a)p
@) el < s

n AEZPI c en

(z'zz) ||e?: < Cr Hi\/in 33—fC H\Aﬁl‘f(’yn)
() lent]] < 575= (2Cr + 5Cq [lenl]) [l Aenll;
(I) HAen-‘r'lH S Cf\/%f (’Yn) paHA |

EII) || Aeng o el ) 5:

I1T) ||Aen+1||< (Cr+1)[ |TCRHA€n+1||+CQHeZi1|| || Aen||
Ae

+ rL+1||CQ||Aen||]—|—CQHA6’I’LH Hen+1||

(V) ||Aem] < (Ca+1+Cq w) (2Ck + % llewl| Cq) | el

Lema 23 Assuma todas as hipdteses do lema[24 Entio se T > 1 ¢é
suficientemente grande, valem as sequintes desigualdades:

. < |lAen
() lentrll < |l || + (cr + Crep) pf (1) + & H\/%H’

(ii) |[Aeni1|| < [|Aels || +al|Aen || +b||Aen|\ +
(@1)  a||Aerf || < [|Aefii|| + 11 Aeniall + ]| Aen ] +

7o llenl
e

com constantes

a:=142Cr(Cr+1),a:=1-2Cr(Cr+1);
b= (CR+1) (%—&—(QCR—FngCQ)—FCQ( +CRCf) )
¢:=0Cq (71%2?;_51?% + %5 Cop+ 3 (2Cn + EECQ)) :

Com o auxilio desses lemas, seremos capazes de provar que o
método IRGN inexato estd bem definido e converge quando utilizamos
dados sem ruidos, desde que o ponto inicial zy esteja suficientemente
préximo da solucao 7 e desde que limitemos convenientemente a norma,

ls : ls
do erro e;7, | e de sua imagem Ape;”, ;.
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Teorema 24 Assuma todas as hipdteses do lema[23 Adicionalmente,
suponha que

leli]| < Ciof (1), 0< <N, (3.13)
[Aneiin|] < Cisy/Anf (7)), 0 <n < N, (3.14)

com Cis > 0 constante. Suponha também que Cgr, Cq, Cis, 7, % e
p sdo suficientemente pequenos. Entdo existe EE > 0 tal que o método
IRGN inezato, dado por (3.4), para 0 <n < N estd bem definido para
todo x¢ € D (F) satisfazendo

oo~ ] < E

e para N = N (§) determinado pelo principio da discrepancia (|L.5)) .
Além disso,

|25 —2™|| = O(f(7,)) paral <n <N, (3.15)

com N = oo para o caso livre de ruidos 6 = 0. Ainda, se 6 > 0 e a
sequéncia (v,,) € escolhida por

Tn = 7077”‘7 n= Oa 15 27 ]
o mimero N ¢ finito e N = O (—In (u™*(9))), onde u(\) := VAf ().

Demonstragao: Inicialmente, vamos provar por inducao que para

n €N, 0<n <N, valem as desigualdades

0, < Co; (3.16)
llenl] < B, (3.17)
sendo
Ae,, 2
0, :H ¢ ||eC’g:—maX 0o, a4
u(Yn) 1—b++/(1-b)* - 4ac
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com constantes

a : = \ACs(cspa+ Cis(Cr+1)),
b . = ﬁCf (E‘i‘ CQCls) €
c = ﬁcfza

onde @, b e € estdo definidos no lema Em seguida, vamos mostrar
que (3.15)) ¢ vélido e depois que N = O (—1In (u='())) . Iniciemos com
a prova por indugao. Para n = 0, temos que

2
90 S max 90, a4 = 09

1—b++/(1—0b)*—4ac

e |leol]| = ||xo — 2z T|| < E por hipétese. Suponha que (3.16) e (3.17))
sejam verdadeiros para algum n € {0,1,...,N — 1} . Entéo o lema é
satisfeito. Usando (1.20]), (3.13), (3.14)) e (3.9) :

el < [|R (" 20)[] |[Anei | (3.18)
1@ (2, 2| [l
< (Cr+1) Csynf (vn) + CoCls || Aen]| f (75)
< (Cr+1) Clsy/7nf (7n) + CoCls [|Aey ||

Agora, usando o fato de que f é crescente e (1.19) obtemos

Tn rY"Yn-i-l =
() F(rvns1) =
fm) o FOme) (g
f(r)/n-i-l) N f (r}/n—&-l) =

usando na tultima desigualdade a relagao (3.8]) . Usando mais uma vez

(1.19) conseguimos

IN A

Vn
S SV
Vin () < ).

Vg1 f (’Yn+1)



Com isso, usando a defini¢do de 6,, e u, em seguida (i) no lema

(B-18) e (1) no lema[22}

e
n+1 -
u (7n+1)
1 - c
< ——— ||[Ael ||+ @ |Aep || + bl Aen] + || Aey||”
o [kl +allacl <
1
< —————[(Cr+1) Cron/Tnf (7,) + CoCs || Aey||
f (’Yn+1) vV 7n+1
- Cc
+ace/Vnf (vn) p+ | Aen|| + || Aen ).
Entao
n A n
boir < (Crt1) G TO0) oo, MHAenll
Vv Vn+1 f (ryn-i-l) u ('Yn-l-l)
VTn - ||4e, ¢ Ae,||?
ooy VI f0w) gl | & le]
vV PYnJrl f (’YnJrl) u (7n+1) V ’771 f (’YnJrl) vV 7n+1
— |lAe,
< VACs ((Cr+ 1) Cis +acyp) + (CoCrs + b) Aenll
u (’Yn+1)
_ vV Tn Aey|)? n
. ( e ) FOm) iy,
VIt \ (y7)" (F ())? ) f (i)
Por , e pela definicdo de u:
Tn = ’Y"Y’nrl»l =
< ﬁ\/ 7n+1cff (7n+1) = ﬁcfu (7n+1) :
Logo,
1 Cy
—F < VY-

Usando essa ultima desigualdade e a defini¢do de a,

7 Aen _ Aen 2
P S 0t (Gl +) ﬁcf'qt(v |)| G (|u(7 |)|> ’
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e pelas defini¢oes de b e ¢,

i1 < a+bb, + ch>. (3.19)

Sejam ¢; e ty as solucgdes de a + bt + ct? = t, isto é,

% 1—b+4/(1—-b)* - 4ac
t1 = y to = D) .
1—b+4/(1—b)*—4dac ¢
Assuma que Cr, Cq, Cis, 7, % e p satisfacam
b+2Vac < 1, (3.20)
|| Aeol| _ 1—b++/(1—b)*—4dac
Vol (o) T 2c 7
Cls-l-(Cf-i-CRCf)p-l-iCo < FE.
Ca

Note que a primeira desigualdade garante que t1,t2 € R e t; < ts.

Como 6,, > 0, temos pela hipétese de indugao (3.16)) que 0 < 6,, < t3
out; < 0, < Cy < 6y. Para o primeiro caso, como a,b,c > 0, usamos
a desigualdade ([3.19) acima para conseguir

Opi1 < a+b0, +ch> <a+bt; +ct2 =t <Cy
pela definicao de Cy. No segundo caso usamos o fato de que
a+(b—1)t+ct? <0set; <t <ty
e com o auxilio da segunda desigualdade em obtem-se

|| Aeol| _ 1—b+4/(1—b)*—4dac
Vol (vo) ~ 2c

t1<9n§90: =t9.

Logo,
tl S Hn S t2a

94



0 que implica em

a+(b—1)0, +ch?
a+ b, + cb?

IN A

Por (B.19),

Ont1 < a+b0, + 2 <0, <0y < Co.

Logo, temos em qualquer caso que 6,11 < Cpy, o que prova (3.16) .

Para provar (3.17), utilizamos a desigualdade (i) no lema 23] (3.13), a
desigualdade (3.16]) ja provada, a terceira desigualdade em (3.20)) e

nessa ordem:

o e,
lenstll < [[et]] +<cf+cRcf>pf(vn>+cfQ'\/;'
¢ |lAen]]
< [Cis + (¢y + Crey) pl f () + F@mf (Yn)
= |+ (cf+Cres) p+ —0u] f(7,)

Ca
< Ef(y,) <E.

Isso prova (3.17) e completa a prova por indugdo. Para provar (3.15),
basta utilizar a tultima desigualdade obtida acima:

||en+1|| § Ef (’Yn)v (321)

paran = 0,1,..., N —1. Por fim, temos pela defini¢ao de 6,, e por (3.16]
que

[Aenll = Onu(y,) < Couly,), 0sn <N
= |[[Aen-_1]| < Cou ('7N71) .
Aplicando a desigualdade apéndice |B| vem

1
T—1

1
(1 +Cgr+ 2ECQ) HAeNle ,

donde . )
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Dai, definindo a constante independente de N,

k:1<1+CR+;ECQ>Ce>O,

T—1

e observando que u € inversivel sobre sua imagem e com inversa cres-
cente, decorre que

IN

ku (’7N—1) —

IN

Yo =YY N =

IS
L
7 N\

El =S e
>
N—— — ~———
2 o,
Y

>
IN

(1-N)ln(y) =

NIn(y) =In(y) =

<,
IV

\

—

=
/7~
S

I

L

TN TN N

Nl (y) =
S —ko In (k1U71 (/{125)) 5

sendo kg := ﬁ >0, k= ﬁ >0eky = % > 0. Isso prova que
N =0 (=In(u""(d))), o que completa a prova. m
Observe que v,, — 0 quando n — , f € continua e
f(0)=0 , logo, como N = oo para § = 0, obtemos convergéncia
do IRGN inexato para o caso livre de ruidos, observando que (|3.21))
implica em
lim Ha:n — at"'H < E. lim f(y,)=Ef (7}1_{207”) =Ef(0)=0.

n—00 n— o0

Observe que essa ndo é a propriedade de regularizacao (|1.6]) .

3.3 Taxas de Convergéncia

O principal teorema desse capitulo (teorema abaixo) apre-
senta condigoes suficientes para que a propriedade de regularizagao
seja obtida e fornece ainda taxas de convergéncia para a sequéncia re-
gularizada (a:‘];\,( 5))5 , quando § — 0. No entanto, antes de enunciar e

provar esse teorema, precisamos de um tltimo lema, o qual por sua vez,
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necessita supor que a funcdo indice f satisfaz uma hipétese adicional.

Hipdétese 2 Seja f € C [0,||A||2} uma fun¢ao indice estritamente

monotonamente crescente de modo que a fungio ® : [0, f (HAHQH —
R definida por )
() :=1(f?) (1)

seja convexa e duplamente diferencidvel.

O préximo lema nao exige as hipéteses dos lemas e teoremas
anteriores.

Lema 25 Seja f uma fung¢do indice estritamente monotonamente cres-
cente satisfazendo a hipétese [4 acima. Seja z € X satisfazendo a
condi¢ao de fonte

z=f(A"A)w com |lw]|| < p.

Entao ® é inversivel sobre sua imagem e

2
12|12 < p2®! (HApz|> = p2f? (ul (HApZ||)> . (3.23)

Demonstragao: Como f é uma fungao indice estritamente monoton-
amente crescente, temos que para a,b € D (f2) com a < b,

0<a<b=0=f(0)<f(a) <f(b)=>0<f(a) < f*(b).

Logo, f2 é crescente. Dai, (f2)_1 é crescente e portanto ® (t) =
t ( I 2) ! (t) é crescente (logo inversivel sobre sua imagem). Agora, pela
definicao de @ e de wu,

(P ut@) = F£u'E).



Logo ®~* (t?) = f? (u' (¢)) . Tomando t := W}f” nessa igualdade e

multiplicando ambos os lados por p?,

pQ(I)—l HAZH2 =p2f2 (u_l (|AZ||>>
p? p ’

o que prova a igualdade em (3.23) . Para provarmos a desigualdade,
seja o (A*A) o espectro do operador auto-adjunto A*A. Dat,

¢<Ill> _ q)<||f(A*Agw||2>

o ol

[ roasew
o(A*A)

/ d{(E\w,w)
o(A*A)

/ B (£2 (V) d (Exw, w)
o(A* A) .

/ d (Exw,w)
o(A*A)

Utilizamos a desigualdade de Jensen na desigualdade acima (veja [35]
pégina 61]). Dali,

= ¢

IN

2

9 A2 (N d{(Eyw,w
<I><||Z||> . /U(A*A)f() (Exw, w)

||l

|Af (A A) w]|* || A2
2 - 2

||wl] ||l
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Multipligando ambos os lados da desigualdade pelo nimero positivo
t:= % < 1, teremos pela convexidade de &,

=) _ [1211° _
() - o(dE-an)

2 2
1A=|]" _ [lA4=("

2
||l P

IN

2
Logo, ||z||* < p2®~! <%) porque 1 ¢ crescente. m

Se supormos que a fungao indice f é da forma f()\) = ¥, como
a regularizacao de Tikhonov possui qualificacao cldssica de ordem igual
a 1 (veja a observagao no apéndice , segue de que p < %
Portanto, f (\) = \* > A2 = /A, VA € [0, 1] é uma condigiio necessaria
para que seja satisfeito. Se assumirmos agora a condigao ,
teremos entao que

FO) >V VA€ [o, ||A||2] = D(f). (3.24)

Como supomos que a fungao indice f é desconhecida, vamos substituir

as desigualdades (3.13) e (3.14) do teorema 24 pelas desigualdades mais
fortes (3.25)) e (3.26) abaixo, de modo que (3.13)) e (3.14) ainda sejam

satisfeitas e de modo que ([3.6)) ainda possa ser verificado.

Teorema 26 Suponha todas as hipéteses do teorema e suponha
também que f satisfaz a hipdtese @ Suponha ainda que (3.5) é sa-
tisfeito e que (3.13) e (3.14)) sdo substituidos pelas desigualdades

llelsil] € Cray/Am 0<n < N (3.25)
e
HAneifHH < Civ,, 0<n<N. (3.26)
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Defina

_ All?
q:=CoCls +b+ECqg e z:= <1+|7|| )
0

com as notagoes do lema[23 e admita verdadeiras as sequintes desigual-
dades

gy < 1, (3.27)

2
a et (HAH +70) (Cr+1)Cs
1—qy |[Aeol| 1—q

< 2. (3.28)

Entdo a iteragdo final 2% satisfaz

||33(1$v —a:+|| =0(f (u™? (6))), 6 — 0.
Em particular, a propriedade de reqularizagio (1.6]) é satisfeita.
Demonstracgao: Vamos provar que cada um dos erros definidos em
(3.10) possui ordem de convergéncia O ( f (u‘l (5))) . Como a demons-
tragao é bastante longa, vamos dividi-la em 3 etapas. Iniciemos com

. . ap . . ~
a estimativa do erro ej;. Na primeira etapa vamos provar por inducao
que

Aensall < (CrR+1)Cis Y q" Fy, (3.29)
k=0

n
+EZ ||A6Z’_)HH "k 4 || Aeo|| "1
k=0

Em seguida, provaremos também por indugao que
[ eoll < 20" || 4| (3.30)

Com esses resultados, vamos entao mostrar que

lAensall < (CrR+1)Cid " ", (3.31)
k=0
+ (2 gz ) (A€, |
17(1,_)/ n+1 N
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Na segunda etapa, vamos provar que

a
Aeyn|| > <2 qQ’yw) AeSP
e e 1A
N-1
—(Cr+1)Cs Z gV ey,
k=0

Usando o principio da discrepancia, mostraremos que

1-Cgr— %CQE
>l — .
o2 (P2 e

Com esses dois resultados vamos provar as estimativas

CI'YN71 <46

Co |AeV || < Cayn_q + 90,

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

onde C4, Cy e C3 sao constantes positivas. Com essas estimativas e
com o lemaprovaremos finalmente que ||e%f|| = O (f (u™' (9))) (de-
sigualdade (3.44) abaixo). Usaremos entéo esse resultado na etapa 3,
onde usaremos a condi¢@o para obtermos He}“{,l H =0(f(u1(9))

e em seguida, as taxas para os demais erros.

Etapa 1: Devido a (T.20), (3.25) , (3.26) e (3.5) ,

[[4era]

IN

1R @ @) [ [[Anera |
+1Q @ @) ] [[enall

(OR + 1) Cls')/n + CQ ||A€n‘| Cls\/%

<
< (OR + 1) 0157n + CQCIS HA€7LH .
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Entao, utilizando este resultado juntamente com (i¢) no lema e

,

|| Aen |

IN

|[Aels || +a]|Aeit, |+5||Aen\|+¢%||Aen||2

IN

(Cr+1)Cisy, +al|Aeh4 ||
7 C||Aen|)
+ | CoCls + b+ —— | ||Aenl|
( Q V fYTL
< (Cr+1)Cuy, +a||Ae’ || + (CoCis + b +7Cy) || Aen|| -
Agora, pela terceira desigualdade em (3.20)) , obtem-se

cCy < CF = (3.37)
CoCls +b+2Cy < CqCis+b+ ECqo =q.

Logo,
[ Aenaall < (Cr+1) Cuyy + || A, || + gl Acll. (3.38)

Vamos provar por indugéo a desigualdade (3.29)) . Para n = 0 a desigual-
dade segue diretamente de (3.38)). Suponha que ela seja verdadeira para
n € N fixo. Entdo mais uma vez por (3.38),

(Cr+1) Cisvpyr + @[ A || + a | Aenal|

|‘A€n+2|| S
S(%+D%%H+MMMM

(CR“F CISZq" k'Y “"GZHAek.Han k+||A60||qn+1

k=0 k=0
= (Cr+1)Cis [Vny1 + qZQ"%]
k=0
+a |]Aen+zy|+qZHAekH|]q” Bl 4| Aeol| "2
n+1
< (CrR+1)C Y gt Fy,
k=0

n+1
+a g || Aegh || + || Aeo]| gD H
k=0
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o que mostra que a desigualdade ([3.29) ¢ vélida para n+1, completando
a prova por indugdo. Usando a defini¢ao de p,, (3.1]) e as propriedades
da sequéncia (v,,) (1.19) obtemos a desigualdade

Tn Tn
n(A) = < |\ —
P ( ) <7n+>‘> - (7n+1+/\)
( T )( Yol ><wn+1(k), A>0.

’Yn—i-l 7n+1 + A

Dai, decorre da definigao de e2? (3.10) que

[[4ez%l|

nt1 [|Apn (A" A) f (A" A) w]] (3.39)

Y| Apni1 (AT A) f (A" A)wl| = 7||A6212H .

IN

Vamos provar agora que (3.30) é vdlido. Veja que

2
0 < )\§||A‘|2:>w21:>
ntA
\/X < ’Yn+||A||2 < Tn >\/X
- Tn Tt A

Ainda, como v > 1, temos que " > 1, ¥n € N o que implica que

2 2 2
tIAIRY (AR (), Al
Tn Tn Yo "
(AP
= Y S 2.
Yo

VA <27V p, (V) se 0 < A < [JA]]?

Logo,

e portanto,
w(V) < 27" (V) VA€ [0,]14]],

onde u(\) := VAf (A) e g(\) := VApn (M) £ (A). Da condigio de fonte
, temos que

[ Aeol| = [|Af (A" A)w]| = [[(4" )% £ (A" A w|| = [Ju (4" A) w]|
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e da defini¢ao de enJr1 (3.10) , temos que

HAen-&-lH

14pn (474) (A" A) w]
(4" 4)% pu (a7 4) £ (4" A w | = |1 (4" A) w].

Segue do teorema[30] (b) , que (3.30)) é verdadeiro. Mais, fazendo uso de
(3-39) na primeira desigualdade a seguir e de ¢y < 1 (3.27) na tltima,
conseguimos

n

M:

¢ HAGlll < Y e ’“||A€n+1||:Z )" |[Aes ||
k=0 k=0 k=0
= 1
< Z q'y HAen-&-ngl H n-HH
k=0
Usando isso, e obtem-se (3.31)).
Ftapa 2: Usando o lema [23| (ii7) e (3.36) ,
ldexll > allAe] - (B4 CoCu) l|Aen—1]|
—mHAeN—lH —(Cr+1) Cisyn_y-
Mas,
¢ 2 _ |[Aen—]|
Aen_ = C Aen_ _
e Menaall = e Z s flAew-ilf (o)
_llAen—1]|
= ¢——~ ||Aen_ _
u('YN—l) || N 1||f('YN 1)

< cCyllAen—1][,

por (3.16]) e pela condigao (3.9) . Daf, usando mais uma vez (3.37)),

|[Aen|] > allAey|| — (b+ CoCi +¢Co) || Aen 1|
—(Cr+1) Cisyn_y
> allAe¥|| — q||Aen—1|| = (Cr+ 1) Clsvn -
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Como ¢y <1 (3.27) e vy > 1 (1.19)) , segue que ¢ < 1 e aplicando (3.31)
e (3.39),

a
lexll = allaet?l—a (; = +qz) T14e?l

N—
—(Cr+1) C'ls< Z Ve - 1)

k=0

ava
= <a— —¢*vz ) ||Ae|
v

1—
N-1
—(Cr+1)Ci Y gV 1y,
k=0
a
= 2 — — q27z) AelP
(- = 1A
N-1
—(Cr+1)Cis Z TS
k=0

A qltima igualdade é justificada por

@ _a(l-g)-—¢a_G@+a(l-¢g)-a_, a

S l-gqy 1—qy 1—qy 1—qy

Dai, concluimos que (3.32)) ¢ vélido. Como anteriormente,

TN-1 YN-1
0<)\<\|A|| = pn-1(A) = >
TN-1TA Ty + 14

porque Yy_1 < 7o- Entao

Vapn—1 (\) > VA (%) .
Yo + [14]]

Isso implica, como em ([3.30) que

’YN 1
Aely > ————||Aeo]|. (3.40)
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Usando (3.12)) e a desigualdade triangular reversa temos

||F (@) = F («7)]]

v

IF @) (@ = )| - 1B (o)
> (1= Cr— 5C0lle -]} IF" () (= ).

Tomando = = x4 e aplicando (3.17) ,

V

1
I1F (23) — ]| > (1 Cn - QC’QE) 1 den].

Mas pelo principio da discrepancia (|1.5)) ,

5 = ||F (eh) =o'l 2 |1 (=h) =l = Iy — ol
> 1P () —sl| 5=
(r+1d 2 [|F (eh) -yl
1
> (1-Cr - 5CoF) lex]

que implica em (3.33)) . Diretamente da defini¢io de b (lema 23)), podemos
perceber que b > 2Cg + %EC’Q, e como q < 1,

— 1
1>q¢=CgC1s+b+CoE >Cr+ §CQE. (3.41)
Agora, para k=0,1,.... N — 1,

Vi o YoV~ N-1—k

TN-1 Yo (V-1)
1k N—1—k
Y.V = vy (19) —
N-—1 N-—1
11— N—-1—k
" = ) v (19)
k=0 =0
— v
k N—-1
< = IN-1
< ’7]\771’;::0(’7(1) g
Logo
N—-1 v
g TR < T N1 (3.42)
k=0 -
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Usando essa desigualdade em ({3.32)) decorre que

a a TN-1
Aen|| > (2— —q27z> Ael|| = (Cr +1) Cg ;
el > (2- 2 A7l = (Cr + 1) Cre 2L
que com ([3.33)) da
5 > 1-Cr—1CoE
- T+1

a a TN-1
2 — —q27z> APl — (Cr+1) Cls——
(- 4] — (Crn-+ 1) Cu 5L

Esta desigualdade com (3.40)), (3.41)) e (3.39) resulta em (3.34) e (3.35]) ,com
constantes

o _ (14
Gro:o= <T+1>

[(2_“_%) [Aeol|  (Cr+1)Cis

1AI* + 9 I=nq

1—g¢q a 9
Cy : = 2 — —
? <T+1>( 1—qy qu)’

C . 1_q (CR+1)Cls
5o T+1 1—1q ’

independentes de § e de y°. Para facilitar a notacao, escrevemos

)

a
x = +qz e
I—qy
_1-q
Y T+

e substituimos em (3.27) resultando em

wllAeoll (1 = 9) + (1A +70) (Cr + 1) Cis < 2| Aeo|| (1 = 47)
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Ae Cr+1)Cs
G = yl|@2-2) ||20H _(Ii ) Ci
A[I™ + 7o =g
[ 2]deq xHA€d|Uf—VQ)+(Ch—%1)C“(HAH2+Wh)
1411+ (1417 +70) (1 =70
2||A 2114
>y ||260|| B H2eo|| _

AT+ AT +7%

Mais, ¢y < 1 (3.27) implica que

+ qQWZ < +qz < 2,
1 —qy 1 —qy
novamente por ((3.27)) . Datf,
02:y<2— @ —q2'yz> > 0.
L—qy

E fécil notar que C5 > 0. Logo, C1, Cs e C3 sio constantes positivas.

Agora, pela desigualdades obtidas em ([3.34) e (3.35)),

< —
IN-1 > Cl
¢ C 0 Cs 0 0
Ae??|| < =2 — <24 = A4
H eN|| — 02’7]\/'—1 + 02 = 02 Cl + 02 0457 (3 3)

onde

C
(G5 1 1Y ﬁ2+1
C4.—<0201+02>—< Cs > 0.
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Tomando z; := C%e?f, vemos por ([3.10) que z; satisfaz a condigdo de

fonte z; = f (A*A) [pN_l (A*A) C%w] . Pelo lema segue que

et < cur (wr (12220
- c4f<u1<(c4> ”A; H)>
_ C4f< <||Ace4 H>>'

Mas por (3.43)) e como fowu~! é crescente,

Cy

p

Cy N

p
e

A
IAKI < 5 — Ca|.2 ]| < oy (0.
Logo
e |l < Caf (u™(d)) - (3.44)

FEtapa 3: Utilizando agora a desigualdade ([3.22]) provada no teo-

rema [24]
6§ < Csu(vyn_1), (3.45)

1+Cr+ LEC,
Cs = <+R+2Q> Cy > 0.

T—1

TN-— _ 0
T e (£))

Mas por (3.34) ,

com

Perceba que

Q
¥
IA
(=2
l

|
!
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Pela definicao de u,

(@) =yl

IN
IS
L
7N\
Sle| Qle| Qe

Logo,

e S\ 8 (1 (a1, L)),

TN-1

Como u~1 ¢ crescente, decorre de (3.45)) que,

0 < u (’yN 1) S
Cs — N
(6
c: < INor =
u—! (L)
_\%)
YN-1

Da hipétese fou~! & concava e portanto f (u’l (té)) <tf (ufl (5))

para t > 1. Como max{ 1, C%, > 1, vemos que

(ot ({1 o)) < max{ g o ).

Y1 < gimax{l, 61’5} f (u_1 (6)) = Cilmax {Cs,1} f (u—l (6))

Dat,
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Utilizando ,
lefel| <

esta provar que as normas dos erros ey, ex? e e’ possuem ordem
Rest d nl o ¢ enoi d
de convergéncia O (f (u™! (9))) .

Hf (w7 (9)

tayH

Para estimar as normas He || e ||e , utilizamos inicialmente

B-42) e B39,

N-1 S

N—-1—k TN-1
Vid < < .
2 1—7yq — C1 (1 —9)

k=0
Incluindo agora ([3.31)) e ,
(C’RJrl)Cls] { a }
Aen|| < J+ + qz| C4d = k10,
: NH_{CH(l—vq) T—qy T

onde

(Cr+1) Czs] [ a }
ky = + +qz| Cy > 0.
' |:Cl(17Q) 1—qy T

Logo, ||Aen|| = O (d) e analogamente, ||Aen_1|| = O (d). Com uma
aplicagdo da desigualdade provada em (iii) lema e em seguida das

desigualdades (3.9) e (3.43) obtemos

nl |[Aey ] |[Aen 1|
e < —I— 2 N _
el < cnl2Bl S el ),
0 0
< CgrCy + —Sch opks
VIN-1 2 TN-1
0

= k3 )
VIN=-1

onde ks e k3 s@o constantes positivas. Assim,

nl|| __ 6
el =0 =)
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Com uma aplicagao de (iv), lema .,

ta 1 3
1711 < 5= (20m + 5Callenarl) ldex
1
< 2(20R+2CQE> ko d
N-1

com ky := % (QCR + %C’QE) ko > 0. Logo, também temos

el =0 ().

He"‘”H:O( e

decorre imediatamente de (it), lema [22]

O fato

Usando uma ideia similar a aplicada anteriormente, obtemos

<max{1,Cs} f (U_l (9)) -

TYN-1

Portanto, as normas de todos os erros em 13.10: satisfazem a ordem de
convergéncia O (f (u_l ((5))) , bem como ||e§\5, . Segue que

llen|| = ||:1:§5V —:z:+H = O(f (ufl (5))), § — 0,

conforme querfamos. ®

Observe que a fungao

1
f(t) Sitv, O<U<§

satisfaz (3.6)) a (3.9)) e portanto os teoremas aqui apresentados sdo vali-
dos para ela.
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De fato, observamos que u (t) = trtv — g1 (t) = tTE —
2v
f (u_l (t)) = tT+2v. Usando o teorema [26| concluimos que

[a% =[] =0 (f (u™* (0))) = O (5757

concordando com ([1.22)). Isso significa que, mesmo resolvendo o sistema
linear (L.18]) de forma inexata, a taxa de convergéncia do IRGN néo é
piorada.

3.4 Solucao do Sistema Linear

Nessa se¢ao mostraremos como ¢é possivel utilizarmos o método
do gradiente conjugado® para resolver o sistema linear e deter-
minar o passo do IRGN inexato. A ideia é usar um critério de parada
adequado de forma que as hipéteses e do teoremasejam
satisfeitas.

Para facilitar a notacio definimos para x5 € D (F),

o F'@) o
G, _< S )e[,(X,YxX)
yéip(xé)

— n

g :_<fm%—ﬂ)

Com essas defini¢oes, a igualdade (1.18) que define o passo do
IRGN cldssico, pode ser escrita na forma

)GYXX.

G:Gphy = Grgl. (3.46)

O algoritmo a seguir codifica o0 método do gradiente conjugado
com um critério de parada apropriado. Ele é aplicado considerando
n € N fixado.

Algoritmo 5 Dados (y‘s;xo;xfl;F;F’;vn;e)

hY = 0;
d* = g);
r0 = G d;
pl =70

20 método do gradiente conjugado é apresentado brevemente na secio
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k=0;

Enquanto HrkH > 6"}/;9)/2
k=k+1;
q" = Gup";
|l
N P
hE = hE=1 4 qpp¥;
d* = d* 1 — agg®;
r* = Grd¥;
S [
By = e 22
prtl =k +ﬁkpk§
Fim
hap = b

O parametro € deve ser escolhido de maneira apropriada. Mos-
traremos que caso isso acontecga, entdo o algoritmo acima fornece o
passo h%? do IRGN inexato de modo que as hipdteses e do
teorema [26] sdo satisfeitas. Perceba que o critério de parada nao exige
conhecimentos sobre as condigoes de fonte.

Para enunciarmos o teorema que ird provar as propriedades de-
sejadas, vamos lembrar da importante identidade valida no método do
gradiente conjugado:

" =G7 (9] — Gphk) . (3.47)

Teorema 27 O algom'tmo@ acima aplicado a (3.46]) termina apds um
nimero finito J € N de iteracées e h®? = h;! satisfaz

IN

[ = B
[[4n (ke = B3}

€/ €

€Yo

IN

onde hy, estd definido em (L1.18]). Em particular, as hipdteses (3.25)) e
(3.26) do teorema sao satisfeitas com Cjs = €.

Demonstracao: Para o método do gradiente conjugado vale

klim R =h, e limr* =0

k—oo
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e portanto o critério de parada
H’I“JH < e’yf’/Z (3.48)

é obtido apds um nimero finito J € N de iteragées. Perceba que para
todo v € X temos

|Gol[* = (GGrvsv) = [ Aol * + 7, [lol* = v, ol
implica que
1GrGll = NIGall* =7, = (3.49)
e <
Observe que de e da identidade (3.47)) ,

GiGp (hy —hl) = GLGuh, — GLG, R (3.50)
= Gig’ —GrG,h!

n

= G}, (gi - Gnh;i) =77,

Decorre do critério de parada (3.48), de (3.49) e (3.50) acima que

[ =82l = |[(G2G) ][ 11GiGa (b = 1)
< v Il < ev

o que prova (3.25) com C;s = e. Agora, como GG, é inversivel,
(G;;)T = G (G5G,) 7", onde (G;‘;)T : X — X representa a pseudo-
inversa® de G7,. Temos portanto, para todo v € X
2
[@tol] = (Gu(GiGw) " viGu (GG o)
= (G263 (G1G) (GoGa) )

IN

@) || 1

3Veja o apéndice para mais detalhes sobre a pseudo-inversa.
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o implica na desigualdade
t]]? -1
]| <[

que com o uso de (3.49) implica em

IN

ey

[@nf|| < e

n

Dat, como G,, (hn — hi) € R(G,) e (GZ)T Gy

sobre R (G,,), obtemos de (3.50) ,

|G (o = B37)

@6 || <7t =

é a projecao ortogonal

(@) GG (1 = 1)

@ ||- 1162 G (= 1) |

IN

IN

Y2 || < v

Basta perceber agora que ||Anv||> < ||Gnvl)® para todo v € X para

obtermos

[ 4n (e = B || < €7

que € (3.26) novamente com Cis =¢c. m

O teorema acima mostra que podemos usar o algoritmo [5] com
¢ = O}, para determinar o passo do IRGN inexato. E importante

reparar no entanto, que qualquer algoritmo que fornega uma solugao

para o sistema ([3.3)) satisfazendo (3.25]) e (3.26) pode ser aplicado para

esse fim.
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Capitulo 4

Implementacao
Numérica do REGINN

4.1 Apresentacao do Problema Inverso

Conforme [12], se considerarmos um dominio tridimensional 2 C
R? cuja temperatura na fronteira é mantida fixa em zero, a distribuicao
da temperatura v : @ — R em 2 apés um tempo suficientemente
grande pode ser modelada por

{ —div (aVu) = f em Q (41)

ulyq =0

onde f : Q@ — R denota uma fonte de calor interna e a :  — R
é a condutividade térmica do material. Em problemas praticos, de-
sejamos determinar a condutividade térmica a através de medidas da
distribuicao de temperatura wu.

Consideramos 2 C R™ um aberto limitado bem regular e en-
tendemos ul,, no sentido do operador do trago' ~, : H'(Q) —
H'/2?(99Q) . Este operador ¢ linear, limitado e sobrejetivo. Alem disso,
tem a importante propriedade de que 7y, (u) = u|{m se u pertencer ao
conjunto D (Q) = {u:Q — R:u=v|, com v e C§° (R")}, denso

1Em Brézis [@], encontra-se a formalizagio da teoria dos espagos LP, bem como
a teoria das distribuigoes e dos espagos de Sobolev apresentados nesse capitulo. O
teorema do trago também estd presente neste livro.
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em H'(Q). Ainda, seu niicleo ¢ igual ao conjunto H} () e por esse
motivo, interpretamos a condi¢do u|,, = 0 como sendo u € H} ().

Perceba agora, que se a € H' (Q) e u € H} (Q) N H? (Q), entdo
—div (aVu) € L? (). Segundo [13, Segdes 6.1 e 6.2], se a € H' (Q),
com a (x) > a quase sempre em €2, onde a > 0 estd fixada e f € L* (),
entdo existe uma unica u € H} (Q) N H? (Q) C L% (Q) solugdo fraca de
(4.1). Podemos portanto, definir a fungao

F:D(F)— L*(Q)

at— Ug

(4.2)

onde D (F) := {a € H' (Q) : a(z) > a quase sempre em Q} C L?(Q)
e u, ¢ a unica solugdo de (4.1)).

Fixada uma funcao f € L?(Q)), gostarfamos de determinar no
problema direto, a fungio u € HE () N H? (Q) na equagio

F(a) =u, (4.3)

dada a fungdo a € D (F). No problema inverso, temos disponivel a
fungio u € HE () N H?(Q) e gostarfamos de determinar a € D (F)
satisfazendo (4.3) acima.

Repare que em abertos contidos em €2 onde u é constante por
exemplo, a funcao a é arbitraria e portanto a unicidade de solucées do
problema inverso nao é assegurada. A existéncia de solugoes também
nao é assegurada no problema inverso, como podemos notar observando
a equacao , considerando v = 0 e f > 0 quase sempre em {).

Para a implementacio numérica que apresentaremos nesse capi-
tulo, vamos tentar resolver o problema inverso, mas numa forma mais
simplificada, estudando o caso unidimensional. Para esse caso, con-
sideramos 2 = (0,1) C R e gostarfamos de determinar a € D (F)

satisfazendo .

— / —

{ (au) = f em Q (4.4)
ufy =0

onde f € L?(Q) e uma aprozimagdo para u € HE () N H? (Q) sao
dadas. Observe que como € ¢ limitado, L? () C L' (Q) e portanto f é
integravel sobre Q. Assim, se tivermos v’ (z) # 0 quase sempre em €,
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a(0)u' (0) — /f (s)ds| , quase sempre em §)
0

e portanto a é unicamente determinado. Mesmo nesse caso, o pro-
blema inverso em ¢ mal posto devido a falta de estabilidade.
Aqui, a fungéo a pode ser encontrada através (do problema mal posto)
da diferenciagao de u. Podemos perceber que além das instabilidades
provenientes do processo de diferenciagao em si, instabilidades devem
também ocorrer nos pontos onde u’ estiver préximo de zero, devido ao
termo ﬁ (é bastante razodvel imaginar que problemas de estabili-
dade ocorrerao nos pontos onde u’ estd préximo de zero, uma vez que
em regides onde v’ = 0 néo ¢ possivel determinar a).

4.2 O Modelo Matematico

Segundo [18], é possivel provar que a funcao F definida em (4.2))
é continuamente Fréchet diferencidvel com F’ (a) : L? (Q) — L*(Q) e
F'(a)" : L? () — L? (Q) definidas por

F'(a)h = A(a)”" [hul)] (4.5)
F'(a)*w= B! [u; (A (a)”" w)} (4.6)
onde
A(a): H? (Q)NHE (Q) — L2 (Q)
u— — (au')

B:D(B)— L*(Q)
Y= =" o
com D (B) := {1y € H*> () : ¢/ (0) = ¢’ (1) = 0} . Ainda segundo [1§],
o operador F satisfaz, para quaisquer a,a € D (F),
IF @~ F (@)= F'(@)@-a)ll,, < o' (1+v2+a"V2|lally)
lla —allg [|[F (@) = F (a)]| - -
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Logo, a condigao do cone tangencial
1E (@, a)ll 2 <w||F (@) = F(a)ll (4.7)

é satisfeita com w = a7 ' (1+ V24 a 'V2||a|[;p) [[a —al|;n < 1 se
as normas ||a — al| 1 e ||al|y: forem suficientemente pequenas.

4.3 Descricao do Algoritmo

Vamos utilizar o algoritmo REGINN (apresentado no capitulo
2) com a iteragdo interna utilizando o método de Landweber (apresen-
tado na segao para resolver o problema mal posto , supondo
disponivel uma funcao u® satisfazendo ||u5 — u| | 2 < 6. Usamos o pro-
grama MatLab para esse fim. Para escolher a sequéncia (u,,), vamos
usar uma estratégia a posteriori a partir do lema A constante 7 uti-

lizada no principio da discrepéncia é também escolhida através desse

14w

. 14+w)s
lema. Assim, devemos ter p,, € (w + %, 1} eT > 2

Na iteracao interna devemos aplicar a iteragao de Landweber
na equacao linearizada A,s,m, = b2 (aqui, ag = ag é uma apro-
ximacao inicial para a funcdo a procurada, A4, := F’ (afl) e b) =
w — F (afl)). Procedemos entao com a iteracao interna s, m,41 =
Snm — A7, (Ansmm - bfL) a partir de s,,0 = 0 até obtermos o primeiro
indice m,, € N satisfazendo ||AnSp,m, — 03| < 1, |[03]]-

Para calcular b? , precisamos calcular F (afl) , € isso corresponde
a resolver o problema direto de encontrar u na equacao diferencial
, onde a funcio a deve ser substituida por ad. Para resolver esse
problema, implementamos um programa auxiliar, chamado de rotinal.
Para a implementagao desse programa, usamos uma malha com j pon-
tos igualmente espagados e utilizamos o método das diferencas finitas
centradas (veja [B] para detalhes sobre esse método). Esse programa
utiliza como dados de entrada as funcoes a e f aplicadas nos pontos
da malha e retorna a funcao u, solucao de , também aplicada
nos pontos da malha. Para o célculo de A,s,, ,, utilizamos a igual-

- ’
dade (4.5). Tomando K = A,;Spm = A(afl) ! {sn’mugé] teremos

/
A (afl) K = {snmu;g} . Portanto, para determinar a fungao K, deve-

mos aplicar a definigdo do operador A, resultando no problema de valor
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de fronteira (PVF)

K (0) =K (1) =0.

O programa utilizado para encontrar a funcao K no PVF acima foi
chamado de rotina2. Mais uma vez utilizamos o método das diferencas
finitas centradas com uma malha igualmente espacada de j pontos para
esse propdsito. O programa recebe como dados de entrada as fungoes

{ — (afLK’)l = [sn,mu;g}/

afl e uys avaliados nos pontos da malha, juntamente com o vetor s, ,
o
e retorna a funcao K avaliada nos mesmos pontos.

Por fim, para o cédlculo de

2= AL (Ansnm — ) = A3 (K — (u’ — F (),

n

definimos w := K — (u‘S - F (a‘s)) e utilizamos a equagao .

n

Bz = u (A(afl)flw)/.

.. -1 . .
Inicialmente tomamos ¢ = A (a‘fl) w e assim, A (ai) ¢ = w. Uti-

lizando a definigao de A, vemos que

{ <8 >c<>=o

Logo, para determinarmos a fungao ¢ aplicada nos pontos da malha,
podemos usar o programa rotinal com w no lugar de f. Apés a deter-
minagao de ¢, retornamos para a equacao (4.8)) :

-1 /
Bz = u;g (A (a?) w) = u:lic/
e usando a definicao do operador B, devemos encontrar z na equagao
—2 tz=ul,c
2 (0)=2(1)=0.

121

diferencial



Para a determinacao de z, implementamos o programa rotina3 o qual
utiliza novamente diferengas finitas centradas com uma parti¢do ho-
mogénea de j pontos. Este programa recebe como dados de entrada as
fungdes u,s e c avaliadas nos pontos da malha e retorma a fungao z,
também avaliada nos pontos da malha.

O algoritmo a seguir esquematiza o funcionamento do REGINN
com as ideias expostas acima. Os dados de entrada sdo: ag (aproxima-
cdo inicial para a funcio a), nivel de ruidos § > 0, u® (aproximacio para
a funcdo u), constante w < 1 (presente na condigado do cone tangencial
(4.7)) e a funcdo f que aparece na equagdo diferencial .

Algoritmo 6 Reginn(ao;é;u‘s;w;f)
n = 0;
aj = ap;
F (ag) = rotinal (ag; f) ;
by :=u® — F (ag) ;

T = }f—z;
Enguanto HbfLH > 70
m = 0;
Sp,m = 0;
K = rotina2 (ai; Sn,m; u‘;) ;
wi=K —b;
p, = (w n ﬂlgg’l)f) .0.99 +0,01;
Enquanto [|wl| > p,, |||
c:=rotinal (afl; w) ;
z = rotina3 (u‘s; c) ;
Sn,m+1 ‘= Sn,m — %3
K :=rotina2 (afl; Sn,m—+1; u‘s) ;
wi=k—b;
m:=m + 1;
Fim
aflﬂ = a‘fl + Sn,m;
n:=n+1;
F (afl) = rotinal (afl; f) ;
b i=u’ — F (afl) ;
Fim
& . §

afy(s) = -
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Repare que f,, := (w n (h;:?f) 0.99+0,01 € (w o 1} ¢
atualizado em cada passo externo n. Repare ainda que pu,, é escolhido

de modo a ficar préximo de seu limite inferior?.

4.4 Exemplos Numéricos

Nesta secao apresentaremos dois exemplos numéricos obtidos
através da execugao do algoritmo descrito na segao anterior.

No primeiro exemplo testamos os resultados teéricos de monoto-
nia e convergéncia do REGINN. No segundo exemplo, testamos as pro-
priedades de regularizacao e as taxas de convergéncia.

4.4.1 Primeiro Exemplo

Para testar o programa, utilizamos as fungdes exatas a™ (z) =
1+z%e f(z) =4r [r (14 2?)sin (2rz) — z cos (27z)] . A solugdo cor-
respondente da equagcao é u(x) =sin (27rz). A fungdo procurada
a™ foi entdo substituida por uma aproximagao inicial ag (z) = 1. Uti-
lizamos uma malha com j = 51 pontos. A fung@o u foi calculada
exatamente nesses pontos e os ruidos foram inseridos de maneira ar-
tificial com o seguinte procedimento: foi gerado um vetor aleatério d
com 51 pontos e em seguida tomamos u® = u + ﬁ& com um nivel de

ruidos ¢ > 0 pré-determinado. Desse modo, ‘u‘s — uH =4.

Observagao 14 Para a implementacdo desse algoritmo, utilizamos a
norma ||.||, == Vh||.||, onde h := ]%1 representa o tamanho do passo
na malha e ||.|| é a norma padrao no R?. Essa norma é utilizada
para aprozimar a norma no espag¢o L* (). Para facilitar a notacdo,

utilizaremos simplesmente ||.|| ao invés de ||.||, .

Supondo que o operador F' definido em satisfaz a equacao
do cone tangencial nas proximidades da solugao com w < %, obte-
mos com a execugao do algoritmo os resultados apresentados na tabela
a seguir. A coluna n representa o nimero de iteragoes externas e m,,
representa o nimero de iteragoes internas na n—ésima iteragao externa.

K

A terceira coluna mede a norma do residuo Hbsz = Hu5 - F (afl)

2Veja a observacao apos o corolario
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IEA
o0l
quinta coluna e na iltima coluna é apresentada a norma do erro na

a quarta coluna corresponde a razao It,, estd apresentado na

n— ésima iteragdo ||e,|| = ||a™ — af||. Utilizamos um nivel de ruidos
§=10"%

Lo [ oma [ leall [IeAl[/ 1[R[ [ o [ lenll ]
0 0 0.414981 - —= ——— | 0.458403
1 4 0.156008 0.375940 0.505358 | 0.201147
2 11 0.076013 0.487239 0.505952 | 0.122547
3 12 0.037185 0.489196 0.506954 | 0.091234
4 19 0.018374 0.494120 0.508994 | 0.078449
5 465 | 0.009309 0.506642 0.513082 | 0.052938
6 785 | 0.004810 0.516660 0.520952 | 0.033941
7 | 1915 | 0.002557 0.531597 0.535876 | 0.023892
8 7392 | 0.001437 0.561843 0.563081 | 0.014895
9 | 7533 | 0.000872 0.607231 0.608376 | 0.010497
10 | 7894 | 0.000588 0.673947 0.675241 | 0.008502
11 | 9354 | 0.000445 0.756504 0.757603 | 0.007537
12 | 12676 | 0.000373 0.838218 0.838908 | 0.007000
13 | 13809 | 0.000337 0.903039 0.903355 | 0.006685
14 | 9990 | 0.000318 0.945993 0.946127 | 0.006513
15 | 5865 | 0.000309 0.971248 0.971311 | 0.006424
16 | 3172 | 0.000305 0.985084 0.985115 | 0.006377
17 | 1655 | 0.000302 0.992367 0.992385 | 0.006354
18 | 848 | 0.000301 0.996125 0.996134 | 0.006342
19 | 431 | 0.000301 0.998040 0.998004 | 0.006336
20 | 218 | 0.000300 0.999011 0.999013 | 0.006333
21 111 0.000300 0.999497 0.999502 | 0.006332
22 56 0.000300 0.999746 0.999751 | 0.006331
23 28 0.000300 0.999873 0.999876 | 0.006331
24 14 | 0.000300 0.999937 0.999939 | 0.006330
25 7 0.000300 0.999968 0.999970 | 0.006330
26 4 0.000300 0.999982 0.999986 | 0.006330
27 2 0.000300 0.999991 0.999995 | 0.006330
28 1 0.000300 0.999995 1.000000 | 0.006330

Tabela 4.1: REGINN com iteragao interna de Landweber. Nivel de ruidos: §=10—%
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Observe que a norma do residuo, apresentado na terceira coluna
¢ estritamente decrescente (basta observar que a taxa de residuo apre-
sentada na quarta coluna é sempre menor que 1), conforme resultado
do teoremal[s] Observe também que o mesmo acontece com a norma do
erro e,, apresentado na ultima coluna (nas tltimas iteragoes externas,

a diminuicdo ocorre apds a sexta casa decimal), conforme resultado do

[[on ]
. (1654 ] N
se aproxima do ndmero p,, quando n é grande, conforme observagao

feita imediatamente apés ao coroldrio [I8] Note porém, que conforme n

aumenta, a norma do residuo (terceira coluna) diminui, de modo que o

intervalo (w + %, 1

escolher os termos p,, cada vez mais préximos de 1.

teoremaH Note ainda que a taxa de residuo (quarta coluna),

se torna cada vez menor e somos forcados a

4.4.2 Segundo Exemplo

O programa também foi testado utilizando as fungoes exatas
at(z) =1+2%e f(x) = —622 + 2z — 2, sendo que a solugao de
nesse caso é dada por u (z) = 22 — x. A figura apresenta o grafico
da solucédo exata a™ e das solucoes a?v( 5) encontradas para os diferentes
niveis de ruido § = 107" com 7 = 2,3,4 e para a aproximagao inicial
ap = 1. Podemos observar que a‘;\,( 5) 8¢ aproxima de at conforme o nfvel
de ruido § > 0 diminui. Esse comportamento é certamente esperado
do algoritmo, uma vez que este possui a propriedade de regularizacao

, conforme teoremas |§| e

Condigoes de Fonte

Observe que se tomarmos A = 1 no teorema entao assumindo
a condigao de fonte

ot —ag € R ((A*A)%) , (4.9)

podemos esperar a taxa de convergéncia

1=Amin
p)

o~ aial| =0 (o

onde Apin € definido em (2.75), subsegao Repare que devido a
condicao (2.42)), R ((A*A)% = R(A*) = R(F'(a™)"). Usando entdo

) quando § — 0, (4.10)
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Figura 4.1: Solugao encontrada a‘?v( 5) bara diversos niveis de ruido e
com ag = 1. Linha rosa: § = 1072, linha preta: § = 1073, linha azul:
d = 107%, linha vermelha: solucdo exata.

([4.9) na forma a™ — ag = A*w e a igualdade ([4.6)) obtemos
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B(at —ag) = wu. (A (a+)_1 w)/.

Usando a defini¢ao de B, obtemos que (at — ag)’ (0) = (at — ag)’ (1) =
0 e além disso,

!

Como A (at)"w e D (A(a™)) C H?(Q), segue que z = (A(cﬁ)_1 w) €
H'(Q). Ainda,

/Oz(s)dSZ/O (A((ﬁ)_lw(s)) ds=A(a+)_1w(s)‘ =0
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porque A(at) " w € D(A(at)) C HL(Q). Por fim, de z € H' ()
decorre que (a™ —ag) € H?(2) e portanto, para esperar a taxa de
convergéncia (4.10)) acima, precisamos ter as informagdes a priori

at —ay € H*(Q),

z € H'(Q),
1
/0 z(s)ds = 0,
(at — ao)l 0) = (at - ao)/ (1) =0.

Para estudar os dados tedricos relativos a taxas de convergéncia,
vamos determinar um vetor ag satisfazendo as condigbes acima. Para
isso, vamos escolher z (z) := 423 + 322 — 2z — 1. Entdo z € H' (Q) e
folz(s) ds = 0. Definimos agora p(z) := (a™ — ag) (z). Desse modo,
pela definicao de z, precisamos determinar uma funcgao p que satisfaga

{ ' +p=ul 2
P (0) =p' (1) =0.

2_z e podemos portanto encontrar

Para o nosso problema, u,+ =u=x
p aplicando o programa rotina3 com os dados de entrada u () e ¢ (x) :=
foz z(s)ds = 2* + 23 — 22 — x + k, onde k é uma constante qualquer.
Assim, p € R(A*) e ap € R(A*) para todo a € R. Agora, a9 = at —
p, ou fazendo-se uma pequena alteragao conveniente, podemos tomar
ap = at — apby (nesse caso, at —ag = apby € R(A") e mantemos a
notagao de ag apenas por comodidade), onde como antes, a™ (z) = 1+
22. Procedendo dessa maneira, teremos todas as condicoes necessirias
satisfeitas e além disso, ||a™ — ag|| = «, o que permite controlar a
distancia entre os vetores a® e ay.

Para fins de comparagdo, apresentamos na figura 4.2l novamente
o grafico da solucdo exata a® e das solucgoes a?v( 5) encontradas para
os diferentes niveis de ruido § = 10™" com r = 2, 3,4, mas utilizando
agora a aproximacao inicial ag descrita acima. Perceba que se a = 1,
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entao,

1
o =l = ([ Jom =)
L2() 0

1 3
1 2—12d> -
(/O|+a? ‘ T NG

Tomamos entao o = %, oqueresultaem |[a* — al|p2q) = [la* — aoll12(q)
e nos permite comparar ag ¢ a. Compare as figuras [.1] e

26 T T T T T T T T T

24r -

22 B

2

1.8

1.6

14

12

0_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

Figura 4.2: Solugao encontrada a‘;\,( 5) bara diversos niveis de ruido e
com ay satisfazendo at —ag € R(A*). Linha —— azul clara: § = 1072,
linha —. preta: 6 = 1073, linha —z azul escura: § = 10~%, linha
continua vermelha: solugao exata.

Na figura [£.3] escolhemos o = 1. O gréfico apresentado nessa
5

figura mostra o nivel de ruidos ¢ versus o erro relativo W e
estd plotado com os dois eixos na escala logaritmica. Podemos perceber
(nesta escala) um comportamento linear da fung¢do com uma inclinagao
proéxima a % quando § é pequeno. Esse comportamento é previsto pelo
teorema, equagao , a qual indica que a inclinagao esperada
%, para algum Ap;, < 1.
As tabelas a seguir, mostram o nidmero total de iteragoes in-

nessas condigoes deve ser
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: . at—al
Figura 4.3: Nivel de ruidos § versus erro relativo % plotados

na escala logaritmica.

ternas I := Zg:(%)fl m, e externas N (0), comparados ao nivel de
ruidos J. Esses dados sao relevantes para observarmos o esfor¢o com-
putacional envolvido. Utilizamos duas aproximagoes iniciais diferentes:
ao, conforme descrita logo acima (satisfazendo (4.9)) e com o = % na
primeira, e a aproximacao inicial ¢ = 1 na segunda. Entao, conforme
jé argumentado, [[a™ — al[p2(q) = [la™ — ao|[2(q) de modo que a e ag
se tornam compardveis.

s [N®] T || 5 [NO] I
1071 0 0 1071 0 0
1072 | 11 156 1072 5 36
1072 | 15 376 103 | 17 7578
1074 | 22 8100 107 | 26 | 130011
10°° | 29 89115 10°° | 35 8.10°
1076 | 36 | 713743 107 | >50 | > 108

Tabela 4.2: § versus nimero total de iteragdes externas e internas

Perceba que em ambos os casos N (4) aumenta a medida que

0 diminui (veja a equagdo (2.67) e (1.5))), evidenciando o comporta-
mento N (§) — oo quando § — 0. Também em ambos os casos, T
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aumenta quando ¢ diminui (o que é razodvel, uma vez que ¢ menor
exige que um numero maior de iteracoes externas e por consequéncia,
um numero total de iteragées internas também maior). Note que a
taxa de convergéncia nao é assegurada no segundo caso, uma
vez que a aproximacao inicial nao satisfaz a condicao de fonte .
Sem isso, a convergéncia para o segundo caso pode ser arbitrariamente
lenta. Esse comportamento se torna evidente na comparagao entre as
duas tabelas, onde podemos verificar que o nimero total de iteragoes
externas e principalmente internas, é consideravelmente menor (para §
pequeno), quando o vetor inicial satisfaz (4.9) .

Observagao 15 Quando consideramos um nivel de Tuidos muito pe-
queno (de 6 = 107° por exemplo), os erros de arredondamento passam
a ter uma relevincia maior do que 0s proprios ruidos e messe caso,
podemos considerar que estamos trabalhando com dados exatos, isto é,
0 =z,.

Observacgao 16 Em problemas prdticos a funcdo a™ é desconhecida e
procurada, por isso nao podemos aplicar um raciocinio semelhante ao
exposto acima para determinar ag satisfazendo . Observe porém,
que se pudermos assumir a condicao de suavidade

at €R ((A*A)%)

sobre a solugao, entao podemos iniciar a iteragio do REGINN com a
1

fungdo suave ap € R ((A*A)2> e teremos entao que a condi¢ao (4.9)
serd satisfeita.
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Conclusoes e
Consideracoes Finais

Nessa dissertacao foram estudados dois algoritmos do tipo New-
ton inexatos, usados para a obtencao de solugoes estdveis de problemas
inversos mal postos. Foram analisadas as propriedades de convergén-
cia e estabilidade e taxas de convergéncia foram obtidas mediante a
hipétese de condigoes de fonte.

A computacdo exata do vetor h,, no sistema linear é inal-
cangavel em situagoes reais. O IRGN inexato, apresentado no capitulo
é portanto um algoritmo mais condizente com a realidade. Uma vez
que as taxas de convergéncia para esse algoritmo (veja o teorema [26|e o
comentdrio imediatamente a seguir) sdo as mesmas apresentadas pelo
préprio IRGN (equagao ), podemos perceber que a sua aplica¢ao
nao traz prejuizos ao desempenho deste algoritmo.

Os resultados apresentados no capitulo [3]e em particular no teo-
rema mostram que é possivel obter taxas de convergéncia para o
TRGN inexato a partir de condigbes de fonte mais gerais do que
as condicoes do tipo Holder comumente utilizadas. O estudo
dessas condigoes de fonte gerais é uma ferramenta importante que in-
clui as tradicionais condicoes de fonte do tipo Holder como um caso
particular. Para problemas exponencialmente mal postos, a hip6tese de
que a solugao satisfaz uma condi¢ao de fonte do tipo Holder é muito
restritiva, no sentido de que essa condi¢ao implica numa regularidade
muito elevada para a solugao do problema [I7]. Muitas vezes, a solucao
deste tipo de problema nao satisfaz essas condigoes de fonte (do tipo
Holder) e nesse caso, a exigéncia de que a solucao satisfaz condigoes de
fonte do tipo logaritmica, sao mais apropriadas e possuem uma inter-
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pretacao fisica mais natural.

O algoritmo REGINN, apresentado no capitulo [2] oferece resul-
tados tedricos bastante interessantes (veja os teoremas @ |§| e[19) para
se lidar com problemas mal postos. Infelizmente ainda nao existem re-
sultados relativos a taxas de convergéncia para a abordagem mais geral
estudada nas secoes 2.I] e 2:2] Na segdo [2.3] taxas de convergéncia
foram obtidas (veja o teorema mas nesse caso, foi preciso restringir
a iteragdo interna a uma técnica de regularizagao linear. Taxas de
convergéncia sao resultados normalmente dificeis de ser obtidos e no
desenvolvimento feito na segao 23] foi preciso utilizar explicitamente a
férmula da iterac@o interna (veja os lemas|15|e do algoritmo para se
obter o resultado desejado. O desafio que se apresenta nesse momento,
é portanto, obter condigoes suficientes para a demonstragao de taxas
de convergéncia no contexto mais geral apresentado nas duas primeiras
segoes do capitulo 2]

Os resultados numéricos obtidos no capitulo [ oferecem suporte
e comprovam em parte a teoria apresentada no capitulo 2] Com esses
resultados foi possivel comprovarmos a importante propriedade de re-

gularizacdo (1.6) (veja os teoremas |§| e e as figuras eld.2) e

também as taxas de convergéncia apresentadas na teoria através do
teorema [L9| (veja a figura[4.3). Os resultados de monotonia do residuo
e do erro, apresentados nos teoremas [l e [6] também foram verificados
numericamente através da tabela 4.1.

De uma maneira geral, o trabalho foi bastante direcionado a
obtencao de resultados teéricos. Uma nova implementagao do algo-
ritmo com outros métodos de regularizagao na iteragao interna, além
de sua aplicagao num problema de dimensao maior, seriam ideias in-
teressantes num trabalho futuro para se verificar numericamente todos
esses resultados.

A estratégia de escolha da sequéncia (u,,) que foi utilizada nesse
trabalho para a implementacao numérica do REGINN, possui algumas
desvantagens. A mais evidente delas é a necessidade do conhecimento
da constante w, presente na condi¢ao do cone tangencial . O com-
portamento do nimero de iteragOes internas (crescente e depois decres-
cente) do algoritmo, evidenciado na segunda coluna da primeira tabela
do capitulo @ também deve ser mencionado. Esse comportamento foi
verificado em todos os testes numéricos executados, inclusive naqueles
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que nao foram adicionados a esse trabalho. Existem estudos motiva-
dos por esse comportamento que sugerem estratégias diferentes para a
escolha da sequéncia (u,,) na tentativa de melhorar a uniformidade do
nuimero de iteracoes internas e acelerar o algoritmo. Esse estudo é apre-
sentado no artigo [31], onde o autor diminui o pardmetro u,, quando o
numero de iteragoes internas diminui de um passo para outro, forcando
mais iteracoes internas e aumenta esse pardmetro quando o nimero
de iteragoes internas aumenta de um passo para outro. Essa estraté-
gia mostrou-se bastante satisfatéria, diminuindo consideravelmente o
esfor¢co computacional envolvido. Uma sugestao seria verificar cuida-
dosamente a convergéncia do algoritmo com essa nova regra de escolha
da sequéncia (p,,), que em particular independe do conhecimento da
constante w.

Os métodos do tipo Newton inexatos apresentados nesse tra-
balho representam uma alternativa bastante atraente para a resolu-
¢ao de problemas inversos néo lineares e mal postos. No artigo [23]
por exemplo, os autores aplicaram o REGINN com a iteragao interna
usando o método do gradiente conjugado ao problema da tomografia
por impedéncia e obtiveram resultados bastante satisfatérios, o que de-
monstra a importancia desse algoritmo e motiva futuros estudos nessa
area.
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Apéndice A
Analise Funcional

No decorrer do trabalho sao necessérios com bastante frequéncia,
resultados relativos a teoria espectral de operadores lineares limitados
e auto-adjuntos. Por este motivo, enunciaremos (sem demonstragio’)
alguns teoremas sobre seus principais resultados.

Teorema 28 Seja H um espago de Hilbert complexo e considere o ope-
rador linear, limitado e auto-adjunto T : H — H. Entao:
(a) O espectro de T (o (T)) estd contido no intervalo [m, M]

onde m := ”i‘r‘lf1 (Tz,z) e M := sup (Tz,z);
zi= [e]]=1
b) [|T[| = maz {|m, [M|} = Sup (T, 2)|;

(b)

(¢) Se H # {0} entao m,M € o (T);

(d) (Tz,x) € R, para qualquer x € H;

(e) Se T ¢ positivo (isto é, se (Tx,z) > 0 para todo x € H),
entdo T possut uma unica raiz quadrada positiva, isto é, existe Unico
operador W : H — H linear, limitado, auto-adjunto e positivo tal que
W?2 =T. Nesse caso, denotamos T3 := W,

(f) Seja Ty :=T —\. Entio T} ¢ linear, limitado, auto-adjunto
e positivo.

Definimos o mddulo de T por

T = (T%)”

1 Os resultados foram coletados na referéncia [2I, capitulo 9].
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e a parte positiva de T por

T = = (|ITa] + T).-

N =

Definicao 4 Sejam H um espago de Hilbert complexo, P: H — H
um operador linear e limitado e P* : H — H a adjunta de P. Dizemos
que o operador P é uma projegdo se P é auto-adjunto (P* = P ) e
idempotente (P? = P).

Sejam A, B : H — H operadores lineares, limitados e auto-
adjuntos. Dizemos que A < B se (Az,z) < (Bx,x) para qualquer
z e H.

Se P: H — H é uma projecao entao 0 < P < I, onde 0 :
H — H é o operador nulo e [ : H — H ¢é o operador identidade.

Definicao 5 Uma familia de projegoes & = (Ex)\cp com Ex : H —
H ¢ uma familia espectral real se:
(’L) )\<M$E,\§EN;

(#4) lim Ehxz=0-e lim Ejyx =z, para todo x € H;
A——00 A——+o0

(#i1) lierEua: = E\z, para todo x € H.
H—A
& é chamado de familia espectral real no intervalo [a,b] se (i7)
for substituido por
(tv) Ex =0 para A < a e Ex =1 para A > b.

Teorema 29 Seja T : H — H linear, limitado e auto-adjunto no es-
pago de Hilbert complexo H. Para cada A € R considere £ : H — H
a projecdo de H sobre o espago nulo N (T;‘) = {:E € H: T;r (z) = 0}.
Entio § = (E\)ycg € wma familia espectral real para o intervalo [m, M| C
R. £ é chamado de familia espectral do operador T'.

Observagao 17 Considere T e § = (Ey),cp como no teorema acima.
Entao é posstvel mostrar que

M M
T = /)\dE)\ = blim,/AdEA' (Al)
m= b

Seja
p(AN) =a, A"+ ... +ar A+ a,
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um polinémio. Definimos o operador p(T) : H — H da seguinte
maneira:

p(T)=a,T"+ ...+ a1 T + a,l.
Entao p (T) é linear, limitado e auto-adjunto e usando (A.1)) acima,

M

p(T) = / p(\) dE;.

m

Agora, seja f : [m, M] — R uma fungdo continua. Pelo teorema da
aproximagio de Weierstrass (veja [21, secao 4.11-5]), existe uma se-
quéncia de polinémios (pp) com py : [m, M| — R e com coeficientes
reais tal que pn, (A\) — f (N\) uniformemente em [m, M]. Usando isso,
podemos provar que existe um operador linear e limitado W : H — H
tal que p, (T) — W no espago B(H) das funcdes lineares e con-
tinuas de H em H. Ainda, se (pn) é outra sequéncia de polinémios
tal que pn (A\) — f(N\) uniformemente em [m,M], entdo também
Dn (T) — W no espago B (H). Desse modo, W depende apenas de f
e independe da sequéncia de polinémios escolhida. Portanto, podemos
definir f (T) := W sem problemas de ambiguidade. Assim,

pn(A)  —  f(\) uniformemente em [m, M| =
o (T) — f(T)=W no espago B (H).

O operador W : H — H introduzido acima é dado por W =
M
/f (A) dE). Ou seja,

pn(A) —  f(N) uniformemente em [m, M] =
M

pa(T) = /p<A>dEA—>/f<A>dEA=f<T>,

m m

conforme resultado do préximo teorema.

Teorema 30 Suponha que T : H — H seja um operador linear,
limitado e auto adjunto no espaco de Hilbert complexo H. Sejam f, f1 :
[m, M] — R fungdes continuas. entio
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a) f(T) é linear, limitado e auto-adjunto;
b) f(A) < fr(A), VA€ [m,M] = f(T) < /1 (T);
) I (D] < miz 1F ()

d) Teorema espectral:

(
(
(
(

M
(1) = / (N dE), (A2)

onde £ = (E))\cp € a familia espectral do operador T'. A integral deve
ser entendida no sentido de convergéncia na norma do operador. Ainda
vale Vx,y € H :

M
(f (T) ) = / F)dw (), w(N) = (B, y),

onde as integrais acima $Go integrais ordindrias de Riemann-Stieltjes
(veja [21), se¢do 4.4]).

Observagao 18 O teorema[30 acima pode ser estendido para fungoes
£, f1 i [m, M] — R continuas por partes’. Nesse caso, utilizamos a
integral de Lebesgue ao invés da integral de Riemann. Se f : [m, M] —
R é continua por partes, possivelmente nao existird uma sequéncia de
polinémios convergindo uniformemente a f no intervalo [m, M| e entdo
nao podemos aplicar o raciocinio usado na observac¢ao actma. No
entanto, é possivel encontrar uma sequéncia de polindmios (limitada
por uma fungdo Lebesgue-integravel) convergindo pontualmente para a
fungao f em [m, M]. Isso é suficiente para garantir que a sequéncia das
integrais desses polindmios (que sdo fungdes continuas) converge para
um operador linear, limitado e auto-adjunto W : H — H em B (H).
Além disso, o operador limite independe da sequéncia de polinémios e
depende somente de f. Dessa maneira,

pn(A) —  f(X\) pontualmente em [m, M] =

M
pn (T) = /p (A dE\x — W no espago B (H).

2Consulte a referencia [12] para maiores detalhes.
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Novamente, podemos definir sem problemas de ambiguidade o operador
f(T) := W. Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (veja
[8]) é possivel provar que

M

/ p(\) dEy — 7]‘ () dEy,

m m

M
ou seja, f(T)=W = /f (A) dE\. Dai,

m

pn (X)) —  f(X) pontualmente em [m, M] =
M

M
pu(T) = /p(A)dEA—>/f<A>dEA=f(T>.

m— m
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Apéndice B

Estimativas Relevantes

Os teoremas a seguir sao enunciados no trabalho nas subsecoes
e mas as suas demonstragoes foram omitidas por serem demasi-
adamente técnicas. Por esse motivo, as apresentamos nesse apéndice.

Lema 31 (Desigualdade de Interpolagdo) Se T € L(X,Y) e0 <
r < q entao

r

(T*T)" | < [(T*T)"al| 7 ||a]|'~ 7, para todo x € X.

Demonstragao: Para r = ¢ a desigualdade é imediata. Suponha que
r<getomea:=1>1leb:= q%r.Entéo

1 1 r q-—r
-+ —-=-+
a b q q

e ra = q. Seja (E)) a familia espectral associada ao operador auto-
adjunto T*T. Fixe z € X e defina w (A) = (E\z,z) . Entdo, segue da
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desigualdade de Holder (|35, pagina 62]),

lzery el = (@1 ) = [3d(Erwa)

- /AQHdw (\) < (/ (N")" dw (A))

1—z

- (o) ()

T

= <(T*T)2qm,z>€<m,z>1_5
= [l@ ey ]

(] @raww) ’1’

Q=

Para facilitar a notagao vamos definir A := F’'(z%), A, =
F'( ) eni=aT =20, T=A*A, T, = A A,V = (v, I +T),Vy,:
Yl +T), Q (2, ) = Qoo Q(20,27) 1= Qpoo, R(2zT,20) :=
Roo € R(20,27) := Ry oc.

Lema 32 Assuma - (L5, [18), (T.19), [T20), (32), B-4) . (3.,
, , , e que ||le,||< E, para algum E > 0 e para

0 <n < N. Entao:

i) ||€n+1 ‘ < Cff(’Yn) p;

i not
i) |lengall < 5520

(

(

(i) ||e?+1||<cR"*€ ol 4 2 gglanlif(y,)
(iv) ||ena-e1||< F(2CR+3CQ||67I||)||A€TL||
(
(
(

I) HAen-&-lH S cf\/Tnf (r}/n) P;
1) |[Aepsi || < (Cr+ 1+ CoBeell) o
111) ||Aen+1|| < (Cr+1)] |TCRHAen+1||+CQHen+1|| || Aen||

+ il oy | cal + Co llAeal ezt |
(IV) ||Ae;afl|yg(03+1+c ‘;ﬁ%‘)(zc + 2 {lenll Co) 1 4en]|

142



Demonstracao: Usando a definigdo de en+1 (3.10) e em seguida o
item (c) do teorema [30] obtemos

[leZall < 1pa (D) F @] ffwll € _max oo (3 £ )]
<AL]|A]|

Usando agora e a condigao f(A) >0 ( - ,

el <, _max aNIf Ve < erf () p,

o que prova (7). Para provar (I), usamos mais uma vez o teorema

e tambeém ([3.6)) :

||Aes || AL [|€22 || < 17112 [[pa (T) £ (T)]] - |Juw]]

< max A% [p, (N f (V) p < epvanf (1) -

0<ALI|A|12

IN

A prova de (4i) é mais simples. Basta usar a definicio de €%, o lema

n+1s
PIe [3).

llersh|| = ||gn (T0) A% (¥° —y)||<|\gn( T.) Al - ||y — |
< ||V, A 5.
\/77

Para verificarmos que (I7) é verdadeiro, usamos ([1.20)) para obter

A = F/ (l‘Jr) == Roo,nAn + Qoo,n
- (Roo,n - I) An + An + Qoo,n

e entao

AV AL < [[Room — 1] [|AnV, 47| (B.1)
AV AL+ 1Qoonll - ||V A,

IN

(CRl+1+CQ|Aen|| 2F>
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pelo lema Agora, pela defini¢do de €%, e usando (L.3),

[Aensall = [|4ga (T

< (cR+1+cQ||Aen||

WAL (" =)l <[4V A

)

As provas de (iii) e (I11) exigem um pouco mais. Usaremos o lema 21}
Iniciemos com a demonstragao de (i) :

V4T,
(I+T,v Vv
Vot (I+ T,V

Vo (VIT+1) =
(V,'T+1) v

Como p,, (T,) =7,,V, e pn (T) = ,,V 1, decorre que

vt v, vt
V*l o V*l
DPn (Tn) — DPn (T)

= virtviliiv!l =
= VT, -T)WW=
= vV, T -T,) V!

n

que pela definicio de e it , implica em

V(T w =

Rn,oo) A + Qoo,nA - AZQn,oo] V_

noo)] AV (T) wl|

+ Vi [(Qéo,nA—AZQn,oo)] T wl]

:ﬁ&-l = 771V (T Tn)

n+1 = ’}/nVn [An (RZo,n -

Dat,

leniall < [laVa 'A% (R0
< [V AR

+H|[V Qe n AV

—I|[+ 1T = Rucoll) [|AvnV ™
(D) w|

+ an_lA:LQn,OO'Yn 1f wH
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Portanto

lleniall < QF2CR||Aen+1H
1V 1 Qewnll - AN [V [ 11F (DIl
Vi A3l Qoo [V | - el
que pelo lema 2] implica que
o Al }
lenta]] < ——;;ﬁf—f 7annAewH(||T|| [lpw (7)1 11 (7)) o
2¢4, (llpn (DI 115 D))

e que com o uso do item (¢) do teorema [30] e com as condigoes (3.6]) e
(3.7) implicam em

Ael® C
letall < enl2ll s 0 ac e mr,
|| Aen|]
+Cq NG crf (Yn) P
Al | 3cf , |lAen]]
Cp Enttll | 29 o IECM )y ).
R o 5 @ NGH fOm) e

Agora, provemos (III) . Por (1.20) , A = Reo .nAn+Qoo,n- Usando
a igualdade em (B.2)),

Aelty = Ay VN (T -T,) Vi (Dw
q/nRoo,nAnVn_1

(A} (RS, — Ruco) A4 Qb n A — A5 Qoo ]
VT (T)w+ Qoomepyr,
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que implica em

[[Aepl i |] < Rl {||AnV, A5
(I|1R2em = T+ 1T = R coll) [ |47, V1 F (T) w] |
AV ] Qe nl] - [ A7,V (T) w]|
+ AV, P AS ] 1@nsoll - |7V (T) w]|}
+11Qoomnl| - |

que por sua vez implica na desigualdade desejada. Resta somente
provar (iv) e (IV). Iniciemos com (iv).

E (m+,xi) = /01 [F' (27 +ten) — Ay ] endt (B.3)

1 1
/ [F/ (e + ten) — A] endt + / A~ A, endt
0 0
1
= -F (xi,x+) + / [A— A,]e,dt.
0

Mas, usando a fatoragao de F’ (1.20)),

A-— An = A- Rn,ooA - Qn,oo
= (I - Rn,oo) A-— Qn,ooa

Dat,

1 1 1
/OH[A—An]enudtg/o \|I—Rn,oo||.||Aen||dt+/0 Co |l Aen]] . |len] | dt

0 que implica em
1
/O I[A = Ap]enl|dt < Crl|Aen||+ Cqllenl| .| Aen]| - (B.4)

De (B.3)), (B.4) e da desigualdade (3.12)) decorre que
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N

1
IE@hat)| < (CotgCalial) laell  (B3)
+(Cr+ Co lleall) 1Al

3
(23-+ 5Calleall) 14call.

Logo, como g,, (T,,) = V,; !, segue da defini¢io de e/"?; (3-10) e do lema

2T que

[lenall

IA

llgn (To) AL E (2%, 25) |
3
V)| (20 + 50 lenll) l1dea
1
<
2\/7n
Por fim, provemos (V') usando e (B5),
[Aeall = [[Agn (Tn) ALE (7,23
AV AL (1B (@) ]

Ae, 3
(Cn 1+ zel) (20 + 5Callenll) el

n

IN

3
(23-+ 5Calleal) 14csl.

IN

IN

o que completa a demonstracao. m

Temos condigoes de estimar a norma do erro total e de sua ima-
gem pelo operador A.

Lema 33 Assuma todas as hipdteses do lema[33 Entdo se T > 1 ¢é
suficientemente grande, valem as sequintes desigualdades:

. c Aen
@) Nl < |lefzia] [+ (er + Crep) pf (1) + 75 1222l

(i) || Aens1]| < ||Aels, || +a@||Ae, F||Aen||
(iii) al|Aesfy || < [|Ael || + | Aensall + bl Aen|| + = = || e ||”,
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com constantes

a:=142Cr(Cr+1),a:=1—-2Cr(Cr+1);

bi= (Cr+1) (HOE5E9 4 (205 + 3BCQ) + Cq (% + Crey ) p)
_ Cr+LiEC c

c:=Cq (H;Z;Lifl)q + %5 Cap+ 5 (20r + %ECQ)) :

Demonstragao: Usando a igualdade (|1.2)) obtemos

17 (@) = ol < ||E (a2 ") || + [[F7 (=) (@ )]

n

Usando agora a desigualdade (3.12)) obtemos

IN

1
IF @) ol < (1+Cn+ 5Callel -~ o) IF (@) (a2~ )|

IN

1
<1 +Cr+ 2C’QE> | Aey]] -

Agora e resultam em
6 <y = F ()] < ly° —ull + [ly = F ()]

1
0+ <1+CR+ 2C’QE) [|Aen|

IN

A

0 que implica em
1

(t—1)6<(14+Cr+ QCQE || Aen]|| .
Usando o fato de que 7 > 1 conseguimos

1 1
(5§1<1+CR+20QE>|A671||~ (B.G)

Usando a igualdade (3.11), somando as desigualdades (), (i¢), (i)

e (iv) do lema anterior e usando obtem-se a desigualdade (7).
Somando agora as desigualdades (I), (II), (II1T) e (IV) do lema an-
terior, usando mais uma vez , usando ainda a desigualdade (%)
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jé provada nesse lema, juntamente com , obtem-se a desigualdade

(1) . Para obter (i), fazemos uso de , da definigao de e’ ;
e da defini¢do de p,, (3.1)) para obtermos a igualdade

Aepl = Roo nAn [7, T, (AA = A3 A) T f (A" A) w] + Qoo meny-
Usando (3.11)) obtemos que a igualdade

ap ta l
Ael? |+ Ael | = Aepiq — AelSy — AeytV) — Aels,

que com a utilizacdo de (|1.20) pode ser escrita como
AGZZZH (B.7)
+’ynRoo7nAnT;1A; [Rf;on — Rn,oo] AT f (A" A)w
= _F)/nRoo,nAnTr;l [QZOJLA - A*Q, oo] 71f (A*A) w

l tay l
—Qoomeniy + Aeni1 — AepSy — Aeyty — Aelyy .

Mas, pela defini¢ao de a, (|1.20) e pelo lema

a|lAem || = ||Aef,|| - 2Cr (Cr +1) ||Ae ||
< HAenJrlH [ Roo,nll -
| An T A5 || || R = 1] [ Bnoe = T1] || Aci? |
< ||AepE | + Roo n AT, TAY

(R —I+1— Ry o] Ay, T7Hf (A*A)w)|.

Perceba que o lado direito desta iltima desigualdade é exatamente a
norma do lado esquerdo de (|B.7)) . Para estimar a norma do lado direito

de (B.7) utilizamos (1.20) , o lema 21} (3.6)), (3.9) e os itens (iii), (1)
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e (IV) do lema [22| obtendo

+HR _1A* ||Qoon|| H'Yn 1f A* )’LUH
+ Qoo - Hen+1||+I|Aen+1\l+l|Aer’ﬁlll+|!A62“f1||+||Aen+1H

(Cr+1) WCQ 1 Aenll s f (vn) P
+(Cr+1) . 1.Cq [[Aen| s f (va) p

IA

Ae,||
+Co || Aen [[Aenta]] ”+1H colAenll e+ Ae,
Qll |< e 2mef(7,)p ||[Aen11]]
HAen”
+Cr 41+ Co—">=26
" 27
Ae,,
+<CR+1+CQ|2\WH> (20 + - ||en||CQ>|Aen||+||Ae"+1||.

Usando agora |le,|| < E, .9), o item (I) do lema 22 e (B.6), con-
seguimos estimar a norma do lado direito de (B.7)) por

|[Aer || + [[Aena|l + B[l Aen| + | Aeal?,

n

que é o lado direito em (4i7) . Conclui-se portanto que a desigualdade
(#i1) é verdadeira. m

150



Apéndice C

Técnicas de
Regularizacao

Nesse apéndice nos dedicaremos a estudar técnicas de regula-
rizagao iterativas para a obtencao de solucoes estdveis de problemas
lineares mal postos. Para isso, suponha que A : X — Y seja um
operador linear e limitado entre espagos de Hilbert X e Y. Suponha
que estamos interessados em determinar um vetor x € X tal que

Az =y, (C.1)

onde y € Y. Suponha ainda que o vetor y nao é conhecido exatamente,
mas apenas uma versao perturbada y° satisfazendo . Para facilitar
o raciocinio, imaginemos por enquanto que A é bijetiva. Nesse caso,
existe um tinico 2° € X satisfazendo a equacio

Ax® =9, (C.2)

Se esse sistema ¢ mal posto, pode nio ser vantajoso calcular x°
exatamente. Por exemplo, A é um operador linear e continuo, mas
sua inversa (caso exista) pode ndo ser continua. Assim, mesmo que o
vetor y esteja muito préximo de y°, o vetor z, solucdo do sistema
pode estar muito distante de 2%, solucdo exata do sistema perturbado
(C.2) . Podemos utilizar uma técnica de regulariza¢do para contornar o
problema. Repare que caso A*A seja inversivel, teremos pela equacao

151



(C2) que 2° = (A*A)~" A*y5. Mas caso o operador (A*A)™" A* ndo
seja continuo, teremos problemas de instabilidade, conforme acabamos
de argumentar. Devemos aproximar (em algum sentido) o operador
nao continuo (A*A)_1 A* por uma sequéncia de operadores continuos
gm (A*A)A* ©' Y — X, onde g, : [O,||AH2} — R é uma fungéo

continua por partesl. Para isso, gostarfamos que
[gm (A*A) A*] Ax — x, quando m — oo, para todo z € X. (C.3)

Observagao 19 A convergéncia significa que a sequéncia de ope-
radores gnm, (A*A) A*A: X — X converge pontualmente para o opera-
dor identidade mas nao é possivel mostrar convergéncia na norma do
operador. De fato, se o operador A for compacto por exemplo, entdo
gm (A*A) A*A também serd e se caso tivéssemos g, (A*A) A*A — T
na norma do operador, entdao teriamos que o operador identidade se-
ria compacto, o que ndo pode ocorrer caso dim X = oo por exemplo.
Também nao é dificil provar (veja a referéncia [20)]) sob as mesmas
hipdteses que o operador g,, (A*A) A* : Y — X ndo é uniformemente
limitado, isto €, existe uma subsequéncia g, (A*A)A* Y — X tal
que ||gm,, (A*A) A*|| — oo quando k — oc.

Observe que caso consigamos uma sequéncia satisfazendo (C.3)),
entdo aplicando-a a equagdo (C.1)) teremos

m (AYA) A%y = [gm (A" A) A*] Az — = quando m — oco.  (C.4)
Defina para m € N fixo,
a:fn = gm (ATA) A*y°.

Podemos utilizar esse vetor como uma aproximacao para o vetor x,
solugdo de ((C.1)). Observe que como g, (A*A)A* :' Y — X é um
operador linear e continuo, para m € N fixo,

|20, = z|| = [|lgm (A"A) A"y° — 2| (C.5)
< |gm (A*A) A" (v° — y)|| + llgm (A*A) A*y — 2|
<

||gm (A )A*H-é"'Hgm (A*A) A*Z/—JSH
I,

IConsulte a referencia [12], ou apendice [A] para uma definicio precisa do opera-
dor gm (A*A).
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Veja que por , [|gm (A*A) A*y — z|| — 0 quando m —
0o. Mas para m € N grande, podemos ter também |[|g,, (A*A) A*||
muito grande, conforme a observagao Falando informalmente, se
o nimero m € N (chamado de pardmetro de regularizag¢io) for muito
pequeno, g, (A*A) A* ¢ um operador "bastante limitado", isto &, pos-
sui uma norma pequena, mas fica muito distante do operador original
(A*A)"' A* e o erro ||gm (A*A) A*y — z|| se torna grande. Em con-
trapartida, se m é muito grande, estes dois operadores ficam préximos,
mas o operador g,, (A*A) A* fica "pouco limitado", isto &, com a norma
muito grande e entdo teremos ||g,, (A*A) A*|| grande. Na prética nao
fazemos m — co. E necessdrio encontrarmos de alguma maneira um
parametro mg conveniente para que xfno ‘= Gmy (A*A) A*y° aproxime
z de modo que a estimativa em fique controlada.

Em um contexto mais geral, a transformacao linear A pode nao
ser bijetiva. Nesse caso, o vetor com ruidos y° pode por exemplo, nao
pertencer a imagem de A e portanto nao existird 2’ € X tal que a
equagcao seja satisfeita. Para uma situacao dessas, procuraremos
um vetor u € X de tal modo que

|| Au—y’|[ = inf [|As —y°[].

Um vetor u € X com essa propriedade é chamado de solu¢do de mini-
mos quadrados. O lema a seguir coleta alguns resultados importantes
nessa direcao.

Lema 34 Seja A: X — Y um operador linear e limitado, onde X e
Y sao espacos de Hilbert. As sequintes condigdes sao equivalentes:

() lldw—yll = inf [l4s — g
(it) A*Au= A*y;

onde PM 1Y — Y ¢é o operador projegio ortogonal de’Y em R (A).

Pela equagdo (ii¢) do lema acima, vemos que a equagao ((C.1])
possui uma solugao de minimos quadrados se e somente se Pmy €

R(A), ou seja, y pertence ao conjunto R (A) + R (A)* que é denso em
Y = R(A) + R(A)" . Nesse caso, o conjunto de solugdes de minimos
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quadrados é nao vazio e convexo e portanto possui um inico elemento
de menor norma, denotado por Afy. Desse modo, podemos definir o
operador AT : R(A) + R(A)" — X que a cada y € R(A) + R(A)*
associa o vetor ATy € X, solucdo de minimos quadrados de com
a menor norma possivel. O operador AT ¢ chamado de inversa gene-
ralizada de Moore Penrose (ou pseudo-inversa). E claro que se A é
inversivel, entdo AT = A~1.

Observe que caso A*A : X — X seja inversivel, teremos pela
condigao (i7) do lema acima que u = (A*A)_1 A*y. Nesse contexto mais
geral, gostariamos de substituir a convergéncia por

gm (A*A) A"y — Aly, quando m — oo, (C.6)

para todo y € D (AT) .

Lema 35 Seja A: X — Y um operador linear e limitado e (g.,) uma

sequéncia de fungdes com g, : {O, ||AH2] — R satisfazendo

[tgm (t)] < Cy,

C.7
gm () — % pontualmente para todo t > 0, (C.7)
onde Cy > 0 é uma constante. Se tomarmos u = lim g, (A*A) A*y,
m—0o0
ondey € D (A’L) , entdo?
Au —y|| = inf ||As — .
A ] = inf |l As — ], (©3)

ou seja, a condigdo (i) do lema[3]] ¢ satisfeita.

Demonstragao: De fato, se y € D (Af) = R(A) + R(A)" entdo
Yy =1y +ys comy; € R(A) e yo € R(A)" = N (A4*). Portanto,
existe z € X tal que y; = Az e também, A*y, = 0. Dai, considerando

2Na verdade & possivel provar que v = Ay, ou seja, que a condicio é
satisfeita (veja a referencia [12]).
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J = [O, ||AH2] e (Ey) a familia espectral® associada ao operador A*A,

Im (A*A) A*y = dm (A*A) A* (yl + y2)

= 9m (A*A) A*Az = /)\gm ()\) dE\z.
J

Mas, pelas condigdes (C-7)), vemos que fy, (t) := tgm (t) — 1 para
todo ¢t > 0 fixo, ou seja, f,, — 1 quase sempre em J. Como |fy, (¢)]
é limitado por uma funcao integravel em J, segue do teorema da con-
vergéncia dominada de Lebesgue que*

gm (A"A) A*y = /)\gm (N dEy\z = /fm (N dEyz — /1dE)\z = z.
J J J

Logo, como —y2 € R (A)L , para qualquer s € X,

[|As =yl 1As — (1 + y2)ll = [[A (s — 2) — 12|
= [[A(s = 2]+ [l=w2ll = [[=v2ll = [lyr — vl

14z~ yl| = ||A [ tim g, (474) 4"y] —u]].

Isso significa que

HA [ lim g, (A*A) A*y} fyH < ||As — y|| para todo s € X,

m— 00

ou seja
4] Jim g0 (47 4) A"y] —y| = inf (|45~ y],

conforme queriamos. |

Observagao 20 Pela condigdo (i) do lema e porque o operador A
é continuo, segue que

lim A[g, (A*A) A*y] = Proayy,

m—0o0

3Veja o apéndice [A| para uma definicao precisa.
4Consulte a referencia [§] para o enunciado preciso do teorema da convergéncia
dominada de Lebesge.
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para todo y € D (AT) .

Uma sequéncia de fungoes (gn,) com g, : |0, |\An||2] — R
continua por partes satisfazendo as propriedades (C.7)) ¢ chamada de
filtro de regularizagao.

Alguns exemplos de filtros de regularizacao sao:

Filtro de Tikhonov:

» Vm > 0e7,, — 0 quando m — oo. (C.9)

t) = —
gm (1) t+ Yo

Para esse filtro de regularizacao, vemos que

t t

o O] = |15 | = 15— < 1=C
" t + 77” t + ’V’m 7
Ainda, para t > 0 fixo,
1 1
li t)= 1l = —— =—.

Repare que nesse filtro de regularizacao, o operador g, (A*A) : X —
X ¢ dado por (A*A+,,1)"". Observe também esse operador linear
é limitado, uma vez que o menor valor espectral possivel do operador

A*A+~,,1 &, >0. Segue que H(A*A—i—’yml)le <t

 Tm ’
Truncated Singular Value Decomposition:

1

+, set >

t): =< t’ -
gm (¢) { , set <

3-3|-

=)

Nesse caso temos,

1, set >
tgm(t)—{ 0, set<

3|3

logo, [tgm (t)] <1 =: Cy. Mais, = — 0 quando m — oo e portanto,

para cada t > 0 fixo, t > % para m suficientemente grande. Logo, para
m suficientemente grande teremos gy, (t) = 1. Dai,

1
lim g, ()= lim — = —.

m—oo m—oo t



Para esse filtro de regularizagao, temos que para cada x € X,

[1A]*
gm (A*A)x = m (A) dE\x
0
1/m 1Al 1Al
= /OdEAx—f— /%dE)\x: /%dEA:E,
0 1/m 1/m

onde mais uma vez, (F)) é a familia espectral associada ao operador
auto-adjunto A*A. Portanto,

* 1
lgm (A"A)]| < sup ‘ .
Ae[114117]
Filtro de Landweber:
m—1 )
gm () = > (1—1t), com [|A]| < 1.
=0

Como t € [0, HA||2] C [0,1], temos que 0 <1 —¢t < 1. Set =0,
entdo [tgm (t)] =0 < 1 e se t # 0 temos,

m

—1 oo
ltgm ()] =1 > (L=t <ty (1—1t) ﬁ 1=:0C,.
0 7=0

=

Para t > 0 fixo,

> 1 1
lim g, (1—t) il
L g ( ]Z::O —(1—t) ¢

Outros filtros de regularizacio sao’: Iteracdo Implicita, filtro de Showal-
ter e Y—métodos semi iterativos.

Observagao 21 Defina J = {0, HA||2} . Como g, : J — R € con-
tinua por partes, podemos encontrar, para m € N fizo, uma sequéncia
de polindomios ( m].) convergindo pontualmente para ¢,,. Além disso,

Sveja o artigo [32] para maiores detalhes.
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podemos encontrar uma sequéncia de polinomios que seja limitada por
uma func¢ao integravel f, isto é, pmj| < f. Utilizamos entao o Teo-
rema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja referéncia [12])
para obter,

P, (A*A)x = /pm], (AN dEyz — /gm (N dExz = g (A A) 2,
J J

onde v € X e Ey : X — X ¢ a familia espectral associada ao
operador auto-adjunto A*A. Isso significa que a sequéncia de vetores
(Pm, (A*A) m)jeN converge para o vetor g, (A*A)x na norma padrao
em X. Em particular, sey € Y e x = A*y, entdo

Pm; (A"A) Ay — g (A"A) A%y.
Analogamente,
Pm,; (AA™)y — gm (AA") y para todo y € Y.
Também, como A* 1Y — X ¢é um operador continuo,
A'pm, (AA%)y — A'gm (AA%) y.

Repare agora que pn,; é um polinémio para qualquer j € N e
entdo podemos provar sem grandes problemas a propriedade

Pm, (A*A) A* = A*p,,, (AAY).
Portanto, seque da unicidade do limite que

gm (ATA) A%y = A%gn, (AA") y, (C.10)
para todo y € Y.

Observagao 22 Como pp,; (A*A) é um operador auto-adjunto, com
um raciocinio parecido, podemos mostrar que o operador g, (A*A) tam-
bém é auto-adjunto, valendo o mesmo para g, (AA*).

Uma maneira alternativa de se definir regularizacao, é utilizando
a abordagem proposta no artigo [27]. A chave ¢ a préxima defini¢do.
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Definigao 6 Seja a > 0. Uma familia de fungoes reais (ga)yco<q €
chamada de regularizagao se existem constantes v,,v* > 0 para as

quais

sup |1 — Aga (A)] <%, para todo 0 < oo < a (C.11)
0<A<a

sup VA |ga (V)] < i , para todo 0 < a < a.

0<i<a Va

Dizemos que a reqularizacao (ga)0<a<a tem qualificacao v, para uma
fungao crescente v : [0,a] — Ry se existe v** > 0 tal que

sup |1 —Aga V)| (AN) <™ ¢ (a), para todo 0 < o <a. (C.12)
0<A<a

Dizemos ainda que a qualificagdo 1 cobre a fungio ¢ : [0,a] — R4
com constante c, se existir ¢ > 0 tal que

LGV

< i — < a. .
o (@) —ag{;w()\)’ para todo 0 < o < a (C.13)

Por fim, dizemos que a reqularizacdo (ga )y o<, tem qualificacio clas-

sica de ordem p, se para cada q satisfazendo 0 < q < p ewistir v, > 0
tal que

sup |1 — Aga (A)[A? < v,a%, para todo 0 < o < a.
0<A<a

Observe que a condigao (C.13]) implica em

sup 2 <

aa<a® (A) ~

1o ()
- , para todo 0 < a < a. C.14
¢ (@) (e
Observagao 23 Observe que o filtro de regulariza¢ao de Tikhonov,
gn (A) = 5 14_)\ é uma regularizagio (v* =1, v, = 2+ ea = I|A|1%)
com qualificagio ¥ (A) = X (v** = 1) e com qualificagdo classica de
ordem p = 1.

Observagao 24 E claro que se a fungio \ — % for nao decrescente,

entao v cobre @ com constante ¢ = 1, pois nesse caso teremos para
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V) v vl
‘ol T pla) S g MreteloasAsa=
b (o) T

“ola) = atap (V)

Utilizando essa definicao podemos provar o lema a seguir. Esse
lema garante que se uma regularizagao tem qualificagao 1, entao essa
mesma regularizagao terd qualificagao ¢, desde que i cubra ¢.

Lema 36 Sejam ¢ : [0,a] — Ry uma fungdo crescente e (ga)oca<a

uma regularizagao de qualifica¢ao v : [0,a] — R que cobre . Entdo,

*%

sup |1 = Aga (V)]0 (V) < 7
0<A<a c

onde v** é dado em (C.12)) e ¢ é dado em (C.13)).

¢ (a), para todo 0 < a < a,

Demonstragao: Inicialmente repare que se (C.13)) é satisfeito com
constante ¢ > 0 entdo é certamente satisfeito com ¢ > 0 onde 0 <
c1 < c. Podemos portanto assumir sem perda de generalidade que 0 <

*

¢ < LI, onde~* é dado em (C.11). Seja 0 < a < a

v

Primeiro suponha que A\ < a. Nesse caso, como ¢ é crescente,

temos por (C.11)),

sup [1=Aga (M) (A) < sup |1 —Aga (A)] sup ¢ (A)
0<A<a 0<A<a 0<A<a

< Yel(a) < Wc

e ().

Suponha agora que o < X < a. Como (ga)gcq<q € uma regularizagao
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de qualificagdo 1 e b cobre ¢, usamos (C.12) e (C.14) para obter

120 Wle () = 1= Az W]v () 2
< e@ S
< v**w(a)oggam
< e =),
Logo,
s 1290 (W@ () < 72* ¢ (a) para todo o < a.
. 2
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