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Resumo

No que segue estudaremos a construcao de C* - alge-
bras a partir de uma relacao de equivaléncia. Definiremos a
nocao de uma relacao de equivaléncia étale em um espaco de
Hausdorff localmente compacto. Uma vez dada uma relacao
de equivaléncia étale R, sob certas condigoes, pode-se cons-
truir duas C*- algebras a partir de R (a C*- algebra C*(R),
e a C*- algebra reduzida, C!(R)) aplicando a teoria de J.
Renault para C*- élgebras de um grupdide [11|. De fato,
pode-se aplicar a teoria de Renault para uma classe mais
ampla do que relacoes de equivaléncia, no entanto, se assu-
mirmos a estrutura de uma relacao étale as C*- algebras de
um grupoide tornam-se muito mais trataveis. Aplicaremos
estes resultados para alguns exemplos. Por tltimo, faremos
um estudo puramente algébrico de uma relacao de equivalén-
cia dada a partir de uma acao livre de um grupo enumeravel

G em um espaco vetorial X.



Abstract

On the following we will study the construction of C*-
algebras from an equivalence relation. We will define the
notion of an étale equivalence relation on a locally compact
Hausdorff space. Given an étale equivalence relation R, un-
der some mild conditions, one can construct two C*- algebras
from R (the C*- algebra C*(R), and the reduced C*- algebra,
C*(R)) by applying J. Renault’s theory of groupoid C*- al-
gebras [11]. In fact one can apply the theory of Renault to a
class larger than the class of equivalence relations, however,
if we assume the structure of an étale relation the groupoid
C*- algebras becomes much more tractable. We will apply
these results to some examples. Finally, we will do a purely
algebraic study of an equivalence relation arising from a free

action of a countable group G on a vector space X.
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Introducao

Em termos de &lgebra, um grupoide intuitivamente
pode ser considerado como um conjunto com uma multi-
plicacao parcialmente definida para a qual as propriedades
usuais de um grupo mantenham-se sempre que elas fazem
sentido.

Lembrando que uma relagao de equivaléncia R em um
conjunto X qualquer é um subconjunto de X x X que satisfaz
o seguinte: (z,z) € R para todo x € X (reflexividade);
se (r,y) € R entao (y,z) € R (simetria); se (z,y) € R e
(y,2) € R entdo (x,z) € R (transitividade). Se (z,y) € R
dizemos que z é equivalente a y, e a classe de equivaléncia
de z, denotada por [z], é o conjunto de todos os y tais que
(x,y) € R.

Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto.
Seja R C X x X uma relagao de equivaléncia em X. Po-
demos considerar R como um objeto algébrico, ou seja,
um grupdide, considerando o produto definido parcialmente
por: (z,y)(y,2) = (z,2) se y = y'; e o inverso por:
(z,y)"' = (y,z), para (z,y),(y,z) € R. Usaremos r e s

(range e source) para denotar as duas projegdes canonicas



de R em X, isto é, r(z,y) =z, s(x,y) = y.

A hipotese chave em R é que ele devera ser equipado
com sua propria topologia satisfazendo algumas condicoes.
Primeiro R devera ser o- compacto nesta topologia. Em
segundo lugar, A = {(z,z) € X : x € X} devera ser
um subconjunto aberto de R. Em terceiro, requeremos que,
para qualquer (x,y) € R, existe uma vizinhanga aberta U de
(z,y) € R tal que r|y e s|y sao homeomorfismos locais. Isto
conecta a topologia de R com a de X, em particular, A e X
sao homeomorfos, e também R é Hausdorff localmente com-
pacto. Finalmente, requeremos que as aplicagoes produto e
inverso deverao ser continuas nesta topologia.

Queremos construir uma C* - algebra de R. Comeca-
remos com o espaco linear das funcoes f : R — C, continuas
com suporte compacto em R, C.(R). Definiremos o produto

de convolugao, a involugdo e uma norma, || - ||, por

Frgla,z) =Y flx,y)gy, 2),

y€(z]
[, y) = flz,y),
Il =maxtsup 3 (f@wplsp S If@m )l
X (@y)er—{a) VX (ey)es—1{y)
para f,g € C.(R) e (z,y) € R. Para obtermos uma C*-
algebra, precisaremos de uma C*- norma em C.(R) (pois

I [l+ néo &).



A primeira opc¢ao serd considerar todas as represen-
tagoes m : C.(R) — B(H), onde H é um espaco de Hil-

bert. Definiremos uma C*- norma em C.(R) por || f|

cr =
sup{||[7(f)|}. O completamento de C.(R) nesta norma,
C*(R), sera uma C*- algebra.

A segunda opcao serd restringir a atengao para uma
pequena classe de representacoes. Fixe um ponto =z € X.
Consideraremos H = (?*([z]) e definiremos )\, : C.(R) —
B(H) por

A(NEW) = D fy,2)E(2),
2€[z]

para f € C.(R), & € (?[(x)],y € [z]. Podemos entao de-
finir uma (diferente) C*- norma em C.(R) por || fllrea =
sup,ex {[Az(f)llop}- Agora, o completamento de C..(R) nesta
norma, C/(R), serd chamada a C*- &lgebra reduzida de R.

Nosso trabalho tem como base as se¢oes 2, 3 e 4 de [10]
[. F. Putnam, A Survey of Recent K-theoretic Invariants for
Dynamical Systems, onde I. Putnam passa uma idéia rapida
de uma relagao de equivaléncia étale R, as C*- algebras de
R e varios exemplos.

O trabalho est& organizado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo, faremos a apresentacao de alguns
resultados sobre C*- algebras, C*- dlgebras envolvente, core
subalgebras e topologia, os quais serao utilizados no decorrer
do trabalho.

No segundo capitulo, o principal objetivo é definir a



topologia étale para uma relacao de equivaléncia com uma
estrutura de grupodide e estudar suas propriedades. Na tl-
tima secao deste capitulo, apresentaremos alguns exemplos
de relacoes de equivaléncia étale.

Dedicaremos o capitulo 3 a tarefa de construir as C*-
algebras associadas a relacao de equivaléncia étale R e apre-
sentarmos as C*- algebras dos exemplos do final do capitulo
anterior.

Apresentaremos no capitulo trés exemplos de relacoes
étale mais complexas com suas C*-algebras associadas, onde
precisaremos de conhecimentos extras, como produto cru-
zado (global e parcial), limite indutivo e diagrama de Brat-
teli.

No tltimo capitulo faremos um estudo algébrico. Dado
uma acao livre h de um grupo G em um conjunto qualquer
X, mostraremos que existe uma agao associada a de G em
um conjunto de funcoes adequado. A partir dai, definiremos
uma relacao de equivaléncia em um conjunto X com esta

acao h, e construiremos um algebra sobre um corpo K.



1 Pré-Requisitos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resul-
tados que vamos explorar nos capitulos que se seguem. Esta
exposicao resumida tem apenas o proposito de referéncia
usada neste trabalho. Na primeira secao, enunciamos de-
finicoes, exemplos e proposicoes da teoria bésica de C* -
algebra. Mais detalhes podem ser encontrados em textos
classicos como G.J. Murphy [7] e V.S. Sunder [15]. Na secao
seguinte, passamos uma idéia rapida de uma C* - algebra
envolvente. Além disso, introduzimos a nocao de core su-
balgebras, a qual é definida por R. Exel, T. Giordano e D.
Gongalves em [2|. Na ultima segao, abordamos proprieda-
des bésicas de espacos topologicos conhecidas na literatura,
usamos como referéncias J.R. Munkres [6] e E.L. Lima [5].
Presume-se que o leitor tenha um pouco de familiaridade

com a teoria de C*- algebras e Topologia.



1.1 C*- algebras

Um estudo sisteméatico de operadores em espacos de
Hilbert teve inicio com trabalhos de John von Neumann no
final da década de 20. Motivado por obter uma formaliza-
¢cao matematica mais precisa de teorias emergentes na época,
sobretudo a mecanica quantica, von Neumann percebeu a ne-
cessidade do estudo de operadores de um ponto de vista mais
amplo. Assim em 1929, von Neumann em Zur Algebra der
Funktionaloperatoren und Theorie der normalen Operatoren,
iniciou seu estudo da teoria dos anéis de operadores, que hoje
conhecemos como “Algebras de von Neumann". Mais tarde
surge a necessidade e o interesse no estudo de subalgebras
autoadjuntas do espago dos operadores limitados em um es-
paco de Hilbert, fechadas na topologia da norma: as C*-
algebras.

Considera-se que a teoria de C* - dlgebras teve origem
em 1943, com o trabalho de Israel M. Gelfand e Mark
Naimark, On the imbedding of normed rings into the ring
of operators in Hilbert space, onde estes provaram que tais
objetos podem ser definidos por meio de poucos e simples
axiomas. E também de I.M. Gelfand a prova de que uma
C*- algebra comutativa é a algebra das funcgoes continuas
num espaco topoldgico localmente compacto, que se anulam

no infinito.



Definicao 1.1.1. Uma dlgebra é um espaco vetorial A sobre
o corpo dos numeros complexo C, munida com uma multi-

plicagao que satisfaz:
e a(bc) = (ab)c
e (a+b)c=ac+be, a(b+c)=ab+ ac
o \(ab) = (Aa)b = a(\b)

para quaisquer a,b,c € A e A € C.

Observacao 1.1.2. Se A € um espaco de Banach com rela-

¢ao a uma norma, || -||, tal que
labll < {lall|o]
para quaisquer a,b € A, entao A € uma dlgebra de Banach.

Dada uma algebra A, dizemos que B C A é uma sub-
dlgebra de A se B for um subespaco vetorial de A fechado
para a multiplicacao.

Dizemos também que um subconjunto nao vazio I C A
é um ideal de A se sempre que a,b € A,c € [ e A € C,

tivermos que \a + b, ac, ca € I.

Definicao 1.1.3. Uma involugcao em uma dlgebra A é uma

aplicacao * : A — A que satisfaz:

e (a+b)*=a*+b"



para quaisquer a,b € A e X € C. Uma dlgebra A munida de

uma thvolucao € chamada de x - dlgebra.

Sea € Aea* =a,aédito autoadjunto. Se A possui
elemento unidade e, um elemento u € A é unitdrio se u*u =
uu* = e. Seja S um subconjunto de A, definimos S* := {a* :

a €S}, ese S* =S5 dizemos que S é autoadjunto.

Definigao 1.1.4. Dizemos que A é uma C*- dlgebra se A é

uma *x - dlgebra de Banach tal que
la*a]| = Jlal®
para todo a € A.
Observacao 1.1.5. Se A possui elemento unidade e, tal que
ac=eca=a VacA e |e]|=1
entao A € dita uma C*- dlgebra com unidade.

Exemplo 1.1. Existem dois exemplos particularmente im-
portantes de C*- algebras. O primeiro é Cy(X), o conjunto
das funcoes continuas f : X — C que se anulam no infi-

nito, onde X é um espaco localmente compacto Hausdorff,



com a soma e produto pontuais, involucao dada por con-
jugacao f*(z) := f(x), e a norma do supremo ||fl|ls :=
sup,ex {1 F(@)]}.

Como caso particular, quando X é compacto, Cy(X) =
C(X), o conjunto das fun¢oes continuas f : X — C com
as mesmas operagoes algébricas, involugao e norma.

O segundo exemplo importante de C*- algebras con-
siste na algebra dos operadores limitados num espaco de Hil-
bert H, com a involucao de um operador sendo dada pelo
operador adjunto, e cuja norma é a norma usual de operado-
res, || T = supye<1{|T€||}. Essa C*- édlgebra serd sempre
denotada por B(H).

Observaciao 1.1.6. E possivel provar que toda C*- dlgebra
¢ uma subdlgebra fechada de B(H), para algum espago de
Hilbert H apropriado. Ver W. Rudin [13], pg 338, teorema
12.41.

Definicao 1.1.7. Sejam A e B x - dlgebras. Uma aplicac¢ao

¢: A— B é um homomorfismo se satisfazer

b(zy) = 6(x)6(y) para todo z,y € A

Além disso, se ¢ satisfizer ¢(x*) = ¢(x)* entao ¢ é cha-
mado de x - homomorfismo. Seu nicleo, Ker ¢, € um ideal
autoadjunto em A e sua imagem, ¢p(A), € uma * - subdlge-
bra de B. Um * - homomorfismo bijetivo € chamado de x -

1somorfismo.
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Unitizagao: Seja A uma algebra. Definimos A:=AaC
como um espaco vetorial. Para tornarmos A uma algebra

unital definimos uma multiplicagao em A por:
(@, A) - (b, p) = (ab + pa + Ab, Ap).

A unidade ¢ (0,1). A algebra A é chamada a unitizacio de
A. Note que a aplicacao

A—)Z, a+— (a,0),

¢ um homomorfismo injetivo, que usamos para identificar A
como um ideal de A.
Se A é uma algebra normada, tornamos A em uma

algebra normada, definindo
1@, M = llall + A

Observe que A é uma subalgebra fechada de Z, e que Aé
uma algebra de Banach se A é uma.
Agora, se A é uma * - algebra, definimos a involucao
em A por
(a, \)* = (a*, \).

Entao, A 6 uma * - algebra, e A é um ideal autoadjunto em

A.
No entanto, se A é uma C*- algebra, existe um pro-

blema aqui, uma vez que a norma nao torna A uma C*- al-
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gebra em geral. Por um instante, se A = Ce (a, \) = (—4,2),
temos que [|(a, A)[|* = 36, mas [|(a, \)*(a, )| = [|(0,4)| = 4.

Na verdade, se A é uma C*-algebra sem unidade, en-
td0 existe uma tnica norma em A, definida por ||(a, \)| =
sup{|lax + x| : z € Aellz|| < 1}, tornando-a uma C*-
algebra com unidade e estendendo a norma de A. Ver [7], pg
39.

Se ¢ : A — B é um * - homomorfismo entre as * -
algebras A e B, entdao ¢ estende-se unicamente para um x
- homomorfismo unital ¢ : A — B, definindo-se g(a, A) =
o(a) + A

Proposigao 1.1.8. Sejam A uma * - dlgebra de Banach e B
uma C*- dlgebra. Entao todo * - homomorfismo ¢ : A — B

é contrativo, ou seja, ||¢(a)|| < ||la|| para todo a € A.
Demonstragao: Ver [7], pg 40.

Proposicao 1.1.9. Se A e B sao C*- dlgebras e ¢ € um * -

homomorfismo injetivo de A em B, entao ||¢(z)|| = ||=]-
Demonstragao: Ver |7], pg 80.

Proposicao 1.1.10. Seja ¢ : A — B um x - homomorfismo
entre as C*- dlgebras A e B. Entao ¢(A) é fechado em B

Demonstragao: Seja I = ker(¢). Considere a decomposi-

¢ao canonica de ¢ : A — 7 LA »(A) = B.
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Como ¢ é um % - homomorfismo de C*- algebras, ¢
¢ continuo e portanto I é fechado. Logo, 7 com a norma
quociente é uma C*- algebra.

Agora, note que o homomorfismo

B

¢la); a€a

A
= =
R |
a
obtido de ¢ passando-se o quociente, é injetivo e portanto,
pela proposicao 1.1.10, v é isométrico.

Logo, ¢(A) é completo e portanto fechado em B. W

Definicao 1.1.11. Seja A uma * - dlgebra. Uma represen-
tacao de A em H, onde H é um espaco de Hilbert, € um * -
homomorfismo m: A — B(H).

Lema 1.1.12. Seja m uma representacao de uma * - dlgebra

A sobre um espaco de Hilbert H. Sao equivalentes:
(a) M :=span{m(a) : a€ A, € H} € denso em H.

(b) Sejan € H fizo. Se (w(a)§,n) =0 para todo a € A, § €
H entaon = 0.

Demonstracgao:

(a) = (b) Seja n € H fixo. Se (m(a)¢,n) = 0 para
todoa € A, € H entdo n € M+. Mas M é denso em H, e
portanto M+ = {0}. Logo n = 0.
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(b) = (a) Sejan € M+ fixo. Entao (r(a)¢,n) = 0 para
todo a € Ae & € H, o que implica que 7 = 0. Isto mostra
que M+ = {0} e portanto M é denso em H. |

Definicao 1.1.13. Uma representacao de uma * - dlgebra
€ dita nao-degenerada se satisfaz alguma das condig¢oes equi-

valentes do lema anterior.

Definigao 1.1.14. Seja {7, }en uma sequéncia de operado-
res lineares num espaco de Hilbert H. Dizemos que T, —
T¢ na topologia operador fraco de H se f(T,&) — f(TE) para

todo funcional linear f sobre H.

1.2 C*- Algebra Envolvente

Definicao 1.2.1. (a) Uma seminorma sobre um espago ve-

torial X € uma funcao p : X — R, tal que
o plz+y) < plx) +py)
p(Az) = [Alp(z)
para todo x,y € X e A € C.
(b) Uma C*- seminorma p sobre uma * -dlgebra A €

uma seminorma que satisfaz, para todo x,y € A,

e p(zy) < p(z)p(y)
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e p(z*z) = p(x)*.
Observacao 1.2.2. Note que uma seminorma Serd uma
norma se satisfizer p(x) # 0 quando x # 0. Na defini¢ao
acima, item (b), se p for uma norma, entao p é chamada de

C*- norma.

Seja A uma * - algebra normada (ndo necessariamente

de Banach). Entao || - |||, definida por
lllal|| := sup{||w(a)|| : = é representagao contrativa de A},

¢ uma C*- seminorma sobre A. Isto segue do fato de cada
T ser uma representacao num espaco de Hilbert H e do fato
de B(H) ser uma C*- élgebra e assim ||| - ||| satisfaz as pro-

priedades de C* - seminorma. Seja
I'={a€A : ||a||| =0}

Tem-se que I é um ideal fechado e autoadjunto de A. Obte-
mos uma C*- norma sobre o espago quociente T definida
por, ||la + I]|| = |||a||| independente do representante da
classe a + I. Portanto T [II-1l| )] é também uma % - al-

gebra normada.

Definicao 1.2.3. Seja A uma * - dlgebra normada. A C* -

dlgebra envolvente de A € o completamento de T na norma



15

Denotamos por C*(A) a C*- algebra envolvente
de uma * - &lgebra normada A. A aplicacdo quociente
q: A — ?,]H ]]') € um % - homomorfismo continuo.
Estendendo a aplicagdo quociente para C*(A) temos o x*
- homomorfismo canoénico v : A — C*(A) continuo com

imagem densa.

Sejam A; e Ay C* - dlgebras e By e By x - subélgebras
densas de A; e A,, respectivamente. Se By e By sao * -
isomorfas, o que podemos afirmar sobre as C* - dlgebras A;
e A7 Elas também sao * - isomorfas? A Proposicao 1.2.7
nos dard uma condicao suficiente para que A; e A, sejam
isometricamente * - isomorfas. Esta proposicao e a Definicao

1.2.4 sao introduzidas em [2].

Definigao 1.2.4. Seja A uma C*- dlgebra e seja B C A uma
% - subdlgebra (nao necessariamente fechada). Dizemos que
B € uma core subdlgebra de A quando toda representacao de

B ¢ continua em relagao a norma induzida de A.

Assumindo que B é uma core subélgebra de A, e dado
uma representacao m de B, podemos portanto estender 7w
para uma representagao 7 de B (o fecho de B em A). Uma
vez que B é uma C*- algebra temos, pela Proposicio 1.1.8,

que 7 é necessariamente contrativa. Portanto temos:

Proposicao 1.2.5. B ¢ uma core subdlgebra de A se e so-

mente se todo representacao de B € contrativa.
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Lema 1.2.6. Sejam B uma * - dlgebra e A uma C*- dlgebra.
Se B € uma core subdlgebra densa de A entao A € isometri-

camente isomorfa com a C*- dlgebra envolvente C*(B).

Demonstracao: Seja j: B — A a inclusao de B em A.
Como A é uma C*- algebra, pela Observacao 1.1.6, existe um
isomorfismo isométrico de A em uma subalgebra fechada de
B(H), para algum espago de Hilbert H. Vamos entao con-
siderar A C B(H). Assim, j é uma representagao isométrica
de B.

E evidente que |||b]|| = sup,{||7(b)||} < ||b||4, onde
o lado direito refere-se a norma de b calculada como um
elemento de A, e do lado esquerdo como um elemento de
C*(B). Além do mais, [[blla = [l(b)] < sup{[l=(b)[} =
[[bll], e entao [[[bll] = [|b]|.a-

Agora, tomando o * - homomorfismo canénico 2 : B —
C*(B) temos que [[[o(b)[[| = [l[bll] = [[bll4, para todo b €
B. Assim podemos estender 2 para um * - homomorfismo
isométrico7: A — C*(B). Mas, como a imagem de uma C*-

algebra por um * - homomorfismo é fechada temos que,

(A) C C*(B) = 1(B) Ci(A) =1(A),

e entdo 1(A) = C*(B). Portanto 7 é um * - isomorfismo

1sométrico. [ |

Deste lema segue imediatamente a seguinte proposicao.
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Proposicao 1.2.7. Suponha que Ay e Ay sao C*- dlgebras,
e que B; € uma core subdlgebra densa de A;, para i = 1,2.
Se By e By sao isomorfos como x - dlgebras, entao A; e As

sao isometricamente x - isomorfas.

1.3 Fatos Topolbgicos

Definicao 1.3.1. Uma base num espaco topoldgico X € uma
colecao B de subconjuntos abertos de X, chamados abertos
bdsicos, com a sequinte propriedade:

Todo subconjunto aberto A C X se exprime como reu-

niao A = UB, de abertos By pertencentes a B.

Proposicao 1.3.2. Seja B um colegao de subconjuntos de
um conjunto X. Para que B seja base de uma topologia em

X € necessdrio que se cumpram as condi¢oes abairo:
1. para cada x € X, existe B € B tal que x € B;

2. sex € B1 N By, onde By, By € B, entao existe B € B
tal que v € B C B; N Bs.

Demonstracao: Seja B uma colegao com as propriedades
acima. Consideremos a colecao 7 de todas as partes
A = UB, de X, que se exprimem como uma reuniao de
conjuntos By € B, e mais o conjunto vazio &. Em virtude
do item 1, a reuniao de todos os B € B ¢ X, logo, X € 7.

Pela propria definicao de 7, é claro que a reuniao de uma
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familia qualquer de elementos de 7 ainda pertence a 7.
Finalmente, se A = UB) e A’ = UB,, pertencem a 7, entao
ANA =U(ByNB,). Ora, a propriedade 2 diz que cada
By N B, é reuniao de conjuntos pertencentes a B. Logo,
A N A" & reuniao de conjuntos pertencentes a B, assim,

verifica-se que 7 é uma topologia em X, que admite B como
base. [ |

Seja L um conjunto de indices e (X))rer uma familia
de espaco topologicos com indices em L. Consideremos o
conjunto X = [],., X, produto cartesiano dos X,. Os
elementos de X sao todas as sequéncias (z))aer tais que,
para cada A € L, x) € X,.

No produto cartesiano X = [[ X, destamcam-se as
projecoes candnicas. Cada projecao é uma aplicacao de X
sobre Xy, py : X — X, definida por p)(x) = ), = A\-ésima
coordenade de z.

E natural tentar introduzir uma topologia no produto
cartesiano X = [[,., Xx. O minimo que se pode esperar de
uma tal topologia é que ela torne as projecoes py : X — X,

continuas.

Definigao 1.3.3. Seja (X)\)rer uma familia de espago to-
pologicos. A topologia menos fina no produto cartesiano
X = H/\GL X\ que torna continuas todas as projecoes py :

X — X, € a que tem uma base formada pelos abertos ele-
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mentares

pxll(UM) n--- ﬂp;kl(U)\k) =Uy X+ X U>\k X H X\
AEN;

onde cada Uy, C X, € aberto. Esta é a chamanda topologia

produto.

Proposigao 1.3.4. (Teorema de Tychonoff). O produto car-
tesiano arbitrdrio de espacos compactos € compacto na topo-

logia produto.
Demonstracao: Ver [6], pg 234.

Definicao 1.3.5. Seja X um espaco topologico compacto.
Se 0s conjuntos que sao simultaneamente abertos e fechados
formarem uma base para a topologia entao X € totalmente

desconezo.

Definicao 1.3.6. Um espaco topologico X € dito ser o -
compacto se X € a uniao enumerdvel de subconjuntos com-

pactos de X.

Definicao 1.3.7. Seja X um espaco topologico. Dizemos
que X é:

1. Hausdorff se para todos x,y € X, x # y, existem
UV C X abertos tais que UNV = @ ex € U e
yeV.



20

2. Normal se para todos F,G fechados disjuntos em X,
existem U,V abertos disjuntos em X, tais que FF C U
eGCV.

Proposicao 1.3.8. Todo espaco de Hausdorff compacto é

normal.
Demonstragao: Ver [6], pg 202.

Teorema 1.3.9. (Teorema da Metrizagao de Urysohn).
Todo espago normal X com uma base enumerdvel é metrizd-

vel.

Demonstracao: Ver [5], pg 233.

Seja f : X — R uma funcao definida em um espaco

topoldgico X, definimos o suporte como:

supp(f) ={z e X : f(x) # 0}.
Observe que o suporte, por definicao, é sempre um subcon-
junto fechado.

Defini¢ao 1.3.10. Seja {Uy,---,U,} uma familia finita de
abertos cobrindo o espaco topoldgico X. Uma familia de fun-

coes continuas
¢;: X — 10,1, parai=1,--- n,

¢ dita ser uma particao da unidade subordinada por {U;}7_,

se!
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(1) supp(¢;) C U; para cada i.
(i1) Z@(z) =1 para cada .
i=1

Teorema 1.3.11. (Ezisténcia da particao da unidade fi-
nita). Seja {Uy,---,U,} uma familia finita de abertos co-
brindo o espaco normal X. FEntdao existe uma particao da

unidade subordinada por {U;}I,.

Demonstragao: Ver [6], pg 225.
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2 Relacao Etale

No inicio deste capitulo vamos definir grupoides,
e vamos ver, em especial, de que maneira cada relacao
de equivaléncia define automaticamente um grupdide. O
principal objetivo ¢ determinar quando uma topologia em
uma relacao de equivaléncia em um espaco de Hausdorff
localmente compacto é uma topologia étale. E para finalizar,
na secao 2.3, apresentamos alguns exemplos simples de

relacoes de equivaléncia étale.

2.1 Grupodides

A nocao de um grupoéide foi introduzida pela primeira
vez e nomeada por H. Brandt em 1927. Uma maneira ele-
gante de especificar um grupodide é defini-lo como a menor
categoria com inversos. Em termos de algebra, um grupoéide
intuitivamente pode ser considerado como um conjunto com

uma multiplicacao parcialmente definida para a qual as pro-
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priedades usuais de um grupo mantenham-se sempre que elas
fazem sentido. Naturalmente, cada grupo é um grupdbide,
mas h4 uma grande variedade de grupéides que nao sao gru-
pos. Por exemplo, uma relacao de equivaléncia R em um

conjunto X definida no Exemplo 2.2.

Definicao 2.1.1. Um grupdide é um conjunto G' com uma

aplicacao produto
(z,y) —»ay : G? =@

onde G? é um subconjunto de G x G, chamado o conjunto

dos pares combindveis, e uma aplicag¢ao inverso

r—=x b GG

que satisfazem as sequintes condigoes:
(i) (@) =

(ii) se (x,y) e (y,z) pertencem a G?, entio (vy, z) e (v,yz)

pertencem a G* com (zy)z = z(yz);

(iii) (z,27') e (z71, ) pertencem sempre a G* para todo
r € G, comx Nay) =y e (zz)z™' = 2 sempre que

(z,y) e (z,2) pertencem a G*.

Note que se (z,y) pertence a G nao é necessariamente

verdade que (y, ) pertence a G*. Basicamente um grupdide
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¢ um conjunto com inverso e um produto associativo parcial-

mente definido.

Definicao 2.1.2. Dado um grupdide G podemos definir duas
aplicacoes, chamadas as aplicacoes range e source, dadas res-

pectivamente por:
r: G — G definida por r(z) = zz~"

s: G — G definida por s(x) = v .

Segue facilmente da definicao que r e s tem imagem
comum, chamado o espaco unitirio de G, que é denotado
por GY. Seus elementos sao unitarios no sentido que zs(z) =
r(z)r = .

Um grupoéide G é dito ser principal se a aplicacao (r, s)
de G em GY x G°, definida por x + (r(z), s(z)), é injetiva,

e & dito ser transitivo se a aplicacao (r, s) é sobrejetiva.
Lema 2.1.3. Seja G um grupdide.

1. G'={zeG : z=a1}.

2. G ={(r,y) e G xG : s(x)=ry)}.

Demonstracgao:

1. (C) Se x € G° entao existe y € G tal que z = yy =1,

logoz™' = (yy ) ' =yy ' =2
(D) Seja € G tal que x = z~!. Suponha que nao

1

existe y € G tal que x = yy !, ou seja, v # yy !
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para todo y € G. Entao 27! # (yy ') = yy~! =z,

implica que 7! # x. Absurdo! Portanto existe y € G
tal que z = yy~ ' ez € G°.

2. (©) Se (z,y) € G? entdo (z71,x) e (y,y~') € G* por
(ii7). Segue por (ii) que (z7', zy), (vy,y™') € G* e
que (x7Hzy))y™t = 27 ((zy)y~'). Portanto por (i),

yy ' = a1z, ou seja, r(y) = s(x).

3. (2) Seja (z,y) € G x G tal que s(z) = r(y). Entao
(x7'z) "t = yyte (x7tw,yy™t) € G? por (iid). Além

disso, por (ii)

(z,27 1), (71, 2) € G? . (v, 27 'z) € G?
vy "), (w1t y) € G? (yy~',y) € G2.

Segue que,

ool e ey e@ [ @aapy ) e 62
(e, yy™), (yy =t y) € G? (z7teyyt,y) € G?

= (z, (z'ayy")y) € G*.

Mas, (z,(z"'zyy)y) = (2, @ 2(yy™y) = (2,y).
Portanto (z,y) € G*. |

Exemplo 2.1. Se G é um grupo entao G satisfaz as con-
digoes de um grupodide e o conjunto dos pares combinaveis
G? ¢ G x G. O espaco unitario G°, é justamente {e}, onde

e € G é a unidade do grupo.
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O proximo exemplo é o nosso objeto de estudo.

Exemplo 2.2. Seja X um conjunto qualquer. Entao uma
relacao de equivaléncia R sobre X tem uma estrutura de um

grupoide principal.

Demonstracao: Note que R C X x X. Denotamos um
elemento de R por (z,y). Definimos o conjunto R? dos pares

combinaveis por
R ={((z,y). (y,2) ERx R : y=y'}.
E definimos a aplicacao produto por
(@,y)(y, 2) = (2,2),
e a aplicacao inverso por
(z,9)"" = (y,2).

Note que as aplicacoes produto e inverso estao bem definidas
devido a transitividade e simetria da relacao de equivaléncia,

respectivamente. Temos o seguinte:

i) ((z,y)™) " =) = (2,);

(i) Se  ((z.9),(y,:2). ((9,2), (zw)) € R en-
tao  ((z,2), (z,w)), ((z,9).(y,w)) € R e
(2, 9)(y, 2))(z,w) = (2, w) = (2,9)((4, 2)(z, w));



27

(iii) ((z,9), (x,9)7"), ((z,9)7", (2,y)) € R? pois (z,y)~" =
(y,z). Além disso, se ((x,v), (y,2)), (w,x),(x,y)) €
R* entio  (z,9) ' ((z,y)(y.2) = (y.2) e
((w,2)(z,y)(z,y)"" = (w,2).

Portanto R tem estrutura de grupoéide.

Agora, pode-se ver que r(z,y) = (z,z) e s(z,y) =
(y,y). Entdao o espacgo unitario R é a diagonal Ax =
{(z,z) : = € X}, que pode ser identificada com X.

Em seguida, mostramos que R ¢ um grupoéide principal:
Sejam (z,y),(z,w) € R tal que (r,s)(z,y) = (r,s)(z,w).
Isto significa que ((z,z), (y,v)) = ((2, 2), (w,w)) € R® x RY,
ou (z,y) = (z,w) em X x X, o que implica que (z,y) = (2, w)
em R, pois R é um subconjunto de X x X. Portanto (r,s) é

injetiva e assim R é um grupoéide principal. [

Definicao 2.1.4. Um grupdide topoldgico consiste de um
grupoide G e uma topologia compativel com a estrutura do

grupoide, isto €é:

1

(i) a aplicagao x +— =" : G — G € conlinua

(ii) a aplicagio (z,y) — zy : G* — G ¢ continua, onde

G? tem a topologia induzida de G x G.

Proposigao 2.1.5. Seja G um grupoide topoldgico.

1. A aplicacio x — x~1 é um homeomorfismo.
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2. As aplicagoes range e source sao continuas.

3. Se G ¢ Hausdorff entio G° ¢é fechado.

4. Se G° ¢ Hausdorff entio G* ¢ fechado em G x G.
Demonstracgao:

1. Consequéncia direta da defini¢ao.

2. A aplicagao range é continua uma vez que é a compo-
sica -1 ~1, de aplicago i
¢ao, x — (x,xz~ ') — xz~!, de aplicagoes continuas.

Analogamente para a aplicacao source.

3. E conhecido que se G & Hausdorff entdo a diagonal Ag
é fechada em G x G. Definimos a aplicacao ¢ : G —
G x G por ¥(z) = (x,27'). Segue que v~ (Ag) =
{r € G : x=ux"1} éfechado em G pela continuidade
de ¥. Mas ¥ 1(Ag) é justamente G, e entao GV é
fechado em G.

4. Se G° ¢ Hausdorff entdo a diagonal Ago = {(u,u)
u € G} é fechada em GY x GY. Como a aplicagao
(sxr): Gx G —= G"x G (z,y) — (s(x),r(y))
¢ continua e Ago é fechado em G° x G, segue que
(sxr) 1 (Ago) = {(x,y) € GG : s(z)=r(y)} =G*
¢ fechado em G x G. |

Definicao 2.1.6. Um grupdide localmente compacto G €

étale se seu espaco unitdrio G° é um subconjunto aberto.
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2.2 Relacao de Equivaléncia Etale

Nesta secao vamos definir quando uma topologia é
étale. Para isto fixamos algumas notagoes. Denotamos por
X um espaco de Hausdorff localmente compacto e por R uma
relacao de equivaléncia em X com a estrutura de grupoide
do Exemplo 2.2. Além disso, se U e V sao subconjuntos de

R, definimos:
UV ={(z,z) : existem y € X tal que (z,y) € U, (y,2) € V}

e U ={(z,y) : (y.2) €U}

Uma vez que podemos identificar o espago unitario
R° com X, simplificamos as aplicacoes range e source para
r(z,y) = x e s(x,y) = y. Vamos ver que estas aplica¢oes
tém um papel fundamental na topologia étale, podemos
até dizer que elas “andam de maos dadas com a relacao de

equivaléncia étale".

Definicao 2.2.1. Seja R uma relacao de equivaléncia em
um espaco Hausdorff localmente compacto X. Dizemos que a
topologia T em R € uma topologia étale para R se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
(i) (R,T) € o - compacto;

(ii) todo ponto (xo,yo) em R tem uma vizinhanca aberta
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U em (R,7) tal que r(U) e s(U) sao abertos em X e
r:U—=rU)es:U— s(U) sao homeomorfismos, ou

seja, r e s sao homeomorfismos locais;

(1ii) se U eV sao conguntos abertos em (R,T), entao UV

¢ aberto em (R, T);

-

w) se U é um conjunto aberto em (R,T), entao U™' ¢
] ) 2

aberto em (R, T).

Neste caso dizemos que (R, T) € uma relagao de equi-

valéncia étale em X.

Note que os itens (iii) e (iv) asseguram que R seja
um grupoéide topologico, ou seja, o produto ((x,y)(y, z)) —
(r,2) : R* — R e a inversao (z,y) — (y,z) : R — R sdo
aplicagoes continuas. Destas continuidades segue que se U
e V sao conjuntos compactos em (R, 7) entao UV, U~ sdo
compactos em (R, 7).

Agora, se (R, 7) ja é um grupoide topologico entao os
itens (ii7) e (iv) sdo redundantes na Definigdo 2.2.1. Real-
mente, temos que a aplicacao inverso vai de R em R. Seja
U um subconjunto aberto no contra-dominio da aplicacao
inverso, entao U~! & a pré-imagem de U pela aplicacao in-
verso. Por hipotese esta aplicacao é continua, portanto U~}
é aberto em (R, 7).

Seja ((x,v), (y,2)) € (UxV)NR? Entdo (z,2) € UV.
Pela Defini¢ao 2.2.1 item (i), existe um subconjunto W C R
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tal que W é uma vizinhanca aberta de (x,z), (W) é uma
vizinhanga aberta de x e r : W — r(W) & um homeomor-
fismo.

Pela continuidade do produto em R, existem vizinhancas
aberta A de (z,y) e B de (y, z) tal que AB C W. Podemos
supor que A C U e B C V (tal que r e s sdo homeomorfismo
em A e B). Também podemos supor que A C s~'(r(B)).
Entao r(AB) = r(A) é uma vizinhanca de r((z, 2)) C r(W).
Uma vez que r : W — r(W) é um homeomorfismo, temos
que AB = r~}(r(AB))NW ¢é uma vizinhanga aberta de (z, z)
em UV. Entao UV é aberto.

Como redefinimos as aplicacoes range e source simples-
mente como as projecoes na primeira e segunda coordenada,
respectivamente, nao podemos concluir diretamente que es-
tas aplicacoes sdo continuas pelo item (i) da Proposigao

2.1.5. A préxima proposicao prova isto.

Proposicao 2.2.2. Seja R uma relagao étale entao as apli-

cacoes range e source SaGo0 continuas.

Demonstragao: Vamos provar que a aplicagao r é con-
tinua, analogamente prova-se que s é continua. Podemos
cobrir R por conjuntos satisfazendo o item (i7) da Definigao
2.2.1, digamos R = U Uy. Seja V C X aberto. Entao

AEA

r (V)N Uy = (rly,) ™ (V) = (rlo,) ™ (V 0r(U)),
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ambas as expressoes representam o conjuntos dos pontos
(x,y) contidos em U, para qual r(x,y) € V. Uma vez que
r|u, € continua, este conjunto ¢ aberto em U, e assim aberto

em X. Mas

(V)= e v)nuy),

AEA

e entao r~1(V) é também aberto em X. Portanto r é conti-
nua. |
Notacao: Para uma relacao de equivaléncia R e = €
X, a classe de equivaléncia de z, denotada por [z], é definida
por
[z] ={y € X : (z,y) € R}.

Proposicao 2.2.3. Seja R uma relacao de equivaléncia

étale. Entao:

1. R é Hausdorff localmente compacto.

2. A diagonal A = {(z,z) : x € X} € aberta e fechada
em (R, T).

3. A diagonal A e X sao homeomorfos.

4. Se K € um subconjunto compacto de R e x € X, entao

r~Hz} N K e s H{z} N K sio ambos finitos.

5. 1Yz} e sTHx}, e portanto a classe de equivaléncia

de z, [x], sdo enumerdveis para todo x € X.
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Demonstracgao:

1. Sejam (z,y), (z,w) € R com (z,y) # (z,w). Entao
x # z ou y # w. Suponha que x # 2. Entao existem
vizinhancas abertas U e V de x e z, respectivamente,
tal que U,V C X e UNV = @. Segue que r~*(U) e
r~}(V) sao vizinhangas abertas de (x,y) e (z,w), Tes-
pectivamente, e r~1(U) N r~ (V) = @. De fato, se
existe (a,b) € r~ 1 ({U)Nr (V) entao a € U e a € V,
ou seja, a € U NV, absurdo. Portanto R é Hausdorff.

Agora, seja (x,y) € R. Uma vez que R é étale, existe
uma vizinhanga U de (x,y) tal que a aplicagao range
r: U — r(U) é um homeomorfismo. Como r(z,y) =
e X é localmente compacto existe um conjunto aberto
AC X talque x € Ae A & compacto. Entdo r(U)N A
é aberto e W ¢ compacto e implica que

r~Y(r(U)NA) é a vizinhanca de (z,y) como queriamos.

2. Pela Proposicao 2.2.2, temos que r é uma aplicacao
continua, entdo 7| também é uma aplicagao continua.

Portanto A = (r|)”" (X) é aberta em (R, 7).

Se (z,y) € R\ A entdo x # y. Pelo item 1, existem
vizinhancas abertas U e V de x e y, respectivamente,
tais que UNV = @. Entao (U x V)N A = &, ou seja,
UxV CR\A eassim R\ A é aberto e portanto A

é fechado.
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3. O homeomorfismo entre a diagonal A e X se dé via a

aplicacao range (ou source).

. Podemos cobrir K por conjuntos abertos em torno de

cada ponto (z,y) € K de maneira que r é um homeo-
morfismo (pela Defini¢ao 2.2.1 item (i7)). Como K
¢ compacto existe uma subcobertura finita, digamos
Up,- - ,U,. Sejaz e X. Se (r,y) € KNr~{z} para
algum y, entao (x,y) € U; para algum i e r(z,y) =
x. Uma vez que r é um homeomorfismo em U;, em
particular r é injetiva, e (z,y) é o inico ponto de

U;nr~ Yz}, Entao K Nr~'{z} tem no maximo n

elementos e portanto é finito.

. Como R é o- compacto, existe uma sequéncia enumera-

vel de conjuntos compactos K, tal que R = J,, oy K.

Entao

rH{zy=r"{a}NnR= U rHr}NK,.
neN
Pelo item 4, r~'{z} N K,, é finito, para todo n € N.

Logo r~'{x} é enumeravel.

De forma anéloga prova-se que s~'{x} é enumeravel.

E para [z], basta observar que [z] = s(r~!(x)). |

Observe que se (x,y) € R entdo existem vizinhancas

Ve de x eV, de y em X, e um homeomorfismo vy : V,, — V,
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tal que y(z) =y e
{(z,7(2)) : z€Va} C R

é pré-compacto, isto é, seu fecho é compacto. De fato, se
(x,y) € R, existe uma vizinhanga U de (x,y) tal que as
aplicacoes r : U — r(U) e s : U — s(U) sdo homeomor-
fismos. Entao basta tomar V, = r(U), V, = s(U) com
v = slyo(rly)~'. Além do mais, o v acima é tnico. Isso
significa que R é composto por graficos de “homeomorfismos

locais” de X.

2.3 Exemplos

Exemplo 2.3. Seja X um conjunto enumeravel com a topo-
logia discreta. Entao R = X x X com a topologia discreta é
a relacao de equivaléncia étale “trivial”.

Se (x,y) € R entao {(z,y)} é um subconjunto aberto

e compacto em R. Segue que:
R= U {(z,y)} é o - compacto;

z,yeX
As aplicagoes range r : {(z,y)} — {x} e source s :

{(z,y)} = {y} s@o homeomorfismos.

Exemplo 2.4. Seja X um espaco de Hausdorff localmente
compacto e o - compacto. Entao R = /A com a topologia re-
lativa de X x X é a relacao de equivaléncia étale “co-trivial".

E imediato, uma vez que A e X sao homeomorfos.
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Exemplo 2.5. Sejam R e S relacoes de equivaléncia étale
em X e Y, respectivamente. Entdo a unido disjunta RUS
determina um relacao de equivaléncia étale na uniao disjunta
XUY.

Sejam {K,}nen € {Lm}men familias enumeraveis de
subconjuntos compactos de R e S, respectivamente, tais que
R=,K,eS=UU,, Ln- Segue que {K,, Ly, }men é uma
familia enumeravel de subconjuntos compactos de RUS tal
que RUS = (U, K») U (U, L), ou seja, RUS & o - com-
pacto.

Se (z,y) € RUS entao (x,y) € R ou (z,y) € S. Supo-
nhamos que (x,y) € R. Entao existe uma vizinhanga aberta
U de (z,y) contida em R tal que r(U) e s(U) sao abertos
em R e as aplicagoes r : U — r(U) e s : U — s(U) sao
homeomorfismos. Mas, note que U é aberto em RUS e r(U)
e s(U) sao abertos em XUY', portanto r e s sdo também ho-

meomorfismo locais de RUS. Procedemos de forma analoga
e (z,y) € S.

Exemplo 2.6. Seja X = [0,1] U [2,3] € R. Entao R =
AU{(z,z+2),(x+2,2) : 0 <z <1} com a topologia

relativa de X x X é uma relacao étale.

Para cada n > 2 inteiro, denotamos por Dn((%, g), %

1 15 L 1
—), uma bola fechada em R? de centro (5,5) e raio 7 "

Observe que, para cada n > 2 inteiro, D,,((3, 2), % — %) NR

¢ um subconjunto compacto de R, e que D((3,3), %) NR=
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U Du((3:3), 75 — &) N R. Logo, D((

2 2 n

Compacto Procedendo da mesma forma, para n > 2, os

subconjuntos D ((g, 3), % — 1) N R sao compactos em R e
D((2, % s)NR = U D,((3, % —5—+)NR &0 - compacto.

Além do mais, a dlagonal A = (([O 1] x [2,3]) U ([2,3] x
[2,3])) N R é compacta em R. Portanto
R=AU ( (3,9, )mR) (D((g,é),%)m}%) 6o -
compacto.

Denotamos uma bola aberta em R? de centro (z,y)
e raio r por B((z,y),r). Seja (z,y) € R. Entao U =
B((z,y),3) N R ¢ um conjunto aberto de R que contém
(z,y) e tal que a aplicacdo range r é um homeomorfismo
de U sobre r(U) = (z — 3,2 + 3) N X, que é aberto em
X. E a aplicacao source s ¢ um homeomorfismo de U sobre

s(U)=(y—3,y+3)NX, que é aberto em X.

Exemplo 2.7. Nem toda relacao de equivaléncia é uma re-
lacao étale. Por exemplo, seja X = [0,1] U [2,3] C R. Entao
R =AU{(1,3),(3,1)} com a topologia relativa de X x X
nao ¢ uma relagao étale.

Temos que o conjunto {(1,3)} é a menor vizinhaga
aberta que contém (1,3) € R. Mas r{(1,3)} = {1} que é

uma vizinhanca nao aberta de 1 € X.

Exemplo 2.8. Sejam X um espaco de Hausdorff compacto

e Y um conjunto finito e discreto. Entao a relacao de equi-
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valéncia R definida por
R={((z1,y1), (22,92)) EX XY x X XY : 11 = 15}

com a topologia produto é uma relacao étale.
Para qualquer y;,y; € Y o conjunto {((z, ), (z,y;)) :

x € X} é compacto em R e assim R = U{(x,yz), (x,y;) :
YiYj
x € X} e assim o - compacto.

E para finalizar, se ((z,v1),(z,42)) € R entdo U =
{((x,11), (x,y2)) : x € X} & um subconjunto aberto em R
que contém ((x,y1), (z,y2)) e a aplicacao s de U em s(U) =
{(z,y2) : © € X}, que é aberto em X x Y, & um homeomor-
fismo. Analogamente, r de U em r(U) = {(z,vy1) : = € X}

é um homeomorfismo.
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3 C¥*- dlgebras de uma
Relacao FEtale

O objetivo deste capitulo é construir duas C*- dlgebras
associadas a uma relacao de equivaléncia étale R, a C*-
algebra cheia, C*(R), e a C*- algebra reduzida, C*(R). A
construcao é uma aplicacao da teoria introduzida por J.
Renault em [11], A Groupoid Approach to C*-Algebras. Para
isto, dotaremos o espago C.(R), das fungdes continuas com
suporte compacto em R, com a topologia limite indutivo,
com a multiplicacao de convolucao, com uma involucao e
uma norma, tornando-o uma * - algebra. A partir dai, na
segunda se¢ao, definiremos a C* - norma cheia em C.(R) e

na terceira secao, a C* - norma reduzida.

Seja f : X — C uma funcao definida em um espaco

topologico X, definimos o suporte como:

supp(f) ={z € X : f(z) # 0},
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Uma funcao é dita ter suporte compacto se o suporte
for compacto.

Dada uma relacao étale R, pode-se definir o es-
paco C.(R) das fungoes continuas em R com suporte
compacto, isto & C.(R) = {f € C(R) : IK C
R, K compacto, tal que f = 0 fora de K'}. Entao, C.(R) é

um espaco vetorial com operacoes definidas por:

(kf +9)(x,y) =kf(x,y) +g(x,y)

para todo f,g € C.(R), (z,y) € R, k € C.
Agora, definimos o produto de convolugao * e a invo-

lugao * em C.(R) por:

frgle2) =Y flz,9)9(y,2), (3.1)

y€[z]
f*(xay) :f(xay)' (32)

Observacao 3.0.1. A soma definida no produto € realmente
uma soma finita. Uma vez que [ tem suporte compacto,
digamos K, pela Proposicao 2.2.3 item 4, r*{x}NK ¢ finito.
Entao

oo > #{(z,y) € R : y €[z} NK =#{(z,y) € K : y € [z]}
> #{f(z,y) #0 1 y € [2]}.

Com estas operacoes, C.(R) torna-se uma * - algebra.

Para isto precisamos verificar o seguinte: (Vf,g,h € C.(R))
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1. A algebra é fechada para o produto, i.e., fxg € C.(R).
2. A equagao (3.1) define realmente um produto.
3. A élgebra é fechada para a involugao, i.e., f* € C.(R).

4. A equagao (3.2) define realmente uma involucao.

Vamos ao trabalho!

1. Note que supp (f*g) C KL, onde K e L sao suportes
compactos de f e g, respectivamente. Portanto f * ¢ tem
suporte compacto.

Vamos provar que f % g é continua. Comecamos assu-
mindo que supp (f) C U e supp(g) € V, onde U e V sao
conjuntos abertos satisfazendo o item (i7) da Defini¢ao 2.2.1.

Entao para qualquer ponto (z,z) € R,

Frgle,z) =Y flx,9)9(y,2)

y€lx]
— { ZyE[w} f(fl?,y)g(y,Z) sex € T(U) ez c S(V)
0 sex ¢ r(U) ou z ¢ s(V).

Se x € r(U) entao existe um unico y tal que (x,y) € U.
De fato, suponha que existem y, z tal que (z,y) e (z,2) € U.
Entao r(z,y) = x = r(z,z), mas r é injetiva em U, logo
y = z. Da mesma forma, se z € s(V) existe um unico 3’

tal que (v/, z) € V. Além do mais, pela definicao do produto
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acima, se y # y’ entao f+*g(z, z) = 0. Portanto, se o produto

é nao-zero podemos assumir que existe um tnico y tal que

frglx,z) = fz,y)g(y, 2).

Podemos escrever, (z,y) =1 Yyos(z,z)e (y,2) = sty o
r(z,z), assim
frg(x,2) = fr|vos(z2)g(s v or(z )

= (forvos)(zz)(gos lvor)(zx)

que é continua uma vez que é o produto pontual e uma com-
posicao de fungdes continuas num mesmo elemento (z, x).
Para o caso geral, temos que f e g tém suporte com-
pacto, suponha Ky e K,. Podemos cobrir seus respectivos
suportes com conjuntos abertos satisfazendo o item (ii) da
Definicao 2.2.1. Além disso, podemos extrair uma subco-
bertura finita desses conjuntos, digamos Ky C Uf\;l U, e
K, C UJA;VJ Pelo Teorema 1.3.11 existe uma particao
da unidade subordinada por {U;}Y,, ou seja, uma familia

de fungoes continuas ¢; : Ky — [0,1], parai=1,--- , N, tal
N

que supp (¢;) C U; para todo i e qui(x,y) = 1 para todo
i=1
(x,y) - Kf. N
Para cada (z,y) € R, f(z,y) = f(fay)ZQbi(fay) =
i=1
N
Zf(xay)(bz(x?y) Definindo fz(xay) = f(xay)(bz(xay)a po-

=1
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demos escrever f(x,y) = Zfi(x,y) para cada (z,y) € R,
i=1
com supp (f;) C U; para cada i. Da mesma maneira, pode-

mos escrever g(y, 2 Zgj y,z) para cada (y,z) € R com

supp (g;) € V; para Cada j

Pela parte inicial, f; * g; é continua para cada i e j, e
N M

segue que E E fi * g; também ¢ continua. Temos que,
i=1 j=1

ii figi(@,2) = ii(iﬂxwﬂy, )

i=1 j=1 \yelz

= Z Z filz,9)g;(y,2),  (3.3)

y€lz] =1 j=1

a troca de ordem é justificada pela Observacao 3.0.1. Por

outro lado,

Frgla,z) = fla,y)g(y, 2

y€[7]

-z ((Zfz - ) (jigj@,z)))

N M
B DS CEITIUNLLD o Sy,

y€lz] i=1 j=1 i=1 j=1
que é continua. Portanto f x g € C.(R).

2. A equacao (3.1) define um produto.
Dados f,g,h € C.(R) e k € C temos que,
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((fxg)xh)(x,2) = > f*gla,y)h(y,2)

y€[7]

- Z (Z f(x,z/)g(z/,y)) h(y, z)

yelz] \#€l]
=Y ) fl@,?) )h(y, 2)
yElx] 2/ €lz]
© Z fla, 2 (Z <z,y>h<y,z>)
y€lz]

= Z fx,z (gxh)(2,2) = f*(g*h(z,2)),

2/ €lz]

pela Observacgao 3.0.1 as somas sao finitas, assim a troca da
ordem em (%) é justificada. Entao (f «g) *h) = f * (g * h).

(f+9) xh)(@,2) = > (f+9) (@ y)h(y, 2)

Y€z

= Z (@, y) + g(z,y))h(y, 2)
el

= Z f(z,y)h(y, 2) + gz, y)h(y, 2)

® N7 f@yh(y, )+ > gz, y)h(y, 2))

y€lx] y€lx]
= (f *xh)(z,2) + (g h)(z,2)
=(fxh+gx*xh)(z,z),

a igualdade (x) é justificada pela Observagao 3.0.1. Logo
(f+g)xh)=(fxh+g=h).
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B(fxg)(w,2) =k Y fle,y)g(y, 2 Zk 7))

y€[z]

= > (kf)(x,9)g(y,2) = (kf) *g(z, 2).

Entao k(f xg) = (kf) * g. Analogamente mostra-se que
k(f*g) =[x (kg).

3. A continuidade da “inversao” em R, da aplicacao f
e da “conjugacao” em C implicam que f* é continua. E se
K ¢é o suporte compacto de f entao o conjunto compacto
K~ ¢ o suporte de f*. Portanto f* € C.(R).

4. A equacao (3.2) define realmente uma involugao.
Dados f,g € C.(R) e k € C, temos que

(kf+9) (x,y) = (kf +9)(y,z) =k f(y,z) + g(y, z)
= kf*(z,y) + 9" (x,y).

Logo (kf + g)* =kf*+ g

[ (xy) = fy,2) = flz,y) = f(z,y).

Logo f** = f.

(f % 9)"(x,y) = Fxgly,2) =D fly,2)g

z€y]
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z€[y] z€[y]
= g ) (my) = g )
z€[y]
Logo (f*g)" = g™+ f.
Portanto C.(R) é uma x - algebra como queriamos. n

Definicao 3.0.2. Dado um espacgo de Hausdorff localmente
compacto X, a topologia limite indutivo pode ser definida em
Co(X) como seque. Uma sequéncia { f,} converge para f em
C.(X) se, e somente se, existe um subconjunto compacto K
de X tal que supp(f) C K, supp({f.}) estd eventualmente
em K, e para N suficientemente grande, {f,},>n converge

uniformemente para f em K.

Definicao 3.0.3. A topologia limite indutivo € definida ori-
ginalmente em conjuntos Y que sao limites indutivos, i.e.,
existe uma sequéncia (Y, )nen de espagos topoldgicos, tal que
Y, CY,,VneN, etal que Y =J,_, Y,. Entdo um sub-
conjunto U ¢é definido como aberto em Y se e somente se

UNY, € aberto em Y, para todon € N.

Uma vez que X é localmente compacto, X pode ser
aproximado por subconjuntos compactos K,, n € N. Seja
Y, ={f € C.(X) : supp(f) € K,} com a norma do sup.
Entao (J,cn Yo = Co(X).

Proposicao 3.0.4. O produto x e a involugcao * sao conti-

nuos na topologia limite indutivo.
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Demonstragao: Sejam {f, }ren € {gm fmen sequéncias em
C.(R). Se f, — f e gm — g na topologia limite indutivo,
existem conjuntos compactos K e L tais que, eventualmente,
supp (fn) € K e supp(gn) € L. Entao, eventualmente,
supp (fn * gm) € K L. Também,

|fxg(z,y) — fu* gm(z,y)]
< @, 2)9(2,9) = fal@, 2)gm(2,9)]

z€[z]

<Y 1f(@,2) = ful@ 2)llg(z,p)]
z€[x]

+ 3l 2)llg(z,9) = gm(z,9)| = (o).
z€[x]

Pela Proposi¢ao 2.2.3 item 4, os conjuntos {(z,z) € K : z
[z]} e {(z,y) € L : z € [y]} sao finitos. Assim,

Z‘f xz, Z fn z ZZ)HQ(ZZ,ZJ)’

+ Z [fn(@, 2)119(25,4) = 9m (25, 9)] = ().

=1
Também existem My, Ny € N tais que |g(z;,y)| < M, para
todo i e | f,(z, z;)| < Ny para todo j e n. Entao,

M
*) < MO Z|f(ac,z) - fn(xazl)|
i=1

+No D 19(z5,9) = gm(z5,9) = (%)
j=1
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E por fim, dado ¢ > 0 existem N, Ny € N tais que: para

todo n > Ni, |f(z,21) — fa(®,2:)] < g3 € para todo
13

n > Na, [9(25,9) — gm(z5,9)] < NG Logo, para todo
n > maX{Nl,NQ},

eM N eN
oMM, ' 2NN,

(x) < My €.

Portanto f,, *g,, converge uniformemente para f*gem K L.

Além disso, eventualmente supp (f*) C K~ e

[fn(y) = H (@ 9) = [fn(y, 2) = Fy, 2)| = |fuly, 2) — f(y, 2)|

que converge uniformemente para zero em K. |

3.1 A C*- algebra cheia

A fim de obter uma C*- algebra associada a relacao de

equivaléncia R precisamos definir uma norma em C,(R).

Definicao 3.1.1. Para f € C.(R) definimos:

[f 1l = max{ [LF ]l [1F]ls }-

onde
17l =swp 3" U@yl
T @yer—ia}
Ifl=sup > Ifa)l
VY (@y)es 1y}
Observe que a soma usada na norma || - ||, é finita.

Seja K o suporte compacto de f. Pela Proposicao 2.2.3
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item 4, r~'{z} N K é finito, digamos {(x, 1), -+, (z,yn)} (&
importante notar que N nao depende de x, N é o numero
de subconjuntos da subcobertura finita de K de abertos que

satisfazem o item (ii) da Defini¢ao 2.2.1). Entao,

N
Ifll-=sup > [f(z,y)| = sup Y |f(a,u)].
TEX (e (4} reX 5
Além disso, o supremo também ¢é finito. Sabemos que toda
funcao continua definida num conjunto compacto é limitada,
ou seja, existe M > 0 tal que |f(z,vy;)] < M para todo
(x,y;) € K. Assim,

N N
IIf1l- :su)I?Z|f(x,yi)| < su)I?ZMg sup NM = NM.
TEX =1 TEX =1

zeX
Entao || - ||, estd bem definida, analogamente para || - || e
consequentemente || - ||, estd bem definida.

Proposigao 3.1.2.

1. [-]l« € uma norma em Cc(R) com || f*gll < [ f]l[lg]l:
para todo f,g € C.(R).

2. || - ||« define uma topologia “menos fina” que a topolo-
gia limite indutivo, isto €, se uma sequéncia { f,}tnen
em C.(R) converge no limite indutivo para f entdo

{futnen converge para f na norma || - ||..

Demonstracgao:
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1. Nao é dificil ver que || - [|,, || - [[s e || - [[« sio normas.
Agora, dados f,g € C.(R) temos que,

If*gllr=sup > |frgz,y)

€ X (zy)er—1{a}

= sup Z

T€X (zy)er—1{a}

<sip <§jfngzw)

T€X (oy)er—1{z} \z€la)

> f@2)g(zy)

z€[z]

T€X yela] \z€le]

swz<2ﬂwmmﬁ
= sup (Z Z\fx ngy))

z€[z] yelz]

= sup <Z |f(z,2) Z 9(%9))

7€X \ z€fa) yem:[z}

<sup<foz sungzy)

zeX z€[z]
(supzf“ ) (z )
ze[z) y€(z]
= [l flI-llgll-

a troca de ordem em (%) é possivel pois as somas sao

finitas pela Observacao 3.0.1. Da mesma maneira,
1 glls < [Ifl[sllglls. Assim,
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1S # gll« = max{[[f * gll, [f * glls}
< max{[|fll-lglle [£1s[lglls}
< max{|[ fll, [ flls} max{llglls; [ flls} = I fll-lgll-

2. Seja {fn}nen uma sequéncia em C.(R). Uma vez que
C.(R) tem a topologia limite indutivo, f, — f se e

somente se:

e existe um inteiro Ny tal que supp {fn}n>n, € K

para algum conjunto compacto K em R, e

e existe um inteiro Ny tal que {f,},>n, converge

uniformemente para f em K.

Como K é compacto em R, pela Proposicao 2.2.3
item 4, temos que para qualquer z fixo em X o con-
junto {(z,y) € K : y € [z]} contém uma quan-
tidade finita de elementos, o qual denotamos por
{(x,11), - ,(x,ym)}. Agora dado € > 0, podemos
escolher N > max{N;, Ny} suficientemente grande tal
que para todo (z,y) € K temos |f,(z,y) — f(z,y)] <
337 para todo n > N. Portanto, como supp{ fu}n>n €

supp (f) estao contidos em K temos para todo z € X

Z |fn(I7y) - f(x,y)| = Z |fn(x7yz) - f('rvyz”

y€[]

€ €
< M— =— < N.
SMar =35 para todo n <
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Isto implica que

an - f”r = sup Z |fn(x7y) - f(l‘7y)|

zeX

y€(z]
§%<€paratodon§]\7.
Entdo, f, converge para f em | - ||,. Similarmente
fn converge para f em | - ||;. Agora, como ||f]. =

max{||f|l || f|ls}, também temos que f, converge para
fem || -] [

Observe que a norma || - ||+ ndo é uma C* - norma.

Definigao 3.1.3. Uma representacio em C.(R) € um - ho-
momorfismo nao-degenerado m : C.(R) — B(H) que é con-
tinuo na topologia limite indutivo de C.(R) para a topologia

operador fraco de B(H). Chamamos uma representa¢ao m de

Ce(R) limitada se ||7(f)|lop < ||f|l« para todo f em C.(R).
Definigao 3.1.4. Seja f € C.(R). Definimos

/1

cx = sup{|[w()lop}

onde m : C.(R) — B(H) € representa¢do nao-degenerada e

limitada.

Proposicao 3.1.5. Para uma relacao de equivaléncia étale

R a norma || - ||c+ € uma C*- norma e é limitada superior-

mente e inferiormente como seque. Dada uma representa¢ao
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7 C.(R) — B(H) limitada temos que

17 (Nllop < [ flle= < 1fll« para todo | € Ce(R).

Demonstragao: || - |+ ¢ uma C*- norma pois cada 7 é
uma representagao num espacgo de Hilbert H e B(H) é uma
C*- algebra. Portanto dados f,g € C.(R) e k € C, temos

que

e Se f =0 entao w(f) = 0 para qualquer representacao
m. Portanto || f||c+ = sup.{||7(f)|lop} = O.

Agora, se [|f]lc+ = 0 entdo ||7(f)|,, = O para toda

representacao m de C.(R), o que implica que 7(f) =0
para toda representagao w de C.(R). Para cada (z,y) €
R, tomamos a representagio A, (que serd definida logo
a frente na Defini¢do 3.2.2) e £ = 4, € (*([z]). Entao
0 = Mlf)E(2) = oo f(@,2)E(2) = f(ay). Segue
que f(z,y) = 0 para todo (z,y) € R, ou seja, f = 0.

o [F+9lles = sup {llx(f + 9)llop}
< sup{|m(f)llop + [I7(9)llop}
< sup{ |7 (f)llop} + sup{llm(g)llop} = Il £

o+ llglle-

o [Ffller = supr{llm(kf)llop} = supr {1k (f)lop}
= sup k7 (f)llop} = ksup {7 ()llop} = Ell fllc--

o |[f*glles = sup{llm(f * 9)llop}
< sup {17 () llopllw(9)llop}
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C* Cc*-

< sup A |w(f)llop} supo{li(9)llop} = [l fllc- Il

o [/ fller = sup {llm(f*Fllopt = sup{llw(f) 7 (F)lop}
= sup{[|w(£)5,} = II/]

2
O+

Portanto || - ||c« ¢ uma C*- norma em C.(R). E dado uma

representacao 7 : C.(R) — B(H) limitada segue que:

Im(Hllep < sup{fim(H)llep} = I Fllc- = sup{lim(llop} < Il

para todo f € C.(R). |

Observacao 3.1.6. Seja R uma relacao de equivaléncia
étale. Entao toda representagao de C.(R) em um espaco de
Hilbert separdvel € limitada. Ver J.Renault [11], Coroldrio
1.22, pg 72.

Definicao 3.1.7. A C*- dlgebra cheia de uma relagao étale
R, denotada por C*(R), € o completamento de C.(R) na

topologia induzida pela norma || - || o

3.2 A C*- algebra reduzida

Ha outra norma em C.(R), chamada norma reduzida,
que pode produzir uma C*- algebra diferente. A definicao
desta norma tem a vantagem de ser menos abstrata do que
a anterior.

Para introduzir a norma reduzida, olhamos para um

conjunto particular de representacoes que sao indexados pelo
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espaco unitario. Lembre-se que o espaco unitario de uma
relagao de equivaléncia é o conjunto R = A = {(z,z) : = €

X}, que pode ser identificado com o espago X.

Definicao 3.2.1. Para todo x em X, o espaco de Hilbert

*([z]) € definido como seque:
Clla) ={&:fa] = C = Y JeW)IP < oo}
y€lz]

Definicao 3.2.2. Dado uma relacao étale R, para todo x
em X, a representacao induzida do espagco unitdrio A, :
C.(R) — B((*([z])) € dada por

M(HNOW) = Fy,2)¢(2),
z€[z]

onde y € [z] e & € (*([z]).

Proposicao 3.2.3. Para uma relagao étale R e v € X a

representacao N, definida acima € uma representac¢ao nao-

degenerada e limitada de C.(R).
Demonstracao:
e )\.(f) estd bem definida.

Dados f € C.(R) e & € £*([z]), temos que

S TIADOWI =D 1D fly.2)E(2)

y€(z] y€[z] |z€la]
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Pela Proposi¢ao 2.2.3, o conjunto {(y,2) € K : z €
[y] = [2]} ¢é finito, digamos {(y,z1), - (y,2n)}. Se-
gue da mesma proposi¢ao que o conjunto {(y, z;) : y €

[z;] = [z]} é finito, suponhamos {(y1, 2;), -, (Ynr, 21) }-
Entao

e

y€(z] y€lz]

Esta soma dupla é simplesmente uma soma finita de
numeros complexos, e assim finita. Entao, para todo

¢ € (*([z]), temos que A\, (f)€ € £*([x]) e portanto estd
bem definida.

Az ¢ um * - homomorfismo.

Dados f e g € C.(R), temos que

Ne(f 98 (W) =D fxg (2

z€[x]

— Z Z fy,2)g(?, 2)E(z2)

z€[x] 2’ €[]

= > fly gl 2)E(z).

z'elz] z€[x]

Por outro lado,

(Az(f) 0 Ay = > fy.?) €

z' €[]
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= fw,)) ] a(z2)8(z)

z' €[] z€[z]

=)D flw. gl 2)E(z).

2/ €[x] z€[z]

As somas sao finitas devido a Observacao 3.0.1, o que

implica que qualquer troca de ordem ¢é justificada.
Logo Au(f * g) = Az(f) o Au(9).

Para mostrar que A\, (f*) = \.(f)*, sejam f € C.(R) e
&,n € £*([z]). Note que

Me(FE) =D O WIn(y)

y€[z]

= > . 2)EEm)

yela] z€[z]

— Z Z Flz)&=)n(y)

yE(z] 2€[7]

=Y (=) ) flzuny)
z€[z]

y€[z]

=Y @) (HM(2) = (& Xl ).
z€[x]

Novamente a troca de ordem das somas é justificada
pela Observacao 3.0.1. Logo A, (f*) = A(f)*.

Portanto A\, é um * - homomorfismo.

Az (f)lop € limitada por || f]|..
Dados f € C.(R) e &,n € (*([z]), temos que
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(D€M= D CalHEWIn(y)

y€[7]

> Y w2y

yE(z] 2€[7]

SN i z) €Gmw)

i=1 j=1

> > L€ n(w:)

i=1 j=1

<71 (30 D &)

= |Ifll- <Z§(Zj)vz77(yi)>'

< [I£II€ll2lInll2 por Cauchy-Schwartz.

—
*
N

A\

Pela Proposigao 2.2.3, o conjunto {(y,z) € K : z € [y]
= [z]} é finito, digamos {(y, z1), -, (y,2n)}. Segue
da mesma proposi¢ao que o conjunto {(y,z) : y €
[2;] = [x]} é finito, suponhamos {(y1, 2;), - -, (yar, 2:) }-
Assim fica justificada a igualdade (x). Portanto
1Az (f)llop < || f]l« para todo f € C.(R). Além do mais,

Az(f) é continua na norma operador.

A\ € ndo-degenerada em ¢*([x]).
Seja n € (*([z]) fixo, e suponha que (A\,(f)&,n) = 0
para todo f € C.(R) e para todo & € ¢%([x]). Para cada
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(z,2') € R podemos encontrar um conjunto aberto U,/
que satisfaz o item (ii) da Defini¢do 2.2.1. Uma vez
que ambas as aplicagoes r e s sao bijetivas no conjunto
U..., podemos observar que para um y' fixo em s(U.,/) o
conjunto {(y,y’) € U,.-} tem exatamente um elemento.
Agora U,/ é aberto e podemos definir uma funcao f,./
em C.(R), que toma valor 1 em (z, 2'), e vale 0 fora do

conjunto U,,/, i.e.,

1 se (v,9) = (2,7)
fZZ' (y7y/) - C(ya y,) se (yay/) S Uzz’ 9
0 se (y7y/) ¢ Uzz’

onde ¢(y,y’) é qualquer funcdo que torne f,., continua.

Podemos definir uma sequéncia &, em ¢([z]) por:

&/(?J)Z{ 1 sey==

0 caso contrario

Entao para todo z e 2’ em [x] temos:

ye[w]

= Z Z Foo (W, y)E (v )n(y) = 0

Portanto, A\, é nao-degenerada. |
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Definicao 3.2.4. Seja f € C.(R). A norma reduzida é de-

finida como:

[ fllrea = sup{liAa(f)lop}-
rzeX

Proposigao 3.2.5. A norma || - ||;ea € uma C*- norma e
| lrea € dominada pela norma, || -||c+, da C*- dlgebra cheia.
Demonstracao: O fato que || - ||;eq € dominada pela C*-

norma cheia é claro pois a norma || - ||c+ é o sup de mais
elementos. Agora, || - ||;eq ¢ uma C*-norma pois para todo
r € X, (*([z]) ¢ um espago de Hilbert, entdo segue que

B(*([x])) ¢ uma C* - algebra. Portanto,

15 F e = 50D {AE T} = SN a1 o}

= sup{[|(N)I5,} = I f[[Fea u
zeX

Definigao 3.2.6. O completamento de C.(R) com relag¢io a
norma reduzida € uma C*- dlgebra, chamada a C*- dlgebra

reduzida e denotado por C¥(R).

3.3 Exemplos

Exemplo 3.1. Sejam X um conjunto finito e R = X x X,

ambos discretos. Entao
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Vamos considerar X = {1,2,--- ,n}. Parai € X,

C([i]) = {€ = (£(1), -+ ,&(n)} = C", B(E*([i])) ~ Mn(C) e

Observe que para quaisquer 7,7 € X, X\;(f) = X\;(f). Entao

definimos A por:

A:Cu(R) —  M,(C)

I |
f(n71) f(an) f(n7n)

Claro que A é linear. Agora, dados f, g € C.(R) temos

que,
AF * g)€ Zf*glm sz’” 90, 9¢(0)
=SS S gl DEG)

i=1 j=1

Por outro lado,
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n

NHNMDE k) =D f(k 5)M9)E0)

J=1
n n

_ Z Fk, 5) Zg(j, )€ (1)

= 33 (k. g)g G

i=1 j=1

Portanto A(f % g) = A(f)A(g). Além disso, A preserva a
involugao. Dados f € C.(R), &

ZA Z(ifw )()

=1

, n € C" temos que

n n

= S TGREGHE = Y0 €60

z‘lj 1 J=1 =1

= Zé = (&M ()m) -

Logo A(f*) = A(f)*. Portanto A é um * - homomorfismo.
Seja A = (aij)i; € M,(C), definimos f : R — C por
f(i,7) == a;; parai,j =1,--- ,n. Uma vez que R ¢ finito e
tem a topologia discreta, f tem suporte compacto (a saber
R) e & continuo, ou seja, f € C.(R). Logo A(f) = Ae X é

sobrejetiva. Para finalizar A é uma isometria, pois

[1fllrea = sup [[A:(F)]] = sup [ACHI = [IACHI]-
1€X 1€X

Portanto A é um * - isomorfismo isométrico. E como todo
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espaco de dimensao finita é completo, temos que
C.(R) ~ C*(R) ~ C*(R) ~ M,(C).

Exemplo 3.2. Sejam X um conjunto enumeravel discreto e
R = X x X discreto. Entao

C2(R) = K(P(X)).

O caminho para mostrar o isomorfismo acima é muito
semelhante ao exemplo anterior. Para simplificar toma-
mos X = {1,2,3,---}. Para todo i € X, (*([i]) = {€ =
(€(1),6(2), ¢ (T2, [&al?)? < o0} =2

o0

MN(DEG) =Y FURER) = (I, k)E(R)
keli]

:(f(k,l) f(k,n) ) §(n)

Entao definimos A como:

A Cu(R) — K(2(X))

fAN f(1L2) f(1,3)
| fe) f2,2)
fr— )= /3.1)

Como f tem suporte compacto e assim finito, entao
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os operadores A(f) tém um ntimero finitos de entradas nao
nulas. Segue que existe N € N tal que f(j,k) =0se j > N
ou k > N. Com isso, temos que A(f) C FR((*(X)), o
espaco dos operadores de posto finito. De forma analoga ao
Exemplo 3.1 mostra-se que A é um * - isomorfismo isométrico
de C.(R) sobre FR({*(X)). Entdo podemos estender \ para
um * - homomorfismo isométrico, A, de C*(R) para o fecho
da imagem de A\, que é o espago dos operadores compactos
K(*(X)). E como a imagem de uma C*- algebra por um x

- homomorfismo é sempre fechada temos que,

Im(\) € K(*(X)) = FRIZ(X)) = Im(N) C Im(\) = Im(X).

Portanto,
C*(R) ~ Im(\) = K(£*(X)).

Exemplo 3.3. Seja X qualquer conjunto localmente com-
pacto e o- compacto e seja R = /A com a topologia relativa

de X x X, como no Exemplo 2.4. Entao
Cr(R) ~ Co(X).

Vimos que a aplicagao range r é um homeomorfismo

de R em X. Entao

¢:Ce(R) — Ceo(X)

f o for

estd bem definida e é um * - isomorfismo isométrico conside-
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rando C.(X) como subalgebra de Cy(X), como mostramos

abaixo.

e ¢ estid bem definida: Temos que for~—! & continua pois
é composicao de func¢oes continuas. E se K é o suporte
compacto de f entao r(K) é o suporte compacto de

for L

e ¢ ¢ multiplicativa: ¢(fg)(z) = (fg) o r l(z) =
folw.x) = 3 e fl@y)g(y,2) = flz,z)g(x,2) =
(f o r™H(@)(g o r(x)) = ((N)@)(e(9)(x)) =
(@(f)o(9) ().

e ¢ é sobrejetiva: Se g € C.(X) entdao gor € C.(R). E
¢p(gor)=goror =g

e ¢ ¢ uma isometria: Observe que para z € X, {5([x]) ~

C e para {(z) € C temos que,

A(F)E) = D fl2,9)Ely) = flw,w)é(x).

y€[7]

Isto implica que A\, (f) = f(x,x) e portanto

[fllrea = sup [[Az(f)|| = sup | f(z, z)| = sup [¢(f)(z)]
reX reX reX
= lle(H)Il-
Consequentemente ¢ é injetiva e continua.

Podemos estender ¢ para um * - homomorfismo isométrico,
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¢ de C*(R) para Cy(X). Novamente como a imagem de uma

C*- 4lgebra por um * - homomorfismo é fechada temos que
C*(R) ~ Cy(X).

Exemplo 3.4. Sejam S e T relagoes de equivaléncia étale
em X e Y, respectivamente, e R = SUT a relagao étale em

XUY, como no Exemplo 2.5. Entao
CH(R) = CX(S)® CHT).

Note que se v : C.(S) — Cf(S) e 3: C.(T) — CHT) sao as

inclusoes canonicas entao

1®7:C(R) — CX(S)®C(T)
[ (lfls), a(flr)

¢ um * - isomorfismo isométrico de C.(R) em 2(C.(S)) &
J(C.(T)). Entao podemos estender ¢+ & j para um % - ho-
momorfismo isométrico + & : C*(R) — C*(S) @ C*(T)).
Usando o mesmo raciocinio do Exemplo 3.2 podemos con-
cluir que 1 @ j(C*(R)) = C*(S) @ C*(T). Portanto

C*(R) ~ C*(S) @ CX(T).

Exemplo 3.5. Seja X = [0,1]U[2,3] e R = AU {(z,x +
2),(x +2,2) : 0 < x < 1} como no Exemplo 2.6. Se
A={f:][0,1] — My(C) : f é continua e f(1) é diagonal}

entao
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Primeiro é importante notar que A é uma C*- algebra
com a soma e o produto definidos pontualmente, a involucao

sendo a transposta conjugada e a norma do sup.

Se t € [0,1) entao : [t] = {t,t + 2}, 2([t]) = {€ =
(&, &40)} = C% B(£3([t])) ~ M5(C), e obtemos

A Co(R) = My(C)

M) = ( F(t.b) flt,t+2) )
flt+2,t) f(t+2,t+2)

Se t = 1 entao: [1] = {1}, #([1]) = {&)F =~ Coe
B(f*([1])) =~ C. Obtemos,

A C(R)— C
)\l(f) = f(lv 1)‘

Se t € [2,3) entao : [t] = {t —2,t}, (*([t])) = {€ =
(&-9,&)} = C% B(*([t])) =~ M,(C), obtemos

At 1 Co(R) —  My(C)

f(t_Qat_Q) f(t_Qat)
At - .

Substituindo ¢ por s + 2, obtemos s € [0,1) e \; analogo ao
caso t € [1,0).

E se t = 3 entao: [3] = {3},3([3]) = {&)} ~ C,
B(*([3])) ~Ce
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As: Co(R) = C
Aa(f) = f(3,3).

Isto nos induz a definir A : C.(R) — A por:

( (5, 5) F(s,5+2)
f(s+2,s) f(s+2,5s+2)

A(f)(s) = R
( 0 f(3,3)>

> se 0<s<1

ses=1

Com pouca dificuldade, verifica-se que A é um * - homomor-
fismo. Vamos provar que A é uma isometria.

Se t € [0,1)U[2,3) entdo
[ACHI = sup [[A(SIEN = sup [[ACS)(s)m)I = A ()],

€=t lInll=1
onde s=tsete[0,1)ous=t—2setec|[273).
Alem disso, [[M(N)I = ST DI [As(HIF =

17G.3) e INHMI = max{lfL DI 1£G.3)} =
supieq oy (I} Portanto,

AN = si%%{w(f)(s)“} = e, 3}{“At(f)H} = [[fllrea-

te|

Consequentemente A é continua e injetiva.

Precisamos também provar que A tem imagem densa
em A. Tomamos g € A. Como g é continua e g(1) é diagonal,
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que ||gi2(t)]| < § e [[ga1(t)[| < §
para todo ¢t € [1 —6,1). Definimos f € C.(R) por:
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f(t,t) = g1 (t) se0<t<1
flt4+2,t+2) =ga(t) se0<t<1
f(t,t+2) = gia(t) se0<t<1-4
f(t+2,t) = ga(?) se0<t<1-6
Fltt+2) =c(t) sel—d<t<l—9
ft+2,t) = k(t) sel—d<t<l-—2
flt,t+2)=0 sel—2<t<1
ft+2,t)=0 sel—$<t<1

\
As fungoes c(t) e k(t) sao quaisquer fungoes que tor-

nem f continua. Segue que |lg — A(/)| = sup,epo {l9(t) —
M@} < e, como queriamos.

Exemplo 3.6. Sejam X um espaco de Hausdorff compacto,
Y = {1727 e ,TL} discreto e R = {((xlayl)v (1'2792)) € X X

Y x X xY : x; =29} como no Exemplo 2.8. Entao
Cr(R) = C(X, My (C)).

Para cada (z,i) € X x Y, 3([(z,i)]) = {£& =

5(*7:7 1)7 5(1‘, 2)? T 75(1'7 n)} ~ C7, B(EQ([(]::Z)]))
e Aa,i) : Ce(R) — M,(C) fica definida por:

2
=
a

A ()€, 1) = f((@,1), (z,9))(2, )
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&(,1)
= (S0 @) o @t @) )|
§(,m)
Observe que A, ;) = A(z,;) para todo i,j €Y.

Definimos A : C.(R) — C(X, Mn(C)) por

= > (). (2. 0)E0)

paraz € X, € Ctet €Y, ouseja,

f((xvn)v(xvl)) f((xvn)v(xvn))

e )\ esta bem definida.
Precisamos provar que A(f) é continua. Seja xy €

X. Dado € > 0, como f é continua implica que

|f((2,4), (z,7)) — f((20,7), (x0,5))| < % para todo
i,7=1,2,--- n.Se & € C" com ||£|| = 1 entdo

IACH) (@) = A(f) ()8 l* = Z IITCA M) (o)) (@I

_ Z | Z[f((x,z’), (2,4)) — f((z0,7), (0, 5))IEG)I?



71

< S Uf (i), () — £ (o, 8, (o, ) PIEG)

i=1 j=1
SZZEM(M = gZHﬁH = gzl =e"
=1 j=1 i=1 i=1
Entao,

IACH) (@) = A ) (o)l = sup [[(AC)(x) = A(f)(z0))€ll

l€l=1

< sup € =e¢.
ligll=1

Portanto A(f) é continua para todo o € X e A esta
bem definida.
Vamos provar que A é um * - homomorfismo isométrico

de C.(R) em C(X, M,(C)).

e )\ é multiplicativa.
S 9@ =3+ g((, ), (2,7)E0)

- Z Z f((l‘7t)7 (1‘71.))9((:”7 i)? (I',j))f(j)
Por outro lado,

AN (@)E](#) = M) (@) Ag) (2)E] (F)

n

=D fl(a 1), (2,9)[\(9)(2)€](0)

i=1
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n

= Z F((@,1), (2,0) Y gl(x, 1), (2,)E0)

j=1

- ZZf((xvt)7 (ZE,i))g((l‘,j), ($,Z))§(])

j=1 i=1
Portanto, A(f * g) = A(f)A(g) para todo f,g € C.(R).

e )\ preserva a involugao.

n

A @)E ) =D INF)(@)E](6)n(i)

i=1 j=1

- Zé(j)[k(f)(l‘)n](j) = (& A(f)(@)n) -

Portanto A(f*) = (A(f))*

e )\ é uma isometria.
Para qualquer (x,7) € X xY afuncao A, (f) coincide
com A(f)(x). Assim,

[fllrea = sup (A (NI = sup [IAF) @) = AL
Y zeX

(z,1)eX x

De imediato temos que A é injetiva e continua.
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e )\ é sobrejetiva .

Dado g € C(X, M,(C)) definimos f : R — C por
f((x, i), (x,7)) == gi;(z). Note que f tem suporte com-
pacto, o proprio R. Seja o € X. Dado £ > 0 existe
uma vizinhanca aberta V,, tal que ||g(y) — g(zo)]| < €
para todo y € V.. Sejam ((zo,1),(z,7)) € R e
Usoij = {((z,7),(x,5)) € R : x € V,,}. Entao para
todo ((y,), (¥, 7)) € Usy,i,j temos que | f((y,4), (y, 7)) —
f (o, 1), (0, 1)) = 195 (y)—gi5(x0) | < llg(y)—g(0)|| <
e. Portanto f é continua e f € C.(R).

Conclusao: C.(R) ~ C(X, M,(C)), que é completo e

portanto

Cr(R) ~ C*"(R) ~ C.(R) ~ C(X, M,(C)).
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4 FExemplos Especiais

Vamos apresentar mais trés exemplos de relagoes étale,
R, com suas C*- algebras associadas.

A primeira relacao de equivaléncia é construida a partir
de uma acao (global) de um grupo G enumeravel discreto
sobre um espaco X Hausdorff compacto. Dada esta acao,
existe uma acao associada de G na C*- algebra C(X). Vamos
provar que a C* - algebra cheia, C*(R), é isomorfa ao produto
cruzado de C'(X) por G pela agao associada de G em C'(X).

O segundo exemplo é uma generalizacao do primeiro.
Simplesmente trocamos uma agao global por uma acao par-
cial e ao invés do espaco X Hausdorff compacto, tomamos
X um espaco de Hausdorff localmente compacto.

E por fim, o terceiro exemplo comecamos com a intro-
ducao de diagramas Bratteli. Posteriormente definiremos um
relacao de equivaléncia étale sobre estes diagramas e vamos

a busca da C*- 4lgebra reduzida associada a esta relagao.
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4.1 Produto Cruzado

O estudo de C*- sistemas dinamicos comecou na
década de 1930 com F. Murray e J. von Neumann nos
trabalhos fundamentais sobre, as agora designadas, algebras
de von Neumann, estabelecendo ligacoes importantes
entre a teoria ergodica, a emergente teoria de algebras de
operadores e a mecanica quantica. O estudo de um C*-
sistema dinamico leva de forma natural a consideracao de
uma nova C*- &lgebra, o produto cruzado, que codifica
informacao importante sobre o sistema dinamico. Em
particular, as representacoes do produto cruzado estao
sempre associadas a representacoes do sistema dinamico e
vice-versa. Os produtos cruzados foram introduzidos, para
grupos discretos, por Turumaru em 1955 e para grupos
localmente compactos arbitrarios por Doplicher, Kastler
e Robinson, que estabeleceram também a sua teoria de

representacoes, em 1966.

Definicao 4.1.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma
acao (global) de G em X € uma aplicagio de G x X em
X, denotada por (g,z) — g(x), satisfazendo as segquintes

propriedades:

(i) 91(92(x)) = (g192)(x), para quaisquer g1, 92 € G e x €
X;
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(ii) e(x) = x, para qualquer x € X, onde e € o elemento

neutro de G.

Se G é um grupo topologico e X um espaco topologico,
a agao diz-se continua quando a aplicagdo (g,z) — g(x) :
G x X — X é continua.

Dada uma acao de um grupo G em um conjunto X
define-se a GG - drbita de um subconjunto A C G como sendo

o conjunto
GA) ={g(zx)e X : ge G,z e A}.

Uma agao se diz livre se para qualquer x € X, g(z) =z
se e somente se g = e.

Um C*- sistema dindmico é uma tripla (A, G, «), onde
G é um grupo discreto, A é uma C*- algebrae a : G —
Aut(A) é um homomorfismo de grupos de G em Aut(A).
Dizemos que « é acdo de G em A.

Para uma acao de um grupo G discreto em um espaco
X Hausdorff localmente compacto, existe uma ac¢ao associ-
ada a : G — Aut(Cy(X)), dada por a(g)(f) = f(g ' (x)).
Reciprocamente, se (Co(X),G, ) é um C*- sistema dina-
mico com G um grupo discreto e X um espaco de Hausdorff
localmente compacto, entao G tem uma acao sobre X que
faz cumprir a igualdade a(g)(f) = f(g~'(x)). Para ter mais
detalhes, ver D. Gongalves [3|, capitulo 2.
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Seja (A, G, ) um C*- sistema dindmico. Definimos

WG A)={a=) ad : e € AVtEG, Y |laf| < o0},

teG teG

1 seg=t
onde 0;], = 0 segtt

eb=73 .00 € 11(G, A) definimos as operagoes de multi-

. Paraa =3, ad €l,(G,A)

plicacao e involugao por:

(axb)y = Z aray(b-1,) 7 € G,

teG
(@), = a,(aj-) v€QG,
E a norma de um elemento a = ), a;; por:
lall =D fla|
teG

Segue que [1(G, A) é uma * - algebra de Banach nor-
mada. Ver D. Gongalves [3], capitulo 2.
Definigao 4.1.2. Seja (A, G, ) uma C*- sistema dindmico.
O Produto Cruzado de A por G, pela a¢ao «, denotado por
A Xy G, € a C*- dlgebra envolvente de [, (G, A).
Proposigao 4.1.3. [1(G, A) ¢ uma core subalgebra de
Ax,G.

Demonstragao: Seja A\ uma representagao de (I;(G, A),
[Il - ||)- Precisamos provar que ||A(a)|| < |||a||| para qualquer

a € [y, onde
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llall| = sup{[|7(a)|| : & representagdo com [|7(a)| < [lals}-
™

Nao é dificil mostrar que Ay = {ady € [ : a € A}, com as
operacoes de [1, é uma C*- algebra, a qual é isometricamente

x-isomorfa a C*- algebra A. Entao, pela Proposicao 1.1.8,
IA(ady)|| < [|adyl|;, para qualquer ady € I;.
Segue que,

H)\(&t(St)HQ = [[A(adi) A" (a:de)|| = [IA((arde)(ade)") ||
= [|A((ade) -1 (ag)d—1) || = [[Aaraio) |
< |lasa;do|l = lara;]l = llae||* = [Ja:de ||,

entao |[A(a;0;)| < ||laide||;, para qualquer a;d; € 1.

Seja a = Zatét € [, entao

teG
M@l = IAQ @)l < D M ado)ll < Y llaid]
teG e teG
= _llaill = llalls.
teG

Logo, [[A(a)]| < ||all;, para qualquer a € (G, A).
Portanto, quando calculamos |||a|||, A é umas das represen-

tagoes consideradas e logo [[A(a)|| < [||a]||, para qualquer
a < ll (G, A) [ |
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Agora, vamos definir uma relagao de equivaléncia. Se-
jam X um espaco de Hausdorff compacto e G um grupo enu-
meravel discreto agindo livre em X (como homeomorfismo).

Definimos
R={(z,9(z)) : v€ X, g€G},

i.e., a classe de equivaléncia de x é simplesmente a GG - 6rbita
de z.
Para determinar uma topologia em R, note que a apli-
cacao
(x,9) € X x Gv+— (2,9(x)) € R (4.1)

é uma bijecao. De fato, é sobrejetiva devido a definicao de
R. Agora, se (z,9(x)) = (y. h(y)) =z =y e g(z) = h(y) =
g(z) = h(z) =z = (¢g7'h)(x) = g = h, pois a agdo & livre,
e segue a injetividade.

Definimos para R a topologia produto de X x G des-
locada ao longo da aplicacao (4.1.). Isto é, uma sequéncia
{(zn, gn(z1)) tnen converge para (z, g(z)) em R se, e somente
se, {x,}tnen converge para x em X e g, = g para qualquer
n, exceto para uma quantidade finita.

Observe que com esta topologia, para qualquer g € G,
os conjuntos By := {(z,g(x)) : = € X} sdo abertos e com-
pactos em R. Desta forma R é uma relacao de equivaléncia

étale, como se pode ver abaixo:
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e R= UBg e assim o- compacto;
geG
e para cada (z,¢(z)) € R o conjunto B, = {(z,¢9(z)) :
z € X} é uma vizinhanga aberta de (z, g(z)) e as apli-
cagoes range v : B, — X e source s : B, — X sao

homeomorfismos locais.

Nosso objetivo agora é provar que a C*- algebra cheia
associada a R, C*(R), é isomorfa ao produto cruzado
C(X) x4 G, onde a é a agdo associada de G em C(X), dada

por a(f)(z) = f(g~'(x)).
Antes disso, vamos reescrever o produto em C.(R). O

produto esta definido por: f * h(x,y) Z f(z,2)h(z,y).

Se (z,y) € R entao (z,y) = (z, g(x)) para algum ge G, ese
(x,2) € R entao (x,z) = (z,s(x)) para algum s € G. Assim
o produto em C.(R) fica definido por:

fah(z,g(x)) = fla,s(x)h(s(x), 9(x)).

Note que (s(x),g(x)) € R. Basta tomar y = s(x) e assim

(s(x),9(x)) = (y,(gs7)(y)) € R.

Para cada t € G, seja
B, = {(z,t7 Y (2)) : v € X},

que é um subconjunto aberto e compacto em R. Definimos

X por t — x;: G — C*(R), onde
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xt: R—C
1 se g=t!
Xi(z, 9(x)) = {
0 c.c.
Note que x; denota a funcao caracteristica de Fj.

Também definimos a aplicagdo A : C(X) — C*(R) por
Mf): R—C
A f)(z, g(x)) = { f(z) se g=e

0 C.C.

Definigao 4.1.4. Dado um C*- sistema dindmico (A, G, «),
uma Representacao Covariante de (A,G,a) € um par

m:A— B(H)
{ u:G— U(H)

homomorfismo do grupo G no espaco dos operadores unitd-

, onde ™ € uma representacao e u € um

rios U(H), tais que wym(a)(us) ™' = w(aw(a)) para todo a € A
e para todo t € G. Denotaremos uma representa¢ao covari-

ante por (7, u).

Afirmagao 4.1.5. (\, x) € uma representa¢dao covariante de

(C(X),G,a).

Demonstragao: Para provar esta afirmacao é necessario
mostrar que \ é uma representa¢ao, Y ¢ um homomorfismo

de grupos, x; sao unitarios e é satisfeita a relacao de cova-
rianca x, A\(f)x; ' = M (f)), para todo f € C(X),t € G.
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e ) élinear. Dados f,g € C(X) e k € C, temos que

NEf +h)(z, g(x)) :{ (kf+h)(x) se g=e

0 c.C.
s f(z) se g=e N h(z) se g=e
0 c.C. 0 c.C.

= EA(f)(z, g(x)) + A(h)(x, g(x))
= (EX(f) + A(h))(z, g(x)).

Logo A(kf + h) = (kA(f) + A(h)).
e ) é multiplicativa. Dados f,g € C(X), temos que

fh(z) se g=e

0 c.C.

A(fh)(x, g(x)) = {

0 c.c.

) { F@)h(z) se g=c

Por outro lado,

MDA (@, g(x)) = Y~ M), s(@)AR)(s(x), g(x))

= f(2)A(h)(z, g(x))
{ f(@)h(x) se g=e

0 c.c.

Logo A(fh) = A(F)A(h).

e )\ preserva x. Dado f € C'(X), temos que



83

fr(x) se g=e
c.C.

M), g(x))

I
—
e}

() se g=e

C.C.

Il
—
o kh‘

Por outro lado,

A (z,

M f)(g(x), z)
{f se g=e¢e {m se g=-¢e
0

c.C

Logo A(f*) =

Entao A é um * - homomorfismo da C*- algebra C'(X)
na C*- algebra C*(R).

e Y\ ¢ um homomorfismo. Dados ¢, s € GG, temos que

Xex Xs(z, 9(2) = Y xalw,r(z) (), 9(z))
reG

= xs(t™'(2),9(2)) (fazendo y =t~ (x))
1 se (gt)=s"!

0 c.c.

= xs(y, (9t)(y)) = {

se = 871
{ Loseg=0970 _ o).

0 c.c.

Portanto x; * Xs = Xts-
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e Y\ é unitario. Temos que

1 se g=e

Xe(xag(x)) = { )

0 c.c.

ou seja, X ¢ a unidade de C.(R). Dado t € G, pelo
item anterior, x;—1X¢ = X¢-1¢ = Xe ©

XeXe-t = X1 = Xe- Logo, X7+ = x¢—1. Além disso,

X; (7, 9(x)) = x:(g9(), 2) = x:(9(z), T)
= { LI ()

0 c.c.
Logo X; = X; " = Xt e,

Ixelles = [Ixixellos = Ixi xelles = lIxelle- = 1.

Portanto [|x||c- = 1.

A e x satisfazem a relacao de covarianca. Dados f €
C(X),t € G, temos que

M) #xg s g(@) = Y0 M) (s s(2)xe (s(2), g(2))

seG

= A(f)(z,t " g(z))

Entao,

Xe ¥ M) * x N2, g(2) = xex A(f) (2, 1 ()
= th(% s(x))A(f)(s(x),t " g(x))

seG
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Por outro lado,

se g=e

0 c.C.

flt7H(z)) se g=e

0 c.C.

Mo (F)) (@, g(a)) = { ex(f)(@)

Portanto x:A(f)x;' = Mau(f)) para todo f €
C(X), ted. |

O proximo passo é provar que C.(R) e [;(G,C(X)) s@o
x - isomorfos. Este isomorfismo provamos através da aplica-

¢ao ¢ definida por:

¢ : Iy — C*(R)
thét = Z A(fe) * Xt
teG teG

e ¢ ¢ um * - homomorfismo. Na verdade, isto vale para
qualquer representacao covariante. Aqui esta feito de
maneira particular.

Claramente ¢ é linear. Dados f = th(St e h =
ted

Z hsds em [, temos que

seG
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= () [i8)d(Y_ hsds) =D A(f)xe D Ahs)xs
= Z Z A(f)xeA(hs)xs

= Z)\ (fi)xeA(hs) (xe) ™ xexs

(étZAft (ea(h)xes = 323 Afoulle)

=ZZ¢(ftat i) = sztat
Zthéhé thacha

= ¢(fh)

a igualdade (x) é verdadeira pois (A, x) é uma repre-

sentagao covariante. Logo, o(f)o(h) = ¢(fh).
Lembre que (f*); = ay(f.). Assim,

— ¢ <Z a ft*_1)5t> . (4.2)

teG
Por outro lado,

= <Z)\(ft)Xt> = Z (f)xe)* ZXP\ fi)

teG teG teG

=3 A = S e A e 2 S Ma () xe-

teG teG teG
=S Meulfroe 2o (Z a(ft*—1)5t> = o(f").
teG teG
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A igualdade (x) é verdadeira pois (A, x) é representacao

covariante. Portanto ¢ ¢ um * - homomorfismo.

e ¢ é injetiva. Seja f = thét € ly, se

iec
$(f)=0=¢ (2”) =0= XE;A(ft) Xt =0

= ZGAW # xe(,9(x)) :tz V(z,g(x)) € R

=33 A(ﬂ)(ex, s(x))xa(s(2), g(x)) =0V € X, € G

teG seG

= Af)(@,tg(x)) =0V € X,g € G
teG
= fo(r)=0Vee X, ge= fi(x)=0Vore X, tc G

:>th(575:0:>]£:0

teG

Portanto ¢ é injetiva.

e ¢ é sobrejetiva. Tome f € C.(R) e defina

fi(x) == f(z,t7 1 (2)).

Entao f; é continua, pois é a composi¢ao de funcgoes
continuas (z — (x,t7(z)) — f(z,t7(z))). Como
G é discreto e f tem suporte compacto, o conjunto
{f + flx,t7'(x)) # 0} é finito, e segue que o con-
junto {t : f(z,t7'(x))} também é finito, digamos
{t:,--- ,t,}. Desta maneira f;,, = 0, f || = 0 para



88

todo k > n e,

I th@“ = Z [fell = 1 fell + -+ [ fe |l < o0

teG teG

Portanto Z fid; € 1. Por fim,

teG
¢ <Z ft5t> (2,9(x)) = > A(fe) * x(x,9(x))
te@ te@
=D AU s(@)xe(s(x), g(x)
teG seG
=Y A (s tg(x) = fyr(@)
teG
= [, g(x)) V (2,9(x)) € R.
Portanto ¢ é sobrejetiva. [

Para finalizar, pelo Corolario 1.22 em [11]| J. Renault,
C.(R) ¢ uma core subalgebra densa de C*(R), e pela Pro-
posicao 4.1.3, [;(G,C(X)) é uma core subalgebra densa de
C(X) %, G. Portanto, pela Proposi¢ao 1.2.7,

C*(R) ~ C(X) %, G.

4.2 Produto Cruzado Parcial

Definicao 4.2.1. Sejam G um grupo e X um conjunto.
Uma acao parcial o de G sobre X, é um par ordenado

({D,}yec, {agtgec), onde para qualquer g € G, D, € um
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subconjunto de X e ag : Dg-1r — Dy € uma bije¢io que sa-

tisfazem os sequintes axiomas:

(i) Do = X;

(ii) o (DN Dy-1) C Dgny-1 para quaisquer g, h € G;
(iii) agoan(x) = ag,(z) para qualquer x € o (DN Dy-1).

No caso particular em que D, = X para qualquer g €
G, o par ({D,}geq, {oy}tsec) € uma agao (global) de G sobre
X. Assim a definicao se resume as fungoes ay : X — X
tais que o, = Idx e agy 0 ap = gy

A seguir, duas proposigoes relativas as agoes parciais.

Proposicao 4.2.2. Seja ({D,},eq, {0y }tsec) uma agao par-
cial de um grupo sobre um conjunto X. As sequintes propri-

edades sao validas:

—1.

1. o, = Idx e Qg1 =0y ;

2. Ozg(Dgfl N Dh) = Dg N Dgh;
3. agoay € uma bije¢ao de D1 NDgp)-1 sobre DyMDyy,.
Demonstragao: Ver [3|, capitulo 4.

Proposicao 4.2.3. As condicées (i), (ii) e (iii) da defini¢ao

de acao parcial sao equivalentes as sequintes condigoes:

1. D.=X;
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2. agy, estende ay o oy, para quaisquer g, h € G.

Demonstragao:

(=) O item (iii) afirma que ag = a4 o a; em
@, (D, N Dy-1). Além disso, pelo item (i), temos que
Dom(ag o ap) € Dom(ag). Logo, agy, estende ay o .

(<) Suponha que (1) e (2) sejam verdadeiros. Assim
@, (Dy, N Dy-1) = Dom(a, o o) € Dom(ayy) = Dg_hl e
g 0y = agy em a; (Dy N Dy-1), 0 que prova (ii) e (ii).
]

Definig¢ao 4.2.4. Dada ({D,}sec, {0y }tgec) uma agao par-
cial de um grupo G sobre um conjunto X, a tripla (X, G, «)

€ denominada sistema dindmico parcial.

A definicao de uma acao parcial é um conceito que pode

ser particularizado para varias categorias.

Definigao 4.2.5. Seja ({D,}yec, {@y}sec) uma agao parcial

de um grupo G sobre um conjunto X. Quando:

(a) X € um espaco topoldgico localmente compacto Haus-
dorff, Dy € um aberto de X e oy : Dg-r — Dy é um
homeomorfismo, para qualquer g € G, « € dita uma

acao parcial de grupo G sobre o espaco topoldgico X.

(b) X é uma C*- dlgebra, D, é um ideal fechado (autoad-
junto) de X e oy : Dy-1 — Dy € um isomorfismo, para
qualquer t € G, « € dita uma acao parcial do grupo G

sobre a C*- dlgebra X.
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Definicao 4.2.6. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma
agao parcial ({Dy}gea, {ag}tgec) € dita livre se para todo x €
X, ag(x) = x se e somente se g = e, onde e € a unidade de

G.

Exemplo 4.1. Sejam G um grupo, X um espaco topologico
localmente compacto e ({X;}ieq, {at}ieq) uma agao parcial
de G sobre X. Seja A = Cy(X) e defina, para cada t € G,

={feA: fla)=0,Vx ¢ X;}.

Claramente, D; é um ideal de A, para todo t € G. Defina,

também
Bt . Dt_ 1 — Dt

f o= foor!
Afirmamos que ({D;}iea, {Bi}iec) € uma agao parcial de G
sobre a C*- algebra A. Ver [3], capitulo 4.

Definicao 4.2.7. Seja A uma C*- dlgebra e G um grupo.
Dada uma agao parcial ({Di}iec,{Bi}tiec), onde para qual-
quert € G, Dy € ideal fechado de A, seja

= {Z@t(st Doay € Dt € Z HatH < OO} g ll(G,A)
teG teG

Para a = (ay)ieq € L e b= (by)iec € L definimos as opera-

coes de multiplicacao e involugcao por:

(axb)y = Bu(Bi-1(ar)b1,),

teG
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(a*), = ﬁv(afy—l)v

€ a norma por:

lall = > llad]l

teG
Proposicao 4.2.8. As operacoes estao bem definidas e L €

uma * - dlgebra de Banach normada.
Demonstracao: Ver [3] D. Gongalves, capitulo 4.

Definicao 4.2.9. O Produto Cruzado Parcial de A por G
pela agao 3, denotado por AxgG, é a C*- dlgebra envolvente
de L.

Observagao 4.2.10. Prova-se, analogamente a l1(G, A),

que L é uma core subdlgebra de A x5 G.

A partir daqui consideramos G um grupo enumeravel
discreto, X um espaco topologico Hausdorff localmente com-
pacto e ({X:}iea, {arec}) uma agao parcial livre de G sobre
X. Além disso, assumimos que X; é o- compacto para qual-
quer t em G.

Para x,y € X, definimos
(r,y) e RC X x X

se existe t € G tal que € X;-1, y € Xy e ay(x) = y. Segue

que R é uma relacao de equivaléncia em X. De fato,

e 1€ X =X1=X_.ea/(r) =1z Entao (z,z) € R.
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e Se (z,y) € R entao existe t € G tal que z € X;-1,y €
X; e ay(r) = y, ou seja, existe s = t~! € G tal que
r € Xg,y € Xg1 e ag(y) = ay-1(y) = z. Portanto
(y,z) € R.

e Se (z,y) € Re (y,2) € R entdo existem ¢,s € G tais
que z € X1,y € Xy N X1,z € Xg,au(x) =y e
as(y) = z. Isto implica que, z € a; *(X; N X,1) C
X1, 2 € 0s(Xe1 NXy) = XN Xy e 2= a,(y) =
as(ay(z)) = ag(r). Tomando r = st temos que, x €

X,-1, z € X, e a,.(x) = z. Logo (z,z) € R.

Note que os elementos de R sdo da forma (z, ay(z)) e
que para cada elemento (x,y) € R existe um tnico ¢t € G tal
que (z,y) = (z,a¢(x)). De fato, se existem t,s € G tal que
(x,y) = (z,4(x)) e (x,y) = (z,as(x)) entdo a(x) = ag(z).
Como = € a;'(X, N X;) implica que z = a;-1(a,(x)) =
ap-14(r) em a1 (X, N X;), mas « é livre, entdo t = s.

Como no caso da agao global, dotamos R com a topo-

logia produto de X x (G deslocada através da bijecao
(x,t) € X x G — (x,q(x)) € R. (4.3)

Aqui nao sera diferente, esta aplicacao é sobrejetiva pela
definicdo de R. Agora, se (z,a4(x)) = (y,a5(y)) = « =
yea(r) = as(y) = a(r) = as(z) e z € a1 (X, N Xy) =

r = o1 (a(x)) = ap-14(x) = t = s, pois « é livre. Portanto
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a aplicacao (4.3) é injetiva.

Por hipotese, X; é o - compacto para cada t € G.
Entao existe uma familia enumeravel de subconjuntos com-
pactos de X, {K} }nen, tal que X; = (J, oy K5,. Segue que

0s conjuntos
U = {(z,e(z)) + 7 € K}

sao compactos e R = J,cq pen Urn € 0 - compacto.

Se (z,4(x)) € R entdo U := {(z,4(2)) : z € Xy-1}
¢ uma vizinhanga aberta de (z, ay(x)) e as aplicagdes range
r: U — X1 e source s : Uy — X; sao homeomorfismos.

Portanto R é étale.

Sejam f,h € C.(R). O produto f % h em C.(R) fica
definido por:

fxh(x, oz Zf z, ag(x)) W (), o ().

seG

Observe que (o (), ay(z)) € R, pois € a; (X, N X-1) e
tomando y = a,(x), pela Definicao 4.2.1 item (7ii), temos
que a;(z) = a(@s-1(y)) = aus-1(y). Logo (ay(w),ai(2)) =
(v, us1(y)) € R

Definimos ¢ : Cy(X) — C.(R) por:

f(z) set=e

O(f)(x, on(x)) = {

0 c.c
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E p:G— C.R) por :

1 set=g!

0 C.C.

p(9)(x, ) = {

Mostra-se que ¢ € um * - homomorfismo, analogamente

a A no caso global. E também prova-se que p é um homo-

morfismo, p(g~") = p(g)™" = u(g)* e [|u(g)ll = 1, da mesma

forma que y no caso global.

Dada a agao parcial ({X;}ieq, {a}iee) do grupo G so-
bre X, pelo Exemplo 4.1, existe uma acao parcial associada
({D:}+,{B:}+) do grupo G sobre a C*- algebra Cy(X) tal que

={feCy(X) : fla)=0Vz ¢ X,} e
Bt : D1 — Dy
f o= foa!
Afirmagao 4.2.11. u(g)o(f)u(g)™" = o(By(f))-

Demonstragao: Primeiro note que,

O(f) * nlg) H(w, an(@)) =) o), as(@))ulg ") (as(x), ae())

seG

= ¢(f)(z, og-14(2)).
(4.4)

Entao,

11(g) * ¢(f) * p(g™") (@, an(x)) = p(g) * o(f) (2, ag-1,(x))
ST u(9) (@, s (0)S(f) (s (), g1, (2))

seG
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flag-1(x)) set=e

0 C.C.

= O(f)lag1(x), ag1y(x)) = {

Por outro lado,

By(f)(x)) set=e

0 c.C.

DBy () (; () =

f(a;l(x)) set=e
0

C.C.

flag-(z)) set=e
0

C.C.

Portanto 11(g)p(f)u(g) ™" = o(B,(f))- .

Proposigao 4.2.12. As C*- dlgebras Co(X) x5 G e C*(R)

sao isometricamente x - isomorfos.

Demonstracao: Uma vez que C.(R) é uma core subalge-
bra densa de C*(R) pelo Corolario 1.22 em [11], e £ é uma
core subalgebra densa Cy(X) x5 G, pela Proposicao 1.2.7,
basta provar que £ e C.(R) sdo isomorfos como * - algebras.

Para isto definimos,

E L — C.(R)
Y by = Y ol fnlg).

geG

e p éum * - homomorfismo. Como p é claramente linear,

basta verificarmos que ela separa o produto e preserva
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a involucao. Dados ¢,t € G, f, € Dy e hy € D, arbi-

trarios temos que,

fg5 *ht5t Zﬁs Bs—1 (ht5t)s 7)

seG

= Byt-1(ty=1 (fg0g)ye-1 1)
- Bg(ﬁg*l(fgég)g)ht)
_ { ﬁg(bgfl(fg)ht) se y =gt

0 c.C

LOgO, fg(5g ES ht6t = ﬁg(ﬁg—l(fg)ht)(sgt. Dai,

(By(Bg=1(fg)he)dge)

By(By-1(fo)he)p(gt)
1 (fo)he) (g™ (g n(t)

~1(fg))p(he)p(t)

p(fg0q * hidy) = )
)

S
<
@

A;\

p
¢
W

=
1
¢
p

(
(
(
(
(
(

ok
QO«)\_/
~—
s
—~
>
~+~
>
S~—

Portanto, como p é linear, segue que para ngég,
g
Z h:d; € C*(R) arbitrarios, temos que

(5] (5] (2 (5
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Além disso,

((fgég)*)v = Bv((fgég)i;—l) = ﬁw((fgag)fy—l)

1 * — —1
:{Bg (fy) sev=y = B ()0,

0 c.C

Entdo (fy6y)* = Byg-1(fy)dg-1. Assim,

P((fgég)*)

P( g9~ 1(f )6g ) ( 9~ (f) )M(g_l)
1o e fm(gulg™) = ulg™Ho(fy)
1(9)* ¢ (fo)" = (0(fo)(9))" = (p(f404))"

Segue que p ((Z f96g> > = (p (Z fg59>> , pois
geG geG

p € linear.

e p ¢ injetiva.

Seja f = ng(Sg tal que p(f) = 0. Entao
g

f)—Oép(ngég>—0
:>,0(ng ) z,oq(x)) =0V (z,04(z)) € R

geG

= Y d(fou(9)(x,as(x)) = 0V (z,04(x)) € R
g

= 3N 6(f,) (@, as(@)lg)(as (@), ar(z)) = 0
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=Y o(fy) (@, ag(x) =0Vz € X,t€G

9
= fi-1(z) =0Vz e X,t€G
= f=)_ fs0y=0
9

Portanto p é injetiva.

e p & sobrejetiva sobre C.(R).
Tome f € C.(R) e defina

fi(z) = f(z, a1 ().

Entao f; é continua uma vez que é a composi¢ao,
x = (r,040-1(x)) = f(z,a0-1(x)), de fungdes conti-
nuas. Como G é discreto e f tem suporte compacto,
segue que o conjunto {t € G : f(z,q-1(x)) # 0}
¢ finito, digamos para ti,---,t,. Desta forma f;, =
0, || fe.]] =0 VEk > n. Assim,

1D fedell =D 1l = N fell - -+ [1funll < oo

teG teG

Portanto, Z 0, €L ep <Z fgc59> (x, o (x))

geG geqG

= fi-1(x) = f(z,04(2)) V(z,4(x)) € R como dese-
jado.

Acabamos de provar que £ e C.(R) sao * - isomorfos e
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portanto
Co(X) x5 G ~ C*(R).

4.3 Diagrama de Bratteli

Considerado como um grafo direcionado, um diagrama
Bratteli é uma sequéncia de camadas de vértices com
qualquer variedade de arestas somente para as camadas
consecutivas. E usado para descrever sequéncias de C*-
algebras de dimensoes finitas. O conceito foi introduzido
por Ola Bratteli, Inductive limits of finite dimensional
C*-algebras, em 1972.

Definicao 4.3.1. Um Diagrama de Bratteli ¢ um grafo di-
rigido infinito (V, E) tal que o conjunto dos vértices V. =
Unso Vi € 0 conjunto das arestas £ = |, E, sao decom-

postos em subconjuntos disjuntos V,, e E, tal que:
(i) Vo = {vo} € um tnico ponto;
(ii) V,, e E, sao conjuntos finitos para todo n € N;

(1ii) existe uma aplicagao inicial i : E, — V,_1 e uma apli-
cacao terminal t : E, — V,, e i~ € ndo vazio para

todov em V, et™t é nao vazio para todo v # vy em V.
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Podemos esbocar um diagrama de Bratteli como na

figura abaixo.

Figura 1: Diagrama de Bratteli

Definigao 4.3.2. Seja (V,E) um diagrama de Bratteli.
Para M > 0, um caminho p € uma Ssequéncia de ares-
tas (enr41,€nt2,--+) tal que e, € E, e t(e,) = i(ent1)
para todo n > M. Para N > M, um caminho finito
p = (err1,enm42," - ,en) € a truncagem de um caminho in-

finito.

Definigao 4.3.3. Seja (V, E) um diagrama de Bratteli. De-

finimos o espago X (V, E) como sendo a colegao dos caminhos
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infinitos do diagrama comegando em vy. Fxplicitamente es-

crevemos
X(V,E) ={z = (21,22, ) : T € En, t(xy) = i(zp41)Yn > 1}

Observe que podemos considerar x como um elemento
o0
do produto cartesiano H E,.

n=1
Equipando cada FE, com a topologia discreta este

torna-se um espaco compacto por (ii), e assim, pelo Te-

[o@)

orema, de Tychonov, o produto cartesiano HE" é com-
n=1

pacto com a topologia produto. Podemos ver X (V] E) como

um subconjunto fechado de H FE,, e portanto também com-

pacto. De fato, para cada nn € N, a projecao canoOnica
T Ty HZL FE, — FE, é continua. Também as aplicacoes
terminal ¢ : £, — V,, e inicial ¢ : E,,.; — V,, sao continua
para todo n € N, uma vez que F, e V, sao discretos. Se-
gue que as aplicagoes p, : [[72, B, — Vi, pul(z) = t(z,,)
e Yo 12y En = Vi, n(2) = i(zn41) sdo continuas para
todo n € N. Como, para cada n € N, V,, é discreto e por-
tanto Hausdorff, o conjunto F,, = {z € [[)_, E, : t(z,) =
i(@p1)} ={z € [[L2,En : pn(z) = 7u(2x)} é fechado em
[[,2, E,. Portanto X = Fy N Foa N FyN--- ¢é fechado em
50

H E,, como queriamos.

n=1

Definicao 4.3.4. Definimos EYN como o conjunto dos cami-
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nhos comecando em Vg e terminando em Vi, isto ¢€,
EN = {p = (eo,e1, - ,en) : ey € En,t(en) =i(ent1),¥Vn < N}.

E para qualquer p € EV, definimos

Ulp) ={z e X(V.E) : (z1,--,2n) =p}
Proposicao 4.3.5. Seja X(V, E) um diagrama de Bratteli.

1. U(p) € aberto e fechado, em particular compacto. E

X(V, E) € Hausdorff.
2. A colecao de todos os conjuntos
{U(p) : pe BN, N >1}
¢ uma base enumerdvel para a topologia em X (V, E).

3. X(V,E) é compacto, metrizdvel e totalmente des-

conezo.
Demonstragao:
1. Claro que U(p) é aberto pois
Ulp) = ({eo} x {er} x -+ x{en} X Engr x -+ )NX(V, E).

Em seguida, se p,q € EN e p # ¢, entao U(p) e

U(q) sao disjuntos. Note que estes conjuntos cobrem
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X(V, E), ou seja, para N > 1 fixo

x(v.B) =] __ U

peEN

Sex € X(V, E) entao xz € U(p) para p = (x1,- -+, TN).
Logo o complementar de U(p) é a unido finita dos ou-
tros U(q), que é aberta, e portanto U(p) é fechado e

compacto.
Sejam z,y € X (V, E) com x # y. Entao existe N > 1
tal que xy # yn, fazendo p = (a1, ,zy5) € ¢ =

(y1,-- - ,yn) segue que x € U(p), y € U(q) e U(p) N
U(q) = @. Portanto X (V, E') ¢ Hausdorft.

. Para cada ponto z € X(V, E) existe U(p) tal que z €
U(p), basta tomar p = (z1,- -+ ,xy).
Sejam p = (ey, -+ ,ey) e ¢ = (f1,--+, fu), e suponha
que M > N. Sex € U(p)NU(q) entao (zy,--- ,xn) =
(e1,-+,en) e (z1,- - ,xn) = (f1, -+, fu). Tome
r=(z1, - ,Tm, Tpy1), segue que x € U(r) e U(r) C
Ulp) nU(q)-

Portanto, pela Proposi¢ao (1.3.2), a cole¢do
{Up) : pe EY, N >1}

forma uma base para X (V,FE). Além do mais, EV &
finito para todo N > 1 e assim a cole¢ao {U(p) : p €

EN. N > 1} é uma base enumeravel.
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3. Ja temos que X (V, E) é um espaco de Hausdorff com-
pacto com base enumeravel. Entao, pelo Teorema da
Metrizacao de Urysohn, X (V| F) é metrizavel. Agora,
X(V,E) é totalmente desconexo pois é metrizavel e

tem uma base de conjuntos simultaneamente abertos e

fechados. [ |

Agora, nosso objetivo é determinar uma relacdo de

equivaléncia étale R em X (V, E). Para isto definimos,
(z,y) € RC X(V,E) x X(V, E)

se e somente se existe N € N tal que z, = y, para todo
n > N. Temos que R define uma relacao de equivaléncia
em X (V,FE), chamada de relagdo de equivaléncia “cofinal”
ou “tail”.

Para cada N > 0 definimos,
Ry ={(z,y) : z,ye X(V,E) ez, =y, Vn> N}.

Observagao 4.3.6. Ry = {(z,z) : =z € X(V,E)}, Ry €
uma relacao de equivaléncia, Ry estd contido em Ryiq e

ainda,
R=J Ry.
N=0

Dotamos cada Ry com a topologia relativa de
X(V,E) x X(V,E) e R com a topologia limite indutivo.

Ou seja, um subconjunto U C R é aberto se, e somente
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se, U N Ry é aberto em Ry para todo N > 0.

Com essas topologias temos que Ry é subconjunto
aberto de Ry, para todo N > 0 e consequentemente, Ry ¢é
um subconjunto aberto de R para todo N > 0. Realmente,

note que U C Ry é aberto se

U={(x,y) e Ax B : A BC X(V,E) sao abertos e
Tp =Yy, ¥V n>N+1}

Logo,

é aberto em Ry.1. Segue que Ry também é um subconjunto
aberto de Ryi2, Ryys,---. Para concluir, vamos ver que Ry
é aberto em R para todo N.

Se M > N,

Ry N Ry = Ry aberto em Ry,
ese M <N,
Ry N Ry = Ry aberto em Ryy.

Outro fato importante para provarmos é que Ry é com-

pacto em R para todo N.
Proposicao 4.3.7.

1. Ry € fechado em X (V, E)x X(V, E), da mesma forma
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Ry € fechado em Rpy.y;.
2. Ry € compacto.
3. Ry € subconjunto compacto de R.
Demonstracgao:

1. Seja {(x*,4*)}reny uma sequéncia em Ry que converge
para (z,y). Claro que (z,y) € X(V,E) x X(V,E),
pois X(V,E) é fechado. Sejam = = (xy,z9,---) e
y = (y1,Y2, - -+ ), Precisamos apenas provar que I,, = ¥,
para todo n > N. Como a topologia de Ry é a
topologia relativa de X(V, E) x X(V, E), segue que
limy o0 2% = x,, € limy_ 500 y* = y,,. Para cada k fixo,
(2%, 9y%) € Ry e 2F = ¢* para todo n > N. Logo,
z, = limy_o xﬁ = limy_, o yf; =y, para todo n > N,

como queriamos.

2. Vimos que X(V,E) é compacto, entao X(V,E) x
X(V,E) é compacto. Pelo item 1., Ry é compacto
com a topologia relativa de X (V. E) x X(V, E).

3. Seja {Ur}rer uma familia de conjuntos abertos em
R que cobrem Ry. Com efeito, a familia (V) =
Uy N Ry)aer de subconjuntos abertos de Ry co-
brem Ry. Pelo item 2., existe uma subfamilia finita
(Vay, -+, Vi) tal que Ry €V, J---JV,,. Portanto
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{U,}1-, é uma familia finita de conjuntos abertos em

R que cobrem Ry. [ |

Definicao 4.3.8. Para cada N > 0 e para p,q € EV, p =
(e1,-+,en), ¢ = (f1, -, fn) definimos:

Ulp,q) ={(z,y) : 2 € U(p),y €U(q) exn =y, ¥n > N}.

Note que U(p,q) ¢ nao vazio se e somente se t(ey) =
t(fn). U(p,q) é a intersecgao de Ry com o produto carte-
siano U(p) x U(q), que & aberto em X (V,E) x X(V.E) e
portanto U(p, q) aberto em Ry, Ryi1,---. Além do mais,
U(p,q) é aberto em R. De fato, se M > N,

U(p,q) N Ry = U(p, q),

que é aberto em Ry, logo aberto em Ry;. Ese M < N,
Up,q) N Ry = U@, ),

/ / 2
com p = (61,"' ,GM) eq = (f1,--- ,fM), o qual é aberto
em Ry;.

Enfim, temos todas as informacoes necessarias para

mostrar que R é uma relacao étale.

(0. 0]
e R= U Ry é o - compacto pela Proposigao 4.3.7 item
N=0

3.

e Se (z,y) € R entao existe N > 0 tal que (z,y) € Ry.
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Tomando p = (21, -+ ,zn) e ¢ = (Y1, ,yn) temos
que U(p, q) é uma vizinhanca aberta de (x,y) e U(p) e
U(q) sao vizinhangas aberta de x e y, respectivamente.
E as aplicagoes range v : U(p,q) — U(p) e source s :

U(p,q) — U(q) sao homeomorfismos.

Agora vamos & busca da C* - algebra associada com a
relacao de equivaléncia cofinal de um diagrama de Bratteli.
Primeiro passo vamos descrevemos C*(Ry), para N fixo.

Para v € Vy, X, denota o conjunto de todos os cami-

nhos em X que passam em v. Podemos escrever

X = U X,.

veEVN

Note que para todo x em X,, y em X,, com v,w € V,
e v # w temos que (z,y) ¢ Ry.
Seja X! o conjunto dos caminhos de vy até v e seja X/

o conjuntos dos caminhos a partir de v. Observe que
X, ~ X! x X/

e a restrigdo de Ry para X, ¢ a relago trivial em X!, R =
X:x X!, produto com a relagao co-trivial em X/, R} = A
(note que X pode ser identificado com X e assim Hausdorff

compacto). Agora, usando os exemplos 3.4 e 3.6 obtemos

Cr(Ry) = P (C(X], My (C)))

’l)GVn
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onde K (v) = |X|.

Para finalizar serd necessario as definicoes de uma
sequéncia indutiva de C*- algebras e do limite indutivo de

uma sequéncia indutiva.

Definicao 4.3.9. Uma sequéncia indutiva de C*- dlgebras é
uma sequéncia {Ap}o, de C*- dlgebras e uma sequéncia py, :

A, — Anyq de x - homomorfismo, usualmente escrevemos
A 2 A, B2 A 2

Para m > n devemos também considerar os x - homomorfis-

mos compostos

@m,n:@mfloﬁpmf2o"'ogpn:An_>Am-

0s quais, juntamente com o * - homomorfismo ¢,, sao cha-
mados de x* - homomorfismos de liga¢ao (ou aplicagoes de
ligagio). E conveniente considerar os * - homomorfismo de
ligagao @y, n quando m < n. Sao definidos por p,, = Ida,

e Omn = 0 quando m < n.

Definicao 4.3.10. Um limite indutivo de uma sequéncia in-
dutiva

Ay B Ay B A3

de C*- dlgebras é um sistema (A, {pn}2y), onde p, : A, —

A € um *x - homomorfismo para cada n € N, e tais que as
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duas condi¢oes sao satisfeitas.

(i) O diagrama

A, o A
A

comuta para cada n € N.

n+1

(i) Se (B,{\.}22,) € um sistema, onde B é uma C*- dl-
gebra, \, : A, — B € um x - homomorfismo para cada
n €N, e com N\, = \11 0@, para todo n € N, entao
existe um unico * - homomorfismo A : A — B fazendo

o diagrama

Ap
2N
B

A

A

comutar para cada n € N.

Proposicao 4.3.11. Toda sequéncia indutiva de C*- dlge-

bras

Ay Ey Ay 4y 5

tem um limite indutivo (A, {u,}). Além disso satisfaz:
1A= u(Ay);
2. |lp(a)|| = limm—ool|@man(a)|| paratodon € N ea € A,;

3. Ker(pu,) ={a €A, 1 limpxl@mnl =0};
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4. se(B,{\.}) e A: A — B sao como na Defini¢ao 4.3.10

(17), entao:

(a) Ker(u,) C Ker(\,) para todo n € N,

(b) X € injetiva se, e somente se, Ker(\,) C Ker(uy,)
para todo n € N,

(c) X € sobrejetiva se, e somente se, B = U;2 | A\, (Ay).

Demonstracao: Ver [12], pg 94.

Enunciadas as definicoes e a proposi¢ao necessarias,
voltamos ao contexto da C*- algebra reduzida associada a
relacao de equivaléncia cofinal de um diagrama de Bratteli.

Obtemos uma sequéncia
RyCRICRy,C---CR
tal que R = UN20 Ry. Agora vamos provar que
Cr(Ry) CCr(Ry) CCr(Ry) €,

e que C*(R) é isometricamente * - isomorfo ao limite indutivo

da sequéncia de C*- algebras
Cr(Ro) = C(Ry) = CY(Ry) =5 -+

Proposicao 4.3.12. C}(Ry) ¢ wuma subalgebra de
C*(Rn+1), para todo N =0,1,2,---.

Demonstragao: E suficiente mostrar a proposicao para



113

N = 0. A idéia é incluir uma funcao f € C.(Ry) em C.(R;),
estendendo-a com 0 em Ry \ Ry. Mais explicitamente, defi-
nimos i : C.(Ry) — C.(R;) por

f(x,y) se (ZE,y) S RO

i(f)(l‘,y):f(l',y):{ 0 s (ZE,y)ERl\Ro :

Vamos provar que ¢ é um * - homomorfismo isométrico.
E assim podemos estender ¢ para um * - homomorfismo iso-
métrico de C}(Ry) em Cj(R;). Denotamos a classe de um

ponto x em Ry por [z]y.

e i éum *x - homomorfismo. Temos que

- Frgla,y)= > fla,2)g(zy) se (x,y) € R
fxg(z,y) = z€lz]o
0 se (z,y) € Ri\ Ry

Por outro lado,

e temos duas possibilidades. Se (z,y) € Ry \ Ry, entdo para
todo z € [z];, ou (x,2) € Ry \ Ry ou (z,y) € Ry \ Ry, caso
contrario teriamos (z,y) € Rp. Entao para todo z € [z]y,
ou f(x,z) = 0 ou g(z,y) = 0 e assim f* g(z,y) = 0 se
(x,y) € Ry \ Ry.

Se (x,y) € Ry. Seja [x]p o conjunto {z € [z]; : (z,2) €
Ry} e [z]y — [z]o = {z € [z} : (z,2) € Ry \ Ry}. Observe

que se z € [z]o entdo (z,y) € Ry, e se z € [z]; — [z]o entdo
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(z,9) € Ry \ Ry, e assim g(z,y) = 0. Isto implica que

frgley) = [5Gy + Y, @25y

= > fx,2)g(z,y) = f*glx,y).

e i € um homomorfismo.

A condicao * segue imediatamente e assim ¢ é um * -
homomorfismo.

e | é uma isometria. Temos que a norma reduzida de

uma funcio f € C.(Ry) é dada por ||fllrea = sup | A:(F)ll;
reX

NP = 3 Fl 2)2)
z€[x]1

para § € (%([z],).

Podemos escrever [z]; igual a unido disjunta [xy]o U

onde

[1]o U [x2]o - -+, onde x; € [z]; para todo i € N. Portanto
C([z]1) = £([zolo) ® C([z1]o) © ([22)0) © - -

Sejam AL(f) := A (f) e A2 (f) = A (f). Observe que
AL(f) atua em ([z];) e A2 (f) atua em ¢€2([z]).

Uma vez que mostrarmos que AL(f) = EB)\O (f), temos
que || fllrea = sup NI = sup | D

E um fato da anélise func1onal que, se um espago de
Hilbert H = @ H;, T = @71, ¢ um operador limitado em

H e ||T;]| é uniformemente limitado entao ||T'|| = sup;, || 7] -
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Usando este fato, temos que

supllEBAO ||—Sup{ sup HAZi(f)H}
T[T zilo

i [z]1=U[;]

= sup [ Az (N)Il = 1],
zeX

e portanto ¢ é isométrico.

Ainda precisamos provar que AL(f) = @ A\° (f) . Ob-
serve que (2([z;]o) € (*([z];) ¢ invariante em AL(f), para
qualquer 7 € N. Para ver isso, seja i € N e & € (*([z];) com
suporte em (?([z;]o). Agora, suponha que y ¢ [r;]o. Quere-
mos mostrar que AL(f)(€)(y) = > ey [ (W, 2)€(2) = 0. Mas
isto segue imediatamente uma vez que percebemos que, se
(y,2) ¢ Ry entdo f(y,z) =0, e se (y,2) € Ry entdo z ¢ [x]o
e portanto £(z) = 0.

Em seguida, mostramos que Ai}(f)uQ([l’i]O) = X).(f) e
consequentemente, os resultados desejados segue, uma vez
que 2([z]1) = ([z0]o) & ([x1]0) & £%([12)0) & - - -. Entao,
tome £ € (*([xi]o) e seja y € [xi]o. Sejam Zy = {z € [z];
(y,2) ¢ Ro} SZl ={z € z]1 : (y,2) € Ry & z € [15]0}
Observe que f(y,z) =0 € Z,. Entao, temos como desejado:

= 3 w2 = Y Fw e + Y Flu.2)E)

zE[ } z€Z1 2E€Z>
= 3 () = 20, (F) €l ) ).
z€[z]o
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Proposicao 4.3.13. O limite indutivo das C*-dlgebras

C¥(Rn), im C(Ry), € isomorfo a C*- dlgebra C}(|J Ry) =
—

C*(R).

Demonstragao: Para provar essa proposicao, primeiro
precisamos definir uma familia de inclusées de C}(Ry) em
C*(U Rn). Definimos estas inclusoes, da mesma forma que
incluimos C¥(Ry) em C*(R;), na proposicao anterior. Assim,
paran =0,1,2,--- definimos \, : C.(R,) — C.(J Rn) por

f(xay) se (J:,y) € Rn

)\n(f)(x’w - { 0 se (x,y) S (U RN) - Ry

Cada A\, é um * - homomorfismo isométrico e, portanto,
pode ser estendido a um * - homomorfismo isométrico de
C*(R,) em C*(|JRx) (a prova desta afirmacgao é andloga
a proposi¢ao anterior). Agora, denotamos por iy a inclu-
sao de C*(Ry) em C'(Ryny1). Entao A\, = \,41 01,, para
todon =0,1,2,--- e, pela Defini¢ao 4.3.10 (ii), segue-se que
C*(U Ry) é isomorfo ao limite indutivo li_r)n CY(Ry), como
desejado. [ |
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5 Skew Anel de Grupo

Em 2005, M. Dokuchaev e R. Exel [1] obtiveram resul-
tados a respeito de agoes parciais num contexto puramente
algébrico. Motivados por este trabalho e pelos exemplos do
capitulo anterior elaboramos este capitulo. O capitulo 5 tem
uma “caraZZ diferente dos outros, pois esquecemos aqui a
topologia étale.

Sejam G um grupo enumeravel e X um conjunto qual-
quer. Dado uma acao h de G em X, mostraremos que existe
uma a¢ao associada a de G em Fy(X) (o conjunto das fun-
¢oes de X em um corpo K eventualmente nulas). E vice-
versa, dado uma agao a de G em Fy(X), existe uma agao h
de G em X tal que a é proveniente da acao h.

Definiremos uma relacao de equivaléncia em X, ana-
loga ao primeiro exemplo do Capitulo 4 (claro que aqui sem
a topologia), e construiremos uma K - algebra associativa a
partir desta relacao de equivaléncia. E por fim, provaremos

que esta K - dlgebra associativa é K - isomorfa ao skew anel
de grupo Fo(X) x4 G.
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5.1 Homomorfismos sobre um Corpo
K

Nesta primeira secao vamos provar que existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre um conjunto qualquer X e o
espaco de todos os K-homomorfismos ¢ : Fo(X) — K, onde
K é um corpo e Fo(X) é o conjunto de todas as fungoes

f X — K eventualmente nulas.

Definicao 5.1.1. Seja K um corpo. Um conjunto A € uma
dlgebra sobre K, ou uma K - dlgebra, se A é um espaco
vetorial sobre K e existe uma multiplicacao bem definida em

A .

)
AxA — A
(z,y) — ay
que satisfaz as sequintes condicoes, para quaisquer x,y,z € A

ekeK:
(i) k(zy) = (kx)y = z(ky);
(i) (x+y)z=xz+yz e z(x +y) =z + 2y.

Se xy = yx dizemos que A € uma K - dlgebra comuta-
tiva.
E se (zy)z = z(yz) dizemos que A € uma K - dlgebra

associativa.

Definicao 5.1.2. Um conjunto nao vazio I C A é um

ideal de A se para quaisquer x,y € I,a € A tem-se
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04,7 —y,azx,xa € I.

Um ideal M de A diz-se um ideal mazimal em A se
M # AeseJ éumideal de A tal que M C J C A entao J =
M ou J = A.

Exemplo 5.1. Sejam X um conjunto qualquer e K um
corpo. Denotamos por Fy(X) o conjunto de todas as fungoes
f: X — K tal que f tem suporte finito, ou seja, f(z) = 0
para todos os pontos x € X, exceto para uma quantidade
finita de x’s. Definimos as seguintes operac¢oes em Fy(X),

para quaisquer f,g € Fo(X),k€Kex € X,
o (f+9)(x) = f(x)+g(x);
o (kf)(z)=Fk.f(z);
o (f9)(x) = f(x)g(x).

As operacoes estao bem definidas, pois f + g, kf e fg tém
suporte finito. E como K é uma éalgebra sobre K, temos que

Fo(X) é uma algebra com as operagoes acima.

Exemplo 5.2. Note que Fy(X) é uma algebra sem unidade.
Seja Fo(X) a unitizacao de Fy(X) (como no Capitulo 1).

—_——

Os elementos de Fy(X) sao da forma (f,\) com f € Fo(X),

—_——

A € Ke Fy(X) torna-se uma K - algebra com as operagoes

definidas por:

o (fiN)+ (g, 1) =(f+g, A+ p);
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o k(f,\) = (kf, kN);
o (LN, 1) = (fg+ g+ pf, \w);

para quaisquer (f,\), (g, 1) € Fo(X) e k € K.

Exemplo 5.3. Sejam X um conjunto, K um corpo e
FX)={f: X =K :#{kecK: #{f'(k)} =00} =1}.

Observe que F.(X) é o conjunto das “fun¢des eventualmente
constantes”. Definimos em F.(X) as mesmas operagoes do

Exemplo 5.1. Desta forma F.(X) também é uma K- algebra.
Observacao 5.1.3.

1. A funcao constante igual a lg, que denotamos por fi,
¢ a unidade de F.(X).

2. f € Fo(X) € inversivel se, e somente se, f(x) # 0 para
todo v € X.

3. Se f € Fo(X) entao #{k € K : #{f'(k)} = oo} =
#{0} = 1. Portanto f € F.(X) e Fo(X) C F.(X),
além do mais, Fo(X) € um ideal de F.(X).

Lema 5.1.4. F.(X) = span{Fy(X), f1}.

Demonstracao:
(C) Seja f € F.(X). Entao existe um tnico ¢ € K
tal que #{f '(c)} = oo. Se f = centao f = cf] €
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span{Fo(X), f1}. Caso contrario, existem z,--- ,x, € X

tais que f(z;) # c¢. Definimos g : X — K por:

g(z) =

Y

{O sex € X\ {xy, - ,z,}

flx)—c sexe{ry, -, ,x,}
Entdo g € Fo(X) e f = g + cfi. Portanto f €
span{Fo(X), fi}.
(D) Se f € span{Fy(X), f1} entao f = Z (cifi)+cfi,
onde ¢,c; e Ke f; € Fo(X) parai=1,---  n. Como cada f;

tem suporte finito, Zcifi também tem suporte finito, su-
i=1

ponha que seja {z1, -+ ,z,}. Entdo f(x) = ¢ para qualquer
v € X\ {zr, -+ an} e #{k € K : #{f7H ()} = oo} =
#{c} = 1. Portanto f € F.(X). |

No desenvolvimento do Lema 5.1.4, podemos obser-
var que qualquer fungio de F.(X) pode ser escrita como
a soma de uma fun¢ao g em Fy(X) mais uma funcdo cons-
tante f(z) = A, a qual denotaremos apenas pela constante
A, e ainda, f é escrita de forma unica. De fato, se f € F.(X)

é tal que
f=9g+X geF(X), €K, e

f=h+k heFy(X),kek,

entdo g — h = k — X\. Mas como g — h € Fy(X), podemos
apenas ter K — A = 0. Portanto £k =\ e g = h.
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Definigao 5.1.5. Sejam A e B duas K - dlgebra. Uma apli-
cacao ¢ : A — B diz-se um K - homomorfismos se para

quaisquer z,y € A e qualquer k € K se verifica:
(i) Y(x +y) = v(x) + ¢(y);
(ii) P(kx) = ki (x);

(iii) P(zy) = V()P (y).

Um K - homomorfismo diz-se um K - isomorfismo se for
bijetivo.

—_—

Lema 5.1.6. As K - dlgebras Fo(X) e F.(X) sao K - iso-

morfas.

Demonstracao: Este isomorfismo se da via aplicacao p :
Fo(X) — Fo(X) definida por p(f,\) = f + A. |

Definicao 5.1.7. Um homomorfismo sobre um corpo K de
uma K - dlgebra A € uma aplicacao ¢ : A — K que satisfaz

as sequintes condig¢oes, para quaisquer x,y € A,k € K:
(1) ok +y) = ko(x) + o(y);
(ii) ¢(xy) = o(x)o(y);

(iii) ¢ € nio nulo.

Denotaremos a colegao de todos os homomorfismos so-

bre K de uma K - dlgebra A por A.
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Observacao 5.1.8. Se A ¢ uma K - dlgebra com unidade 14
entio ¢(z) = ¢(1ax) = ¢(1a)o(x), implica que ¢(14) = 1k.

Exemplo 5.4. Sejam X um conjunto qualquer e K um

corpo. Para cada x € X a aplicagao
¢x : .Fo(X) — K
[ u(f) = f(z)

¢ um homomorfismo sobre K. De fato, para quaisquer f, g €
Fo(X), k € K temos que,

o ¢.(kf+g)=(kf+g)(x)="kf(r)+g(x)=ko.(f)+
b2(9)
e 0.(fg) = (fg)(zx) = f(x)g(x) = do(f)P2(g)

1 sex=y

e A funcao 9,(y) = esta em Fo(X) e
0 sex=y

¢.(8,) = 0,(x) = 1. Logo ¢, é nao nulo.

Da mesma forma a aplicacdo f — ¢.(f) = f(z) :
Fo(X) — K é um homomorfismo sobre K de F.(X).

Exemplo 5.5. Se ¢ : Fy(X) — K é um homomorfismo sobre
K entao 5 definido por

¢: F(X) = K
(f+A) = o(f)+A

¢ um homomorfismo sobre K. Realmente,
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o O(k(f+ )+ (g+n) =o(kf+g+k\+p)
p(kf +g) + kX4 = ko(f) + d(g) + kA + p
K(O(f) + )+ 6(g) + i =k(f +A) + o(g+ p).

o O((f+N)(g+m) = (fg+ uf +Ag+ )
O(fg+pf+Ag)+ = ¢(f)¢(g)tu¢(f)+k¢(g)+w
= (0(f) + N (@(g) + 1) = o(f + No(g + p).

e o(f1) =1, logo ¢ é nao nulo.

De forma andloga, se ¢ : Fo(X) — K & um homo-

morfismo sobre K entdao podemos estender ¢ para um homo-

—_~—

morfismo sobre K de Fy(X) dado por: (f,\) — o(f) + A

—_——

Lema 5.1.9. Seja ¢ um homomorfismo sobre K da K - dl-
gebra Fo.(X). Entao ¢p(\) = X para todo N € K .

Demonstragao: Sejam A\ € K, f + pu € F.(X) com
o((f +p) # 0. Entdo ¢(A(f + 1)) = Ao(f + p). Agora
consideramos A como a fungao constante igual a A em
Feo(X). Entao ¢(A(f + p) = o(N)o(f + p). Temos que
o(No(f + n) = AS(f + p) e portanto ¢(A) = A, pois
o(f +u) #0. u

Os dois proximos resultados sao bem conhecidos em

algebra, por isso vamos apenas enuncia-los.
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Proposicao 5.1.10. Seja A uma K - dlgebra comutativa
com unidade e seja M um ideal de A. Entao M € um ideal

mazimal de A se, e somente se, i € um corpo.

Teorema 5.1.11. (Teorema do homomorfismo). Sejam
A, B K - dlgebras e v : A — B um K - homomorfismo.
A
Enta
ntdo 7

e Im(v) sao K - isomorfos.

Lema 5.1.12. O Kernel de um homomorfismo sobre K de

Fo(X) € um ideal mazimal.

Demonstragao: Seja ¢ : F.(X) — K um homomorfismo
sobre K. E claro que Ker ¢ = {f € F.(X) : ¢(f) =0} é um
ideal de F.(X) e, pelo Lema 5.1.9, ¢ é sobrejetivo. Entao,
pelo teorema do homomorfismo,

Fe(X)
Ker¢ K

Portanto, pela Proposicao 5.1.10, Ker ¢ ¢ um ideal maximal
de F.(X). [

Lema 5.1.13. Seja ¢ um homomorfismo sobre K de F.(X)
e suponha que nao existe v € X tal que ¢ = ¢,. FEntao

para cada ponto p € X existe uma funcao f € Ker ¢ tal que

f(p) #0.

Demonstracao: Suponha ao contrario. Entao existe um

p € X tal que f(p) = 0 para qualquer f € Ker¢. Segue
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que Ker¢ C{f € F.(X) : f(p) =0} = Ker ¢,. Pelo Lema
5.1.12, Ker ¢, ¢ maximal, logo Ker ¢ = Ker ¢,.

Agora, se f € F.(X)entdo g=f—o(f) 1€ Kero =
Ker ¢,. Assim

f=F—=0(f)-1+o(f)-1e
Op(f) = op(f = ¢(f)-1) + o(f)dp(1) = 04 &(f).1 = &(f).

Portanto ¢ = ¢,, o que contradiz a hipotese do lema. [ |

Lembre que todo ideal proprio nao contém elementos
inversiveis. E todo ideal maximal nao nulo é um ideal pro-
prio.

A proxima proposicao é objetivo desta secao.

Proposicao 5.1.14. Existe uma correspondéncia biunivoca

—

entre o conjunto X e o conjunto Fo(X) dada por:

Demonstracgao:

Injetividade: Se x # y entao existe uma funcao f €
Fo(X) tal que f(x) # f(y) (por exemplo d,). Segue que
¢x(f) # ¢y([) e portanto ¢, # ¢y.

Sobrejetividade: Suponhamos que existe um homo-

P

morfismo ¢ € Fo(X), que nao seja um homomorfismo ¢,.

Agora estendemos ¢ para 5 : F.(X) — K como no Exemplo
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5.5. Note que nao existe y € X tal que 5 = ¢,. Caso con-
trario, 5 restrito a Fo(X) é um ¢,, o que é uma contradicao.
Pelo Lema 5.1.13, para cada ponto p € X, existe uma funcao
f e Ker ¢ tal que f(p) # 0. Denotamos f por f,.

Caso 1: Existe algum p € X tal que f, € F.(X) \
Fo(X).
Sejam xy,- -, x, os pontos de X tais que f,(z;) = 0. Defi-
nimos

g = fp + fac16x1 + - F fxnaxn

Entao g € Ker 5, pois Ker 5 é um ideal. E mais, g(z) # 0

para qualquer z € X e portanto g é inversivel. Absurdo!
Caso 2 : Se para todo p € X, f, € Fo(X).

Seja I = (f, : p € X) o ideal gerado pelas f)s. Claro que

I C Fy(X). Observamos que d, € [ para todo z € X.

Realmente, suponhamos que f,(p) = ¢. Entao J, = %fpép S
I, para qualquer p € X. Mas toda fungao f € Fy(X) é uma
combinagao linear finita dos d,, ou seja, f = " | a;0,, € I.
Portanto I = Fy(X).

Temos que Fo(X) = I C Ker 5 Entao, para todo
f € Fo(X), 6(f) = dlr)(f) = &(f) = 0. Portanto ¢ &
nulo. Absurdo! Logo z <> ¢, é sobrejetiva como desejado.
[ |
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5.2 Skew Anel de um Grupo

Nosso proximo objetivo é mostrar que dada uma acao

global
h:G — Bij(X)

Y

t — My

onde Bij(X) é o conjunto das bije¢oes de X em X, existe
uma ac¢ao o de G em Fy(X) que provém da agao h. E que
dado uma acdo a de G em Fy(X), existe uma acao h de G

em Bij(X) tal que a provém de h.

Proposicao 5.2.1. Sejam X e Y conjuntos quaisquer, K
um corpo e h: X — Y uma bijecao. Entao 1, definida por

whifo(Y) — .Fo(X)
f = foh

¢ um K - isomorfismo.
Demonstracgao:

e 1, estd bem definida.
E claro que ¢5,(f) € Fo(X), uma vez que h é bijetiva,
que ¢y (f)(x) = foh(x) = f(h(z)) = f(y) e que f €
Fo(X).

e ¢, ¢ um K - homomorfismo.
Dados f, f' € Fo(X), k € K temos que,
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Un(f+ f)(@) = (f + ) o h(z) = (f + f)(h(z))
= f(h(z)) + f'(h(z)) = f o h(z) + f o h(z)
= Un(f) (@) + n(f') ()

W(f) +(f)(z), Vo e X.

Logo ¢n(f + f') = ¥n(f) + ©(f").

Un(kf)(z) = (kf) o h(z) = (kf)(h(x)) = k.f(h(z))
=k.(foh(x)) =kin(f)(x), Vo e X.

Entao ¢y, (kf) = kibn(f).

Un(f)(x) = (ff") o h(x) =
= f(h(x))f'(h(x)
= Un(f)(@) - Yu(f) (2
= (W (N)en(f))(2), Vo e X.

F1)(h(z))

(ff)
) = foh(z)- [ oh(z)
)

Portanto ¥ (f + f') = Un(f)Un(f).

e 1), é injetiva.
Se f e Keri, = ¢n(f)(x) =0Ver e X = f(h(x)) =
OVz e X = f(y) =0Vy €Y, pois f é sobrejetiva.

Portanto f =0 e ¢, é injetiva.

e 1, é sobrejetiva.
Seja g € Fo(X). Entao g.h' € Fo(X) e
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Un(goh™) (@) = (goh™)oh(z) = goh™'(h(z)) =
g(h='(h(z))) = g(x) para todo x € X. |

Proposigao 5.2.2. Dado um K - isomorfismo X : Fo(Y) —

Fo(X), entao existe uma tunica bijegao h : X — Y tal que
)\ - wh-

Demonstragao: Suponha que exista h tal que A = /.
Pela Proposi¢ao 5.1.14 todos os homomorfismos sobre K de
Fo(X) sdo da forma ¢, com x € X. Entdo, ¢, o A\(f) =
G2(A(f)) = ¢z(f o h) = foh(x) = f(h(z)) = dnw(f)-

Isto nos leva a definir A da seguinte forma: Dado =z € X,
¢, o A é um homomorfismo sobre K de Fy(Y). Como todos
os homomorfismos sobre K de Fy(Y) sdo da forma ¢,, existe
y € Y tal que ¢, o A = ¢,. Defina entao, h em z, por y.

Falta mostrar que A = 5, e que h é uma bijecao.

e \ =1y, pois
Un(f)(x) = f(h(x) = fly) = &y(f) = du 0 A(f) =
¢2(A(f)) = A(f)(x) para qualquer f € Fo(Y) ez € X.

e existe h L.
Considere A\™! : Fy(X) — Fo(Y). Vamos definir ¢ :
Y — X. Dado y € Y, ¢, o A™' & um homomorfismo
sobre K de Fy(X). Logo, existe z € X tal que ¢, o
A"t = ¢,. Defina t em y, por x.
Para z € X, to h(z) = t(h(x)) = t(y) = o, onde y
é tal que ¢, 0\ = @, e xo é tal que ¢, 0o A1 = ¢,.
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Entao, zo ¢ tal que ¢, = ¢p,0 A" =g, 0 0Nt = ¢,.
Logo xg = x e t o h = I. Analogamente prova-se que

hot=1I e portanto t = h™! e h é uma bijecao.

Falta mostrar que h tal que A = 9, é inico. Suponhamos
que existam bijegoes hy e hy tal que A(f) = ¥p, (f) = ¥, (f)
para todo f € Fo(Y). Entao fohi(x) = fohy(x) para todo
f e FoY), z € X. Isto implica que f(hi(z)) = f(ha(x)),
para todo f € Fy(Y), z € X.

Agora, suponha que existe x € X tal que hy(x) #
ho(z). Entao, tomando f = dj,(,) temos que f(hi(z)) #
f(ha(z)), 0 que é uma contradicao.

Logo hy(x) = ho(x) para todo = € X. |

Proposicao 5.2.3. A aplicacao ¢ definida por:

v Bij(X,Y) — Iso(Fo(Y), Fo(X))
h — wh

¢ uma bijecao, onde Iso(Fo(Y), Fo(X)) denota o conjunto
de todos K - isomorfismo de Fo(Y') em Fo(X).

Demonstracao: Segue direto das Proposicoes 5.2.1 e 5.2.2.
|

Proposicao 5.2.4. A aplicacao v, definida na proposicao

acima, € um anti-homomorfismo de grupos.

Demonstracao: Sejam h: X — Y e g:Y — Z bijecoes
eiﬁgl]:o(X)—)]:o( ) 77Z)h' 0( )-)fo(X) seus K -
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isomorfismos associados. Entao

(Wnothg)(f) = n(g(f)) = Un(fog) = (fog)oh
= fo(goh)=tgen(f).
|

Proposicao 5.2.5. Dado uma ac¢ao h de G em X existe
uma a¢ao o associada, definida por
a: G — AutK(fo(X))

’

l = at:¢ht71

onde Autg(Fo(X)) denota o conjunto de todos K - automor-

fismos de Fo(X). Dizemos que a € proveniente de h.

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 5.2.1, o esta bem defi-
nida. Precisamos apenas verificar que « é realmente uma
acao. De fato, para quaisquer t,s em G e para toda f em
Fo(X):

aroas(f) =thn_ 0Un_,(f) =tn_ion,_,(f)
= s 0 hyr) = Flhrr) = F (o)
= @Z)h(ts)A (f) = aus(f).
[ ]

Proposicao 5.2.6. Dado uma agio o de G em Fo(X) existe

uma a¢ao h de G em X tal que o € proveniente de h.

- _oa:G = Aut(Fo(X))
Demonstragao: Dada a acao ,
t — (6%

para cada automorfismo «; associamos a bijecao h; proveni-

ente da Proposicao 5.2.2, isto é, h; é a tnica bijecao de X
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h:G — Bij(X)
em X tal que oy = (L Defina
t —> ht—l.

Entao, procedendo como na proposicao anterior, vemos que
« é uma acao proveniente da acao h. Falta mostrar que h é
realmente uma acao, ou seja, que h ¢ um homomorfismo de
grupos.

Primeiro vamos provar que hy-1,hs-1 = h(ts)-1. Lembre

que hgg-1 € a nica bijecao tal que oy~ wh(ts) .- Logo,

5.2.4
wh(ts)71 - Oé(ts)_l = Og-1,04-1 = wh ¢ht,1 - wht,10h5717

s—1lo

e temos que hg)-1 = hy-1,he-1. Portanto,

h(tS) = h(ts)—l = ht—10h5—1 = h(t)h(s) [

Definicao 5.2.7. Dada uma ac¢ao o de um grupo G em uma
K - dlgebra A, o skew anel de grupo A x, G, correspondente

a a¢ao a € o conjunto de todas as somas finitas

Ax, G = {Zatat : ateA}

teG
1 seg=t
em que 6|, = { g L . A adicao € a usual e a multi-
0 seg#t

plicagao é dada por (a;0;)(bsds) = aray(bs)dss, para quaisquer
s, t € G.

Proposicao 5.2.8. O skew anel de grupo A x, G € uma
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K - dlgebra onde k (Z at(5t> = > iec kaidy, para qualquer
teG

keK €Zt€Gat(5t EA)QO[G.

Demonstragao: Dados x = ZteG a0,y = ZteG g0 €
A Xy G ek, ky € K temos que,

(ky+ ka)w = (k1 4 k2) > ardy =Y ((ky + ka)ar)6y

teG teG

= Z kia, + koay)dy = Z kia.d, + Z kaa.d,

teG teG

= kl Z at5t + kQ Z at(St = kll‘ + le‘.

teG teG

k(x4 y) =k (Z b+ b@) =k (Z(at + bt)5t>

teG teG teG

= t€Ghi(a,+b)d =Y t€G(kia+ kib)d,

= Zt € leatét + Z klbt5t

teG
= kl Zt € G’at(St + kl Z bt(st = kll' -+ kly

teG

(kiko)a = (kaka) Y ady = > ((kika)ar)d,

teG teG

= Z(kl(kgat>)5t =k Z(k2@t)5t

teG teG

= ky <k2 > at(5t> = ky (ko).

teG
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Suponhamos que = = a;0;, y = b0, € z = ¢;0; em

Ax,GekeK. Entao

k(xy) = k((aid)(bsds)) = k(azay(bs)dss) = (kagoy(bs))dts
= ((kar)aybs))des = ((kar)or)(bsds) = (k(ard:))(bsds)
= (kz)y.

Analogamente mostra-se que k(xy) = xz(ky). Usando a
linearidade segue que k(xy) = (kz)y = z(ky) para qualquer
k € K e quaisquer z,y € A x, G.

(x4 2)y = ((ardy) + (c10¢))bs0s = ((ar + ¢;)d¢)bs0s
= ((ar + 1) (bs))ts = (arou(bs) + craw(bs))dis
= a40¢(bs)0ts + cron(bs)0ss = (ar6t)(bs0s) + (c:0¢)(bsds)
=Y+ 2y.
Estendo linearmente temos que (x + 2)y = zy + 2y

para quaisquer z,¥, z € A X, G. Analogamente prova-se que

y(m + z) = yx + yz para quaisquer z,y,z € A X, G.

5.3 A K - algebra Fy(R)

Seja o uma acao de um grupo G enumeravel agindo
sobre a K - algebra Fy(X). Vamos ver que o skew anel de

grupo, Fo(X) %, G, neste caso é uma K - algebra associativa.

Tomamos uma acao h do grupo enumeravel G sobre o
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um conjunto qualquer X. Definimos R C X x X por:
R={(x,h(x)) : z € X,t € G}.

Afirmamos que R é uma relacao de equivaléncia.
e se x € X entao (z,z) = (z, he(z)) € R.

e se (z,y), (y,2z) € R entao existem ¢, s € G tais que y =
hi(z) e z = hg(y). Isto implica que z = hy(h(z)) =
has)(x) e entdo (z,2) = (@, hys (x)) € R.

e se (x,y) € R entao existe t € G tal que y = h(x).
Isto implica que hy-1(y) = hy-1hy(z) = he(z) = z, ou
seja, existe s = t7! € G tal que x = h,(y) e portanto
(y,z) € R.

Consideramos
Fo(R)={f: R— K : ftem suporte finito}.

Temos que Fy(R) é um K - espaco vetorial com as operagoes

definidas por:

(kf + g)(I7 ht(l‘)) = k‘f(:[‘, ht(l‘)) + g(l‘, ht(x))

para quaisquer f,g € Fo(R), k € Ke (z, h(z)) € R.

Para Fy(R) ser uma K - algebra, definimos a multipli-
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cacao de f, g por

frgla, ha(@) = Fla, ho(@))g(hs(x), hi(z)).

seG

Precisamos verificar que a multiplicacao esta bem definida.
Note que (hs(x), hi(z)) € R, pois fazendo hs(z) = y temos
quey € X, x = hs1(y) e le(x) = hy(hs-1(y)) = hs—1(y) =
h,(y) (tomando r = ts~!). Desta forma (hs(z), hi(x)) =
(y, he(y)) € R. Além disso, como f tem suporte finito o con-
junto {t € G : f(x,h(z)) # 0,2 € X} ¢ finito, e portanto a
soma acima é finita.

Vamos verificar que Fy(R) é realmente uma K - dlge-
bra. Sejam f,g,l € Fo(R),(z,h(z)) € R e k € K, temos

que

k(f  g)(x, hy(x _kaxh hs(x), hy(x))
seG
= (k) (@, ho(z))g(hs(x), hi(2))
seG

= (kf) * g(z, hy()).

Portanto k(fxg) = (kf)*g para quaisquer f,g € Fo(R), k €
K. Analogamente prova-se que k(f * g) = (f * (kg)).

(f +9) * U hy(@) = > (f + 9)(@, ha(x))l(ha(z), he(z))

seG

= (£( ) +9(@, hs(x)))U(hs(x), he(2))

seG
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=D (fla by (@))U(hs(x), ho(x)) + g(a, by (2))U(Rs (), hi(2)))

seG
DY Flah@)ihe) ha(w)) + 3 gl hue)ih (o). ()
seG s€C

= (fxD)(x,h(x)) + g*xl(x,h(x)) = (fx L+ g=*1)(z, hy(x)).

A igualdade (x) é verdadeira pois as somas sao finitas. Entao

(f*xg)*l=(f=1l+gxl) para quaisquer f,g,l € Fo(R).

(f*xg)*l(x, h(x))
= Z(f x g)(x, hs(x))l(hs(x), hy(x))

seG

=3 (Z Fla, he(2)g(he(2), hs(:r))> U(hs(x), he())

_ z::: ée[j(x, hi(2))g(he (2), hs(2)))1(hs(2), he(2))
) ;; F@, b (2))[g(he (@), ho(2)1(hs (@), he())]
. Zef(x ) Y000, ) )
_ ZG Foh (2) g;g (@), hu(2))

Como K é associativo a igualdade (x) é justificada. Portanto
(fxg)*1 = fx*(gx*l) para quaisquer f,g,l € Fo(R) e entdo

Fo(X) é uma K - algebra associativa.

Teorema 5.3.1. Seja h uma agao livre de G em X e a a
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agao associada em Fo(X). Entao as K - dlgebras Fo(R) e
Fo(X) X G sao isomorfas.

Demonstragao: Definimos ¢ : Fy(X) %o G — Fo(R) por
6(f8,) = f onde

Floy) = { f(z) se y=hi(z)

)

0 c.C.

e estendemos ¢ linearmente

¢ <k > f@) =k Y o(fidr).

teG teG

A aplicacao ¢ esta bem definida?

Suponhamos que {z{,---, x5 } é o suporte finito de f, €

Fo(X). Entdao ¢(fi0;) tem como suporte o conjunto
{(@f, hy-1(2})), -+, (@, b1 (2, ) }. Tome F' € Fo(X) %o G

ne?

entdo ' =", fi.0;,, onde t; € G para cada i. Segue que,

¢(F) = ¢ (i ftifsti) = i¢(fti5ti):

cujo suporte esta contido no conjunto
{(1?7 htlfl(l{l))? Ty (l‘zltl ’ htlfl(letl))v Ty (x§m7 htmfl(xim)%

(e hea(g )} e portanto ¢(F) tem suporte finito.
Agora vamos provar que ¢ é um K - isomorfismo. Pre-
cisamos apenas mostrar que ¢ é bijetiva e que ¢( fi0,* f40,) =
O(fi0r) * ¢( fs6s) uma vez que estendemos ¢ linearmente. Da-

dos fid, f30, € Fo(X) X4 G temos que,
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¢(ft5t * fsas)(xu y) - ¢(ftat(f8)6t8)(xv y)

Por outro lado,

¢(ft5t)¢(f868)(x7

—_——

- (ftat(fs))(‘rvy)
{ f@)ew(fs)(z) sey = hys)-1(x)

0 C.C.

{ fe(@)(fs) (s () sey = hag- (2)

0 C.C.

y) - Z ¢(ft5t)(I, hr(x))¢(f555)(hr(x)v y)

reG

= fi(@)(fs0s) (h-1(2), y)
:{ﬁ@xmmﬂwnsw=hwmﬂu»

0 C.C.

:{ﬁ@xmm“@»sw=h@1u>

0 C.C.

Logo, ¢(ft6t * fsés) = ¢(ft6t)¢(f555)

Para provar a injetividade vamos mostrar que o
ker ¢ = {0}. Se >, fi0: € Ker ¢ entdo ¢ (3, 5 f:6:) = 0.
Isto implica que ¢ (ZteG ftét) (x,hs(x)) = 0, para qualquer
(z,hs(x)) € R, ou seja, Y, d(fid)(w, hs(x)) = 0, para

qualquer z € X,s € G. Uma vez que h é livre segue

que fe-1(x) = 0 para qualquer z € X, s € G. Portanto
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i=0Vte G, Y, . fior =0eker ¢ = {0} como queriamos.

E para finalizar vamos provar a sobrejetividade. Dado
f € Fo(R), definimos, fi(x) = f(x,h-1(x)), para todo
r € X. Suponhamos que {(z1,hs, (1)), (Tn, he, (0))}
é o suporte finito de f. Entao f;, = 0 para todo t €
G\{t1, - ,t,},eparat € {t;,--- ,t,}, f; tem suporte finito.
Entao > " | fu,0, € Fo(X) X G e,

¢ (Z ftﬁn) (@, hs(z)) = Z¢(fti5ti)(l’: hs(z))
_ { fo-1(x) ses e {ty, -t}

0 caso contrario

{ flz, hy(z)) ses € {ty, -, t,}

0 caso contrario
- f(:[‘, hs(l‘))

Logo ¢ é sobrejetiva e portanto Fo(X) X, G e Fy(R) sao

algebras K - isomorfas.
Corolario 5.3.2. F,(X)x,G é uma K - dlgebra associativa.

Demonstragao: A K - dlgebra Fy(X) x, G é associativa

pois é K - isomorfa a Fy(R), que é associativa. [
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