Fabiano Carlos Cidral

Ideais no produto cruzado parcial
reduzido

Dissertacdo apresentada ao Curso de
Pé6s- Graduacdo em Matematica e Com-
putacdo Cientifica, do Centro de Ciéncias
Fisicas e Matematicas da Universidade
Federal de Santa Catarina, para a obten-
¢3o do grau de Mestre em Matematica,

com Area de Concentragdo em Analise.

Orientador: Prof. Dr. Ruy Exel Filho

Florianépolis — SC
17 de Janeiro de 2011



Verso da folha: parte posterior da pagina deve conter a ficha
catalografica, de acordo com o CCAA2 — Cédigo de Catalogacdo Anglo

Americano 2.



Ideais no produto cruzado parcial reduzido
por

Fabiano Carlos Cidral

Esta Dissertac3o foi julgada para a obtencio, do Titulo de “Mestre”
em Matematica pela Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC, Area
de Concentracdo em Analise, e aprovada em sua forma final pelo Curso de

Pés-Graduacdo em Matematica e Computacdo Cientifica em 17/01/2011.

Prof. Dr. Ruy Exel Filho

Coordenador da Pés-Graduag¢io em Matematica

Comiss3o Examinadora:

Prof. Dr. Ruy Exel Filho (UFSC — Orientador)

Prof. Dr. Alcides Buss (UFSC)

Prof. Dr. Daniel Gongalves (UFSC)

Prof. Dr. Michael Dokuchaev (USP)






Agradecimentos

Agradeco a Deus todas as oportunidades concedidas e as pessoas
especiais que colocou no meu caminho. Como dizia Jorge Amado, "A vida
me deu muito mais do que eu pedi e muito mais do que eu mereci."

Aos meus pais, Antonio Carlos Cidral e Rose maria Back cidral, e
ao meu irm3o, Felipe Carlos Cidral, que sempre me incentivaram em cada
etapa da minha vida.

A minha namorada, Anelize Zomkowski Salvi, agradeco por todo
amor, carinho, paciéncia e compreensdo. Durante esses dois anos, precisei
estudar muito e, em varios momentos, n3o pude dar toda a atenc3o que
ela merece.

Ao meu orientador, Ruy Exel, por acreditar em mim e por todos os
conhecimentos adquiridos durante esse periodo. Agradeco também, o seu
convite para participar dos seminéarios de algebra de operadores.

Ao Giuliano Boava, pela enorme paciéncia e boa vontade em tirar
minhas davidas. A clareza das suas explicacbes impressionam.

Ao Professor, lvan Pontual Costa e Silva, pela amizade e confianca
que muito me ajudaram a prosseguir nesta caminhada nada facil. Os seus
ensinamentos e conselhos foram fundamentais no meu ingresso ao curso
de mestrado.

Ao Professor, Eliezer Batista, pela amizade e disposicdo em ajudar.

Aos amigos Jodo Carlos Bez Batti, Lucas Ramiro Talarico e Elton

Felix, pela convivéncia, lealdade e compreens3o.

5






A meus pais, Antonio e Rose.
Ao meu irm3o, Felipe.
A minha namorada, Anelize.

Ao meu avé, Nélio Cidral.






Resumo

Dados um grupo G, uma C*-algebra A e uma acg3o parcial o de
G sobre A, construiremos outra C*-algebra denominada produto cruzado
parcial reduzido de A sobre GG. O principal objetivo deste trabalho é estu-
dar a existéncia de ideais ndo triviais nesta C*-algebra no caso particular
A = Cp(X), em que X & um espaco topoldgico localmente compacto
Hausdorff. Inicialmente, discutiremos os seguintes tépicos: acbes parciais,
representacdes parciais, fibrados de Fell e produtos cruzados parciais. Além
dos topicos citados, o conceito de esperanca condicional é de grande im-
portancia na construcdo da C*-algebra. Finalmente, quando a ac3o parcial
é topologicamente livre e minimal, demonstraremos que o produto cruzado

parcial reduzido é simples, isto &, possui apenas ideais triviais.






Abstract

Given a group G, a C*-algebra A and a partial action a of G on A,
we will construct an other C*-algebra called reduced crossed product of A
on G. The main goal of this study is the existence of nontrivial ideals C*-
algebra in the particular case A = Cy(X), where X is a locally compact
Hausdorff topological space. We will first discuss the following topics:
partial actions, partial representations, Fell bundles and crossed products.
Besides the topics mentioned, the definition of conditional expectation is of
great importance in construction of C*-algebra. Finally, when the partial
action is topologically free and minimal, we will show that the reduced

crossed product is simple, namely, it has only trivial ideals.
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Introducio

Praticamente toda a rica interac3o entre a teoria de algebras de ope-
radores e sistemas dindmicos ocorre por meio de uma construcio conhecida
como o produto cruzado. A idéia basica, que foi utilizada pela primeira
vez por von Neumann em 1936 no contexto de automorfismos de espacos
de medida, consiste em fixar uma algebra de operadores (a W*-algebra no
caso da construgdo original de von Neumann) para um dado sistema di-
namico cuja estrutura algébrica deva refletir as propriedades dindmicas do
mesmo. O analogo dessa construcdo para o caso de C*-algebras é devido
a |. Gelfand com os co-autores M. Naimark e S. Fomin, que a utilizaram,
mais tarde, em certos sistemas dindmicos especiais.

A nogdo de produto cruzado parcial em uma C*-algebra por uma
acdo parcial do grupo Z através de automorfismos parciais foi introduzida
por R. Exel. Em seguida, K. McClanachan generalizou o conceito para
uma ac¢do parcial de grupos discretos e N. Sieben para a¢des de semigru-
pos inversos. O produto cruzado parcial € uma generalizacdo natural do
produto cruzado em uma C-algebra por um grupo de automorfismos. Re-
centemente, um niamero de novas aplicacées de produtos cruzados foram
encontrados em analise, bem como em outros campos da matematica e
da fisica-matematica.

O principal objetivo deste trabalho & construir, a partir de um grupo
G e de uma acdo parcial de G sobre uma C*-algebra A, a C*-algebra

chamada produto cruzado parcial reduzido e estudar a presenca de ideais
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16 Introdugdo

n3o triviais nessa C*-algebra no caso particular A = Cy(X), em que X é
um espaco topolégico localmente compacto Hausdorff. Esse trabalho esta
organizado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo, apresentaremos as definicdes de acio parcial e
representagdo parcial e ilustraremos as mesmas através de exemplos. Esses
conceitos basicos serdo fundamentais para o desenvolvimento do trabalho.

O capitulo 2 contém a definicdo de fibrado de Fell e a construcio da
C*-algebra envolvente de uma algebra admissivel utilizando o conceito de
C*-seminorma. Além disso, dado um fibrado de Fell, existe uma C*-algebra
associada a esse fibrado chamada C*-algebra seccional cheia.

No terceiro capitulo, construiremos um fibrado de Fell a partir de
uma acdo parcial. Em seguida, faremos um pequeno estudo sobre algebras
de multiplicadores para definir o chamado produto cruzado parcial. Final-
mente, o conceito de esperanca condicional é fundamental na construcéo
do produto cruzado parcial reduzido, que é a C*-algebra mais importante
em nosso estudo.

No capitulo 4, definiremos os conceitos de a¢do parcial topologi-
camente livre e acdo parcial minimal. Além disso, provaremos o principal
resultado deste trabalho. Esse resultado afirma que se G é um grupo, X
& um espaco topolégico localmente compacto Hausdorff e o é uma agdo
parcial topologicamente livre entdo os ideais do produto cruzado parcial
reduzido Cy(X) X4, G intersectam necessariamente Cy(X) de maneira
n3o trivial. Como consequéncia desse fato, exibiremos uma condicio su-
ficiente que garante a simplicidade do produto cruzado parcial reduzido

Co(X) X, G. Finalmente, através de exemplos, ilustraremos todos os
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conceitos definidos no inicio do capitulo para o caso particular em que G é
o grupo livre e ainda enunciaremos condicdes necesséarias e suficientes para
que uma acdo parcial do grupo livre sobre o espaco topolégico compacto

associado a um grafo seja topologicamente livre e minimal.



1 Conceitos basicos

1.1 Acgdes parciais

O objetivo deste capitulo é apresentar e exemplificar as definicdes
de acdo parcial e representacdo parcial. Esses conceitos serdo essenciais
no desenvolvimento dos préximos capitulos.

Defini¢ao 1.1.1: Seja X um conjunto e G um grupo. Uma acdo parcial
de G sobre X é um par ({X:}ieq, {0+ }iec) tal que, para todo t € G,
X; & um subconjunto de X e 6; : X;-1 — X; & uma funcdo bijetora

satisfazendo as seguintes condic¢des:

1) x.=2Xx.

(2) 0,7 (X, N Xy—1) C Xy)-1 para todo t, s € G.
(3) Sex € 0,1 (X; NAX, 1) entdo 0,(0:(2)) = Ost(2).

Defini¢cao 1.1.2: Seja X um espacgo topoldgico e G um grupo. Uma
acdo parcial de G sobre o espaco topolégico X' é uma agio parcial de
G sobre X tal que, para todo t € G, X; é um conjunto aberto em X e
0; : X;—1 — X; € um homeomorfismo.

Definicao 1.1.3: Seja A uma C*-adlgebra e G um grupo. Uma
acdo parcial de G sobre a C*-algebra A é uma agdo parcial
({D:}teq, {at}ice) de G sobre A tal que, para todo t € G, D; é uma

ideal fechado e o : D;—1 — D; € um isomorfismo.
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1.1 — Agdes parciais 19

Proposicao 1.1.4: Seja ({X:}iea, {0+ }tec) uma agdo parcial de G so-

bre X. As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:

(1) 6. = Idx~.

(2) 6;' =6, para todo t € G.

(3) 01 (XN A1) = X1 N A1 para todo t,5 € G.
Demonstragao.

(1) Considere t = s = e no item (3) da definigao de acao parcial. Dessa
forma, para todo x € X, 0.(0.(x)) = 0.(z). Como 6, é uma fungao

bijetora, segue que 0.(x) = z para todo z € X.

(2) Faga s =t~ ! noitem (3) da definicio de acdo parcial. Sendo assim,

para todo 2 € X;-1, 0,-1(0y(z)) = 0.(z) = x. Logo, 0, * = 6,-1.

(8) Primeiro, faga t = t=! e s = st no item (2) da defini¢do de agdo
parcial. Sendo assim, temos que 9;11 (X1 N&(gpy-1) € XNXa,
ou seja, X1 N X1 S O-1(A; N A1), Por fim, o item (2)
garante que 0, 1(X; N X,1) = 0, 1 (XN X, 1) C Xa N Xst)-1-
Logo, 0,1 (X N Xy-1) = X1 N Algpy 1.

Exzemplo 1.1.5: Seja G =Z e X = C". Defina, para cada k € Z, X}

da seguinte forma: Se 0 < k < n,

Xk = {(0,...,0,ak+1,...7an)};
——

k zeros



20 Cap. 1 — Conceitos basicos

se —n<k<O0,

Xy = {aly"'aa’n+ka(07"'vo)}
——

—k zeros

e sek< —nouk >n, X, ={(0,...,0)}. Defina também, para cada
——

i . n zZeros
k € Z, 0y da seguinte maneira:

Qk:X_k — X

(a1, ... ap—k,0,...,0) —> (0,...,0,a1,...,04n_k)
se 0 <k <n,

Qk:X_k — X

(0,-..,0,@1,...,an+k)'_>(a17...,an+k,0,...,0)
se n<k<O0,e
O {(0770)}H{(0370)}

se k < —n ou k > n. Primeiramente, note que 0 estd bem definida para
cada k € Z. Além disso, 0 : X_p — X) é uma bijecdo. Vamos provar

que ({Xx}rkez, {0k }rez) € uma acdo parcial do grupo Z sobre C™.
(1) Por definicdo, Xy = C"
(2) Para esse item, oito casos devem ser considerados:

Caso 1: k>0, m>0ek+m <n. Por definicdo,

XeNX_,, = {(O,...,O,al,...,an,(k+m),0,...,0)}.
—— ~——

k zeros m Zeros
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Assim,

9/;1()('16 ﬂX—m) = {(a1>-~'7an—(k+m), 07,0)}
~——

k+m zeros

= X_(ktm) © X_(ktm)-
Caso2: k>0, m > 0e k+m > n. Nesse caso, temos que
DrND_pyy ={(0,...,0)} € A_(jsm).-
Caso 3: k<0, m<0e—(k+m)>=n. Andlogo ao caso 2.
Caso 4: k<0, m <0e—(k+m) <n. Analogo ao caso 1.
Caso 5: k>0, m<0elkl <|m|<n. Assim, Xy NX_,, = X_,,.

Portanto,

0, (XN X_)=( 0,...,0 ,a1,...,an4m,0,...,0)
—— S——

—(k+m) zeros k zeros

=Xk VX _(kpm) © X (krm)-

Caso6: k > 0, m < 0 e |m| < |k] < n. Nesse caso,
X N Xy = X Assim, (A NX_p) = g C X (hym)

pois —n < —k < —(k+m) < 0.
Caso 7: k<0, m >0 e |k| <|m| <n. Analogo ao caso 5.

Caso 8: k<0, m >0e|m| < |kl <n. Anadlogo ao caso 6.

Dessa forma, Ggl(Xk NAX_m) € X_(ktm) em todas as situagdes.
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(3) Caso 1:

Hm o Ok((al, ..

'70/77,

k zeros

(0,...,0,0,1,..
———

k+m zeros

= 0m+k ((ala .

Caso 2 e 3: Trivial.
Caso 4: Analogo ao caso 1.

Caso 5:

Hm((O,...,O,al,..
——

<5 p—(k4+m)>s 07 cee

0))

k+m zeros

—(k+m)> 0,...

)

,0))

. 7an7(k+m)7 07 s
~——

™m Zeros

<5 Qp—(k4+m) )

,0))

k+m zeros

Gmoﬂk(( O,...,O ,al,...,an+m,0,...,0)) =
~——
—(k+m) zeros k zeros
= Qm(((),...,O,al,...,an+m))
——
—m zeros
=(a1,...,antm,0,...,0)
—m zeros
:0m+k(( 0,...,0 ,al,...,an+m,0,...,0))
———
—(k+m) zeros k zeros

pois m+k > 0.
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Caso 6:
Hmo@k((al,...,an,k,O...,O)) =
——
k zeros
:Gm((O,...,O,al,...,an_k))
——
k zeros
=(0,...,0,a1,...,a4,-%,0,...,0)
N—_—— N—_——
k+m zeros —m zeros
:9m+k((a1,...,an,k,O,...7O))
——
k zeros
pois m + k > 0.

Caso 7: Analogo ao caso 5.
Caso 8: Analogo ao caso 6.

Logo, ({ Xk }rez, {0k trez) € uma agdo parcial do grupo Z sobre C™.

Exemplo 1.1.6: Seja G um grupo, X um espaco topolégico localmente
compacto Hausdorff e ({X;}ieq, {0t }iec) uma agdo parcial de G sobre
X. Considere Cp(X) a C*-algebra das fun¢des continuas de X em C que
se anulam no infinito. Construiremos uma agdo parcial de G sobre Cy(X).

Para cada t € G, defina Dy, = {f € Cy(X)/f(x) = 0 para todo = & X;} e

[T Dt—l — Dt

[ a(f)

com

Gt—l x)), T Xt
el f)(&) = f(0i-1(x)), se x €
0, se z & A;.
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Vamos provar que ({D:}icq,{at}tcc) € uma agdo parcial do
grupo G sobre C*-algebra Co(X). Inicialmente, D; & um ideal em
Co(X) (ver exercicio 3.2.3 em [1]). Além disso, note que «; esta
bem definida e que a; : D;-1 — D; & um homomorfismo. Para
mostrar que a; é um isomorfismo, seja f € D,-1. Sendo assim,
dado © € X, temos dois casos a considerar. Se x € X,-1 entdo
i (@@ = alHO@) = fO @) = fl@). Por
outro lado, se & ¢ X;—1 entdo ay-1(au(f))(z) = 0 = f(x) pois f € Dy-1.
Portanto, a;-1(a:(f)) = f para todo f € Dy—1. Como ¢t € G é arbi-
trario, segue que oy : Dy-1 — Dy € um isomorfismo com at_l = Q1.

Finalmente, vamos verificar as condicdes de acdo parcial.

(1) Por vacuidade, D, = Cy(X).

(2) Seja f € a; ' (DyND,-1). Nosso objetivo & mostrar que f € D(s)-1-
Por hipétese, existe g € Dy N Dy-1 tal que f = a4-1(g). Dado
r & Xp-1, temos dois casos a considerar novamente.  Se
x ¢ X;-1 entdo f(x) = 0 pois f € D;-1. Por outro lado, se
x € Xy-1 entdo existe y € X; tal que © = 6;,-1(y). Sendo assim,
f@) = aa(g)(x) = g(0:(x)) = g(0:(0:-1(y))) = g(y). Como
01 (X N Xg—1) = Xy1 N Xgp)—1, segue que & € 0,1 (X N Xg-1) e
y & Xy N X,-1, portanto, f(x) = g(y) =0 pois g € D;ND,-1. Logo
J € Dispy—1-

(3) Seja f € a; *(D; N D,-1). Vamos provar que as(a:(f)) = as(f).
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Por definic3o,

ay 0s-1(x)), sex € Xy el,-1(x) € X}
e(on(F))(a) = (f)(s-1(z)), sex € Xs e b1 (x) €

0, caso contrario.

Note que = € X e O,-1(x) € X} se, e somente se, x € O, (X, NA-1).
Além disso, 05(X: N X-1) = Xs N Xyt € O4—1(0,-1(x)) = e(st)—l(.%‘)
para todo x € 05(X; N X;-1). Portanto,

f(e(st)*l(x)), sex € Xy N Xyt
as(au(f))(z) =
0, sex & XN Xy
Por outro lado,
fOsy-1(2)), se x € Xy

0, se ¢ & Xg.

asi(f)(z) =

Como f € a;l(Dt N Dy-1) € Dy N Digyy-1, segue que
f(Ospy-1(x)) =0 se x € X, N Xy Portanto,
F(Osty-1(7)), se x € Xy N Xy
as(f)(z) =
0, sex & Xs N Xyt
Assim, a,(au(f)) = s (f) para todo f € a; *(D; N Dy-1). Logo,
({D:}iea, {at}tee) € uma agdo parcial de G sobre a C*-algebra

Co(X).

Observagao 1.1.7: Na verdade, toda agdo parcial de G sobre Cp(X) &

induzida por uma a¢3o parcial de G sobre X' (ver [1], Exercicio 3.2.3).
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Exzemplo 1.1.8: Sejam G = {a1,...,a,} C F,, os geradores livres do
grupo livre, G~ = {a7',...,a; '} os seus respectivos inversos e X um
espaco topolégico. Suponha que, para cada g € G, existam X;-1 e &),

subconjuntos abertos de X e 0, : X,

-1 — Xy um homeomorfismo.

Sendo assim, para cada g € G, defina 0,1 = 6;1 DXy — Xyl
No caso geral, escreva ¢ = wy;...yr na sua forma reduzida, isto é,
Yis1 # y; " paratodoi € {1,....,k —1} em que y; € GUG!. Além
disso, defina Xy—1 = &, -1 N Gy*kl(ka_jl) N...N(0y,0...0 ka)*l(Xyl_l),
X, =0, (eyz(. 0y, (X, ) .. .)) el =0, 0...00, X, 1 — X,
Definiremos 0. = Idy em que e € [F,, é o elemento neutro do grupo livre.
Vamos provar que ({X}4er,,, {04} ¢er,,) € uma agdo parcial do grupo livre
IF,, sobre X'. Note que, para todo g € F,,, 6, € um homeomorfismoe X,-1 e
X, sdo conjuntos abertos em X'. Para mostrar o item (2), sejam g,h € IF,,

ex € 01 (X;-1NAY). Primeiramente, escreva g = y1 ... yr21 ... 20 = Y2

1 1

comy =1y...Yk ez:zl...deh:z[ ...zl_lwl...wp:z* w com
w = wi ...w, na forma reduzida tal que yx # w; "', k,p € N* e £ € N.
Em seguida, como z € 0),-1(X,-1NA}), segue que x € X,,—1. Além disso,
0w () € Xy-1. Logo, x € X(gpy—1 pois gh = y1 ... yrw1 ... wp = yw. Fi-
nalmente, para provar o item (3), sefam g = yi...yg21...2¢ = Yz,
h=z" 27w owy = 27w € Fy e € 0-1(X,~1 N Ay). Como
T € Xy-1 e0y(x) €X,, Ogp(z) =0,00,(x) =0,00,00,-100,(z) =
4001 (x). Logo, ({Xy}ger, ,{0q}ger,) € uma acdo parcial do grupo livre

IF,, sobre X.
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1.2 Representacdes parciais

Definicao 1.2.1: Seja A uma C*-algebra com unidade e G um grupo.
Uma representacao parcial de G sobre A é uma fungdo A : G — A

que satisfaz as seguintes condi¢des:

(1) Ae) =1a

(2) MOA(S)A(s™L) = A(ts)A(s71) para todo t, s € G

(3) At = (A@®)*

No caso em que A(t)A(s) = A(ts) para todo t,s € G , dizemos que

A: G — A é& uma representacdo de G sobre A.

Ezemplo 1.2.2: Seja G um grupo e considere o espaco de Hilbert /2(G)

das fun¢des de G em C de quadrado somavel. Defina, para cada t € G,
e 2(G) — 2(G)
fr—(f)

com A\ (f)(s) = f(t*1 ) para todo s € G. Note que \; esta bem definida

pois Z|/\t(f) (s) Z|ft Ls))? = Z\f ) < co. Além disso,

seG seG tEG
¢ € linear e ||\ (f)|? = Z If(tts)? = Z IF(r)[* = |||, isto &,
seG reG

IAe(£)]] = ||f]l.- Portanto, segue que \; € B({*(G)) para todo t € G.

Sendo assim, defina

A1 G — B(2(G))

tl—))\t
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Vamos provar que A : G — B({*(G)) & uma representacdo de G sobre
B(f*(G)). Dados f,g € £>(G) e t,s,r € G, temos:

(1) Xe(f)(#) = f(e™'t) = f(t), ou seja, Ae = Td(e2(rvy).

(2) M) = A(H(Er) = f(s7H7Ir) = Ms(f)(r), ou seja,

B) (i(f.g) = (FM) = 3 F@aE s = 3 ftr)al) =

seG reG
(A-1(f),g), ou seja, A} = \-1.
Logo, A : G — B((*(G@)) & uma representacdo de G sobre B((?*(Q)).
Essa representacdo é denominada representagao regular a esquerda de

G.

Ezxzemplo 1.2.3: Seja (*(N) o espaco de Hilbert das sequéncias de qua-
drado somavel e {e, }nen a base candnica de £2(N). Considere S o opera-
dor shift em ¢3(N), isto &, S(e,) = e,,41 para todon € N. Como S € uma
isometria (ndo necessariamente bijetora), segue que S*S = Idy (). Seja
C*({S}) a C*-algebra gerada por S. C*({S}) é denominada a algebra
de Toeplitz. Para mais detalhes, ver [5]. Defina

A:Z — C*({8))
ks A(k)

com

Sk, sek>0

(S*)7k, sek<O.
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Vamos provar que A : Z — C*({S}) é uma representacio parcial de Z
sobre C*({S}).

(1) )\(0) - SO - Id(g2(N))
(2) Dados k,m € Z, seis casos devem ser considerados:
Caso 1: m =0 ou k =0. Suponha k = 0. Assim,

AM)AR)A(=k) = A(m)Idezwy) Id ez )

(m + O)Id(p(N))

A
A(m + B)A(—k).

Se m = 0, a verificacdo é analoga.
Caso 2: m > 0e k > 0. Por definicdo, temos que
AmINE)N(—k) = S™SEN(—Fk)

_ Serk)\(_k)
= A(m + k)A(=k).

Caso 3: m <0ek < 0. Sendo assim,

Am)A(R)A(—k) = (S*)7™(8*) " A(—k)
_ (S*)—(m+k))\(_k)
— A(m + K)A(—k).
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Caso 4: m < 0 e 0 < |m| < k. Nesse caso, temos que

Mm)A(R)A(—k) = (§)7™S*(5*)"
= (87)7msTm SR (s
— (S*S)—msm+k(s*)k
— Sm-{-k(s*)k
= Xm+ k)A(—k).

Caso 5: m < 0e0 <k < |m|. Sendo assim, temos que

Caso 6: m > 0 e k < 0. Suponha que 0 < |k] < m. Nesse caso,
temos que
Am)A(k)A(—k) = S™(S*)~FS~F
—gm
_ Serkak

= Am + k)A\(—k).
Se 0 < m < |k|, a verificagdo & analoga.

(3) Suponha k > 0. Sendo assim A(—k) = (S*)* = (S%)* = (A(k))*.
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Por outro lado, se k < 0 ent3o
A=k) = 857" = ((S75))* = ((5") ") = (A(K))".

Logo, A é uma representagdo parcial de Z sobre a C*-algebra C*({S}).

Definicao 1.2.4: Seja ({Di}ieq, {ou}teq) uma agdo parcial de um
grupo G sobre uma C*-algebra A, A\ : G — B uma representa¢do parcial
de G sobre uma C*-algebra B com unidade e 7 : A — B um homo-
morfismo. O par (7w, \) é chamado de a-covariante quando as seguintes

condicdes sdo satisfeitas:
(1) m(ai(z)) = AX#t)m(z)A(t~!) paratodot € Gex € Dy-1.
(2) m(a)ABAEY) =AMt Y)7(a) paratodot € G e a € A.

Ezxzemplo 1.2.5:

Seja A = {T € B(¢*(N))/matriz de T' é diagonal e lima,,, existe },
B = C*({S}), A : Z — C*({S}) a representagdo parcial do exemplo
123 enm: A— C*({S}) a inclusdo de A em C*({S}). Dado k € Z,
defina Dy = Asek <0eDp,={T € AJay; = aza = -+ = ag = 0}
se k > 0. Em seguida, defina oy : A — Dy com ay(T) = STS*.
Note que a; & um isomorfismo de C*-algebras. Sendo assim, para cada
k € Z, considere as fungdes ap = (a1)¥ : A — Dy se k > 0 com
(1) = Idg e ap = (a;')F : D, — A se k < 0. Vamos provar que
({Di}kez, {artrez) € uma agdo parcial de Z sobre A. Inicialmente,
para cada k € Z, Dy, € um ideal de A. Além disso, note que a € um

1

isomorfismo com o~ = a_, para todo k € Z. Em seguida, verificaremos

as condicdes de acdo parcial.
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(1) Por definicdo, Dy = A.

(2) SejaT € a;l(D_mﬁDk). Nosso objetivo & provar que T' € D_y,41)-

Caso1l: m > 0e k > 0. Por definicio, T € a,;l(AﬂDk) =
;' (Dr) = AC A=D_(snip)

Caso 2: m < 0, k <0e0 < |k|] < m. Nesse caso, temos que
T € a; ' (A) =D_k CD_pmin)-

Caso3: m >0,k <0e0 < m < |k|l. Sendo assim, temos que
T € oy (A) =D_i € D_(mip)-

Caso 4: m < 0, k > 0e 0 < |m| < k. Por definicdo, temos que
T e a;l(D_(erk) n Dk) = a;l(Dk) =ACA= D—(m+k)-

Caso 5: m < 0, k > 0e0 < k < |m|. Nesse caso, temos que
T e agl(Df(ch) n Dk) = alzl(D,m) = Df(m+k:)-
Caso 6: m < 0 en < 0. Sendo assim, T € o, (D_,,) =

D_ (m+k) - D—(’"H‘k) .

Portanto, a;l(D_m NDk) € D_(m+k) Para todo m, k € Z.

(3) Seja T € a;, ' (D—, NDy). Provaremos que ap (g (T)) = mi(T).

Caso 1: Uma vez que a;'(D_,, N Dy) = A entdo teremos
am(ak(A) = am(Dr) = Dimsr = amik(A).

Caso 2: Como a,;l(D,m N Dx) = D_i entdo temos que
am(ar (D)) = am(A) = Dy = amk (D).

Caso 3: Analogo ao Caso 2.

Caso 4: Analogo ao Caso 1.
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Caso 5: Como a; ' (D_,, N Dy) = D_(4x) entdo temos que
U (% (D—(m+#))) = m(Dm) = A = am ik (D—(m+r))-

Caso 6: Analogo ao Caso 5.

Logo, ({ Dk }kez, {ak trez) € uma acdo parcial de Z sobre A. Finalmente,

vamos demonstrar que o par (7, \) é a-covariante.

(1) Sejak € Z e T € Dy. Se k > 0 entdo m(ay(T)) = w(S*T(S*)F) =
SET(S*)F = A\k)m(T)\(—k). Por outro lado, se & < 0 entdo
wlan(T)) = 7((S*)FTS—*) = (55) TS+ = A(k)m(T)A(—k).

(2) Sejake€ZeT € A. Sek > 0entdo m(T)\k)A\(—k) = TS*(S*)F =
T(SS*)F = (SS*)FT = S*(S*)*T = A(k)M\(—k)7(T) pois SS* € A
e A & uma C*-algebra comutativa. Por outro lado, se k¥ < 0 entdo
T(T)NK)N(—k) = T(S*)"*S~k = T(S*S)~F =T = (5*S)~*T =
(S*)"*FS=FT = XN(k)A(—k)m(T) pois S*S = Id 4.

Logo, o par (m, A\) é a-covariante.



2 Fibrado de Fell e C*-algebra seccional cheia

2.1 Fibrado de Fell

O conceito de fibrado de Fell foi introduzido por J. M. G. Fell na
década de 60. Uma de suas principais importancias esta relacionada com
o estudo dos chamados produtos cruzados parciais. Na verdade, o fibrado
de Fell € um passo intermerdiario para a constru¢do dos mesmos. Para

mais detalhes sobre esse assunto, ver [14] e [15].
Defini¢ao 2.1.1: Dado um grupo G, um fibrado de Fell é uma tripla
({B:}tea, *, ) em que {B;}ice € uma familia de espagos de Banach com
operacgdes

x: By — By

bt'—>b:

'ZBtXBSHBts

(bt7 bs) — btbs
que satisfazem as seguintes condicdes:

(1) Para todo t € G, x : B, — B;-1 & conjugada linear e isométrica.

Além disso, (by)* = b; para todo b, € B;.

(2) Paratodo t,s € G, - : By x Bs — By é associativa e bilinear.

34
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(3) Para todo by € B, e b, € B, (bibs)* = b%bs, ||biby

166051, < 1102l (105

. = bl e

Bs-
(4) Dado b; € B, existe a € B, tal que bfb; = a*a.

Cada espaco de Banach B; é denominado a fibra ¢ do fibrado de
Fell ({B:}iea, *,-)-

Observagcao 2.1.2: As condigdes da definicdo 2.1.1 garantem que B, é

uma C*-algebra.

Exemplo 2.1.3: Seja G = Z e M3(C) a C*-algebra das matrizes qua-

dradas de ordem 3. Defina

BO = {A € Mg(C)/alg = Qa3 = a1 = Aa31 = 0},
By = {A € M3(C)/a11 = as1 = asz = as3 = a3 = azz = azz = 0},

By ={A e M3(C)/a11 = a12 = a13 = a2 = a3 = a3z = asz = 0}

e, para todo k € Z\{-1,0,1}, B = {0}. Note que, {Bj}rez € uma
familia de espacos de Banach. Por fim, definindo as operacdes x e - de

maneira natural, ({Bg }rez, *,) € um fibrado de Fell.

Exemplo 2.1.4: Sejam G = Z e S* C C o circulo unitario. Considere
z: 8" — C ainclusdo de S' em C. Em seguida, para cada k € Z, defina
By = {azF/a e C} e

|| : By — RT

azf — al.
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Note que, para cada k € Z, B), é uma espaco de Banach. Além disso, as
operagoes
* . Bk — B_k

azF —s @z~

< By % By — Bl

(azk, Bz") — afzktm

satisfazem as condi¢cdes da defini¢do 2.1.1. Logo, ({Bk}rez,*, ) € um

fibrado de Fell.

2.2 A C*-algebra envolvente de uma x-algebra admissivel

Nesta secdo, mostraremos a existéncia e a unicidade da C*-algebra
envolvente de uma x-algebra admissivel. Para isso, iniciaremos a mesma

com o conceito de C*-seminorma.

Definicao 2.2.1: Seja B uma *-algebra. Uma C*-seminorma em B
€ uma funcio s : B — R™T tal que, para todo a,b € Be a € C, as

seguintes condicdes sio satisfeitas:
(1) s(aa) = |als(a)

(2) s(a+b) < s(a) +s(b)

(3) s(ab) < s(a)s(b)

(4) s(a*a) = (s(a))®
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Proposicao 2.2.2: Seja s : B— R™ uma C*-seminorma. O conjunto

N ={be€ B/s(b) =0} é um ideal em B e A= (B/N) & uma C*-algebra
com relagdo & norma ||b+ N|| = s(b).

Demonstragio. Sejam b,c € N,a€ Bea € C. Comos: B — Rt ¢
uma C*-seminorma, s(ab+c) < |a|s(b)+s(c) =0, s(ab) < s(a)s(b) =0
e s(ba) < s(b)s(a) = 0. Portanto, N é um ideal em B. Sendo assim,

B/N é uma &lgebra. Além disso,

*:B/N — B/N

b+ N+—b"+ N
é uma involugdo pois s(b*) = s(b) para todo b € B. Por fim, a funcao

||l : B/N — R

b+ N — s(b)

é uma norma. Logo, A = (B/N) é uma C*-algebra. [ |

Proposicao 2.2.8: Se s : B — RT & uma C*-seminorma entdo existe
uma x-representagdo m : B — B(H) tal que s(b) = ||7(b)| para todo
beB.

Demonstrag¢ao. Como A = (B/N) é uma C*-algebra entao existe uma

s-representacao isométrica ¢ : A — B(H) em que H é um espago de

Hilbert (ver [1], Teorema 3.4.15). Considere a aplica¢ao quociente
p:B— B/N

b— b+ N.
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Finalmente, defina 7 : B — B(H) tal que 7(b) = ¢(p(b)) para todo

b € B. Note que 7 é uma *-representacao de B. Além disso, temos que

[ @O = (@) = lp@) = b+ Nl = s(b)- =

Proposicao 2.2.4: Se s : A — RT & uma C*-seminorma em uma

C*-algebra A, entdo s(a) < ||a]| para todo a € A.

Demonstracao. A proposicao anterior garante a existéncia de uma *-
representacao 7 : A — B(H) tal que s(a) = ||w(a)| para todo a € A.
Como toda x-representagdo em uma C*-algebra é contrativa (ver [1],

Lema 3.4.2), segue que s(a) = ||7(a)| < ||al|- |

Dada uma x-algebra B, considere C¥(B) o conjunto de todas as
C*-seminorma em B. Em seguida, defina s’ : B — R* U {+o00} tal que
s'(b) = sup s(b). Note que s’ satisfaz todas as condi¢Bes da definicdo
de C*—sgri(ijr:cf&a. Entretanto, ndo temos a certeza de que s'(b) < oo para

todo b € B. Esse fato sera fundamental para a existéncia da chamada C*-
algebra envolvente.

Definicdao 2.2.5: Seja B uma x-algebra. Uma C*-algebra envolvente
de B & um par (A, 7) em que A é uma C*-algebrae 7 : B — A é um
x-homomorfismo tal que, para qualquer C*-algebra C e para qualquer *-
homomorfismo ¢ : B — C, existe um tnico *-homomorfismo ¢ : A — C

tal que ¢ o ™ = ¢, ou seja, que o diagrama abaixo comute.
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Defini¢ao 2.2.6: Uma x-algebra B é admissivel quando s'(b) < oo

para todo b € B.
Observagao 2.2.7: Pela proposicdo 2.2.4, toda C*-algebra & admissivel.

Proposicao 2.2.8: Se B & uma *-algebra admissivel entdo existe um

par (A, 7) tal que (A, ) é a C*-algebra envolvente de 5.

Demonstragao. Seja B uma *-algebra admissivel. Como s'(b) < oo
para todo b € B, segue que s’ : B — R* é uma C*-seminorma.
Considere o ideal N = {b € B/s'(b) = 0}, a C*-algebra A = (B/N)
e o *-homomorfismo # : B — A tal que 7(b) = b+ N. Nosso
objetivo é provar que o par (A,7) é a C*-algebra envolvente de B.
Seja C' uma C*-algebra e ¢ : B — C um x*-homomorfismo. De-
fina ¥ : B/N — C tal que @(b+ N) = ¢(b). Note que @ esta
bem definido. Além disso, ¥ é um *-homomorfismo. Em seguida,
considere s : B — R* tal que s(b) = ||¢(b)||. Como s é uma C*-
seminorma, segue que [[B(b+ N)|| = [le(b)[| = s(b) < s'(b) = [|b+ N||.
Portanto, existe ¢ : A — C' extensao continua de . Além disso,
S(m(b)) = @b + N) = @b + N) = ¢(b) para todo b € B, isto &,
@om = . Finalmente, se p : A — C é um x-homomorfismo tal que
por = pentio p(b+ N) = p(n(b)) = p(b) = $(x(b) = $(b+ N).
Como B/N é denso em A, segue que p = ¢. Logo, o par (A,7) é a
C*-algebra envolvente de B. |

Definicao 2.2.9: Sejam B uma x-algebra, A e C duas C*-algebras e
o:B— Aep: B — C xhomomorfismos. Os pares (A, p) e (C,p)

sdo chamados isomorfos quando existe um x*-isomorfismo 7 : A — C tal
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que T o = p, ou seja, que o diagrama abaixo comute.

B—Ys A

C
Proposi¢cao 2.2.10: Sejam B uma *-algebra admissivel, A e C duas C*-

algebrase o : B — Aep: B — C x-homomorfismos. Se (A, p) e (C, p)

sdo C*-algebras envolventes de B entdo (A, ¢) e (C, p) sdo isomorfos.

Demonstragdo. A definicio de C*-algebra envolvente garante a exis-
téncia de *-homomorfismos ¢ :C — Aep: A— C tal que pop =
e pop = p. Sendo assim, temos que (Pop)oy = Po(pop) = pop = p.
Por outro lado, Id4 o ¢ = ¢. Portanto, ¢ o p = Id4. Analogamente,
po@p=1Idec. Logo, os pares (A, ¢) e (C, p) sdo isomorfos. [ |

Ezemplo 2.2.11: Seja (1(Z) = {a = (an)nez/ Z lan| < co}. Defina

nez
em ¢1(Z) as seguintes opera¢des: (a-b) = ¢ em que ¢, = E arbp_rk
kEZ
e a* = d com d, = a_,. Com essas operagdes, ¢1(Z) &€ uma x-

algebra de Banach comutativa com unidade. Além disso, considere

7 0(Z) — C(SY) tal que 7(a) = Zanf” com f: St — C
nez
dada por f(z) = 2. Vamos provar que (C(S'),m) & a C*-algebra envol-

vente de ¢1(Z). Primeiramente, note que a sequéncia 01 = (07 )nez em

que

1, sen=1
n—=
0, sen#1
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é um elemento unitario em /;(Z). De fato, (§1)* = §_1 = (61)"! pois
01-0_1 = 0o = 14,(z). Sendo assim, dados uma C*-algebra A e um x*-
homomorfismo ¢ : £1(Z) — A, u = ¢(d1) € um elemento unitario em
A. Denotando C*({14,u}) a C*-algebra gerada por 14 e u, e o(u) o
espectro de u, temos que C*({14,u}) = C(o(u)) e o(u) C St (ver [1],
Proposi¢des 3.3.10 e 3.3.11). Sem perda de generalidade, podemos supor
que A = C(o(u)). Portanto,

$:C(8") — Clo(w)

gr— g|a(u)

&€ o dnico #-homomorfismo tal que @ o = ¢ pois, se
p i C(SY) — C(o(u) & tal que po = ¢ ento p(r(a) = $(r(a))
para todo a € ¢1(Z). Portanto, p = ¢ uma vez que 7(¢,(Z)) = C(S").
Logo, (C(S'), ) & a C*-algebra envolvente de /1(Z).

2.3 C*-algebra seccional cheia

A partir de um fibrado de Fell, construiremos uma C*-algebra asso-
ciada a esse fibrado através do conceito de C*-envolvente.

Dado um Fibrado de Fell ({B;}tcq, *,-), defina B = @Bt. Em

teG
seguida, considere B com a soma e multiplicacdo por escalar da maneira

natural. Além disso, defina

*x:B—B

(bt)teG — (b:—l)teG
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-:BxB—B

((be)eea, (¢s)sea) — (Z btct_ls>
seG

teG
Vamos mostrar que estas operacdes ddo uma estrutura de x-algebra a B.
De fato, B & claramente um espaco vetorial. Sendo assim, basta provar
as propriedades relativas a - e . Dados (b;)ieq, (¢s)seq, (dr)req € B e

A € C, temos que:
(a)

()\(bt)tec) : (CS)SEG = (/\bf,)tec : (Cs)seG

(Z(Abt)ct_15>
teG s€eG
(Z by ()‘Ctls)>
teG s€G

= (bt)tec - Mcs)sea
= )‘((bt)tEG : (CS)SEG)

(b)

(bt - ((cs)sea + (ds)sec) = (b)ea - (s + ds)sea

= (Z bt(Ct—1S + dtls)>
seG

teG

= (Z btctls> + (Z btdtls>
teG seG teG seG

= (be)tec - (cs)sec + (b)iec - (ds)sea
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A outra demonstracio é analoga.
(c)

((bt)tEG . (CS)SEG) : (dT)’I"EG = (Z btctls> : (dr)reG
seG

teG

_ (Z (Z b>d>
seG \teG reG

Por outro lado,

(bt)tGG : ((CS)SGG ' (dr)reG bt tGG (Z csd —1r>
reG

s€G

= (Z bt (Z Csd51t1r>>
teG seG reG

Renomeando os indices de maneira apropriada, segue que

((bt)tEG : (CS)SEG) : (dr)reG = (bt>t€G . ((CS)SEG . (dr)TEG)

(d)
((00eee)”)” = (Gr-20ea)” = (Bf-1) 1)) e = (e

(e)

(A(b)iec + (ci)iec)” = (M + c)iec)”
:(Abt 1+Ct1 )tGG
(th 1+ ¢ )tea

= X( by tEG) ( Ct)teG)*
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()

((bt)tEG : (CS)SEG)* =

\ Il
/\/\(\/\/\
m
Q/\
&
L
L
Y
=
~
M
Q

C:—l)sEG ’ (b:—l)tEG

(
= ((cs)sec)” * ((be)eec)”

Logo, B é x-algebra.
Proposigcao 2.3.1: Seja ({Bi}ieq, *,-) um Fibrado de Fell. A x-algebra

B = @Bt & admissivel.
teq@

Demonstragdo. Seja s : B — RT uma C*-seminorma. Para cada
t € G, vamos denotar por B; o subconjunto de B cujos elementos sao
nulos nas entradas diferentes de t. Além disso, para cada b; € B,
considere (l~)t) € B, que ¢ igual a b; na entrada de ¢. Inicialmente, tome
l~)e S Be arbitrario.

Como B, & isomorfo a B, definindo ||l~)e||86 = ||be|| 5. , segue da ob-
servagao 2.1.2 que B. é uma C*-algebra. Sendo assim, pela proposicao

2.2.4, s|z & contrativa. Portanto, B. ¢ admissivel. Agora, considere
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by € B, arbitrario. Como (Et)*Bt € B., temos que

s(be)* = s((be)"0e) < I1(be)" bl 5, -

Dessa forma cada B; também é admissivel. Finalmente, seja b € B.

Como b = Z by, segue que

teG
- - |
s(b) = s(Z bt> < s <Y 1(Be) Bl -
teG teG teG
Logo, B = @Bt é uma *-algebra admissivel. [ |
teG

Definicao 2.3.2: Seja ({Bi}ieg,*, ) um fibrado de Fell. A C*-
algebra seccional cheia do fibrado de Fell ({5;}:cq,*,-), denotada

por C*({B:t}icc), € a C*-algebra envolvente de 5.

Observacao 2.3.3: No capitulo 3, construiremos um fibrado de Fell a
partir de uma acdo parcial. Para esse caso especifico, mostraremos que

N = {b = (bt)tec € B/s'(b) = 0} = {0}(ver proposi¢do 3.3.19).



3 Fibrado de Fell associado a uma acao parcial e

produtos cruzados parciais

Neste capitulo, construiremos um fibrado de Fell a partir de uma
acdo parcial sobre uma C*-algebra. Em seguida, definiremos o produto
cruzado parcial associado a esse fibrado. Finalmente, o conceito de es-
peranca condicional serd de grande importancia na definicdo do chamado

produto cruzado parcial reduzido.

3.1 Fibrado de Fell associado a uma acdo parcial

Seja ({Di}iea, {attiee) uma agdo parcial de um grupo G sobre

uma C*-algebra A. Para cada t € G, defina
By = {(a;,s) e Ax G/s=tea; €Di}.

Em seguida, para cada ¢t € G e para cada a; € Dy, denote a;; = (a¢,t).
Além disso, para cada ¢t € G, defina em B; as operacbes de soma e mul-
tiplicagdo por escalar da maneira natural. Finalmente, para cada t, s € G,
defina

X 1 Bt — Btfl

aidy — az-1(ay)dp-1,

<1 By x Bs — Bis

(@46, bs05) — e (y—1(as)bs)os

46
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Il : By — RT
Cltét — ||CLfH
Note que a operac3o - estd bem definida pois cada D; é um ideal em A e
a;(Ds-1 N Dy) = Dy N Dys. No entanto, ndo temos nenhuma garantia de

que a operagdo - é associativa. Para provarmos que essa operagdo é mesmo

associativa, faremos um breve estudo sobre algebra de multiplicadores.

3.2 A algebra de multiplicadores

Defini¢cao 3.2.1: Seja A uma algebra. A algebra de multiplicadores
de A é o conjunto M(A) dos pares ordenados (L, R), em que L e R
sdo transformacgdes lineares de A tais que, para quaisquer a,b € A, as

seguintes condicdes s3o satisfeitas:
(1) L(ab) = L(a)b
(2) R(ab) = aR(b)
(3) R(a)b = aL(b)

A transformacdo L é denominada um multiplicador a esquerda

de A. Analogamente, R é denominada um multiplicador a direita de A.

Exzemplo 3.2.2: Seja A uma algebra e z € A. Considere

L, A— A

a+—— xa
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R,: A— A

a+—— azr.

Vamos mostrar que (L, R;) € M(A). Claramente L, e R, s&o transfor-

macdes lineares. Além disso, dados a,b € A, temos que:
(1) Ly (ab) = z(ab) = (wa)b = L, (a)b
(2) R.(ab) = (ab)x = a(bx) = aRy(b)
(3) Ru(a)b = (az)b = a(zb) = aL,(b)

Dados (L,R), (L',R') € M(A) e A € C, defina em M(A) as

seguintes operagdes:

(a) (Adi¢do): (L,R)+ (L',R')=(L+ L, R+ R')

(b) (Multiplicagdo por escalar): A(L, R) = (AL, AR)
(c) (Multiplicagdo): (L,R) - (L', R') = (Lo L',R o R)

As operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar estdo bem defi-
nidas. Vamos provar que a operacdo de multiplicacdo também esta bem

definida. Dados a,b € A, temos que:
(1) Lo L'(ab) = L(L'(ab)) = L(L'(a)b) = L(L'(a))b = (L o L' (a))b;
(2) R o R(ab) = R'(R(ab)) = R'(aR(b)) = aR'(R(b)) = a(R' o R(b));

(3) (R oR(a))b= R'(R(a))b= R(a)L'(b) = aL(L'(b)) = a(L o L'(b)).
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Note que, com as operacdes definidas anteriormente, M (A) é uma algebra
com unidade pois (Ida,Ids) € M(A).
Defini¢cao 3.2.3: Uma algebra A é ndo degenerada quando para todo

elemento ndo nulo a € A, existe b € A tal que ab # 0 ou ba # 0.

Exemplo 3.2.4: Todo ideal I fechado de uma C*-algebra A & n3o dege-
nerado. De fato, se a € I é n3o-nulo ent3o existe a* € I tal que a*a € I
é ndo-nulo pois, ||a*a| = ||al|? # 0.

Sejam z,y € Ae (Ly, Ry),(Ly, Ry) € M(A). Para todo a € A,
Ry o Ly(a) = Ry(va) = (va)y = wlay) = aRy(a) = Lo(R,(a) =
Ly oRy(a), isto & RyoL, =L, oR,.

O préximo exemplo ilustra o fato que esta igualdade nem sempre é
verdadeira em M (A).
Exemplo 3.2.5: Seja R3 com a multiplicacio trivial, isto é, 2y = 0 para
todo z,y € R3. Note que as condicdes da definicdo 3.2.1 sdo satisfeitas por
qualquer par de operadores lineares. Portanto, considere L e R operadores
lineares tais que L(e;) = e2, L(ea) = ey, L(eg) = e3, R'(e1) = ey,
R'(e3) = e3 e R'(e3) = ea. Nesse caso, a igualdade n3o é valida pois
R'oL(e;) = R'(e2) = e3 # ea = L(ey) = Lo R'(e1).
Definicao 3.2.6: Uma algebra A é (L, R)-associativa quando para
quaisquer (L, R), (L', R’) € M(A) temos que R' o L=Lo R'.
Proposi¢cao 3.2.7: Se A é uma algebra ndo degenerada entdo A é

(L, R)-associativa.

Demonstragao. Sejam (L,R),(L',R') € M(A) e a € A. Assim,
R(L'(a))b = L'(a)L(b) = L'(aL(b)) = L'(R(a)b) = L'(R(a))b, para
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todo b € A, ou seja, [R(L'(a)) — L'(R(a))]b = 0. Analogamente,
b[R(L'(a))—L'(R(a))] = 0 para todo b € A. Como A é nao degenerada,
segue que R(L'(a)) — L'(R(a)) = 0. Logo, A é (L, R)-associativa. N

Proposicao 3.2.8: Sejam A e B algebras. Se 7 : A — B & um
isomorfismo e (L, R) € M(A) entdo (toLor !, mo Ron~ ') € M(B).

1 1

Demonstracao. Inicialmente, note que mo Lo~ e mo Ro 7w+ sao

transformagoes lineares. Além disso, para quaisquer a,b € B temos

que:
(1)

moLor Yab) = o L(r ' (a)r 1 (b))

m(L(r~(a))m™ (b))

= m(L(r~ " (a))m(x~" (b))
= (mo Ln~(a))b.

(2)

moRon (ab) = m(R(r ' (a)m 1 (b))
“Ha)R(n7H(b)))

(
(

= n(n Y (a))m(R(x (D))
(

I
3
)

moRom 1(b)).
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(3)

Logo, (toLon~ !, mro Ron™!) € M(B). [ |

Teorema 3.2.9: Seja ({D:}ica,{at}tec) uma agdo parcial de um
grupo G sobre uma C*-dlgebra. A operacio
LN Bt X Bs — Bts

(ats,bs0s) — (-1 (az)bs)des
é associativa.

Demonstracao. Sejam a:d; € By, bsds € By e ¢,.6, € B,.. Sendo assim,

temos que

((atét) . (bsés)) (epdy) = (at(at—l(at)bs)éts) - ¢y 0y

= Qs (O"t(ts)*1 (at (at*1 (at)bs))cr)(stsr-

Como ay-1(at)bs € Dy—1 N Dy, segue que ay(az-1(as)bs) € Dy N Dys €
ats)-1 ((az-1(ag)bs)) € D(ggy-1 N Dy-1. Portanto, pelo item (3) da
definigao de agao parcial, trocaremos az—14—1 POr ig—1 © -1 € Qg5 POT

agoag. Logo, ((atét) . (bsdg)) (erbr) = (Oés(as—l(at—l(at)bs)cr))étsr.
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Por outro lado,
(atde) - ((bsc?s) : (crér)) = a1 (ar)as(ag—1(bs))er)desr-

Aplicando a;-1 em ambas as equagdes, temos que a operagao é associ-

ativa se, e somente, se
Qg (045—1 (O‘t*1 (at)bs)cr) = 01 (at)as (0{5—1 (bs)cr) .

Como -1 : Dy — Dy—1 é um isomorfismo, substitua a;-1(a;) por

a;—1 € Dy-1. Assim, a a operacdo é associativa se, e somente se,
g (ozsq(atqbs)c?n) = ag—1a5(az-1(bs)er)

para todo 7,s,t € G, a;-1 € Dy—1, by € Dy e ¢, € D,.. Em particular,

faga t = r = e. Sendo assim, a operagao é associativa se, e somente se,
s (as-1(abs)c) = aos(ag-1(bs)c)

para todo s € G, a,c € A e by € D,. Finalmente, note que a equagio
acima ¢é igual a
(asoReoag-1)oLy(bs) =Lgo (g0 Reoa,1)(bs)
em que R, é um multiplicador a direita de Dy—1 e L, é um multiplicador
a direita de D,. Além disso, pela proposigao 3.2.8, ag 0 R. o ag—1 € um
multiplicador & direita de Ds. Como em uma C*-algebra A todo ideal
é (L, R)-associativo, segue que a operagao
< By X Bs — Bys

(at§t, bsés) — at(at—l (at)bs)éts

¢é associativa. | |
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3.3 Produtos cruzados parciais

Agora que ja sabemos que a operac¢do - : By x By — By, é associ-
ativa, vamos provar que a construcdo é realmente um Fibrado de Fell.

Proposigcao 3.3.1: ({B:}ica,*,-) € uma Fibrado de Fell.

Demonstra¢ao. Primeiramente, note que cada B; é um espago veto-
rial normado. Como os ideais D; sao fechados, segue que {B;}icq €
uma familia de espagos de Banach. Além disso, para todo t,s € G,
% : By — By;—1 é conjugada linear, isométrica e (b)* = b; para todo
by € By e - : By x Bs — By € bilinear. Finalmente, mostraremos os
demais axiomas da defini¢ao de Fibrado de Fell. Dados a;6;, b:6; € By,

cs0s € By e X € C, temos:
(3)

((atét) : (0365))* = (Oét(at—l(at)cs)(sts)*
= a1 ((ar (-1 (ar)es)) ) G141
= Qg-14-1 (at((at—l(at)cs)*))5s—1t—1
= a1 (a1 (a%))) By
= ag-1(ciay-1(a”))0s-14-1
— a1 (s (a1 ()1 (a7)) st

(
= a-1(cy)0s-1 - ag-1(ay)ds—1
)

= (cs05)" - (atd¢)"
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(4)

[(aide)” - aide|| = [leu-1(ag)di-1 - asde|
= ||ay- 1(at a1 (ay) at)éeH
= [laz—1(aias)de|l
= [l (a7 aq)||
= llaja:||
= [la|?

= ||at5t||2

[(@tde) - (esds)Il = lleve (eve—r(ar)es)dss ||
= [lat(ag—1(ar)es)||
= [l (a)es|l
< g (an)|lllesll

= [laclfles]l

= [lasde[[[lesds|l

(at5t)* . (at5t) = O[t—l((l:)(st—l . at5t
= a1 (ay(ap-1(af))ar)de
= Q¢ (a:tkat)ée

= (ap=1(ar)de)” - (-1 (ar)de)
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Logo, ({B:}tea, *,-) € um Fibrado de Fell. [ |

Observacdao 3.3.2: Pela proposicdo 2.3.1, a *-algebra B = @Bt as-
teG
sociada a esse fibrado de Fell & admissivel.

Definicao 3.3.3: Seja ({D:}ieq, {at}ticq) uma agdo parcial de um
grupo G sobre uma C*-algebra A. O produto cruzado parcial de A
por GG, denotado por A %, G, & a C*-algebra seccional cheia do fibrado de
Fell ({Bi}tea, *, ) construido anteriormente.

Defini¢cao 3.38.4: Seja A uma x-algebra e B uma sub-x-algebra de A.
Uma esperanca condicional de A em B é uma fun¢3o linear £ : A — B

satisfazendo as seguintes condic¢des:
() Bl = Id
(ii) E(a) > 0 para todo a > 0
(iii) E(ab) = E(a)b e E(ba) = bE(a) paratodoa € AebeB.

Proposi¢cao 3.8.5: Seja E : A — B uma esperanca condicional. O
conjunto J = {a € A/E(b*ac) = 0 para todo b,c € A} é um ideal em A
tal que J N B = {0}.

Demonstragao. Sejam a,a’ € J,d € Ae a € C. Para todo b,c € A,
E(b*(aa + d')c) = E(b*aac) + E(b*d’c) = aE(b*d'c) + E(b*d’c) = 0,
E(b*(ad)c) = E(b*a(dc)) = 0 e E(b*(da)c) = E((b*d)ac) = 0. Logo,
J & um ideal em A. Finalmente, vamos mostrar que J N B = {0}. De

fato, se a € JN B entdo a = E(a) = E(1%al4) = 0. [ |
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Definicao 3.8.6: Uma esperancga condicional £ : A — B é fiel quando
a seguinte condi¢do for satisfeita: Dado a € A, se F(b*ac) = 0 para todo
b,c € A entdo a = 0. Em outra palavras, uma esperanca condicional

E : A — Béfiel quando o ideal J = {0}.

Dada uma C*-algebra A, ({D:}ieq, {an}teq) uma agdo parcial de
G sobre A, ({B:i}icq, *, ) o fibrado de Fell associado e 7 : A — B(H)
uma representacdo isométrica de A (ver [1], Teorema 3.4.15), nosso obje-
tivo é construir uma esperanca condicional continua £ : Ax,G — B. em

que B, é o conjunto dos elementos de @Bt que s3o nulos nas entradas

teG
diferentes de e. Com um abuso de notac3o, considere E : A x, G — B,

pois B, e B, sdo C*-algebras isomorfas. Inicialmente, vamos demonstrar

um resultado importante que sera utilizado nessa constru¢do.

Proposigcao 3.3.7: Se ({D:}iea, {at}tee) € uma agdo parcial de um
grupo G sobre uma C*-algebra A, A : G — C uma representacio parcial
de G sobre uma C*-algebra unital C e 7 : A — C um *-homomorfismo
tal que o par (7, \) € a-covariante, ento existe um Gnico *-homomorfismo

(1 x A): Axg G — Cem que (1 x A)((a:6;)iec) = > m(a)A(D).

teG

Demonstragao. Seja ({B:i}iea, *,-) o fibrado de Fell associado a agao
parcial ({D;}icq, {aitieq). Defina (1 x \) : B = @Bt — C dada
teG
por (7 x A)((a:by)ieq) = Zﬂ(at))\(t). Nosso objetivo é mostrar que
teG
7 X A é um *-homomorfismo. Uma vez que 7 x A é linear, é suficiente

verificar as propriedades de *-homomorfismo em cada fibra B;. Sendo
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AETHAONE ) 7(
L

= (M) (m(ar))"
= (m(an)A(t))*

ados

3.3 — Produtos cruz:

assim, temos que

(m % A)((are) - (bs6s)) = (m  A)(eue(cvp—1 (ar)bs)drs)

= (1 % A)(aedy) - (1 % N)(bs0s).

Além disso,

(m x A)((a:6:)")
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Como 7 X A é um homomorfismo definido em cada fibra B; entdo © x A
é tnico. Finalmente, pelo fato de que A x,G é a C*-algebra envolvente

de B, o resultado segue. |

Iniciaremos a construcdo da esperanca condicional continua. Seja

(G, H)={f:G— H/ Y | f(9)|* < oo}. Considere

geG
\: G — B(2(G, H))

tl—>)\t

tal que (A\:(f))(g) = f(t 'g), isto &, \ & a representacdo regular a esquerda
de G sobre B({?(G, H)). Para cada g € G, defina 7, : D, — B(H) tal
que my(z) = m(ayz-1(x)) e Hy = span{my(x)§/xz € Dy e { € H}. Note
que 4 € uma representagdo. Além disso, como Hy é um subespaco fechado
de H, temos que H = Ho P Hy .

Afirmagao 3.3.8: Hj & invariante por .

Sejan = Tlllé%ng(:ri)fi € Hy. Dado x € Dy, temos que

mg(x)n = (}Llé%z g(x;) Z)

= lim Z g () (79 (2:)&:)

= lim g(xx;)& € H
nENZ g 7 é-z 0-

Afirmagao 3.3.9: Para todo n € Hg", m,(x)n = 0 para todo z € D,.
De fato, ||my(2)nl|* = (my(2)n, mg(x)n) = ((mg(x)) mg(x)n,n) =
(mg(x*x)n,n) = 0 pois m4(z*z)n € Hp.
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Proposi¢cao 8.3.10: Seja A uma C*-algebra, J um ideal em A e
m : J — B(H) uma representacdo. As seguintes afirmacdes sio equi-

valentes:
(1) Se w(z)€ =0 para todo x € J entdo £ = 0.
(2) H =span{n(x){/x € Je& e H}.

Demonstragao.
(1)=(2) Seja n € Hy . Pela afirmacio 3.3.9, n(z)n = 0 para
x € J. Portanto, n = 0. Logo, H = Hy = span{n(x)¢/x € J e £ € H}.
(2)=(1) Sejan = 71161?\,;77(1:,)& € H. Se 7(z)¢ = 0 para todo

z € J entao

(&m = }Lié%z m(@i)&)
=1

Logo ¢ = 0. |

Definicao 3.3.11: Seja A uma C*-dlgebra e J um ideal em A. Uma
representa¢do m : J — B(H) é ndo degenerada quando satisfaz as

condi¢Bes acima.

Proposi¢cao 3.3.12: Se A & uma C*-algebra, J um ideal fechado em A,
m:J — B(H) uma representacdo e Hy = span{n(x)¢/x € Je& € H}
entdo para todo n € Hy existem z € J e £ € H tal que 7(z)¢ = .
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Demonstracao. Essa proposi¢ao é um caso particular do Teorema da

Fatoracao de Cohen-Hewitt (Ver [10], Teorema 32.22). |

Coroldrio 3.3.13: Seja A uma C*-algebra e J um ideal fechado em
A. Se w:J — B(H) é uma representacio ndo degenerada ent3o existe

7 A— B(H) representacdo de A sobre B(H) tal que 7|, = 7.

Demonstra¢ao. Como 7 : J — B(H) é ndo degenerada, temos que
H = span{n(z)¢/x € Je & € H}. Além disso, pela proposi¢ao an-
terior, para todo n € H existem z € J e £ € H tal que w(x)€ = 7.
Sendo assim, defina 7@ : A — B(H) da seguinte forma: Dado a € A
en=mn(x)¢ € H, 7(a)n = w(az)¢. Inicialmente, vamos mostrar que 7
estd bem definida. De fato, se n = 7(z)&; = m(y)&2 e a € A entdo para

todo z € J temos que

m(z)(m(ax)éy — m(ay)s2) = ™

Portanto, w(ax)&; — w(ay)é2 = 0, ou seja, w(ax)é; = w(ay)é&e. Logo,

7 estd bem definida. Além disso, T é uma representacao de A sobre
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B(H). Com efeito, dados a,b € A e A € C temos que

#(Aa +b)n = m((Aa + b)x)€
— Am(az)é + m(ba)é
= N (a)n + 7 (b)n
= (A (a) + 7 (b))n,

Portanto, 7 é uma representacgao. Por fim, se a € J e n = w(z)¢ € H,
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temos que 7(a)n = 7w(ax)€ = 7w(a)(w(x)€) = 7w(a)n. Logo, T é uma

representacao de A tal que 7|, = 7. |

Com base nos resultados acima, defina

7y : Dy — B(Hy)

x —> my(2) ‘Ho'

Note que 7, esta bem definida. Além disso, 77, é uma representagdo
ndo degenerada. Pelo corolario anterior, existe 7, : A — B(Hp) re-
presentacdo de A sobre B(Hj) que estende 7,. Em seguida, defina
m, + A — B(H) da seguinte maneira: Dado 1 € H, escreva n =1 + 12

com 7 € Hy ey € Hy-. Sendo assim, =/ (a)n = 7, (a)n. Clara-

!
g

1 A— B(*(G, H)) com (7(a)(f))(9) = (my(a))(f(9))-
Afirmacao 3.8.14: 7: A — B({*(G,H)) & uma representagdo de A
sobre B((*(G, H)).

mente, 7/ é uma representacdo de A sobre B(H). Por fim, considere

Inicialmente, note que 7 é linear. Assim, para todo a,b € A,
temos que (7(ab)(f))(g) = (my(ab))(f(g)) = (my(a)my(b))(f(9)) =
7! (@) (O)(F(9)) = (@GO = F@)FD)())(g). Alem
disso, ((7(a))*(9) = (mg(a))*(f(9)) = (mg(a™))(f(9)) = (7(a™)(f))(9)-
Portanto, temos que, (7(a))* = 7(a*). Logo, 7 é uma representa¢go.

Afirmacao 3.3.15: O par (7, \) é a-covariante.
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Dadost € G e z € D;-1, temos que

(A7 (@)(f))(9) = (A( )(7(2)()))(9)

para todo g € G e f € (?(G,H). Portanto, \(t)7(z) = (s (z))A(t),
isto &, T(a(x)) = AM(t)7(z)A(t~1). Além disso,

para todo t € G e a € A. Logo, o par (7, \) é a-covariante. Pela
proposi¢cdo 3.3.7, segue que 7 : A x, G — B({*(G,H)) com
(7 x N((aede)iea) = Y 7 (a)A(t)
teG
é a (nica representagdo de A x,, G sobre B({*(G, H)) associada ao par

a-covariante (7, A).
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A seguir, considere

io: H— (*(G,H)

hl—)fh

0,seg#e
em que fj(g) = e
h,seg=e

it (G, H) — H

fr— fle).

Defina, p. = i.i’ : 2(G, H) — (*(G, H). Note que p. € B({*(G,H)) &

uma projecdo. Finalmente, considere

E:B((*(G,H)) — B((*(G, H))

T+—— peoTop,

A aplicacdo linear E é continua pois ||[E(T)| = |[pe o T o pe|| < ||T). A
partir de E construiremos uma esperanca condicional E : A x, G — B..
O resultado seguinte é fundamental para alcangar nosso objetivo.
Proposicao 3.3.16: Sejam A uma C*-algebra, G um grupo,
({Dg}gec,{agtgec) uma acdo parcial de G sobre A, ({Bi}icc,*,-) o
fibrado de Fell associado a a¢do parcial, 7 : A — B(H) uma representa-
¢do isométrica de A e 7 x A : A xo G — B({?(G, H)) a representagdo
construida acima. Se H, = {f € (*(G,H)/f(9) = 0 se g # e} entdo

E ((7 x M((@:60)iec)) |y, = 7(ac) para todo (a:61)icc € B=EP B,
teG
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Demonstragao. Inicialmente, defina a fungao ¢ : B(H.) — B(H) tal
que (p(T))(h) = (T(fn))(e). Claramente, ¢ é linear. Além disso,
ot =Wemque V:B(H) — B(H,) com

0, s e
WS Mg =1 <07
S(f(e)), se g =e.

Portanto, ¢ é um isomorfismo. Sendo assim, basta mostrar que para
todo (aidt)icc € B, cp(E((frx )\)((atét)tec))‘H> = 7(a.). Seja
(at0t)tcc € B e denote T = (7 x A)((a0t)tcc). Dado h € H, temos

que
((B@],) )0 = (b (T 005 @
= (pe(T(f) ) (@)

Logo, ¢ (E(T)
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Proposicao 3.3.17: A aplicagéo Fy : B = @Bt — Be em que
teG

Eo((a¢d)tec) = acd & uma esperanca condicional continua.

Demonstracao. Primeiramente, note que Ey é linear. Além disso, Fq é

continua pois é uma composigao de fungoes continuas. De fato, temos

que Ey(b) = g(wl (@(E((fr X )\)(b))’HC))> com

0: A— B,

a+— ade.

Sendo assim, basta verificar as condigoes da defini¢ao de esperanca

= IdBE. Se (at(st)teg cBe (5555)566‘ € Be

e

condicional. Note que Fjy

entao

Eo = ((a0t)tec - (bsbs)sea)

~ B <<(O‘ (o (“s)be))‘sss) seG>

= (acbe)0e.

Além disso, Eo((a:idi)iec) « (bs6s)sec = aebe - (bss)sec = (acbe)de.
Portanto, Eo((a:0¢)iec - (bsds)sec) = Eo((ardi)iec) - (bsds)see para
todo (atdt)iec € B e (bsds)sec¢ € Be. De maneira analoga, con-
cluimos que Eo((bs0s)sca - (a0t)ica) = (bsbs)sec - Eol(asde)ica)
para todo (a:d¢)icc € B e (bsds)sec € B.. Finalmente, temos que

EO(((atét)teg)*(atét)teg> = ¢d, com ¢ = Zat_l(a;fat) é positivo
teG
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pois A e B, sdo C*-algebras isomorfas e ¢ = E az-1(ajay) € um ele-

teG
mento positivo de A. Logo, Ey : B — B, é uma esperanga condicional

continua. [}

Observagcao 38.3.18: Como Ey : B — B, é linear e continua e
pela definicdo de C*-algebra envolvente A x, G = B/N entio existe

E : Ax, G — B, continua.

Proposicao 3.3.19: A aplicacio F : A x, G — B, &€ uma esperanca

condicional (continua). Além disso, N = {0}.

Demonstrag¢ao. A verificagdo de que F : A x,, G — B, & uma es-

peranga condicional é imediata, uma vez que Fy : B — B, é uma

esperanca condicional. Sendo assim, vamos provar que N = {0}. Dado

b= (bt)ieg € B, se '(b) = sup s(b) =0, entao s'(b*b) = s'(b)*> = 0.
seCx*(B)

Como FEy : B — B, é continua, segue que Fy(b*b) = 0. Portanto,

c= Z byb, = 0 pois Ey(b*b) = ¢d.. Com isso, temos que bib, = 0 para
teG
todo t € G. Logo, by = 0 para todo t € G, ou seja, b = (by)iec =0. A

Definicao 3.3.20: Seja A uma C*-algebra, ({D:}ieq, {at}tteq) uma
acdo parcial de G sobre A, ({B:i}ieg,*,-}) o fibrado de Fell associado
a acdo parcial, £ : A xo, G — B. a esperanca condicional definida
acima e J = {a € A x, G/E(b*ac) = 0 para todo b,c € A x, G}. O
produto cruzado parcial reduzido de A por G, denotado por A x4, G
é a C*-algebra quociente do produto cruzado parcial pelo ideal J, isto &,

Axta, G=Ax,G/J.
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Proposicao 3.3.21: Seja E : A x, G — B, a esperan¢a condicional
continua construida anteriormente. A aplica¢do E, : A X4 G — B, em

que E,.(a+ J) = E(a) é uma esperan¢a condicional continua fiel.

Demonstracao. Inicialmente, vamos provar que E, estd bem definida.
Se a1 +J = az + J entdo a; — ay € J. Portanto, E(a; —az) = 0.
Logo, E.(a1 + J) = E.(az + J). Além disso, claramente F, é conti-
nua e satisfaz as condicoes de esperanca condicional. Finalmente, seja
a + J € Axg, G tal que E.((b+ J)*(a+ J)(c+ J)) = 0 para
todo b+ J,c+ J € A X4, G. Sendo assim, E(b*ac) = 0 para todo
b,c € A x, G. Portanto, a € J, isto é, a+ J =0+ J. Logo, F, é uma

esperanga condicional continua fiel. |

No capitulo 4, a esperanca condicional fiel construida acima sera
utilizada na demonstracdo do principal resultado do trabalho. Com esse
resultado, é possivel encontrar condi¢cdes sob as quais o produto cruzado
parcial reduzido é simples. Para encerrar esse capitulo, apresentaremos a
seguir dois exemplos muito importantes de produto cruzado parcial redu-

zido.

Ezxemplo 3.3.22:

Seja A = {T € B(¢*(N))/matriz de T & diagonal e lim a,,,existe}
e C*({S}) a algebra de Toeplitz. Considere ({Dg}rez, {an}trez) a acdo
parcial de Z sobre A e (m, A\) o par a-covariante, ambos construidos no
exemplo 1.2.5. Nosso objetivo & mostrar que C*({S}) = A X4, Z, isto &,
que a algebra de Toeplitz & isomorfa ao produto cruzado parcial reduzido

de A por Z. Como (7, \) é um a-covariante, a proposi¢do 3.3.7 garante a
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existéncia de um *-homomorfismo (7r X A): AXg Z — C*({S}) tal que

(ﬂX)\)((Tk(Sk)kez) = Z ZTk)\ SEJa {Bk}keZ; ,') (@)
kEZ kEZ
fibrado de Fell associado a acdo parcial e F : A x4, Z — By a esperanca

condicional construida neste capitulo. Inicialmente, vamos provar que,
para todo a € A X, Z, {((m x N)(a*a)en,, en)en, = (1 x A)(E(a*a))e, para
todo n € N em que {e,}nen € a base candnica de ¢?(N). De fato, se

a = (dek)kez S @Bk entao
keZ

((m x A)(a*a)en, en)e, = <(7r X )\)(Z(Z a,k(Tng+m))6m)en,en>en

nelZ keZ

ZZ ((m x M) (o (T5 Tt ) Om ) €ns €n)en

mEZLKEL

3 (o k(Ti Tesm) [+ m > Olentm, en)en
mEZkEZ

= (o k(TiTr)en, en)en
kEZ

= (3 os(T{Ti)en. enen
kEZ

= Z Oz_k(T,:Tk)e

kEZ

= (r x A)(E(a*a))e,

para todon € N. Como @Bk é denso em A x,7Z e as funcdes E' e m X A

kezZ
sdo continuas, a igualdade é valida para o caso geral. Agora, mostraremos

que se J = {a € A x4 Z/E(b*ac) = 0 paratodo b,c € A x, Z}
entdo (m x A)(J) = 0. Com efeito, se a € J entdo E(a*a) = 0.

Sendo assim, temos que (7 X A)(E(a*a))e, = 0 para todo n € N.
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Portanto ((m x A)(a*a)en,en)e, = 0 para todo n € N. Como 7 x A
& um x-homomorfismo, segue que ((m X A)(a)en, (7 X A)(a)e,) = 0
para todo n € N. Logo, (m x A)(a) = 0. Finalmente, uma vez
que (m x A)(J) = 0 entdo existe T x A : A Xo, Z — C*({S})
s-homomorfismo dado por 7 x Aa + J) = (7 x A)(a). Note
que T x A é sobrejetor pois temos que SS*5; + J € A X, Z e
T X NSS*5 + J) = (7 x A)(85*61) = 7(SS*)A(1) = S5*S = S.
Além disso, ™ x A é injetor. De fato, se a + J € kerm x A en-
tdio mx M(a + J)*(a + J)) = (7 x A(a*a) = 0. Portanto,
(r x A)(E(a*a))e, = {((m x N)(a*a)en,en)e, = 0 para todo n € N,
isto &, (m x A)(E(a*a)) = 0. Como (7w x \)(E(a*a)) = E(a*a), segue
que E(a*a) = 0. Assim, a +J = 0+ J pois a esperanca condicio-

nal é fiel no produto cruzado parcial reduzido. Logo, C*({S}) = Axq - Z.

Ezxzemplo 3.3.23: Fixe (ng)ren uma sequéncia de nimeros inteiros
tais que ny divide ng,q1 para todo £k € N. Dada uma sequéncia li-
mitada de nameros complexos a = (a;);en, considere S, € B({*(N))
tal que S,(e;) = aseir1. No caso em que a; = a;4,, para algum
p € N, dizemos que S, é p-periédico. Defina, para cada k¥ € N, a
C*-algebra A, = C*({S, € B({*(N))/S, & nj-periédico}). Note que

o0

An, € Any € An, € ... Seja A = [ JA,,. A C*algebra A
k=1

é chamada a algebra de Bunce-Deddens-Tc;epIitz de (ng)ren- Note
que C*({S}) C A para qualquer sequéncia (ny)ren. Em particular,
A contém o conjunto K(¢?(N)) dos operadores compactos de ¢?(N)
(ver [5], Teorema 1.1.1). Seja Ay = {T" € A/T é diagonal}. Consi-
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dere, com as devidas modificacBes, a acdo parcial ({Dg}rez, {ak}trez)
de Z sobre Ay e o par a-covariante (m, \) construidos no exemplo
1.2.5. A proposicdo 3.3.7 garante a existéncia de um s-homomorfismo

(’/T X /\) : ./40 Ao 7. — A tal que (7‘( X )\)((Tkak)keZ) = ZW(T]C)/\(]{?) =
kez

ZTk)\(k). Seja ({By}rez, *,-) o fibrado de Fell associado a a¢do par-

kez

cial ({Dr}rez, {antrez) e E : Ag Xo Z — By a esperanga condici-

onal construida neste capitulo. Novamente, temos (7 x A)(J) = 0 em
que J = {a € Ay Xq Z/E(b*ac) = 0 paratodo b,c € Ay X, Z}.
Além disso, o #-homomorfismo 7 x X : Ay xa, Z — A tal que
7 x Ma+ J) = (7 x \)(a) também & injetor. As demonstragdes desses
fatos sdo analogas as que foram feitas no exemplo anterior. Assim, falta
apenas provar que ™ X A : Ag X4 Z — A & sobrejetor. De fato, basta
mostrar que todo operador S, n-periédico pertence a imagem de m x \.
Seja S, um operador ny-periédico e a = (a;);en a sequéncia ny-periddica
associada a ele. Considere T' € A tal que t; = 0 e t;41 = a; para todo
i € N. Portanto, 7 x AN(T'61+J) = (ax\)(T61) = n#(T)\(1) =TS = S,.

Logo, A & isomorfa ao produto cruzado parcial reduzido de Aq por Z.
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4.1 Acoes parciais topologicamente livres

Neste capitulo, definiremos os conceitos de acdo parcial topologi-
camente livre e acdo parcial minimal. Além disso, provaremos o principal
resultado deste trabalho e enunciaremos condices necessarias e suficien-
tes para que uma acdo parcial do grupo livre sobre o espago topolégico
compacto associado a um grafo seja topologicamente livre e minimal. Este
capitulo teve como base o artigo [2].

Inicialmente, fixaremos um grupo G, um espaco topolégico local-
mente compacto Hausdorff X, ({X;:}ieq, {0+ }tec) uma agdo parcial de
G sobre X, ({Di}iec,{atttec) a agdo parcial de G sobre Cy(X) (Vide
exemplo 1.1.6),({B;}teq, *,) o fibrado de Fell associado a a¢do parcial
de G sobre Cy(X) e E, : Cop(X) Xor G — B, a esperancga condicional
definida no capitulo 3. Novamente, com um abuso de notacdo, conside-
raremos E, : Co(X) Xqa, G — Co(X) pois Co(X) e B, sdo C*-algebras
isomorfas.

Definicao 4.1.1: Uma agdo parcial ({X;}icq,{0:}icc) de G sobre
X é topologicamente livre quando para todo ¢ € G\{e} o conjunto
F, = {z € X,-1/60,(x) = z} tem interior vazio.

Observagcao 4.1.2: Pela definicio acima, note que o conjunto F} é

fechado em X;-1.

72
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Enunciaremos uma caracterizacdo das ac¢des parciais topologica-
mente livres mais apropriada para os nossos objetivos.
Proposigao 4.1.3: Uma acido parcial ({X;}ieq, {0t}icc) € topologica-
mente livre se, e somente se, para todo subconjunto finito {t1,...,t,} de

G\{e} o conjunto |J;_, F;, tem interior vazio.

Demonstragao.

(«<=) E imediato.

(=) Basta mostrar que para todo t € G\{e}, F}; é raro, isto &,
F; tem interior vazio e usar o fato que a unifo finita de conjuntos raros
é um conjunto raro. Como F} é fechado em X;-1 entao Fy = C' N X
em que C C X fechado. Seja V C F, um aberto em F,. Sendo
assim, note que V' N X;-1 ¢ aberto em F}. Portanto, V N X,—1 = (} pois
({Xi}eea, {0t Hec) € uma agdo parcial topologicamente livre. Como V
e X,—1 sao abertos disjuntos em X, entdo V N X,—1 = 0. Por outro
lado, VC F, =CNX-1 C CNX,—1 C X,—1. Dessa forma, V = (.
Logo, F} e uma conjunto raro. Finalmente, UZT tem interior vazio
pois Ui:l F, = UL 1Ft = 0. Logo, U;_, F;, também tem interior

vazio. [ |

Lema 4.1.4: Sejam t € G\{e}, f € D, e ¢ ¢ F;. Para todo, € > 0,

existe h € Cy(X) tal que:
(1) A(zo) =
(2) [[(nf)o:hll < e

(3) 0 < h(z) <1 paratodoz € X.
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Demonstragao. Caso 1: zg & X;-1.

Considere K = {z € X;-1/|f(z)] = ¢}. Note que K é um
conjunto compacto pois f € Co(X) e xg € K. Como todo espagco local-
mente compacto Hausdorfl possui uma compactificacdo de Alexandrov
e todo espago compacto Hausdorff é normal, entdo existe h € Cy(X)
tal que 0 < h(x) < 1, para todo = € X, h(zg) =1 e h(K) = 0. Além
disso, f ¢ limitada por ¢ fora de K. Portanto, |hAf|| < e. Logo, temos
que [[(hf)8,h] = llar(apr (BB = lowrs ()R] < 1RSI < =

Caso 2: xg € Xj-1.

Como 6(xg) # xo e X é Hausdorff, existem V; e Vs abertos
disjuntos em X tal que zg € Vi e 0¢(xg) € Vo. Sem perda de generali-
dade, suponha que V3 C X;-1 e Vo C ;. Considere V = V3 N1 (Va).
Note que zg € V C V; e 0,(V) C V5. Portanto, V N 6,(V) = 0. Pelo
mesmo argunto do caso 1, existe h € Cp(X) tal que 0 < h(z) < 1
para todo z € X, h(zg) = 1 e h(X\V) = 0. Falta mostrar que
h € Cy(X) satisfaz a condigdo (2). De fato, note que o suporte de
a;—1(hf) esta contido em 6:(V) e o suporte de h esta contido em V.

Logo, [[(hf)dih|| = [z (Rf)R]| <. u

Proposigao 4.1.5: Se ({X:}iea, {0+ }tec) € uma agdo parcial topologi-
camente livre entdo para todo ¢ € Cy(X) X, G € para todo € > 0 existe

h € Cy(X) tal que:
(1) [hE-()n] = [|Er(0)]| —&.
(2) ||hEy(c)h — heh| < e.

(3) 0 < h(z) <1 para todo x € X.



4.2 — Ideais e acBes parciais topologi livres & minimai 75

Demonstragao. Inicialmente, suponha ¢ = (a¢d¢)ier € Co(X) Xor G
com T C @ subconjunto finito. Defina F,.(c) = a. (se e € T, tome
ae =0). Seja V = {z € X/||ae(x)| > ||ae|] — €}. Primeiramente, note
que V é um conjunto aberto nao-vazio. Pela proposicao 4.1.3, existe
xog € V tal que zg ¢ F; para todo t € T\{e}. Além disso, pelo
lema 4.1.4, para cada t € T'\{e} existe h; € Co(X) tal que h(xo) =1,
0 < h(x) < 1 paratodox € X e ||ht(ade)he] < % com |T| sendo
o niimero de elementos de T. Assim, seja h = H h¢. Claramente

teT\{e}
0 < h(z) < 1 para todo z € X. Como h(zg) = 1, segue que

[RE- ()] = |ac(zo)| > llac| — & = | E-(c)[| — &
Finalmente, temos que

IhEr(c)h = heh|| < > (h(ad)h]| < D (he(ab)hal| < e.
teT\{e} teT\{e}
Como os elementos da forma (a.d;)ier s@o densos em Co(X) x4, G €

E,. é continua, o caso geral segue. |

4.2 Ideais e agdes parciais topologicamente livres e minimais

Essa secdo é dedicada ao principal resultado deste trabalho, suas

conseqiiéncias e exemplos interessantes.

Teorema 4.2.1: Se ({Xi}ieq,{0t}tce) € uma agdo parcial topologica-
mente livre e I é um ideal em Cy(X) x4, G com I NCy(X) = {0} entdo

I=1{0}.

Demonstragao. Considere m : A = Cy(X) X0, G — A/I a aplica-
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¢ao quociente e sejam a € I, b,c € Cy(X) Xor G. Dado e > 0 e
b*ac € Co(X) Xq,r G, existe h € Cy(X) satisfazendo as condigoes (1),

(2) e (3) da proposigao anterior. Dessa forma,

[m(hE, (b ac)h)|| = [[x(h(E\(b"ac) — b ac)h)|| <

N ™

pois m(b*ac) = 0. Além disso, 7 ¢ uma isometria em Cy(X) pois
I N Cy(X) = {0}. Portanto, |hE,(b*ac)h| < g Utilizando o item

(1), temos que

1E-(b"ac)|| = 5 < |[RE (b ac)h|| <

9

N ™
N ™

isto &, ||[Ey(b*ac)|| < e. Assim, E,.(b*ac) = 0. Como a, b, ¢ sdo arbitra-

rios e E, é fiel, segue que a = 0. Logo, I = {0}. |

Defini¢cao 4.2.2: Seja G um grupo, X um espaco topoldgico e
({Xi}eea, {0:tec) uma agdo parcial de G sobre X. Um subcon-
junto Y € X é denominado 6-invariante quando, para todo t € G,
0:(X-NY)C X NY.

Definicao 4.2.3: Seja G um grupo, A uma C*-algebra e
({D:}iea, {at}tec) uma agdo parcial de G sobre A. Um ideal I em A é
denominada a-invariante quando, paratodo t € G, ay(Dy—1NI) C DN I.
Defini¢ao 4.2.4: Uma acdo parcial ({X;}ica, {0t }tec) em X' € mini-
mal quando os Gnicos subconjuntos abertos f-invariantes em X" sdo () e

X.

Observacao 4.2.5: Note que U C X aberto em X é f-invariante se, e
somente se, o ideal I = {f € Co(X)/f(x) = 0Vz € X\U} € a-invariante
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em relagdo & ({Di}ieq, {attiec). Portanto, ({AXi}iea, {0t }tiec) € mini-
mal se, e somente se, os (nicos ideais a-invariantes de Cy(X') s3o os ideais
triviais.
Definicao 4.2.6: Uma acgio parcial ({Di}icq, {attteq) em Co(X) &
minimal quando os unicos ideais a-invariantes de C(X) sdo os ideais
triviais.
Exemplo 4.2.7:

Seja A = {T € B(¢*(N))/matriz de T é diagonal e lima,,, existe },
I ={T € A/limay, = 0} e ({Dk}rez, {or}trez) a agdo parcial de Z
sobre A construida no exemplo 1.2.5. Nosso objetivo é mostrar que a
acdo parcial ({Dg}rez, {ak}rez) ndo é minimal. Primeiramente, note
que [ & um ideal em A. Em seguida, vamos provar que I é um ideal
a-invariante em relagdo a8 ({Dg}rez, {aktrez). Seja T € D_NI. Se
k > 0 entio D_y = A. Assim, oy (T) = SKT(S*)* € D, N 1. Por outro
lado, se k < 0 entdo D_y, = {T € A/a11 = azs = -+ = agx, = 0}.
Portanto, a3, (T) = (S*)"*TS™* € D, NI = I pois Dy, = A. Logo, a
acso parcial ({Dy}rez, {ak }kez) ndo é minimal pois I & um ideal em A
ndo-trivial a-invariante.
Proposicao 4.2.8: Seja ({D:i}ieq, {at}tec) uma agdo parcial de um
grupo G sobre uma C*-algebra A e H um espaco de Hilbert. Existe uma
correspondéncia biunivoca entre representacdes a-covariantes de (A, G, a)

sobre B(H) e representa¢des ndo degeneradas de A x,, G sobre B(H).

Demonstragao. Ver [2] (Teorema 1.4). [ ]
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Proposigcao 4.2.9: Se ({Xi}iea,{0:}iec) € uma agdo parcial topolo-

gicamente livre e minimal entdo Cy(X) x4, G & simples.

Demonstragdo. Seja I um ideal em Cy(X) Xo, G e considere
p  Cy(X) xg,r G — B(H) uma representacao de Co(X) Xq, G
tal que ker p = I. Pela proposigao 4.2.8, existe (7, \) a-covariante tal
que p = T X A. Defina J = I N Cy(X). Claramente, J é um ideal
em Cy(X). Além disso, J é um ideal a-invariante. De fato, para todo
fedJNDi-r, w(au(f)) = AE)T(f)(A(E)* = 0 pois 7(f) = 0. Assim,
a(f) € JNDy. Como ({AX:}ieq, {0t }teq) € uma acdo parcial minimal,
segue que J = Cy(X) ou J = {0}.

Se J = Cy(X) entdo 7 = 0. Portanto p =0e I = Cy(X) Xq, G.
Se J = {0}, pelo teorema 4.2.1, segue que I = {0}. Logo, Co(X) o, G

é simples. |

Exemplo 4.2.10: Um grafo G & um par (V, A) em que V' & um conjunto
no-vazio finito e A é um subconjunto de V' x V. Os elementos de V' sdo
chamados vértices do grafo e os elementos e A sdo chamados arestas do

grafo.

5

2 4‘//7
o
TN
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Dado um grafo G = (V, A), podemos definir uma matriz B,,«,, associada
ao grafo G da seguinte maneira: b;; = 1 se (i,j) € A e b;; = 0 se
(i,j) € A. Reciprocamente, se B, «, € uma matriz cujos elementos sio
0 e 1 entdo existe um grafo G = (V, A) associado a essa matriz tal que
V = {l,....n} e A ={(i,j) € V xV/b; = 1}. Dado um grafo
G=(V,A) comV ={1,...,n}, defina

Xp = {(z:)ien € {1,2,...,n}"/by,4,,, = 1 para todo i € N}.

Em seguida, considere 7 a topologia produto em Xg. Vamos mos-
trar que (XB,T) & uma espaco topolégico compacto. De fato, para cada

k € N, defina X% = {(z:)ien € {1,..., 0} /by 0, =1} €
fe {1l .0} — {1, . n} x{1,...,n}
(@i)ieN — (T, Th41)-
Além disso, seja
b:{l,...,n} x{1,...,n} — {0,1}
(4,7) — bij.

Note que X% & fechado pois X5 = (bo fr) "1 ({1}) e bo fx &€ uma funcio

continua. Como Xp = ﬂ Xg, segue que Xz é um conjunto fechado.

k=1
Por fim, o teorema de Tychonov garante que {1,2,...,n} é compacto
na topologia 7. Logo, Xz também é compacto pois Xz C {1,...,n}".

Nosso objetivo & construir uma acdo parcial do grupo livre F,, em Xp
e caracterizar as a¢des parciais topologicamente livre e as a¢bes parciais

minimais de F,, em Xp. Sejam {ai,...,a,} os geradores livres de F,
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e {a;',...,a;'} os seus inversos. Para cada k € {1,...,n}, defina
Xa;1 = {(@i)ien € XB/bpa, = 1}, Xoy = {(zi)ien € Xp/x1 = k},
Oa, : Xa;1 — X, tal que 0,, (x1,22,...) = (k,z1,22,...) € ,por fim,
Galzl c X, — Xagl tal que oagl(k,l'g,zg, ...) = (w2, x3,...). Note que
para cada k € {1,...,n}, O,, e Ga;1 sdo bije¢Bes continuas, X1 e X,
sdo conjuntos abertos em Xp e 9;}3 = 0%:1. Logo, pelo exemplo 1.1.8,

({ X} ger, {04} ger,) € uma agdo parcial do grupo livre F,, sobre X5.

Exemplo 4.2.11: Seja G = (V, A) o grafo abaixo.
N
1 3

Assim, Xp = {(1,2,3,1,2,3,...),(2,3,1,2,3,1,...)(3,1,2,3,1,2,...)}.
Sejam {a1,as, a3} os geradores livres de F3. Vamos provar que a ac5o par-
cial ({ Xy }gers, {04} ger,) de F3 sobre X5 ndo é topologicamente livre. De
fato, considere g = ajazaz # e. Note que X,—1 = {(1,2,3,1,2,3,...)},
X, ={(1,2,3,1,2,3,.. )} e 0,((1,2,3,1,2,3,...)) = (1,2,3,1,2,3,...).
Portanto, Fy = {z € Xy-1/04(v) = 2} = Xy = {(1,2,3,1,2,3,...)} &
um conjunto aberto em Xp. Logo, ({X,}gers,, {0g}ger,) Ndo € uma acdo

parcial topologicamente livre.

Definicao 4.2.12: Seja G = (V, A) um grafo. Um subconjunto
{ni,...,nx} € V & um circuito de G = (V, A) quando bnyn; = 1 e
bnin,., = 1 paratodoic {1,...,k—1}.

Definicao 4.2.13: Seja G = (V, A) um grafo. Um subconjunto
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{n1,...,nx} €V & um circuito sem saida quando {ng,...,ng} C V
é um circuito tal que, para cada i € {1,...,k — 1}, by,, = 0 para todo
D # Nit1 € by, = 0 para todo p # n;.

O préximo resultado exibe a condicdo necessaria e suficiente
para que a agdo parcial ({X,}ger,,{0s}ger,) de F, sobre X seja

topologicamente livre.

Teorema 4.2.14: A acdo ({X,}eer,,{0}ger,) de I, sobre Xp & to-
pologicamente livre se, e somente se, nenhum circuito do grafo G = (V, .A)

é sem saida.

Demonstragao.

(=) Suponha que o grafo G = (V, A) possua um circuito sem

saida {ny,...,ng} C {1,...,n}. Assim, considere g = ap,an, ... an,
e x = (ni,n2,...,Nk, N1, N2, ..., Nk, ...). Primeiramente, note que
04(x) = x. Além disso, X;-1 = {z} pois {n1,...,nx} é uma circuito

sem saida. Portanto, Fy, = {z € X;-1/0,(x) = x} = {z} que é um
conjunto aberto em Xp. Logo, ({X,}ger, . {04 }4er, ) nio é topologica-
mente livre.

(<=) Suponha que a acao parcial ({X,}er,,{0q}ger,) ndo é

topologicamente livre. Por definigao, existe g € F,, tal que o con-

junto Fy = {x € X,;-1/04(x) = x} possui interior nao-vazio. Va-
mos admitir que ¢ = ayn,...an,. Os demais casos sdo tratados
de maneira analoga. Seja z € Fig. Como 04(x) = z, segue que
r = (n1,n2,...,Nk, N1, N2, ..., Nk, ...). Portanto, X1 = {z}. As-

sim, para todo i € {1,...,k — 1}, temos que by,n, ., = 1, bp,n, = 1,
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bn,p = 0 para todo p # nit1, € by,p = 0 para todo p # n;. Logo,

{n1,...,nk} é um circuito sem saida do grafo G = (V, A). |

Exemplo 4.2.15: Seja G = (V, A) o grafo abaixo.

Sendo assim, Xp = {(1,2,3,...),(2,3,1,...),(3,1,2,...),(4,...)}. Se-
jam {a1,as,as3,a4} os geradores livres de Fy. Vamos provar que a agdo
({X}gers; {04} ger,) de Fy sobre Xp ndo & minimal. De fato, considere
U = {(1,2,3,1,2,3,...),(2,3,1,2,3,1,...),(3,1,2,3,1,2,...)}. Note
que U & um conjunto aberto f-invariante em X'p pois, para todo g € Fy,
0,(U N Xy-1) € U N A Logo, ({Xy}ger,»10g}ger,) ndo & uma acdo
parcial minimal.

Definicao 4.2.16: Sejam G = (V, A) um grafo e 4,5 € V. Um ca-
minho entre os vértices i e j € um subconjunto {ny,...,nx} €V com
ny =1ien, = j tal que by,p,,, =1 para todoi € {1,...,k—1}. No
caso em que, para todo i,j € V, existe um caminho entre os vértices i e

j, o grafo G = (V, A) é chamado transitivo.

Definicao 4.2.17: Seja G = (V, A) um grafo. Um elemento j € V &

um vértice isolado quando bj; = b;; = 0 para todo i € V\{j}.
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Observagao 4.2.18: Obviamente, se um grafo G = (V,.A) possui um

vértice isolado, entdo G = (V, . A) n3o é transitivo.

O resultado seguinte caracteriza as agdes ({X;}ger,,, {0g}gcr,, ) de
IF,, sobre Xz minimais.
Teorema 4.2.19: A agdo ({Xy}4er, {0y} qcr,) de IF,, sobre Xp é mi-

nimal se, e somente se, o grafo GG é transitivo.

Demonstragao.

(<=) Suponha que a agéo parcial ({X,}4er,, {0y} ger,) nd0 &
minimal. Sendo assim, existe U C Xz aberto ndo-trivial tal que, para
todo g € Fp, 0,(U N AXy-1) € UN A, Sem perda de generalidade,
considere U = Uy, .n, = {(®i)ien € XB/xs = ns Vs € {1,...,k}}
em que {ni,...,ng} C {1,...,n}. Seja j € {1,...,n} tal que
bin, = 1. Assim, se x € Uy, .n, entdo 0,,(z) € Up,..n,. Por-
tanto, j = my =ng =+ =Nk = Tpy1 = Tkto = ---. Dessa forma,
Uny..np = {(n1,n1,n1,...)}, isto &, (n1,n1,n1,...) é um vértice isolado
do grafo. Logo, o grafo G nao é transitivo.

(=) Suponha que o grafo G nao ¢ transitivo. Por defini¢ao, nao
existe um caminho entre os vértices ¢ e j. Sendo assim, os conjuntos

U = U Un,..nyj comn, € {1,...,n} e U; sao disjuntos. Além disso,

keN
note que U é um conjunto #-invariante. Portanto, existe U C Xz aberto

nao-trivial tal que para todo g € F,, 0,(U N X,;-1) € U N &,. Logo, a

acao parcial ({X,}ger,, {0y} ger, ) ndo é minimal. [ ]

Observacao 4.2.20: Dado um grafo G = (V,.A), considere a C*-
algebra do grafo C*(G) (Ver [12], proposicdo 1.20). O Teorema 8.4 em
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[11] afirma que C*(G) = C(Xg) x F,.
Sendo assim, terminaremos o trabalho com o seguinte resultado.

Teorema 4.2.21: Se G = (V, A) é um grafo transitivo e nenhum cir-

cuito de G é sem saida, entdo C*(G) é simples.
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