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Florianópolis, fevereiro de 2011.

i



ii



Agradecimentos
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peŕıodo de 03/2009 a 02/2011.

iv



Resumo

Este trabalho investiga a existência e unicidade de solução genera-

lizada para o problema de Cauchy


∂u

∂t
= ∆u+ V (x)u , (x, t) ∈ RN × (0, T ) , N ≥ 3

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ RN

onde o potencial V é da forma V (x) :=
λ

|x|2
e 0 ≤ λ < λ∗ :=

(N − 2)2

4
.

Para abordagem, consideramos problemas aproximados definidos sobre

regiões limitadas. O embasamento básico é dado por Marchi, ref. [25].

Uma condição suficiente para existência e unicidade de solução é a

restrição do crescimento da solução u e da condição inicial u0. Para

tal, consideramos que |u0(x)| ≤ k|x|αec|x|2 , ∀ x ∈ RN , onde c e k são

constantes positivas e α atende

−N + 2−
√

(N − 2)2 − 4λ
2

< α ≤
−N + 2 +

√
(N − 2)2 − 4λ
2

.
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Abstract

This work investigates the existence and uniqueness of generalized

solution for the Cauchy problem


∂u

∂t
= ∆u+ V (x)u , (x, t) ∈ RN × (0, T ) , N ≥ 3

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ RN

where the potential V has the form V (x) :=
λ

|x|2
and 0 ≤ λ < λ∗ :=

(N − 2)2

4
. In this approach, we consider approximate problems defined

on bounded domains. The basic basement is presented by Marchi, ref.

[25].

A sufficient condition for existence and uniqueness of the solution

is to restrict the growths of the solution u and of the initial datum u0.

Thus, we consider that |u0(x)| ≤ k|x|αec|x|2 , ∀ x ∈ RN , where c and k

are positive constants, with

−N + 2−
√

(N − 2)2 − 4λ
2

< α ≤
−N + 2 +

√
(N − 2)2 − 4λ
2

.
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Introdução

Seja N um inteiro não-negativo, N ≥ 3, T > 0 um número real fixo

e u0 uma função real. Este trabalho se preocupa em estudar o seguinte

problema de Cauchy:


∂u

∂t
= ∆u+ V (x)u , (x, t) ∈ RN × (0, T ).

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ RN .
(1)

Para λ ≥ 0, consideramos

V (x) :=
λ

|x|2
, ∀ x ∈ RN . (2)

Notamos que V é um potencial que admite uma singularidade em

x = 0. Na origem, para λ > 0, o valor de V “explode”.

Notamos que uma equação da forma

∂u

∂t
= ∆u+ V (x)u (3)

aparece em diversos contextos. Por exemplo, no estudo de fenômenos

de combustão após a linearização da equação diferencial. É o caso da

1



equação

∂u

∂t
= ∆u+ v(x)eu.

Na aproximação linear eu ≈ 1 + u = g obtemos

∂g

∂t
= ∆g + v(x)g

(ver referências: [5], [9], [12] e [31], citadas por [25]).

A versão eĺıptica da equação (3),

−∆u+ V u = 0,

ou seja, sem a derivada temporal, é muito estudada em conexão com a

equação de Schrödinger, inclusive com potencial da forma

V (x) = − 1
|x|2(log |x|+ 2)β

,

onde β ≥ 0 (ver referências: [18], [19], [22] e [28], citadas por [25]).

No caso em que λ = 0, temos o problema de Cauchy que envolve

a bastante conhecida equação do calor. De acordo com a ref. [25],

a literatura aborda a unicidade de solução através de associações de

dois tipos: em primeiro lugar, considera a não-negatividade da solução

(ver referências: [32], [13] e [11]); uma segunda forma requer alguma

condição imposta sobre o crescimento da solução quando |x| −→ ∞.

Segundo Tychonov, ref. [29], existe no máximo uma solução u tal que,

para |x| suficientemente grande,

|u(x, t)| ≤ K exp{C|x|2},

onde C e K são constantes positivas.

Por outro lado, se V ∈ Lσ(Ω) para algum σ >
N

2
(com Ω sendo um

domı́nio limitado), então o problema pode ser tratado por métodos de-

senvolvidos nas referências [7], [10] e [23]. Esse não é o caso configurado

2



pelo problema (1) com potencial singular (2), pois,

V (x) :=
λ

|x|2
∈ Lσ(RN ),

somente se σ <
N

2
. O caso σ =

N

2
foi investigado na ref. [17].

Os resultados pioneiros no estudo da equação do calor com poten-

cial singular foram publicados em 1984 por Pierre Baras e Jerome A.

Goldstein, ref. [3].

Seja Ω ⊂ RN , N = 1, 2, . . ., com B1 ⊂ Ω, onde Ω é aberto e

B1 = {x ∈ RN : |x| < 1}. Seja V (x) =
λ

|x|2
, x ∈ Ω e λ ≥ 0.

Baras e Goldstein investigaram a existência de solução distribucional

do problema

(Q)


∂u

∂t
−∆u = V u , (x, t) ∈ Ω× (0, T )

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω

com u0 ≥ 0, u0 6= 0 (na verdade, u0 não sendo zero quase sempre) e

u0 ∈ L1(Ω). Aplicando métodos de semigrupo ao problema aproximado

com potencial Vn(x) = min{V (x), n},

(Qn)


∂un
∂t
−∆un = Vnun , (x, t) ∈ Ω× (0, T )

un(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T )

un(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω

para n = 1, 2, . . ., Baras e Goldstein demonstraram que:

(I) Se

0 ≤ λ ≤ λ∗ :=
(N − 2)2

4
,

então, lim
n→∞

un(x, t) = u(x, t) ≥ 0 existe e u é uma solução do problema

(Q).
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(II) Se λ > λ∗, então,

lim
n→∞

un(x, t) =∞, ∀ (x, t) ∈ Ω× (0, T ).

Na ref. [3], Baras e Goldstein também investigaram o problema de

Cauchy no caso em que Ω = RN , t > 0; obteram os mesmos resultados

empregando técnicas probabiĺısticas.

Eles também investigaram o uso mais geral da equação

∂u

∂t
−∆u = V (x)u+ f(x, t)

no caso em que V ≥ 0 é um potencial satisfazendo V ∈ L∞(Ω − Bε),

para cada ε > 0, sendo que Bε := {x ∈ RN : |x| < ε}. Se V ≤ V0, onde

V0(x) =


λ

|x|2
, se x ∈ B1

0, se x ∈ Ω−B1

e 0 ≤ λ ≤ λ∗, então o problema

(P )



u ≥ 0 sobre Ω× (0, T )

V u ∈ L1
loc(Ω× (0, T ))

∂u

∂t
= ∆u+ V u+ f em D′(Ω× (0, T ))

ess lim
t→0+

∫
Ω

u(t)φ dx =
∫

Ω

φu0 dx, ∀ φ ∈ D(Ω)

tem solução se ∫
Ω

|x|−αu0 dx <∞

e ∫ T

0

∫
Ω

f(x, s)|x|−α dx ds <∞,

4



onde

α =
N − 2

2
−

((
N − 2

2

)2

− λ

) 1
2

.

Na ref. [3], Baras e Goldstein observaram sem demonstrar, no Re-

mark 7.3, pag. 137, que nas condições consideradas a solução do pro-

blema (P) pode não ser única.

Se λ > λ∗, V ≥ V0 e ainda u0 6= 0 ou f 6= 0, então, o problema (P)

não admite solução.

Nesta dissertação, estudamos os resultados devidos a C. Marchi, na

referência [25], The Cauchy Problem for the Heat Equation with

a Singular Potential, onde o problema (1)-(2) é investigado. Neste

artigo, uma condição de crescimento sobre a condição inicial é proposta

e permite demonstrar a existência e unicidade de solução generalizada

do problema de Cauchy na faixa RN × (0, T ), N ≥ 3.

A presente dissertação está organizada em quatro caṕıtulos.

No Caṕıtulo 1 são abordadas noções elementares da Análise e da

Análise Funcional. Os espaços Lp, os espaços de Sobolev, algumas de-

sigualdades e relações pertinentes e as caracteŕısticas dos Operadores

Eĺıpticos de Segunda Ordem e sua Regularidade também são apresen-

tados neste caṕıtulo.

No Caṕıtulo 2, trabalhamos o seguinte problema de valor inicial e

de fronteira:


∂u

∂t
= ∆u+W (x)u , (x, t) ∈ Ω× (0, T ]

u(x, 0) = g(x) , x ∈ Ω

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]

onde Ω é um aberto limitado do RN , g ∈ L2(Ω) e W ∈ L∞(Ω).

5



Com aux́ılio do Método de Galerkin prova-se que o dado problema

apresenta uma única solução fraca.

No Caṕıtulo 3 demonstra-se a existência de solução generalizada

para o problema de Cauchy (1)-(2). Para tal abordagem, trabalhamos

com problemas aproximados, definidos sobre regiões limitadas, apli-

cando resultados do Caṕıtulo 2.

No Caṕıtulo 4, demonstra-se a unicidade da solução do problema

(1)-(2).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Resultados Clássicos da Análise

Nesta seção, abordaremos aspectos elementares da análise que são

tratados detalhadamente nas referências [24], [26] e [27].

Consideramos (M, ‖ · ‖M ) e (N, ‖ · ‖N ) espaços normados e A é um

subconjunto do espaço (M, ‖ · ‖M ).

Definição 1.1.1 (Funções Limitadas). A função f : A→ (N, ‖ · ‖N ) é

limitada se: ∃ y0 ∈ N e ∃ R > 0 tal que ‖f(x)− y0‖N < R, ∀ x ∈ A.

Definição 1.1.2. O conjunto A ⊂ (M, ‖ · ‖M ) é dito convexo se dados

quaisquer x e y pertencentes a A, então, tx+(1−t)y ∈ A, para qualquer

t ∈ [0, 1].
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Teorema 1.1.1 (Teorema do Valor Médio). Suponha G ⊂ Rn, um

conjunto aberto e convexo. Suponha a função f : G→ R, diferenciável

sobre G. Para quaisquer x, y ∈ G, existe c no segmento que liga x a y

em G, tal que

f(y)− f(x) = Df(c) · (y − x),

onde Df(c) denota a derivada da função f aplicada em c.

Demonstração. Ref. [26], pg. 373.

Definição 1.1.3 (Convergência Pontual de Funções). Sejam as funções

fn, f : A → (N, ‖ · ‖N ), n ∈ N. Diz-se que fn converge pontualmente

para f se: fn(x) −→ f(x) em N , para cada x ∈ A.

Definição 1.1.4 (Convergência Uniforme de Funções). Sejam as funções

fn, f : A→ (N, ‖ · ‖N ), n ∈ N. Diz-se que fn converge uniformemente

para f se: ∀ ε > 0, existe n0 ∈ N, n0 dependendo somente de ε, tal que

‖fn(x)− f(x)‖N < ε, ∀ x ∈ A, ∀ n ≥ n0.

A convergência uniforme de funções implica na convergência pontual

de funções. Entretanto, a rećıproca desta informação não é verdadeira.

Teorema 1.1.2. Sejam fn, f : A ⊂ (M, ‖ · ‖M )→ (N, ‖ · ‖N ) funções,

∀ n ∈ N. Suponha que, ∀ n ∈ N, fn é cont́ınua e que fn −→ f

uniformemente em A. Então, f é cont́ınua.

Demonstração. Ref. [26], pg. 294.
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Notação 1.1.1. C(A,N) = {f : A→ N | f é função cont́ınua }.

Notação 1.1.2. Cb(A,N) = {f : A→ N | f é função cont́ınua e li-

mitada }.

Definição 1.1.5 (Equicontinuidade). Sejam A ⊂ (M, ‖ · ‖M ) e o con-

junto de funções B ⊂ Cb(A,N). Diz-se que B é equicont́ınuo se dado

ε > 0, existe δ > 0 tal que se x, y ∈ A e ‖x − y‖M < δ, então,

‖f(x)− f(y)‖N < ε, ∀ f ∈ B.

Definição 1.1.6 (Conjunto Pontualmente Compacto). Seja B ⊂ C(A,N).

Seja x ∈ A e Bx = {f(x)|f ∈ B}. B é dito pontualmente compacto se

Bx é compacto em N , ∀ x ∈ A.

Definição 1.1.7 (Conjunto Pontualmente Limitado). Seja B ⊂ C(A,N).

Seja x ∈ A e Bx = {f(x)|f ∈ B}. B é dito pontualmente limitado se

Bx é limitado em N , ∀ x ∈ A.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Arzelà-Ascoli). Seja A ⊂ (M, ‖ · ‖M ), A

compacto. Sejam (N, ‖ ·‖N ) espaço normado completo e B ⊂ C(A,N).

Então, B é compacto se e somente se B é fechado, equicont́ınuo e

pontualmente compacto.

9



Demonstração. Ref. [26], pg. 299-300.

Corolário 1.1.1 (Corolário do Teorema de Arzelà-Ascoli). Seja A

conjunto compacto, A ⊂ (M, ‖ · ‖M ). Suponha que B ⊂ C(A,Rn) é

equicont́ınuo e pontualmente limitado. Então, toda sequência em B

tem uma subsequência que converge uniformemente.

Demonstração. Ref. [26], pg. 301.

Definição 1.1.8. Sejam A um conjunto aberto do Rn e B um conjunto

aberto do Rm. Definimos Ck(A), onde k ∈ N, como o conjunto das

funções f : A→ R que são k vezes continuamente diferenciáveis em A.

Definimos Ck,j(A × B), onde k, j ∈ N, como o conjunto das funções

f : A×B → R que são k vezes continuamente diferenciáveis em A e j

vezes continuamente diferenciáveis em B.

1.2 Resultados da Análise Funcional

Nesta seção, abordamos aspectos referentes à análise funcional, so-

bretudo, relativos às noções de espaços de Banach e espaços de Hilbert.

São referências: [8] e [21].

Definição 1.2.1 (Operador Linear). Sejam X e Y espaços vetoriais

reais. Dizemos que T : X → Y é um operador linear se:

(i) T (x1 + x2) = T (x1) + T (x2), ∀ x1, x2 ∈ X.

(ii) T (αx1) = αT (x1), ∀ x1 ∈ X, ∀ α ∈ R.

10



Definição 1.2.2 (Operador Linear Limitado). Sejam X e Y espaços

vetoriais reais normados e T : X → Y um operador linear. Dizemos

que T é um operador linear limitado se existe uma constante C ≥ 0 tal

que ‖Tx‖Y ≤ C‖x‖X , ∀ x ∈ X.

Definição 1.2.3 (Funcional Linear Limitado). Seja X um espaço ve-

torial real normado. Um operador linear limitado f : X → R define

um funcional linear limitado sobre X.

Sendo f o funcional linear acima definido, entendemos que

〈f, x〉 := f(x), ∀ x ∈ X.

Definição 1.2.4 (Espaço Dual). Seja X um espaço vetorial real nor-

mado. Definimos o espaço dual de X, denotado por X ′, como a coleção

de todos os funcionais lineares limitados sobre X.

Espaço de Banach é definido como sendo um espaço vetorial real

normado que é completo com relação à métrica induzida pela norma.

Definição 1.2.5 (Reflexividade). Seja X um espaço de Banach. Dize-

mos que X é reflexivo se (X ′)′ = X.

Seja X um espaço de Banach reflexivo. Entendemos que para cada

u′′ ∈ (X ′)′ existe u ∈ X tal que

〈u′′, u′〉 = 〈u′, u〉, ∀ u′ ∈ X ′.

11



Definição 1.2.6 (Separabilidade). Dizemos que um espaço métrico E

é separável se existe um conjunto D ⊂ E enumerável e denso em E.

Teorema 1.2.1. Seja E um espaço de Banach tal que E′, seu espaço

dual, é separável. Então, E é separável.

Demonstração. Ref. [8], pg. 47.

Definição 1.2.7 (Produto Interno). Seja X um espaço vetorial real.

Definimos produto interno como a função

(·, ·)X : X ×X −→ R

(x1, x2) 7−→ (x1, x2)X

tal que:

(i) (x1 + x2, x3)X = (x1, x3)X + (x2, x3)X , ∀ x1, x2, x3 ∈ X.

(ii) (αx1, x2)X = α(x1, x2)X , ∀ x1, x2 ∈ X, ∀ α ∈ R.

(iii) (x1, x2)X = (x2, x1)X , ∀ x1, x2 ∈ X.

(iv) (x, x)X ≥ 0, ∀ x ∈ X.

(v) (x, x)X = 0⇔ x = 0.

Seja X um espaço vetorial real munido de produto interno (·, ·)X .

Em particular, X é um espaço normado com norma definida por

‖x‖X :=
√

(x, x)X , ∀ x ∈ X.
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Espaço de Hilbert é definido como um espaço vetorial real munido

de produto interno que é completo com relação à norma induzida deste

produto interno. Um espaço de Hilbert é, em particular, um espaço de

Banach.

Teorema 1.2.2 (Teorema da Representação de Riesz). Sejam H um

espaço de Hilbert real e H ′ seu espaço dual. Então, ∀ f ∈ H ′, existe

um único y ∈ H tal que:

(i) f(x) = 〈f, x〉 = (x, y)H , ∀ x ∈ H, onde (·, ·)H caracteriza produto

interno em H.

(ii) ‖f‖H′ = ‖y‖H .

Demonstração. Ref. [21], pg. 188-190.

Definição 1.2.8 (Base Hilbertiana). Seja (H, (·, ·)H) um espaço de

Hilbert. Definimos a sequência de funções {en}∞n=1 como uma base

Hilbertiana de H se:

(i) (en, en)H = 1, ∀ n ∈ N.

(ii) (en, em)H = 0, ∀ n, m ∈ N, n 6= m.

(iii) O espaço vetorial gerado por {en}∞n=1 é denso em H.

Segundo a ref. [8], se {en}∞n=1 é uma base Hilbertiana para o espaço

(H, (·, ·)H), então,

u =
∞∑
k=1

(u, ek)Hek e ‖u‖2H =
∞∑
k=1

|(u, ek)H |2, ∀ u ∈ H. (1.1)

Além disto, consideramos o seguinte resultado:
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Teorema 1.2.3. Todo espaço de Hilbert separável admite uma base

Hilbertiana.

Demonstração. Ref. [8], pg. 86.

Definição 1.2.9 (Convergência forte). Sejam X um espaço de Banach

e {xn}n∈N ⊂ X. Dizemos que {xn}n∈N converge para x ∈ X no sentido

forte se, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖xn − x‖X < ε, ∀ n ≥ n0.

Denotamos a convergência forte por xn −→ x.

Definição 1.2.10 (Convergência fraca). Sejam X um espaço de Ba-

nach, X ′ seu espaço dual e {xn}n∈N ⊂ X. Dizemos que {xn}n∈N con-

verge para x ∈ X no sentido fraco se, quando n −→∞,

〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉, ∀ f ∈ X ′.

Denotamos a convergência fraca por xn ⇀ x.

Teorema 1.2.4. A bola unitária em um espaço de Banach reflexivo é

compacta no sentido fraco.

Demonstração. Ref. [8], pg. 44.

O Teorema 1.2.4 é equivalente ao seguinte resultado:

14



Teorema 1.2.5. Sejam X um espaço de Banach reflexivo e {xn}n∈N

uma sequência limitada em X. Então, é posśıvel extrair uma sub-

sequência {xnl}l∈N ⊂ {xn}n∈N que converge no sentido fraco em X.

Segundo a ref. [8], são válidos os seguintes resultados:

Proposição 1.2.1 (Propriedades da Convergência Fraca). Seja {xn}n∈N

uma sequência no espaço de Banach X. Seja x ∈ X. Então:

(i) A convergência forte xn → x implica a convergência fraca xn ⇀ x.

(ii) Se dim X < ∞, então, a convergência fraca xn ⇀ x implica a

convergência forte xn −→ x.

(iii) Se xn ⇀ x, então {xn}n∈N é limitada e

‖x‖X ≤ lim inf ‖xn‖X .

(iv) Se {xn}n∈N é limitada em X e se existe um conjunto D denso em

X ′ tal que

〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉, ∀ f ∈ D,

então, xn ⇀ x.

(v) Se X é reflexivo e a sequência real {〈f, xn〉}n∈N converge para qual-

quer f ∈ X ′, então, existe x ∈ X tal que xn ⇀ x.

(vi) Se cada subsequência de {xn}n∈N que converge fracamente tem o

mesmo limite x, então, xn ⇀ x.

(vii) Se xn ⇀ x em X e fn −→ f em X ′, então, 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.

(viii) Seja X reflexivo. Se xn −→ x em X e fn ⇀ f em X ′, então,

〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.

Definição 1.2.11 (Convergência fraco-?). Sejam X um espaço nor-

mado, X ′ seu espaço dual e {fn}n∈N ⊂ X ′. Dizemos que {fn}n∈N

15



converge para f ∈ X ′ no sentido fraco-? se, quando n −→∞,

〈fn, x〉 −→ 〈f, x〉, ∀ x ∈ X.

Denotamos a convergência fraco-? por fn
∗
⇀ f .

Teorema 1.2.6 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam X um

espaço de Banach reflexivo e X ′ seu dual. Então,

BX′ = {f ∈ X ′| ‖f‖X′ ≤ 1}

é um conjunto compacto na topologia fraco-?.

Demonstração. Ref. [8], pg. 42.

Pela ref. [8], também provamos os seguintes resultados:

Proposição 1.2.2 (Propriedades da Convergência Fraco-?). Sejam X

um espaço de Banach e {fn}n∈N uma sequência em X ′. Seja f ∈ X ′.

Então:

(i) Se fn −→ f em X ′, então, fn
∗
⇀ f .

(ii) Se fn
∗
⇀ f , então, {fn}n∈N é limitada em X ′ e ‖f‖X′ ≤ lim inf ‖fn‖X′ .

(iii) Se {fn}n∈N é limitada em X ′ e se existe um subconjunto D denso

em X tal que

〈fn, x〉 −→ 〈f, x〉, ∀ x ∈ D,

então, fn
∗
⇀ f .

(iv) Se a sequência real {〈fn, x〉}n∈N é convergente para qualquer x ∈ X,

então, existe uma função f ∈ X ′ tal que fn
∗
⇀ f .

(v) Se xn −→ x em X e fn
∗
⇀ f em X ′, então, 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.

(vi) Se X é reflexivo, então, fn
∗
⇀ f é equivalente a fn ⇀ f .
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1.3 Os espaços Lp(Ω)

Seja µ a medida de Lebesgue no Rn, onde n ∈ N. Os subconjuntos

do Rn nos quais µ está bem definida são denominados conjuntos men-

suráveis. As funções f tais que, para cada a ∈ R, {x ∈ Rn : f(x) > a}

é um conjunto mensurável, são denominadas funções mensuráveis. A

integral de Lebesgue, por sua vez, é definida para funções mensuráveis.

Para mais detalhes sobre a teoria da medida e as integrais de Lebesgue,

ver ref. [27].

Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto.

Definição 1.3.1. Dizemos que duas funções são equivalentes em Ω,

com respeito a medida de Lebesgue, se elas são iguais quase sempre.

Isto é, v ≡ w, se v e w são eventualmente diferentes apenas sobre um

subconjunto de Ω com medida nula.

A classe de equivalência determinada por v consiste de todas as

funções w que são equivalentes a v.

Com base nas classes de equivalência, definimos os espaços Lp(Ω).

A referência básica nesta seção é a ref. [1].

Definição 1.3.2. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço Lp(Ω) consiste no espaço

das classes de equivalência das funções mensuráveis f : Ω → R que

satisfazem a ‖f‖Lp(Ω) <∞, onde:

‖f‖Lp(Ω) =
[∫

Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

, se 1 ≤ p <∞ (1.2)
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e

‖f‖L∞(Ω) = sup ess {|f(x)| : x ∈ Ω}

= inf {C ∈ R+ : |f(x)| ≤ C q.s. em Ω}. (1.3)

As funções ‖ · ‖Lp(Ω) : Lp(Ω) → R+, 1 ≤ p ≤ ∞, são normas. Esta

informação é válida, pois, consideramos Lp(Ω) como sendo um espaço

de classe de funções equivalentes; duas funções iguais quase sempre em

Ω são interpretadas como o mesmo elemento. Caso esta condição não

fosse assegurada, ‖ · ‖Lp(Ω) caracterizaria o que denominamos semi-

norma.

Os espaços Lp(Ω), para 1 ≤ p < ∞, são espaços de Banach com a

norma dada por (1.2) e, para p =∞, com a norma dada por (1.3). Em

particular, L2(Ω) é espaço de Hilbert munido do produto interno

(f, g)L2(Ω) =
∫

Ω

f(x)g(x)dx.

Neste caso, vê-se que ‖f‖L2(Ω) = (f, f)
1
2
L2(Ω).

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 < p < ∞ e p′

tal que
1
p

+
1
p′

= 1. Suponha que f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp
′
(Ω). Então,

fg ∈ L1(Ω) e ∣∣∣∣∫
Ω

f(x)g(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lp′ (Ω).

Demonstração. Ref. [1], pg. 23.

Um caso particular da Desigualdade de Hölder é a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz para funções L2(Ω).
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Corolário 1.3.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para L2(Ω)). Su-

ponha f ∈ L2(Ω) e g ∈ L2(Ω). Então, fg ∈ L1(Ω) e∣∣(f, g)L2(Ω)

∣∣ ≤ ‖f‖L2(Ω)‖g‖L2(Ω).

Se 1 < p < ∞, por intermédio do Teorema da Representação de

Riesz, obtemos que o espaço dual de Lp(Ω) é dado por Lp
′
(Ω), onde

1
p

+
1
p′

= 1. Além disso, o espaço dual de L1(Ω) é o espaço L∞(Ω).

Por [1], também são válidas as seguintes propriedades:

Proposição 1.3.1. Seja Ω um aberto não-vazio do Rn.

(i) Se 1 ≤ p < ∞, o conjunto das funções f : Ω → R tais que f é

cont́ınua e

supp f := {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}

é um compacto contido em Ω, denotado por C0(Ω), é denso em Lp(Ω).

(ii) Se 1 ≤ p <∞, então, Lp(Ω) é separável.

(iii) Se 1 < p <∞, então, Lp(Ω) é reflexivo.

(iv) L1(Ω) não é reflexivo.

(v) L∞(Ω) não é separável e não é reflexivo.

Definição 1.3.3. Uma função u, definida quase sempre em Ω, é dita

localmente integrável sobre Ω se u ∈ L1(K), para qualquer subcon-

junto K compacto contido em Ω. Denotamos L1
loc(Ω) como o espaço

das funções localmente integráveis sobre Ω.

Por intermédio da Desigualdade de Hölder, para 1 ≤ p ≤ ∞, nota-

mos que

Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω).
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1.4 Espaços de Sobolev

Nesta seção, introduzimos a noção de derivada fraca, além dos

espaços de Sobolev e algumas de suas propriedades mais elementares.

São referências: [1], [14] e [20].

Considere Ω ⊂ Rn um conjunto aberto não-vazio e f : Ω ⊂ Rn → R,

uma função.

Definição 1.4.1. Dizemos que um conjunto A está compactamente

contido em Ω, e denotamos por A ⊂⊂ Ω, se Ā ⊂ Ω e Ā é compacto

como subconjunto do Rn.

Definição 1.4.2. O conjunto {x ∈ Ω : f(x) 6= 0} é chamado de su-

porte da função f . Denotamos este suporte por supp f .

Definição 1.4.3. Representamos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções

f : Ω→ R, cujas derivadas parciais para todas as ordens são cont́ınuas

e cujo suporte é um conjunto compacto contido em Ω.

Seja α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn um multi-́ındice. Definimos

|α| = α1 + α2 + . . .+ αn

e

Dαf :=
∂|α|f

∂α1x1 · ∂α2x2 · . . . · ∂αnxn
.

Convencionamos que se |α| = 0, então, Dαf = f .
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Definição 1.4.4. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto, α ∈ Nn um multi-́ındice

e f, g ∈ L1
loc(Ω). Dizemos que g é a α-ésima derivada fraca de f em Ω

e escrevemos Dαf = g se∫
Ω

f(x) ·Dαφ dx = (−1)|α| ·
∫

Ω

g(x) · φ dx, ∀ φ ∈ C∞0 (Ω).

Definição 1.4.5. Sejam m um inteiro não-negativo e 1 ≤ p ≤ ∞.

Definimos Wm,p(Ω) como o espaço de Sobolev das funções v ∈ Lp(Ω)

tais que qualquer derivada fraca de v, até a ordem m, é uma função do

Lp(Ω). Isto é,

Wm,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω); Dαv ∈ Lp(Ω), ∀ α ∈ Nn, com |α| ≤ m}.

Notamos que, para cada p tal que 1 ≤ p ≤ ∞, W 0,p(Ω) = Lp(Ω).

Além disto, para cada p, Wm1,p(Ω) ⊂Wm2,p(Ω) se m1 ≥ m2.

Para 1 ≤ p ≤ ∞, temos que Wm,p(Ω) caracteriza um espaço de

Banach munido da norma ‖ · ‖Wm,p(Ω) : Wm,p(Ω) → R+, que é dada

por:

‖v‖Wm,p(Ω) =

 ∑
|α|≤m

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

=

 ∑
|α|≤m

∫
Ω

|(Dαv)(x)|pdx

 1
p

se 1 ≤ p <∞, ou,

‖v‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαv‖L∞(Ω).

Em particular, o espaço de Sobolev Wm,2(Ω), para cada m ∈ N,

caracteriza um espaço de Hilbert munido do produto interno:

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω), u, v ∈Wm,2(Ω).
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Hm(Ω) usualmente denota o espaço Wm,2(Ω).

Definição 1.4.6. Dizemos que uma sequência {un}n∈N em Wm,p(Ω)

converge para u ∈Wm,p(Ω) se

lim
n→∞

‖un − u‖Wm,p(Ω) = 0.

Denotamos un −→ u em Wm,p(Ω).

Definição 1.4.7. Definimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de

C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω). Analogamente, denotamos por Hm
0 (Ω) o fecho

de C∞0 (Ω) em Hm(Ω).

Na verdade, uma função u ∈ Wm,p
0 (Ω), se e somente se, existe

{un}n∈N ⊂ C∞0 (Ω) tal que un −→ u em Wm,p(Ω), no sentido da

Definição 1.4.6. Segundo a ref. [14], pg. 245, como consequência do

clássico Teorema do Traço, sendo Ω limitado, interpretamos Wm,p
0 (Ω)

como o conjunto das funções u ∈Wm,p(Ω) tais que

Dαu = 0 sobre ∂Ω, ∀ |α| ≤ m− 1.

Notamos que Wm,p
0 (Ω) é um espaço de Banach com a norma in-

duzida de Wm,p(Ω) e denotada por ‖ · ‖Wm,p
0 (Ω). Também notamos que

Hm
0 (Ω) é um espaço de Hilbert.

Definição 1.4.8. Suponha 1 < p < ∞ e p′ tal que
1
p

+
1
p′

= 1.

Representa-se por W−m,p
′
(Ω) o dual topológico de Wm,p

0 (Ω).

W−m,∞(Ω) caracteriza o dual topológico de Wm,1
0 (Ω).
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Segundo Adams, ref. [1], prova-se que W−m,p
′
(Ω) é um espaço de

Banach.

Em particular, o dual topológico de Hm
0 (Ω) é representado por

H−m(Ω).

Pela ref. [1], também enunciamos a seguinte proposição:

Proposição 1.4.1. Seja m um inteiro não-negativo.

(i) Se 1 ≤ p <∞, então, Wm,p(Ω) é separável.

(ii) Se 1 < p <∞, então, Wm,p(Ω) é reflexivo.

(iii) Se 1 < p < ∞ e p′ é tal que
1
p

+
1
p′

= 1, então, W−m,p
′
(Ω) é

reflexivo e separável.

Segundo a ref. [14], H−1(Ω), o dual de H1
0 (Ω), tem norma definida

como segue:

‖f‖H−1(Ω) := sup {〈f, u〉; u ∈ H1
0 (Ω), ‖u‖H1

0 (Ω) ≤ 1}.

Além disto, com base no Teorema da Representação de Riesz, prova-se

o seguinte resultado:

Teorema 1.4.1 (Caracterização de H−1(Ω)). (i) Assuma que a função

f ∈ H−1(Ω). Então, existem funções f0, f1, . . . , fn em L2(Ω) tal que

〈f, v〉 =
∫

Ω

(
f0v +

n∑
i=1

fi
∂v

∂xi

)
dx, ∀ v ∈ H1

0 (Ω). (1.4)

(ii) Além disto,

‖f‖H−1(Ω) = inf


(∫

Ω

n∑
i=0

|fi|2dx

) 1
2

;

f satisfaz (1.4) para f0, f1, . . . , fn ∈ L2(Ω)
}
.
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Demonstração. Ref. [14], pg. 283-284.

Definição 1.4.9. Sejam V e H espaços de Hilbert, tais que V ⊂ H

e seja γ : V → H, a injeção canônica de V em H que a cada v ∈ V

associa γ(v) = v como elemento de H. Dizemos que o operador linear

γ é o operador de imersão de V em H. Além disto, dizemos que a

imersão γ : V → H é cont́ınua e indicamos por V ↪→ H, quando

existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖v‖H ≤ C‖v‖V , ∀ v ∈ V .

Segundo a ref. [1], temos que

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω).

As referências [1] e [14] apresentam outras relações e desigualdades

que estipulam a norma e a imersão de distintos espaços de Sobolev.

Como consequência destas relações, enunciamos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.2. Seja Ω um conjunto aberto e limitado do Rn. Su-

ponha que a fronteira de Ω, dada por ∂Ω, seja de classe C1. Se

u ∈ Hm(Ω), ∀ m ∈ N, então, u ∈ C∞(Ω̄).

Demonstração. Ver ref. [14], pg. 270.

1.5 Os espaços Lp(0, T ; X)

Os espaços Lp(0, T ;X) são relevantes no estudo das equações dife-

renciais parabólicas, pois levam em consideração variáveis temporal e

especial.
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Considere T > 0. Para cada t ∈ [0, T ], t fixo, interpretamos a

função x 7→ u(x, t) como um elemento do espaço X. Denotamos este

elemento como u(t) ∈ X. Por fim, considerando t ∈ [0, T ], podemos

obter a função t 7→ u(t) com valores em X.

Definição 1.5.1. Seja X um espaço de Banach. O espaço C([0, T ];X)

consiste de todas as funções cont́ınuas u : [0, T ]→ X com

‖u‖C([0,T ];X) := max
0≤t≤T

‖u(t)‖X <∞. (1.5)

O conjunto C([0, T ];X) caracteriza um espaço de Banach com a

norma ‖ · ‖C([0,T ];X) definida em (1.5).

Definição 1.5.2. Seja X um espaço de Banach. O espaço Cm([0, T ];X),

m = 1, 2, . . ., consiste de todas as funções cont́ınuas u : [0, T ]→ X que

possuem derivada cont́ınua até ordem m sobre (0, T ).

Definição 1.5.3. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞.

Definimos o espaço Lp(0, T ;X) como o conjunto das classes de funções

u : [0, T ]→ X tais que u é mensurável e ‖u(·)‖X ∈ Lp((0, T )).

A norma de Lp(0, T ;X) é dada por:

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(·)‖pX dt

) 1
p

se 1 ≤ p <∞, (1.6)

ou,

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess ‖u(t)‖X . (1.7)

Abaixo, pela ref. [30], algumas propriedades destes espaços:
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Proposição 1.5.1. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞.

Então:

(i) Lp(0, T ;X) é espaço de Banach com a norma definida em (1.6).

L∞(0, T ;X) é espaço de Banach com a norma definida em (1.7).

(ii) C([0, T ];X) é denso em Lp(0, T ;X).

(iii) Se X é um espaço de Hilbert com produto interno (·, ·)X , então,

L2(0, T ;X) é um espaço de Hilbert com o produto interno dado por

(u, v)L2(0,T ;X) =
∫ T

0

(u(t), v(t))X dt.

(iv) Se X é separável, então, Lp(0, T ;X) é separável.

Definição 1.5.4 (Derivada Fraca). Seja X um espaço de Banach.

Tome u ∈ L1(0, T ;X). Dizemos que v ∈ L1(0, T ;X) é a derivada

fraca de u se∫ T

0

φ′(t)u(t) dt = −
∫ T

0

φ(t)v(t) dt, ∀ φ ∈ C∞0 (0, T ). (1.8)

Denotamos a derivada fraca por u′ = v.

Teorema 1.5.1. Seja Ω ⊂ Rn, um conjunto aberto. Suponha que a

função u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), com u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Então,

u ∈ C([0, T ];L2(Ω)). (1.9)

Além disto,

max
0≤t≤T

‖u(t)‖L2(Ω) ≤ C(‖u‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖u′‖L2(0,T ;H−1(Ω))), (1.10)

onde a constante C depende somente de T .
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Demonstração. Ref. [14], pg. 287-288.

Teorema 1.5.2. Seja Ω ⊂ Rn, um conjunto aberto e limitado, tal que

∂Ω seja de classe C∞. Tome m sendo um inteiro não-negativo. Se

u ∈ L2(0, T ;Hm+2(Ω)), com u′ ∈ L2(0, T ;Hm(Ω)), então,

u ∈ C([0, T ];Hm+1(Ω)). (1.11)

Além disto,

max
0≤t≤T

‖u(t)‖Hm+1(Ω) ≤ C(‖u‖L2(0,T ;Hm+2(Ω)) + ‖u′‖L2(0,T ;Hm(Ω))),

(1.12)

onde a constante C depende somente de T , Ω e m.

Demonstração. Ref. [14], pg. 288-289.

1.5.1 O espaço dual de Lp(0, T ; X)

Seja Y = Lp(0, T ;X). É posśıvel verificar que Y ′ = Lp
′
(0, T ;X ′) é

o espaço dual de Y , para
1
p

+
1
p′

= 1. Isto, segundo as referências [33]

e [30], é consequência do seguinte teorema:

Teorema 1.5.3. Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável,
1
p

+
1
p′

= 1, sendo que 1 < p <∞. Seja Y = Lp(0, T ;X).

(i) Cada função v ∈ Lp
′
(0, T ;X ′) corresponde a um único funcional

v̄ ∈ Y ′ dado por

〈v̄, u〉 =
∫ T

0

〈v(t), u(t)〉X′×X dt, ∀ u ∈ Y. (1.13)
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Reciprocamente, cada v̄ ∈ Y ′ corresponde a exatamente uma função

v ∈ Lp′(0, T ;X ′) dada por (1.13). Além disso,

‖v̄‖Y ′ = ‖v‖Lp′ (0,T ;X′).

(ii) O espaço de Banach Lp(0, T ;X) é reflexivo e separável.

Pelo teorema acima, existe um isomorfismo isométrico de Lp
′
(0, T ;X ′)

em Y ′. Assim, podemos identificar Y ′ com Lp
′
(0, T ;X ′). Desta forma,

〈v, u〉 =
∫ T

0

〈v(t), u(t)〉X′×X dt, ∀ u ∈ Y, ∀ v ∈ Y ′,

e

‖v‖Y ′ =

(∫ T

0

‖v(t)‖p
′

X′ dt

) 1
p′

, ∀ v ∈ Y ′.

1.6 Relações Relevantes

Teorema 1.6.1 (Desigualdade de Cauchy). Sejam a, b ∈ R+. Então,

ab ≤ a2 + b2

2
.

Corolário 1.6.1 (Desigualdade de Cauchy com ε). Sejam a, b ∈ R+ e

ε > 0. Então,

ab ≤ ε

2
a2 +

b2

2ε
.
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Definição 1.6.1 (Funções Absolutamente Cont́ınuas). Uma função

f : [a, b]→ R é chamada de absolutamente cont́ınua quando dado ε > 0,

existe δ > 0, tal que para toda coleção finita (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn)

de subintervalos em [a, b], dois a dois disjuntos, satisfazendo a condição
n∑
k=1

(bk − ak) < δ,

tem-se que
n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Toda função absolutamente cont́ınua é também cont́ınua e unifor-

memente cont́ınua.

Teorema 1.6.2. Uma função f : [a, b]→ R é absolutamente cont́ınua,

se e somente se, existe uma função u ∈ L1((a, b)) tal que

f(t) = f(a) +
∫ t

a

u(s) ds, t ∈ [a, b].

Neste caso, existe a derivada de f , denotada por f ′, quase sempre em

[a, b]. Além disso, f ′ = u quase sempre em [a, b].

Demonstração. Ver ref. [16].

Teorema 1.6.3. Sejam

A(t) =


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)

a21(t) a22(t) . . . a2n(t)
...

...
. . .

...

an1(t) an2(t) . . . ann(t)

 ∈ Rn×n,
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função cont́ınua sobre o intervalo [a,b], e η ∈ Rn tal que |η| < ∞.

Então, para cada t0 ∈ [a, b], existe uma única função φ que soluciona

classicamente o sistema de EDO’s
dy

dt
= A(t)y

y(t0) = η

sobre o intervalo [a, b].

Demonstração. Ref. [6], pg. 37-39.

Devido à caracterização proposta no Teorema 1.6.2, temos que a

função φ(t) = (φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t)), enunciada no Teorema 1.6.3,

tem todas as suas entradas sendo funções absolutamente cont́ınuas so-

bre o intervalo [a, b].

Teorema 1.6.4 (Desigualdade de Gronwall). (i) Seja η(·) uma função

não-negativa, absolutamente cont́ınua sobre [0, T ], que satisfaz, para

quase todo t neste intervalo, a desigualdade diferencial

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t),

onde φ(t) e ψ(t) são funções não-negativas e somáveis sobre [0, T ].

Então,

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(s)ds

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds
]

para todo t ∈ [0, T ].

(ii) Em particular, se η′ ≤ φη sobre [0, T ] e η(0) = 0, então, η ≡ 0

sobre [0, T ].

Demonstração. Ref. [14], pg. 624-625.
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Teorema 1.6.5 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω um subconjunto

aberto e limitado do Rn. Então, existe uma constante C (dependendo

de Ω) tal que

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω)

para toda u ∈ H1
0 (Ω). Esta constante C = C(Ω) é chamada de Cons-

tante de Poincaré para Ω. Esta desigualdade também é válida se Ω for

limitado em apenas uma direção.

Demonstração. Ref. [8], pag. 174.

Teorema 1.6.6 (Fórmulas de Green). Seja Ω ⊂ Rn um conjunto

aberto limitado, com fronteira ∂Ω de classe C1. Considere as funções

u, v ∈ C2(Ω̄). Então,

(i)
∫

Ω

∆u dx =
∫
∂Ω

∂u

∂η
dS.

(ii)
∫

Ω

Dv ·Du dx = −
∫

Ω

u∆v dx+
∫
∂Ω

∂v

∂η
u dS.

(iii)
∫

Ω

(u∆v − v∆u) dx =
∫
∂Ω

(
u
∂v

∂η
− v ∂u

∂η

)
dS.

Aqui, ∂Ω caracteriza a fronteira de Ω.
∂

∂η
caracteriza a derivada com

respeito à normal exterior ~n de ∂Ω.

Demonstração. Ref. [14], pg. 628.

Na ref. [15], pg. 52, temos o resultado:

Teorema 1.6.7. Sejam r > 0, n ≥ 3 e ∂Br := {x ∈ Rn ; |x| = r}.

Então, ∫
∂Br

dS =
2π

n
2

Γ(n2 )
rn−1,
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onde

Γ(x) =
∫ ∞

0

e−yyx−1 dy.

Teorema 1.6.8 (Teorema da Mudança de Variável). Sejam G,E ⊂ Rn

dois abertos e h : G → E uma bijeção de classe C1. Seja uma função

integrável f : E ⊂ Rn → R. Então,∫
E

f(x) dx =
∫
G

(h ◦ f)(x)|Jh(x)| dx,

onde Jh(x) caracteriza o jacobiano da função h em x.

Demonstração. Ref. [27], pg. 252.

Teorema 1.6.9 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue).

Seja E um conjunto mensurável do Rn. Seja fk : E → R funções

mensuráveis, ∀ k ∈ N. Suponha que fk −→ f quase sempre em E.

Suponha também que |fk| ≤ g, quase sempre em E, para alguma função

g ∈ L1(E). Então, fk, f ∈ L1(E) e∫
E

fk(x) dx −→
∫
E

f(x) dx.

Demonstração. Ref. [27], pg. 321.

Segundo a ref. [1], temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6.10 (Lema de Du Bois Reymond). Sejam Ω ⊂ Rn um

conjunto aberto e f ∈ L1
loc(Ω). Se∫

Ω

fu dx = 0, ∀ u ∈ C∞0 (Ω),

então, f = 0 quase sempre em Ω.
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1.7 Operadores Eĺıpticos de Segunda Or-

dem e Regularidade

Esta seção contempla resultados que estão apresentados detalhada-

mente pela ref. [14].

Considere Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado e ∂Ω a fronteira

deste conjunto.

Considere u : Ω̄→ R uma função.

Definição 1.7.1. L é um operador diferencial parcial de segunda ordem

na forma do divergente se:

Lu = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u,

para funções aij , bi, c ∈ L∞(Ω), ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Equivalentemente a Definição 1.7.1, se aij ∈ C1(Ω̄), ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , n},

notamos que:

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xj∂xi
+

n∑
i=1

bi(x)−
n∑
j=1

∂aij
∂xj

 ∂u

∂xi
+ c(x)u.

Definição 1.7.2. L é um operador diferencial eĺıptico de segunda or-

dem se atende a Definição 1.7.1 e se existe uma constante θ > 0 tal

que
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2,
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quase sempre para x ∈ Ω e para todo ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn.

Em particular, o operador L̃ := −∆ −W , quando W ∈  L∞(Ω), é

um operador diferencial eĺıptico de segunda ordem. Neste caso,

L̃u = −
n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂u

∂xi

)
−Wu.

Observando que aij(x) = δij , notamos que a Definição 1.7.2 é atendida

com θ = 1. Além disto, este operador é simétrico, pois aij = aji,

∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Defina a forma bilinear auxiliar associada com o operador diferen-

cial eĺıptico de segunda ordem L, segundo a caracterização dada pela

Definição 1.7.2,

E[u, v] :=
∫

Ω

 n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
v + cuv

 dx,

para u, v ∈ H1
0 (Ω). Esta forma é usada para simplificar a representação

de soluções fracas para problemas eĺıpticos em geral.

Sejam f ∈ L2(Ω) e L um operador linear eĺıptico de segunda ordem.

Considere o problema de Dirichlet:

 Lu = f , x ∈ Ω.

u = 0 , x ∈ ∂Ω.
(1.14)

Definição 1.7.3. Uma função u ∈ H1
0 (Ω) é a solução fraca para o

problema de Dirichlet (1.14) se:

E[u, v] = (f, v)L2(Ω), (1.15)

para todo v ∈ H1
0 (Ω).
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O seguinte resultado é proveniente da teoria dos Operadores Com-

pactos.

Teorema 1.7.1. Precisamente uma das seguintes afirmações ocorre:

(i) Para cada f ∈ L2(Ω), existe uma única solução fraca ao problema

(1.14).

(ii) Existe uma solução fraca não identicamente nula do problema ho-

mogêneo  Lu = 0 , x ∈ Ω.

u = 0 , x ∈ ∂Ω.

Demonstração. Ref. [14], pg. 303-305.

Os teoremas a seguir são relevantes no estudo da regularidade de

soluções para equações parabólicas de segunda ordem. Em caṕıtulos

posteriores, estes teoremas são usados para descrever o comportamento

das soluções de equações do calor com certa regularidade no potencial.

Teorema 1.7.2. Sejam aij ∈ C1(Ω̄), bi, c ∈ L∞(Ω), ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}

e f ∈ L2(Ω). Suponha que u ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca do problema de

Dirichlet (1.14). Finalmente, suponha que ∂Ω é de classe C2. Então,

u ∈ H2(Ω) e estimamos que:

‖u‖H2(Ω) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)), (1.16)

onde a constante C depende somente de Ω, n e dos coeficientes carac-

terizados em L.

Demonstração. Ref. [14], pg. 317-322.
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Teorema 1.7.3. Tome m sendo um inteiro não-negativo. Suponha

que aij , bi, c ∈ Cm+1(Ω̄), ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} e f ∈ Hm(Ω). Suponha

que u ∈ H1
0 (Ω) é a solução fraca do problema de Dirichlet (1.14). Fi-

nalmente, suponha que ∂Ω é de classe Cm+2. Então, u ∈ Hm+2(Ω) e

estimamos que:

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)), (1.17)

onde a constante C depende somente de m, Ω, n e dos coeficientes

caracterizados em L.

Demonstração. Ref. [14], pg. 323-325.

Teorema 1.7.4. Suponha que aij , bi, c, f ∈ C∞(Ω̄), ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Suponha que u ∈ H1
0 (Ω) é a solução fraca do problema de Dirichlet

(1.14). Finalmente, suponha que ∂Ω é de classe C∞. Então, a função

u ∈ C∞(Ω̄).

Demonstração. Ref. [14], pg. 326.
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Caṕıtulo 2

Equação do Calor com

Potencial L∞

2.1 Definição de Solução Fraca

No decorrer deste caṕıtulo, n ∈ N, Ω é um conjunto aberto e limi-

tado do Rn e T > 0 é um número real fixo.

Sejam W ∈ L∞(Ω) e g ∈ L2(Ω) funções reais. No que segue, estu-

daremos a existência e unicidade de solução fraca do seguinte problema

de valor inicial e de fronteira:


∂u

∂t
= ∆u+W (x)u , (x, t) ∈ Ω× (0, T ].

u(x, 0) = g(x) , x ∈ Ω.

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

(2.1)

A referência básica seguida aqui é a ref. [14].
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Inicialmente, devemos definir o que se entende como solução fraca

do problema (2.1). Primeiro, faremos uma motivação. Suponha que

∂Ω, a fronteira de Ω, seja de classe C1. Seja u(x, t) uma solução do

problema (2.1).

Vamos associar à função u(x, t) a aplicação

u : [0, T ]→ H1
0 (Ω),

de forma que

[u(t)](x) := u(x, t)

para cada (x, t) ∈ Ω× [0, T ].

Fixe v ∈ H1
0 (Ω). Temos que

du
dt
v − (∆u)v −Wuv = 0 (2.2)

no intervalo (0, T ].

Integrando (2.2) sobre Ω e usando a fórmula de Green, Teorema

1.6.6, item (ii), vemos que

0 =
∫

Ω

[
du
dt
v − (∆u)v −Wuv

]
dx

=
∫

Ω

du
dt
v dx+

∫
Ω

[∇u · ∇v −Wuv] dx (2.3)

no intervalo (0, T ].

Para cada s ∈ (0, T ], seja u′ um funcional linear dependendo de u

e s, definido por

〈u′, v0〉 :=
∫

Ω

du
dt
v0 dx (2.4)

para cada v0 ∈ H1
0 (Ω).

Defina também a forma bilinear

B[v1, v2] :=
∫

Ω

[
n∑
i=1

∂v1

∂xi

∂v2

∂xi
−Wv1v2

]
dx (2.5)
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para cada v1, v2 ∈ H1
0 (Ω). De (2.3)-(2.5), vemos que

〈u′, v〉+B[u, v] = 0

no intervalo (0, T ].

Das relações (2.3) e (2.4), para cada s ∈ (0, T ]:

〈u′, v〉 =
∫

Ω

du
dt
v dx =

∫
Ω

g0v +
n∑
j=1

gj
∂v

∂xj

 dx, (2.6)

onde g0 = Wu e gj = − ∂u
∂xj

, para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}. A expressão

apresentada (2.6) faz menção à caracterização do dual de H1
0 (Ω) que

é apresentada pelo Teorema 1.4.1, uma vez que gi ∈ L2(Ω), para todo

ı́ndice i ∈ {0, 1, 2, . . . , n}. Esta informação nos mostra que é razoável

considerar que, para cada s ∈ (0, T ], u′ ∈ H−1(Ω).

Define-se a solução fraca do problema (2.1) da seguinte maneira:

Definição 2.1.1. u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), com u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), é

dita a solução fraca do problema de valor inicial e de fronteira (2.1) se:

(i) 〈u′, v〉 + B[u, v] = 0 para cada v ∈ H1
0 (Ω) e t quase sempre em

[0, T ].

(ii) u(0) = g.

Nas seções seguintes, apresentaremos o método de Galerkin para de-

monstrar a existência e unicidade de solução fraca do problema (2.1).

Posteriormente, também serão abordados aspectos da regularidade des-

tas soluções.

39



2.2 Método de Galerkin

Pelo Teorema 1.2.3, existe uma base Hilbertiana para o espaço

L2(Ω), pois, como comentado na Seção 1.3, L2(Ω) é um espaço de

Hilbert separável.

Consideramos {wk}k∈N uma base ortogonal de H1
0 (Ω) e também

uma base ortonormal de L2(Ω). A justificativa detalhada que garante

a escolha acima é apresentada na ref. [14], pg. 334.

Para m um número natural fixo, defina um : [0, T ]→ H1
0 (Ω),

um(t) =
m∑
k=1

gmk(t)wk, (2.7)

onde as funções gmk(t) são absolutamente cont́ınuas em [0, T ] e deter-

minadas pelas seguintes condições:


(
dum
dt

, wj

)
L2(Ω)

+B[um, wj ] = 0, ∀ j ∈ {1, 2, . . . ,m}

gmj(0) = (g, wj)L2(Ω), ∀ j ∈ {1, 2, . . . ,m}
(2.8)

quase sempre em [0, T ]. Queremos mostrar que existe uma subsequência

da famı́lia de funções {um}m∈N que converge fracamente no espaço

L2(0, T ;H1
0 (Ω)) para uma função u, a solução fraca do problema (2.1)

considerado.

As condições (2.8) são equivalentes ao seguinte sistema de EDO’s:


g′mj(t) +

m∑
k=1

gmk(t)ekj = 0,

gmj(0) = (g, wj)L2(Ω), j = 1, 2, . . . ,m,

(2.9)

onde ekj := B[wk, wj ].
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De fato,

0 =
(
dum
dt

, wj

)
L2(Ω)

+B[um, wj ]

=
m∑
k=1

g′mk(t)
∫

Ω

wkwj dx+
m∑
k=1

gmk(t)
∫

Ω

n∑
i=1

∂wk
∂xi

∂wj
∂xi

dx

−
m∑
k=1

gmk(t)
∫

Ω

Wwkwj dx

= g′mj(t) +
m∑
k=1

gmk(t)

[∫
Ω

n∑
i=1

∂wk
∂xi

∂wj
∂xi

dx−
∫

Ω

Wwkwj dx

]

= g′mj(t) +
m∑
k=1

gmk(t)ekj .

O Teorema 1.6.3 garante a existência e unicidade da função vetorial

gm(t) = (gm1(t), gm2(t), . . . , gmm(t)), solução clássica para o sistema

(2.9) sobre o intervalo [0, T ]. Em particular, ∀ k ∈ {1, 2, . . . ,m}, as

funções gmk(t) são absolutamente cont́ınuas sobre [0, T ]. Para efeito

de abordagem teórica, algumas propriedades das funções gmk(t) serão

ignoradas; apenas vamos supor que g′mk(t), a derivada da função gmk(t),

existe quase sempre sobre o intervalo [0, T ].

2.2.1 Estimativas à Priori

Proposição 2.2.1. Existem constantes α, β > 0 e γ ≥ 0 tais que

(i) |B[u, v]| ≤ α‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω) e

(ii) β‖u‖2
H1

0 (Ω)
≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(Ω)

para toda u, v ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. (i) Pela definição deB[·, ·] e pela Desigualdade de Cauchy-
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Schwarz,

|B[u, v]| =
∣∣∣∣∫

Ω

∇u · ∇v −Wuv dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
Ω

∇u · ∇v dx
∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫

Ω

Wuv dx

∣∣∣∣
≤

(∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|∇v|2 dx
) 1

2

+ ‖W‖L∞(Ω)

(∫
Ω

|u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|v|2 dx
) 1

2

. (2.10)

Defina α′ := max {1, ‖W‖L∞(Ω)}. De (2.10), temos que:

|B[u, v]| ≤ α′
[(∫

Ω

|∇u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|∇v|2 dx
) 1

2
]

+α′
[(∫

Ω

|u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|v|2 dx
) 1

2
]

≤ α′
(∫

Ω

|u|2 + |∇u|2 dx
) 1

2
[(∫

Ω

|∇v|2 dx
) 1

2

+
(∫

Ω

|v|2 dx
) 1

2
]

≤ 2α′
(∫

Ω

|u|2 + |∇u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|v|2 + |∇v|2 dx
) 1

2

≤ α‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω), (2.11)

onde α = 2α′.

(ii) Fixe θ ∈ (0, 1). É verdade que:

θ‖∇u‖2L2(Ω) ≤ ‖∇u‖2L2(Ω) = B[u, u] +
∫

Ω

Wu2dx

≤ B[u, u] + ‖W‖L∞(Ω)‖u‖2L2(Ω).

Aplicamos agora a Desigualdade de Poincaré, segundo a qual existe
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k0 > 0 tal que

‖u‖L2(Ω) ≤ k0‖∇u‖L2(Ω). (2.12)

Defina β := min
{
θ

2
,
θ

2k2
0

}
e γ := ‖W‖L∞(Ω). Portanto,

β‖u‖2H1
0 (Ω) = β

[
‖u‖2L2(Ω) + ‖∇u‖2L2(Ω)

]
≤ βk2

0‖∇u‖2L2(Ω) +
θ

2
‖∇u‖2L2(Ω)

≤ θ

2
‖∇u‖2L2(Ω) +

θ

2
‖∇u‖2L2(Ω)

≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(Ω).

�

Teorema 2.2.1. Seja um definida pela expressão (2.7). Existe uma

constante C, dependendo somente de n, Ω, T e W , tal que

max
0≤t≤T

‖um(t)‖L2(Ω) + ‖um‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))

+‖u′m‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C‖g‖L2(Ω) (2.13)

para todo m inteiro positivo.

Demonstração. A demonstração será feita em três etapas.

Etapa 1. Temos que

(
dum
dt

,um

)
L2(Ω)

+B[um,um] = 0 (2.14)
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quase sempre em [0, T ]. De fato, por (2.8), para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m},

0 =
(
dum
dt

, wj

)
L2(Ω)

+B[um, wj ]

=
(
dum
dt

, gmjwj

)
L2(Ω)

+B[um, gmjwj ]

=

dum
dt

,

m∑
j=1

gmjwj


L2(Ω)

+B

um,
m∑
j=1

gmjwj

 ,
justificando (2.14).

Note que:

d

dt

(
1
2
‖um‖2L2(Ω)

)
=

d

dt

(
1
2

∫
Ω

u2
mdx

)
=

∫
Ω

dum
dt

umdx

=
(
dum
dt

,um

)
L2(Ω)

, (2.15)

quase sempre em [0, T ].

Além disto, pela Proposição 2.2.1, item (ii), existem β > 0 e γ ≥ 0,

tais que

β‖um‖2H1
0 (Ω) ≤ B[um,um] + γ‖um‖2L2(Ω). (2.16)

Usando (2.14)-(2.16), resulta a desigualdade

d

dt
(‖um‖2L2(Ω)) ≤ d

dt
(‖um‖2L2(Ω)) + 2β‖um‖2H1

0 (Ω)

≤ 2
(
dum
dt

,um

)
L2(Ω)

+ 2B[um,um]

+ 2γ‖um‖2L2(Ω) = 2γ‖um‖2L2(Ω) (2.17)

válida quase sempre em [0, T ].

Defina η(t) := ‖um(t)‖2L2(Ω). Por (2.17), temos que η′(t) ≤ 2γη(t),

para t quase sempre em [0, T ]. Usando a Desigualdade de Gronwall,
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Teorema 1.6.4, item (i),

η(t) ≤ e
∫ t
0 2γ dsη(0) = e2γtη(0),∀ t ∈ [0, T ]. (2.18)

Pelas propriedades da base Hilbertiana, ver Seção 1.2,

η(0) = ‖um(0)‖2L2(Ω) =
∫

Ω

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

gmk(0)wk

∣∣∣∣∣
2

dx

=
∫

Ω

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

(g, wk)L2(Ω)wk

∣∣∣∣∣
2

dx

≤
∫

Ω

|g|2dx = ‖g‖2L2(Ω). (2.19)

Pelas desigualdades (2.18) e (2.19), segue que

‖um(t)‖2L2(Ω) ≤ e
2γT ‖g‖2L2(Ω),∀ t ∈ [0, T ]. (2.20)

Defina C1 := eγT . Então, ‖um(t)‖L2(Ω) ≤ C1‖g‖L2(Ω), ∀ t ∈ [0, T ].

Portanto,

max
0≤t≤T

‖um(t)‖L2(Ω) ≤ C1‖g‖L2(Ω). (2.21)

Etapa 2. Pela desigualdade (2.17), quase sempre em [0, T ],

‖um‖2H1
0 (Ω) ≤

γ

β
‖um‖2L2(Ω) −

1
2β

d

dt

(
‖um‖2L2(Ω)

)
. (2.22)

Além disto, pela (2.19),∫ T

0

d

dt

(
‖um‖2L2(Ω)

)
dt = ‖um(T )‖2L2(Ω) − ‖um(0)‖2L2(Ω)

≥
∫

Ω

|um(T )|2dx− ‖g‖2L2(Ω). (2.23)
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Por (2.21)-(2.23), segue que:

‖um‖2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) =

∫ T

0

‖um‖2H1
0 (Ω)dt

≤
∫ T

0

γ

β
‖um‖2L2(Ω)dt−

∫ T

0

1
2β

d

dt

(
‖um‖2L2(Ω)

)
dt

≤
∫ T

0

γ

β

(
max

0≤t≤T
‖um(t)‖2L2(Ω)

)
dt−

∫ T

0

1
2β

d

dt

(
‖um‖2L2(Ω)

)
dt

≤ T γ
β
C2

1‖g‖2L2(Ω) −
1

2β

∫
Ω

|um(T )|2dx+
1

2β
‖g‖2L2(Ω)

≤
(
T
γ

β
C2

1 +
1

2β

)
‖g‖2L2(Ω). (2.24)

Defina C2 :=
(
T
γ

β
C2

1 +
1

2β

) 1
2

. Temos que:

‖um‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C2‖g‖L2(Ω). (2.25)

Etapa 3. À priori, para cada t ∈ [0, T ], considere u′m ∈ H−1(Ω),

u′m := u′m(um, t) e

〈u′m, u〉 =
(
dum
dt

, u

)
L2(Ω)

,∀ u ∈ H1
0 (Ω) (2.26)

como em (2.4). Em seguida, fixe v ∈ H1
0 (Ω), ‖v‖H1

0 (Ω) ≤ 1 e v = v1+v2,

onde v1 ∈ span{wk}mk=1 e (wk, v2)L2(Ω) = 0, ∀ k ∈ {1, 2, ...,m}. Como

as funções wk são ortogonais em H1
0 (Ω),

‖v1‖H1
0 (Ω) ≤ ‖v‖H1

0 (Ω) ≤ 1. (2.27)

Seguindo o mesmo racioćınio usado para deduzir (2.14), temos que:(
dum
dt

, v1

)
L2(Ω)

+B[um, v1] = 0 (2.28)
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e, além disto, (
dum
dt

, v2

)
L2(Ω)

= 0 (2.29)

para t quase sempre em [0, T ].

Assim, usando (2.26), (2.28) e (2.29), temos que:

〈u′m, v〉 =
(
dum
dt

, v

)
L2(Ω)

=
(
dum
dt

, v1

)
L2(Ω)

+
(
dum
dt

, v2

)
L2(Ω)

=
(
dum
dt

, v1

)
L2(Ω)

= −B[um, v1] (2.30)

quase sempre em [0,T].

Pela Proposição 2.2.1, item (i), existe α > 0 tal que:

|B[um, v1]| ≤ α‖um‖H1
0 (Ω)‖v1‖H1

0 (Ω). (2.31)

Desta maneira, usando (2.27), (2.30) e (2.31), temos que

|〈u′m, v〉| = |B[um, v1]| ≤ α‖um‖H1
0 (Ω)

quase sempre em [0, T ].

Em especial,

‖u′m‖H−1(Ω) = sup {|〈u′m, v〉|; v ∈ H1
0 (Ω), ‖v‖H1

0 (Ω) ≤ 1}

≤ α‖um‖H1
0 (Ω). (2.32)

Integrando (2.32) sobre [0, T ] e usando (2.25),

‖u′m‖2L2(0,T ;H−1(Ω)) =
∫ T

0

‖u′m‖2H−1(Ω)dt

≤ α2

∫ T

0

‖um‖2H1
0 (Ω)dt

≤ α2C2
2‖g‖2L2(Ω),
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ou seja,

‖u′m‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C3‖g‖L2(Ω) (2.33)

onde C3 := αC2.

Das desigualdades (2.21), (2.25) e (2.33) se conclui a prova.

�

2.3 Existência de Solução

Para W ∈ L∞(Ω) e g ∈ L2(Ω), mostraremos no decorrer desta seção

que o problema (2.1) admite uma solução fraca.

Do Teorema 2.2.1, segue que {um}m∈N é limitada em L2(0, T ;H1
0 (Ω))

e {u′m}m∈N é limitada em L2(0, T ;H−1(Ω)). Pela reflexividade dos

espaços de Banach L2(0, T ;H1
0 (Ω)) e L2(0, T ;H−1(Ω)) e pelo Teo-

rema 1.2.5, existe uma subsequência {uml}l∈N ⊂ {um}m∈N e funções

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) e ũ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), tais que

 uml ⇀ u em L2(0, T ;H1
0 (Ω))

u′ml ⇀ ũ em L2(0, T ;H−1(Ω)).
(2.34)

Em espaços de Banach reflexivos, pelo item (vi) da Proposição 1.2.2,

convergência fraca e convergência fraco-? são equivalentes. Por isto,
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ũ = u′. De fato, tomando a função ϕ ∈ C1
0 (0, T ) e w ∈ H1

0 (Ω),∫ T

0

〈ũ, ϕw〉 dt = lim
l→∞

∫ T

0

〈u′ml , ϕw〉 dt

= lim
l→∞

∫ T

0

−〈uml , ϕ′w〉 dt

= −
∫ T

0

〈u, ϕ′w〉 dt. (2.35)

Fixe N , um inteiro não-negativo, e seja v ∈ C1([0, T ];H1
0 (Ω)) da

forma

v(t) =
N∑
k=1

dk(t)wk, (2.36)

onde {dk}Nk=1 constitui um conjunto de funções regulares sobre [0, T ].

Considere também m ≥ N . Para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m}, pelo Método

de Galerkin, (
dum
dt

, wj

)
L2(Ω)

+B[um, wj ] = 0,

quase sempre em [0, T ], do que segue

0 =
(
dum
dt

, djwj

)
L2(Ω)

+B[um, djwj ]

=

dum
dt

,

N∑
j=1

djwj


L2(Ω)

+B

um,
N∑
j=1

djwj


=

(
dum
dt

,v
)
L2(Ω)

+B[um,v ]

= 〈u′m,v〉+B[um,v] (2.37)

quase sempre em [0, T ].

Em seguida, integra-se (2.37) sobre [0, T ]:∫ T

0

{〈u′m,v〉+B[um,v]} dt = 0. (2.38)
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Faça m := ml. Novamente usando a equivalência entre convergência

fraca e convergência fraco-? no espaço de Banach L2(0, T ;H−1(Ω)),

vemos que, quase sempre em [0, T ],

〈u′ml ,v〉 −→ 〈u
′,v〉. (2.39)

Para v fixo, a forma B[·,v] pode ser interpretada como um funcional

linear sobre H1
0 (Ω). Na verdade, pela estimativa (2.11), B[·,v] é um

funcional linear limitado sobre H1
0 (Ω). Devido à convergência fraca em

L2(0, T ;H1
0 (Ω)), também constatamos que∫ T

0

B[uml,v] dt −→
∫ T

0

B[u,v] dt. (2.40)

Em (2.38), escolha m := ml. Devido aos resultados (2.39) e (2.40),

no limite l −→∞, temos que:

0 =
∫ T

0

〈u′ml ,v〉+B[uml ,v] dt −→
∫ T

0

〈u′,v〉+B[u,v] dt. (2.41)

Como as funções v definidas em (2.36) são densas em L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

segue que a relação (2.41) é válida qualquer que seja v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Consequentemente, quase sempre em [0, T ], temos que

〈u′, v〉+B[u, v] = 0 (2.42)

para cada v ∈ H1
0 (Ω). Notando que u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) e também que

a função u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), pelo Teorema 1.5.1, conclúımos que

u ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Em seguida, demonstra-se que u(0) = g.

Suponha que v ∈ C1([0, T ];H1
0 (Ω)) e v(T ) = 0.
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Inicialmente, note que:∫ T

0

〈u′,v〉 dt = (u(T ),v(T ))L2(Ω) − (u(0),v(0))L2(Ω) −
∫ T

0

〈v′,u〉 dt

=
∫ T

0

−〈v′,u〉 dt− (u(0),v(0))L2(Ω), (2.43)

para cada v nas condições acima e onde v′ é, para cada t no intervalo

[0, T ], um funcional linear sobre H1
0 (Ω) associado à derivada fraca da

função v.

De (2.41) e (2.43), obtemos:∫ T

0

{−〈v′,u〉+B[u,v]} dt = (u(0),v(0))L2(Ω) (2.44)

e, como nas condições (2.43) e (2.44),∫ T

0

{−〈v′,um〉+B[um,v]} dt = (um(0),v(0))L2(Ω). (2.45)

Também notamos, pelas propriedades da base Hilbertiana, que

um(0) =
m∑
j=1

gmj(0)wj

=
m∑
j=1

(g, wj)L2(Ω)wj −→
∞∑
j=1

(g, wj)L2(Ω)wj = g. (2.46)

Defina m := ml. Tomando (2.45) e (2.46), no limite m −→ ∞,

resulta: ∫ T

0

{−〈v′,u〉+B[u,v]} dt = (g,v(0))L2(Ω). (2.47)

De (2.44) e (2.47) temos que (u(0),v(0))L2(Ω) = (g,v(0))L2(Ω).

Como v(0) é arbitrário, conclúımos que u(0) = g. Portanto, para

g ∈ L2(Ω), o problema (2.1) admite solução fraca.
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2.4 Unicidade de Solução

A solução fraca do problema de valor inicial e de fronteira (2.1), cuja

existência foi demonstrada na seção anterior, é única. Para demonstrar

isto, suponha que as funções u1 e u2 são soluções fracas do problema

em questão. Desta forma,


u1 ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) e u′1 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

〈u′1, v〉+B[u1, v] = 0, q.s. em [0, T ], ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

u1(0) = g

e 
u2 ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) e u′2 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

〈u′2, v〉+B[u2, v] = 0, q.s. em [0, T ], ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

u2(0) = g.

Defina w := u1 − u2. Note que w é solução fraca para o problema:


∂w
∂t

= ∆w +W (x)w , (x, t) ∈ Ω× (0, T ].

w(x, 0) = 0 , x ∈ Ω.

w(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

De fato,

• w = u1 − u2 ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

• w′ = u′1 − u′2 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

• 〈w′, v〉+B[w, v] = (〈u′1, v〉+B[u1, v])− (〈u′2, v〉+B[u2, v]) = 0,

quase sempre em [0, T ], ∀ v ∈ H1
0 (Ω).
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• w(0) = u1(0)− u2(0) = g − g = 0

(Pois, w(0) := w(x, 0), ∀ x ∈ Ω).

Se demonstrarmos que w ≡ 0 isto implicará que u1 ≡ u2.

Vimos acima que 〈w′, v〉+B[w, v] = 0,∀ v ∈ H1
0 (Ω), quase sempre

em [0, T ]. Em particular,

〈w′,w〉+B[w,w] = 0, (2.48)

quase sempre em [0, T ].

De forma similar a (2.15), observamos que

d

dt

(
1
2
‖w‖2L2(Ω)

)
=
(
dw
dt
,w
)
L2(Ω)

= 〈w′,w〉 (2.49)

quase sempre em [0, T ]. Além disto, sobre este mesmo domı́nio, pela

Proposição 2.2.1, item (ii), existem β > 0 e γ ≥ 0, tais que

B[w,w] ≥ β‖w‖2H1
0 (Ω) − γ‖w‖

2
L2(Ω) ≥ −γ‖w‖

2
L2(Ω). (2.50)

De (2.48)-(2.50),

d

dt

(
1
2
‖w‖2L2(Ω)

)
= 〈w′,w〉 = −B[w,w] ≤ γ‖w‖2L2(Ω)

quase sempre em [0, T ].

Em especial,

d

dt

(
‖w‖2L2(Ω)

)
≤ 2γ‖w‖2L2(Ω) (2.51)

quase sempre em [0, T ].

Defina η(t) := ‖w(t)‖2L2(Ω). De (2.51), observamos que:

η′(t) ≤ 2γη(t), (2.52)
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quase sempre em [0, T ].

Aplicando a Desigualdade de Gronwall, Teorema 1.6.4, item (i), em

(2.52) temos que

η(t) ≤ e
∫ t
0 2γdsη(0) ≤ e2γT η(0), ∀ t ∈ [0, T ]. (2.53)

Por fim, (2.53) garante que:

0 ≤ ‖w(t)‖2L2(Ω) ≤ e
2γT ‖w(0)‖2L2(Ω) = e2γT · 0 = 0,

∀ t ∈ [0, T ]. Logo, w ≡ 0. Portanto, o problema de valor inicial e de

fronteira (2.1), para g ∈ L2(Ω), admite uma única solução fraca.

2.5 Regularidade

Impondo condições adicionais sobre a função g caracterizada no

problema (2.1) e também sobre a fronteira de Ω, é posśıvel concluir

inúmeras propriedades relevantes com relação ao comportamento de sua

solução. Nesta seção, apresentaremos alguns teoremas que descrevem

a regularidade destas soluções fracas.

Teorema 2.5.1. Suponha que o conjunto aberto Ω ⊂ Rn possui fron-

teira de classe C2, g ∈ H1
0 (Ω), e a função u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), com

u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), é a solução fraca do problema (2.1). Então,

u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.54)

u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (2.55)

Além disto,

sup
0≤t≤T

ess ‖u(t)‖H1
0 (Ω) + ‖u‖L2(0,T ;H2(Ω))

+‖u′‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖g‖H1
0 (Ω), (2.56)
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onde a constante C depende de Ω, n, T e W .

Demonstração. Fixe m ∈ N. Por método similar àquele empregado

para deduzir (2.14), segue que(
dum
dt

,
dum
dt

)
L2(Ω)

+B

[
um,

dum
dt

]
= 0 (2.57)

quase sempre em [0, T ].

Defina a forma bilinear auxiliar

A[u, v] :=
∫

Ω

[
n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

]
dx, (2.58)

onde u, v ∈ H1
0 (Ω). Para u = v = um,

d

dt

(
1
2
A[um,um]

)
=

d

dt

(
1
2

∫
Ω

∇um · ∇um dx

)
=

∫
Ω

∇um · ∇
(
dum
dt

)
dx

= A

[
um,

dum
dt

]
. (2.59)

De (2.57) e (2.59) segue que, quase sempre em [0, T ],

0 =
∥∥∥∥dumdt

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+B

[
um,

dum
dt

]
=

∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
∫

Ω

∇um · ∇
(
dum
dt

)
dx−

∫
Ω

Wum
dum
dt

dx

=
∥∥∥∥dumdt

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
d

dt

(
1
2
A[um,um]

)
−
∫

Ω

Wum
dum
dt

dx

e, por consequência,∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
d

dt

(
1
2
A[um,um]

)
=

∫
Ω

Wum
dum
dt

dx

≤ ‖W‖L∞(Ω)

∫
Ω

|um|
∣∣∣∣dumdt

∣∣∣∣ dx.
(2.60)
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Tome ε > 0. Note que, pelo Corolário 1.6.1,∫
Ω

|um|
∣∣∣∣dumdt

∣∣∣∣ dx ≤ 1
4ε

∫
Ω

u2
m dx+ ε

∫
Ω

(
dum
dt

)2

dx

≤ 1
4ε
‖um‖2H1

0 (Ω) + ε

∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

, (2.61)

quase sempre em [0, T ].

Suponha que ‖W‖L∞(Ω) > 0. Defina as constantes C4 :=
‖W‖2L∞(Ω)

4
e ε̃ := ε‖W‖L∞(Ω).

Reunindo as desigualdades (2.60) e (2.61), deduzimos o seguinte:∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
d

dt

(
1
2
A[um,um]

)

≤ ‖W‖L∞(Ω)

(
1
4ε
‖um‖2H1

0 (Ω) + ε

∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

)

≤ C4

ε̃
‖um‖2H1

0 (Ω) + ε̃

∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

(2.62)

quase sempre em [0, T ].

Supondo ‖W‖L∞(Ω) = 0, a desigualdade (2.62) é válida para quais-

quer constantes C4, ε̃ > 0.

Escolhendo ε, de forma que ε̃ =
1
2

, por (2.62), obtemos que

1
2

∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
d

dt

(
1
2
A[um,um]

)
≤ 2C4‖um‖2H1

0 (Ω),

quase sempre em [0, T ]. Equivalentemente,∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
d

dt
(A[um,um]) ≤ 4C4‖um‖2H1

0 (Ω). (2.63)

Seja s ∈ [0, T ]. De (2.63) e (2.25), segue que:∫ s

0

d

dt
(A[um,um]) dt ≤

∫ T

0

4C4‖um‖2H1
0 (Ω) dt ≤ 4C2

2C4‖g‖2H1
0 (Ω)
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e, assim,

sup
0≤t≤T

ess A[um(t),um(t)]−A[um(0),um(0)] ≤ 4C2
2C4‖g‖2H1

0 (Ω).

(2.64)

Analogamente,∫ T

0

∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

dt ≤ 4C2
2C4‖g‖2H1

0 (Ω). (2.65)

Assim como (2.19), podemos notar que

‖um(0)‖H1
0 (Ω) ≤ ‖g‖H1

0 (Ω). (2.66)

Associando os resultados (2.64)-(2.66), temos que:∫ T

0

∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥2

L2(Ω)

dt+ sup
0≤t≤T

ess A[um(t),um(t)]

≤ A[um(0),um(0)] + 8C2
2C4‖g‖2H1

0 (Ω)

≤ ‖um(0)‖2H1
0 (Ω) + 8C2

2C4‖g‖2H1
0 (Ω)

≤ ‖g‖2H1
0 (Ω) + 8C2

2C4‖g‖2H1
0 (Ω), (2.67)

ou seja, ∥∥∥∥dumdt
∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

≤ C5‖g‖H1
0 (Ω), (2.68)

onde C5 := (1 + 8C2
2C4)

1
2 .

Considere

{uml}l∈N ⊂ {um}m∈N

a sequência usada no ińıcio da Seção 2.3. Por (2.34), u′ml ⇀ u′ em

L2(0, T ;H−1(Ω)). Pela expressão (2.68), {u′ml}l∈N é uma sequência li-

mitada no espaço L2(0, T ;L2(Ω)). Portanto, pelo Teorema 1.2.5, existe

57



uma subsequência {u′mlk }k∈N ⊂ {u′ml}l∈N e uma função ṽ tal que

u′mlk ⇀ ṽ em L2(0, T ;L2(Ω)). Usando a imersão cont́ınua de Sobolev

L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), temos que u′mlk ⇀ ṽ em L2(0, T ;H−1(Ω)). Logo,

pela unicidade do limite fraco, u′ = ṽ em L2(0, T ;H−1(Ω)).

Desta forma, no limite k −→∞, observamos que:

u′ :=
du
dt
∈ L2(0, T ;L2(Ω)), (2.69)

provando (2.55). Além disto,

‖u′‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C5‖g‖H1
0 (Ω). (2.70)

Reunindo os resultados (2.21) e (2.67),

sup
0≤t≤T

ess
(
‖um(t)‖2L2(Ω) +A[um(t),um(t)]

)
≤ C2

1‖g‖2H1
0 (Ω) + C2

5‖g‖2H1
0 (Ω),

ou seja,

sup
0≤t≤T

ess ‖um(t)‖2H1
0 (Ω) ≤ C

2
6‖g‖2H1

0 (Ω), (2.71)

onde C6 := (C2
1 + C2

5 )
1
2 .

Considerando a sequência {umlk }k∈N como acima e tomando o li-

mite k −→∞, de (2.71),

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) (2.72)

e

sup
0≤t≤T

ess ‖u(t)‖H1
0 (Ω) ≤ C6‖g‖H1

0 (Ω). (2.73)

Como u caracteriza uma solução fraca do problema (2.1),

B[u, v] = 〈−u′, v〉 = (−u′, v)L2(Ω), ∀ v ∈ H1
0 (Ω)
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quase sempre em [0, T ]. Como u′(t) ∈ L2(Ω), para t quase sempre em

[0, T ], pelo Teorema 1.7.2 obtemos que u(t) ∈ H2(Ω). Também, pelo

Teorema 1.7.2, existe uma constante C7 > 0, tal que

‖u‖H2(Ω) ≤ C7

(
‖u′‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

quase sempre em [0, T ]. Desta forma,

‖u‖2L2(0,T ;H2(Ω)) ≤
∫ T

0

C2
7

(
‖u′‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)2
dt

≤ 2C2
7

(∫ T

0

‖u′‖2L2(Ω) dt+
∫ T

0

‖u‖2L2(Ω) dt

)

≤ 2C2
7‖u′‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + 2C2

7

∫ T

0

sup
0≤t≤T

ess ‖u(t)‖2L2(Ω) dt

≤ 2C2
5C

2
7‖g‖2H1

0 (Ω) + 2C2
6C

2
7T‖g‖2H1

0 (Ω),

ou seja,

‖u‖2L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C
2
8‖g‖2H1

0 (Ω), (2.74)

onde C8 :=
√

2(C2
5 + C2

6T )
1
2C7. Por (2.74),

‖u‖L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C8‖g‖H1
0 (Ω). (2.75)

Esta última desigualdade nos mostra que

u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)). (2.76)

Os resultados (2.72) e (2.76) provam (2.54) e as estimativas (2.70),

(2.73) e (2.75) provam (2.56).

�
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Para g ∈ H2(Ω), tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.5.2. Se, nas hipóteses do Teorema 2.5.1, supormos que

g ∈ H2(Ω), então:

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)), (2.77)

u′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.78)

u′′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), (2.79)

e

sup
0≤t≤T

ess (‖u(t)‖H2(Ω) + ‖u′(t)‖L2(Ω)) + ‖u′‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))

+‖u′′‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C‖g‖H2(Ω), (2.80)

onde a constante C depende somente de Ω, T , W e n.

Demonstração. Ref. [14], pg. 361-364.

Teorema 2.5.3. Seja p um inteiro não-negativo. Suponha g ∈ H2p+1(Ω),

W ∈ C2p+1(Ω̄), e u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), com u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), é

a solução fraca do problema de valor inicial e de fronteira


∂u

∂t
= ∆u+W (x)u , (x, t) ∈ Ω× (0, T ].

u(x, 0) = g(x) , x ∈ Ω.

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

Suponha que ∂Ω é de classe C2p+2. Suponha também a condição de

compatibilidade de p-ésima ordem:

g0 := g ∈ H1
0 (Ω), g1 := ∆g0 +Wg0 ∈ H1

0 (Ω), . . . ,

gp := ∆gp−1 +Wgp−1 ∈ H1
0 (Ω). (2.81)
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Então,

dku

dtk
∈ L2(0, T ;H2p+2−2k(Ω)), ∀ k ∈ {0, 1, 2, . . . , p+ 1} (2.82)

e
p+1∑
k=0

∥∥∥∥dkudtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2p+2−2k(Ω))

≤ C‖g‖H2p+1(Ω), (2.83)

onde a constante C depende de p, Ω, T , W e n.

Demonstração. Por indução, ao longo da qual empregamos a mesma

letra C para denotar distintas constantes positivas.

No caso p = 0, o resultado é válido pelo Teorema 2.5.1. Suponha

que o teorema seja válido para p inteiro não-negativo. Imponha as

condições: g ∈ H2p+3(Ω), W ∈ C2p+3(Ω̄), ∂Ω é de classe C2p+4 e a

condição de compatibilidade de (p+ 1)-ésima ordem é válida:

g0 := g ∈ H1
0 (Ω), g1 := ∆g0 +Wg0 ∈ H1

0 (Ω), . . . ,

gp+1 := ∆gp +Wgp ∈ H1
0 (Ω).

Queremos mostrar que o teorema vale para p+ 1.

Denote ũ = u′. Temos que

〈u′, v〉+B[u, v] = 0, ∀ v ∈ H1
0 (Ω), (2.84)

quase sempre em [0, T ]. Derivando (2.84) em relação a t, obtemos

〈ũ′, v〉+B[ũ, v] = 0, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Também temos que ũ é a única solução fraca para o problema


∂ũ
∂t

= ∆ũ +W (x)ũ , (x, t) ∈ Ω× (0, T ].

ũ(x, 0) = g̃(x) , x ∈ Ω.

ũ(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].
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Lembramos que g̃ := ∆g+Wg ∈ H1
0 (Ω). Além disto, pelo Teorema

2.5.2, ũ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), com ũ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

O fato de g satisfazer a condição de compatibilidade de (p+1)-ésima

ordem implica que g̃ satisfaz a condição de compatibilidade de p-ésima

ordem. Usando a hipótese de indução, segue que

dkũ
dtk
∈ L2(0, T ;H2p+2−2k(Ω)), ∀ k ∈ {0, 1, 2, . . . , p+ 1}

e

p+1∑
k=0

∥∥∥∥dkũdtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2p+2−2k(Ω))

≤ C‖g̃‖H2p+1(Ω).

Como ũ = u′, então:

dku
dtk
∈ L2(0, T ;H2p+4−2k(Ω)), ∀ k ∈ {1, 2, . . . , p+ 2}

e

p+2∑
k=1

∥∥∥∥dkudtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2p+4−2k(Ω))

≤ C‖g̃‖H2p+1(Ω)

≤ C
[
‖∆g‖H2p+1(Ω) + ‖W‖L∞(Ω)‖g‖H2p+1(Ω)

]
≤ C

[
‖g‖H2p+3(Ω) + ‖g‖H2p+1(Ω)

]
,

ou seja,

p+2∑
k=1

∥∥∥∥dkudtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2p+4−2k(Ω))

≤ C‖g‖H2p+3(Ω). (2.85)

Por (2.85), notamos que u′ :=
du
dt
∈ L2(0, T ;H2p+2(Ω)). Assim,

quase sempre em [0, T ], u′(t) ∈ H2p+2(Ω).

Defina L := −∆−W , um operador diferencial eĺıptico de segunda

ordem. De (2.1) notamos que
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 Lu = −u′ em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

quase sempre em [0, T ].

Lembrando que ∂Ω é C2p+4, pelo Teorema 1.7.3, temos que, quase

sempre em [0, T ], u ∈ H2p+4(Ω) e

‖u‖H2p+4(Ω) ≤ C
(
‖u′‖H2p+2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
. (2.86)

Integramos (2.86) sobre [0, T ]. Usando o Teorema 2.5.1 e o resultado

(2.85),

‖u‖2L2(0,T ;H2p+4(Ω)) ≤ C

∫ T

0

(
‖u′‖H2p+2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)2
dt

≤ C
(
‖u′‖2L2(0,T ;H2p+2(Ω)) + ‖u‖2L2(0,T ;L2(Ω))

)
≤ C

(
‖u′‖2L2(0,T ;H2p+2(Ω)) + ‖u‖2L2(0,T ;H2(Ω))

)
≤ C

(
‖g‖2H2p+3(Ω) + ‖g‖2H1

0 (Ω)

)
≤ C‖g‖2H2p+3(Ω).

Assim,

u ∈ L2(0, T ;H2p+4−2·0(Ω)),

‖u‖L2(0,T ;H2p+4(Ω)) ≤ C‖g‖H2p+3(Ω)

e consequentemente,

p+2∑
k=0

∥∥∥∥dkudtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2p+4−2k(Ω))

≤ C‖g‖H2p+3(Ω),

o que completa a demonstração.

�
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Teorema 2.5.4. Seja Ω um aberto e limitado de Rn, com ∂Ω de classe

C∞. Suponha g ∈ C∞(Ω̄) e W ∈ C∞(Ω̄). O problema de valor inicial

e de fronteira


∂u

∂t
= ∆u+W (x)u , (x, t) ∈ Ω× (0, T ]

u(x, 0) = g(x) , x ∈ Ω

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]

(2.87)

tem uma solução u ∈ C∞(Ω̄× [0, T ]) e ela é única.

Demonstração. Pelos resultados das seções anteriores, existe uma única

função u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), com u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), que soluciona

fracamente o problema (2.87).

Note que as definições de g e W garantem que a condição de compa-

tibilidade de p-ésima ordem, dada por (2.81) no enunciado do Teorema

2.5.3, é atendida para qualquer que seja o inteiro não-negativo p.

Como ∂Ω é de classe C∞, aplicamos o Teorema 2.5.3 indefinida-

mente para p = 0, 1, 2, . . . Associando o Teorema 1.5.2 ao Teorema

1.4.2, conclúımos que u ∈ C∞(Ω̄× [0, T ]).

A unicidade da solução é consequência imediata da unicidade de

solução fraca.

�

2.6 Prinćıpio Fraco do Máximo

Nesta seção, denotamos Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado.

Para facilitar a apresentação das informações, definimos:

• ΩT := Ω× (0, T ],
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• Ω̄T := Ω̄× [0, T ] e

• ΓT := Ω̄T − ΩT = (∂Ω× [0, T ]) ∪ (Ω× {t = 0}).

Teorema 2.6.1 (Prinćıpio Fraco do Máximo). Sejam W função limi-

tada em Ω̄, W ≤ 0, e u ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(Ω̄T ). Se

∂u

∂t
−∆u−Wu ≥ 0 (2.88)

em ΩT , então,

min
Ω̄T

u ≥ −max
ΓT

u−, (2.89)

onde u− = −min{u, 0}.

Demonstração.

Etapa 1. Suponha que

∂u
∂t
−∆u−Wu > 0

em ΩT e que

min
Ω̄T

u < −max
ΓT

u−.

Por definição, sabemos que u− ≥ 0. Segue que −max
ΓT

u− ≤ 0, o que

implica min
Ω̄T

u < 0.

Então, existe (x0, t0) ∈ Ω̄T tal que u(x0, t0) = min
Ω̄T

u < 0.

• Suponha que (x0, t0) ∈ ΓT . Assim,

u(x0, t0) = min
Ω̄T

u < −max
ΓT

u−

≤ −u−(x0, t0) = min{u(x0, t0), 0} = u(x0, t0).

Conclui-se que u(x0, t0) < u(x0, t0), um absurdo.
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• Suponha que (x0, t0) ∈ ΩT .

Se 0 < t0 < T , (x0, t0) é um ponto interior, então,

∂u
∂t

= 0 e ∆u ≥ 0.

Como W ≤ 0, por hipótese, e u(x0, t0) < 0, temos que

∂u
∂t
−∆u−Wu ≤ 0

em (x0, t0), o que contradiz a hipótese básica da etapa 1.

Se t0 = T vemos ainda que, em (x0, t0),
∂u
∂t
≤ 0 e a contradição

acima também ocorre.

Logo, min
Ω̄T

u ≥ −max
ΓT

u−.

Etapa 2. Suponha que

∂u
∂t
−∆u−Wu = 0.

Tome ε > 0. Defina a função auxiliar uε(x, t) = u(x, t) + εt, para

(x, t) ∈ Ω̄T . Em ΩT ,

∂uε
∂t
−∆uε −Wuε =

∂u
∂t
−∆u−Wu + (1−Wt)ε > 0.

Pela etapa 1,

min
Ω̄T

uε ≥ −max
ΓT

u−ε .

No limite ε −→ 0+,

min
Ω̄T

u ≥ −max
ΓT

u−.

�
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Teorema 2.6.2. Sejam W limitada em Ω̄ e u ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(Ω̄T ).

Se

∂u

∂t
−∆u−Wu ≥ 0 (2.90)

em ΩT e u ≥ 0 em ΓT , então, u ≥ 0 em Ω̄T .

Demonstração.

Etapa 1. Suponha que W ≤ 0 em Ω̄. Pelo Teorema 2.6.1, temos que

min
Ω̄T

u ≥ −max
ΓT

u−. A hipótese de que u ≥ 0 em ΓT garante que, sobre

esta região, u− ≡ 0. Logo, min
Ω̄T

u ≥ 0. Isto implica que u ≥ 0 sobre Ω̄T .

Etapa 2. Suponha que W ≥ 0 em alguma região de Ω̄. Portanto,

existe λ < 0 tal que λ < −|W | sobre Ω̄. Agora, sobre Ω̄T , defina

v := eλtu. Dáı, v ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(Ω̄T ) e u = ve−λt. Substituindo na

desigualdade (2.90), resulta

0 ≤ ∂u
∂t
−∆u−Wu = e−λt

∂v

∂t
− λe−λtv − e−λt∆v − e−λtWv,

ou seja, em ΩT ,

∂v

∂t
−∆v − (W + λ)v ≥ 0.

Note que W + λ < 0 em Ω̄. Pelo Teorema 2.6.1,

min
Ω̄T

v ≥ −max
ΓT

v−.

Como u ≥ 0 em ΓT e v = eλtu, então, v ≥ 0 em ΓT . Da etapa 1, segue

que v ≥ 0 sobre Ω̄T . Da definição de v, conclúımos que u ≥ 0 sobre a

região Ω̄T .
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Segue dos Teoremas 2.5.4 e 2.6.2, considerando-se a igualdade em

(2.90), o seguinte:

Teorema 2.6.3. Seja R > 0, um número real fixo. Tome o conjunto

Ω = BR := {x ∈ Rn; |x| < R}. Suponha W ∈ C∞(Rn). Suponha

g ∈ C∞(Ω̄) e que g ≥ 0 em Ω̄. O problema de valor inicial e de

fronteira


∂u

∂t
= ∆u+W (x)u , (x, t) ∈ Ω× (0, T ]

u(x, 0) = g(x) , x ∈ Ω

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]

(2.91)

tem uma única solução u ∈ C∞(Ω̄T ) e u ≥ 0 sobre Ω̄T .

O Teorema 2.6.3 também é válido quando enunciado sob um con-

texto mais geral, ou seja, no caso em que Ω ⊂ Rn é aberto, limitado,

apresentando fronteira de classe C∞.
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Caṕıtulo 3

Equação do Calor com

Potencial Singular:

Existência de Solução

3.1 Solução Generalizada

Seja N ∈ N, de forma que N ≥ 3 e T > 0, um número real fixo.

Considere o problema de Cauchy:


∂u

∂t
= ∆u+ V (x)u , (x, t) ∈ RN × (0, T )

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ RN
(3.1)

com função potencial singular da forma

V (x) =
λ

|x|2
, (3.2)
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para cada x ∈ RN , onde λ é um real positivo. O termo singular refere-se

ao fato de que V −→∞ se x −→ 0.

O objetivo deste caṕıtulo é provar a existência de solução generali-

zada do problema de Cauchy (3.1)-(3.2).

A definição de solução generalizada é a seguinte:

Definição 3.1.1 (Solução Generalizada). Suponha que u0 ∈ L1
loc(RN ).

Uma função u ∈ C([0, T );L1
loc(RN )) é solução generalizada do pro-

blema de Cauchy (3.1)-(3.2) se V u ∈ L1
loc(RN × (0, T )) e∫ τ

0

∫
RN

u

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ V φ

)
dx dt+

∫
RN

u0(x)φ(x, 0) dx

=
∫

RN
u(x, τ)φ(x, τ) dx, (3.3)

para toda φ ∈ C∞0 (RN × [0, T ]) e 0 ≤ τ < T .

Vamos fixar desde já a notação a ser empregada neste caṕıtulo.

Sejam R e ρ números reais estritamente positivos. Denotamos:

• BR = {x ∈ RN : |x| < R}.

• BR = {x ∈ RN : |x| ≤ R}.

• ∂BR = {x ∈ RN : |x| = R}.

• Aρ,R = {x ∈ RN : ρ ≤ |x| ≤ R}.

• DR,T = BR × (0, T ).

• ST = RN × (0, T ).
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Para obter a existência de solução generalizada do problema de

Cauchy (3.1)-(3.2), trabalhamos com uma famı́lia de aproximações do

problema original definidas sobre regiões limitadas.

Definição 3.1.2. Seja {Vn}n∈N uma famı́lia de potenciais satisfazendo

as seguintes condições:


Vn ∈ C∞(RN ) , ∀ n ∈ N.

0 ≤ Vn(x) ≤ Vn+1(x) ≤ V (x) , ∀ x ∈ RN , ∀ n ∈ N.

Vn(x) =
λ

|x|2
, ∀ x 6∈ B 1

n
.

(3.4)

Para cada n ∈ N e R > 0, fixados, indicamos por (Pn,R) ao problema

de valor inicial e de fronteira:

(Pn,R)


∂u

∂t
= ∆u+ Vn(x)u , (x, t) ∈ DR,T .

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ BR.

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂BR × (0, T ).

(3.5)

Definição 3.1.3. Suponha u0 ∈ L1(BR). A função u ∈ C([0, T );L1(BR))

é uma solução generalizada do problema de valor inicial e de fronteira

(Pn,R) se, para cada τ ∈ [0, T ) e para cada função φ ∈ C∞(DR,T ), tal

que φ ≥ 0 e, φ(x, t) = 0 sobre ∂BR × (0, T ), u satisfaz a relação∫
BR

u(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
BR

u0(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

DR,τ

u

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt = 0. (3.6)
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Toda solução clássica do problema (Pn,R) é, em particular, uma

solução generalizada para este problema.

Seja ũ uma solução de (Pn,R). Então, em DR,T ,

∂ũ

∂t
−∆ũ− Vnũ = 0. (3.7)

Multiplicamos a equação (3.7) por uma função-teste φ, que atende

as condições dadas na Definição 3.1.3. Em seguida, a integramos sobre

a região DR,τ , onde τ ∈ [0, T ). Usando o Teorema de Fubini, ver ref.

[26], obtemos:

0 =
∫∫

DR,τ

[
∂ũ

∂t
φ− (∆ũ)φ− Vnũφ

]
dx dt

=
∫
BR

[∫ τ

0

∂ũ

∂t
φ dt

]
dx−

∫ τ

0

[∫
BR

(∆ũ)φ dx
]
dt

−
∫ τ

0

∫
BR

Vnũφ dx dt. (3.8)

Considerando a expressão (3.8) e usando de integração por partes,

da Fórmula de Green, Teorema 1.6.6, item (iii), e do Teorema de Fubini,

notamos que:

0 =
∫
BR

ũ(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
BR

ũ(x, 0)φ(x, 0) dx

−
∫
BR

∫ τ

0

ũ
∂φ

∂t
dt dx−

∫ τ

0

∫
BR

ũ∆φ dx dt

−
∫ τ

0

∫
BR

Vnũφ dx dt

=
∫
BR

ũ(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
BR

u0(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

DR,τ

ũ

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt. (3.9)
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Definição 3.1.4. Se, para as mesmas condições da Definição 3.1.3, u

satisfaz ∫
BR

u(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
BR

u0(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

DR,τ

u

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt ≥ 0, (3.10)

então, u é chamada de uma supersolução do problema (Pn,R). Se u

satisfaz ∫
BR

u(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
BR

u0(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

DR,τ

u

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt ≤ 0, (3.11)

então, u é chamada de uma subsolução do problema considerado.

Nosso objetivo neste caṕıtulo consiste em demonstrar a parte de

existência do seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Tome 0 ≤ λ < λ∗ :=
(N − 2)2

4
. Suponha que a

condição inicial satisfaz

|u0(x)| ≤ k|x|αec|x|
2
, ∀ x ∈ RN , (3.12)

onde c e k são constantes estritamente positivas e

−N + 2−
√

(N − 2)2 − 4λ
2

< α ≤
−N + 2 +

√
(N − 2)2 − 4λ
2

.

(3.13)

Então, existe uma única u solução generalizada do problema de Cauchy

(3.1)-(3.2) tal que

|u(x, t)| ≤ K|x|αeC|x|
2
, (3.14)
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∀ (x, t) ∈ ST0 , para 0 < T0 <
1
4c

e, C e K constantes positivas.

A prova da unicidade deste Teorema será feita no caṕıtulo 4.

3.2 Resultados Preliminares

Nesta seção, estabelecemos alguns resultados relevantes para de-

monstrar a existência de solução generalizada para o problema de Cauchy

(3.1)-(3.2) a ser feita no decorrer da seção seguinte.

Consideramos n ∈ N e R > 0. Tomamos V como em (3.2) e

Vn ∈ C∞(RN ) atendendo as condições dadas por (3.4).

Lema 3.2.1. Tome 0 ≤ λ < λ∗ :=
(N − 2)2

4
. Suponha α, de forma

que

−N + 2−
√

(N − 2)2 − 4λ
2

< α ≤
−N + 2 +

√
(N − 2)2 − 4λ
2

.

(3.15)

Então, α+N − 2 > 0.

Demonstração. Por contradição, supor que exista α atendendo a condição

(3.15) tal que α+N − 2 ≤ 0. É evidente que α+N ≤ 2. Dáı,

−N + 2−
√

(N − 2)2 − 4λ
2

< α ⇒

⇒
N + 2−

√
(N − 2)2 − 4λ
2

< α+N ≤ 2.
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Assim, usando a definição de λ e o fato de que N ≥ 3,

N + 2−
√

(N − 2)2 − 4λ < 4 ⇒

⇒ N − 2 <
√

(N − 2)2 − 4λ ⇒

⇒ (N − 2)2 < (N − 2)2 − 4λ ⇒

⇒ λ < 0,

o que contradiz o fato de que λ ≥ 0. Logo, α+N − 2 > 0.

�

Também notamos que se α atende a condição (3.15), então, α ≤ 0.

Lema 3.2.2. Seja 0 ≤ λ < λ∗ :=
(N − 2)2

4
. Suponha que existam

constantes k, c > 0, tal que

|u0(x)| ≤ k|x|αec|x|
2
, ∀ x ∈ RN , (3.16)

onde α atende a condição (3.15) do Lema 3.2.1.

Seja T1 um número real fixo, tal que

0 < T1 <
1
4c
. (3.17)

Seja ζ, uma função definida para (x, t) ∈ RN × [0, T1), tal que

ζ(x, t) := k1|x|α(T1 − t)β exp
{

|x|2

4(T1 − t)

}
, (3.18)

onde β = −1
2

(2α+N) e k1 ≥
k

T β1
uma constante positiva. Então,

(i) |u0(x)| ≤ ζ(x, 0), ∀ x ∈ RN .

(ii) ∀ τ ∈ [0, T1),
∫
BR

|ζ(x, τ)| dx <∞.
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Demonstração. (i) ∀ x ∈ RN ,

|u0(x)| ≤ k|x|αec|x|
2
≤ k1|x|αT β1 exp

{
|x|2

4T1

}
= ζ(x, 0). (3.19)

(ii) Para cada τ ∈ [0, T1),∫
BR

|ζ(x, τ)| dx =
∫
BR

k1|x|α(T1 − τ)β exp
{

|x|2

4(T1 − τ)

}
dx.

Fazendo a decomposição dx = rN−1dr dΩ, resulta∫
BR

|ζ(x, τ)| dx = k1(T1 − τ)βωN
∫ R

0

rα+N−1 exp
{

r2

4(T1 − τ)

}
dr,

onde ωN é a área da superf́ıcie da bola unitária no RN com medida dΩ.

Como α+N − 1 > 1, Lema 3.2.1, obtemos que∫
BR

|ζ(x, τ)| dx ≤ k1(T1 − τ)βωNRα+N exp
{

R2

4(T1 − τ)

}
<∞.

�

O Lema acima garante que, para cada τ ∈ [0, T1), ζ(·, τ) ∈ L1
loc(RN ).

Devido ao Lema 3.2.2, item (i), também garantimos que u0 ∈ L1(BR),

pois,

0 ≤
∫
BR

|u0(x)| dx ≤
∫
BR

|ζ(x, 0)| dx ≤ k1(T1)βωNRα+N exp
{
R2

4T1

}
<∞.

Consequentemente, u0 ∈ L1
loc(RN ).

Lema 3.2.3. Seja u0 nas condições do Lema 3.2.2. Então, para cada

T1 ∈
(

0,
1
4c

)
e k1 suficientemente grande, a função ζ é uma su-

persolução do problema (Pn,R), para qualquer n ∈ N e R > 0, se

T ∈ [0, T1).
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Demonstração. Temos n ∈ N e R > 0 fixos. Também fixamos τ , de

forma que 0 ≤ τ < T1, para T1 fixo na proposta enunciada. Considera-

mos ρ, de maneira que 0 < ρ ≤ 1
2

. Além disto, tomamos a função-teste

φ atendendo a Definição 3.1.3, ou seja, φ ∈ C∞(DR,T1), onde φ ≥ 0 e

φ(x, t) = 0 sobre ∂BR × (0, T1).

Defina:

Iρ :=
∫
Aρ,R

ζ(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
Aρ,R

u0(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

Aρ,R×(0,τ)

ζ

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt. (3.20)

Fazendo integração por partes obtemos, para cada x ∈ Aρ,R, que

∫ τ

0

ζ
∂φ

∂t
dt = ζ(x, τ)φ(x, τ)− ζ(x, 0)φ(x, 0)−

∫ τ

0

(
∂ζ

∂t

)
φ dt.

(3.21)

Além disto, para cada t ∈ (0, τ), notamos pela Fórmula de Green,

Teorema 1.6.6, item (iii), que

∫
Aρ,R

ζ∆φ dx =
∫
Aρ,R

(∆ζ)φ dx+
∫
∂Aρ,R

{
ζ
∂φ

∂η
− φ∂ζ

∂η

}
dS,

(3.22)

onde
∂

∂η
(·) := ~n · ∇(·) é a derivada direcional na direção da normal

unitária ~n externa a ∂Aρ,R.
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Em seguida, substituindo (3.21) e (3.22) em Iρ resulta:

Iρ =
∫
Aρ,R

ζ(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
Aρ,R

u0(x)φ(x, 0) dx

−
∫
Aρ,R

ζ(x, τ)φ(x, τ) dx+
∫
Aρ,R

ζ(x, 0)φ(x, 0) dx

+
∫∫

Aρ,R×(0,τ)

(
∂ζ

∂t

)
φ dx dt−

∫∫
Aρ,R×(0,τ)

(∆ζ)φ dx dt

+
∫ τ

0

∫
∂Aρ,R

{
φ
∂ζ

∂η
− ζ ∂φ

∂η

}
dS dt

+
∫∫

Aρ,R×(0,τ)

(V − Vn)ζφ dx dt

−
∫∫

Aρ,R×(0,τ)

V ζφ dx dt. (3.23)

Após reorganizarmos os termos convenientemente, Iρ pode ser ex-

pressa na seguinte forma:

Iρ := I1 + I2 + I3 + I4, (3.24)

onde

I1 =
∫∫

Aρ,R×(0,τ)

(
∂ζ

∂t
−∆ζ − V ζ

)
φ dx dt, (3.25)

I2 =
∫
Aρ,R

[ζ(x, 0)− u0(x)]φ(x, 0) dx, (3.26)

I3 =
∫∫

Aρ,R×(0,τ)

(V − Vn)ζφ dx dt (3.27)

e

I4 =
∫ τ

0

∫
∂Aρ,R

{
φ
∂ζ

∂η
− ζ ∂φ

∂η

}
dS dt. (3.28)
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Na sequência, analisamos cada integral Ii, i = 1, 2, 3, 4.

Seja (x, t) ∈ (RN − {0}) × (0, T1). Por cálculo direto, usando a

definição de ζ,

∂ζ

∂t
=

ζ(x, t)
(T1 − t)2

[
|x|2

4
− β(T1 − t)

]
(3.29)

e

∆ζ = ζ(x, t)
{

[α(α− 2) + αN ]
|x|2

+
2α+N

2(T1 − t)
+

|x|2

4(T1 − t)2

}
.

(3.30)

Para (x, t) ∈ Aρ,R × (0, τ), dos resultados (3.29), (3.30) e das

definições de β e V , segue que:

∂ζ

∂t
−∆ζ − V ζ = ζ

[
|x|2

4(T1 − t)2
− β

T1 − t

]
−ζ
[
α(α− 2) + αN

|x|2
+

2α+N

2(T1 − t)
+

|x|2

4(T1 − t)2

]
− V ζ

= ζ

[
2α+N

2(T1 − t)
− α(α− 2) + αN

|x|2
− 2α+N

2(T1 − t)
− λ

|x|2

]
= −ζ

[
α(α− 2) + αN

|x|2
+

λ

|x|2

]
= − ζ

|x|2
[α2 + (N − 2)α+ λ].

(3.31)

Por consequência da condição (3.15) dada sobre α, tem-se a de-

sigualdade α2 + (N − 2)α+ λ ≤ 0. Pelo fato de ζ ser uma função real

estritamente positiva, conclui-se de (3.31) que

∂ζ

∂t
−∆ζ − V ζ ≥ 0 (3.32)

sobre Aρ,R × (0, τ) e, consequentemente, I1 ≥ 0.

Também temos que I2 ≥ 0 e I3 ≥ 0 em vista da escolha de k1

suficientemente grande, do Lema 3.2.2 e da definição de Vn.
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Por último, consideramos I4.

Observamos que ∂Aρ,R = ∂Bρ ∪ ∂BR. Da ref. [2], pg. 3061, temos

que
∂

∂η
= − ∂

∂r
sobre ∂Bρ e,

∂

∂η
=

∂

∂r
sobre ∂BR.

Como φ = 0 sobre ∂BR × (0, τ),

I4 = −
∫ τ

0

∫
∂BR

ζ
∂φ

∂r
dS dt−

∫ τ

0

∫
∂Bρ

∂ζ

∂r
φ dS dt

+
∫ τ

0

∫
∂Bρ

ζ
∂φ

∂r
dS dt. (3.33)

Como φ ≥ 0 em BR × [0, τ ] e φ = 0 em ∂BR × (0, τ), segue que
∂φ

∂r
≤ 0 em ∂BR × (0, τ). Portanto, −ζ ∂φ

∂r
≥ 0 em ∂BR × (0, τ). Por

consequência,

−
∫ τ

0

∫
∂BR

ζ
∂φ

∂r
dS dt ≥ 0. (3.34)

Usando a estimativa do gradiente em coordenadas polares esféricas

do RN , onde ~n é a normal unitária externa a ∂BR, temos que:∣∣∣∣∣
∫ τ

0

∫
∂Bρ

ζ
∂φ

∂r
dS dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ τ

0

∫
∂Bρ

ζ(−~n · ∇φ) dS dt

∣∣∣∣∣
≤ sup

(x,t)∈∂Bρ×(0,τ)

|ζ(x, t)|
∫ τ

0

∫
∂Bρ

|∇φ| dS dt

≤ sup
(x,t)∈∂Bρ×(0,τ)

|ζ(x, t)|T1‖∇φ‖L∞(DR,T1 )ω∂Bρ , (3.35)

onde

ω∂Bρ = aNρ
N−1, (3.36)

sendo que aN , constante positiva que depende apenas de N , é a área

da superf́ıcie ∂Bρ.
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Notamos tembém que

sup
(x,t)∈∂Bρ×(0,τ)

|ζ(x, t)| = k1ρ
α sup
t∈(0,τ)

(T1 − t)β exp
{

ρ2

4(T1 − t)

}
≤ k1ρ

α sup
t∈(0,τ)

(T1 − t)β exp
{

1
4(T1 − t)

}
,

(3.37)

pois, 0 < ρ ≤ 1
2
< 1.

Defina

C1 := aNk1T1‖∇φ‖L∞(DR,T1 ) sup
t∈(0,τ)

(T1 − t)β exp
{

1
4(T1 − t)

}
.

Por (3.35)-(3.37), segue que

∣∣∣∣∣
∫ τ

0

∫
∂Bρ

ζ
∂φ

∂r
dS dt

∣∣∣∣∣ ≤ C1ρ
α+N−1, (3.38)

onde C1 não depende de ρ.

Além disto,

−
∫ τ

0

∫
∂Bρ

∂ζ

∂r
φ dS dt

= −
∫ τ

0

∫
∂Bρ

αk1|x|α−1(T1 − t)βφ exp
{

|x|2

4(T1 − t)

}
dS dt

−
∫ τ

0

∫
∂Bρ

k1

2
|x|α+1(T1 − t)β−1φ exp

{
|x|2

4(T1 − t)

}
dS dt.

(3.39)
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Notamos que∣∣∣∣∣−
∫ τ

0

∫
∂Bρ

αk1|x|α−1(T1 − t)βφ exp
{

|x|2

4(T1 − t)

}
dS dt

∣∣∣∣∣
≤ |α|k1

∫ τ

0

∫
∂Bρ

|x|α−1(T1 − t)βφ exp
{

|x|2

4(T1 − t)

}
dS dt

≤ |α|k1T1‖φ‖L∞(DR,T1 )ρ
α−1ω∂Bρ sup

t∈(0,τ)

(T1 − t)β exp
{

ρ2

4(T1 − t)

}
≤ C2ρ

α+N−2,

(3.40)

onde

C2 := aN (N − 2)k1T1‖φ‖L∞(DR,T1 ) sup
t∈(0,τ)

(T1 − t)β exp
{

1
4(T1 − t)

}
.

Também,∣∣∣∣∣−
∫ τ

0

∫
∂Bρ

k1

2
|x|α+1(T1 − t)β−1φ exp

{
|x|2

4(T1 − t)

}
dS dt

∣∣∣∣∣
≤ k1

2

∫ τ

0

∫
∂Bρ

|x|α+1(T1 − t)β−1φ exp
{

|x|2

4(T1 − t)

}
dS dt

≤ k1

2
T1‖φ‖L∞(DR,T1 )ρ

α+1ω∂Bρ sup
t∈(0,τ)

(T1 − t)β−1 exp
{

ρ2

4(T1 − t)

}
≤ C3ρ

α+N ,

(3.41)

onde

C3 := aN
k1

2
T1‖φ‖L∞(DR,T1 ) sup

t∈(0,τ)

(T1 − t)β−1 exp
{

1
4(T1 − t)

}
.

Os resultados acima obtidos implicam que

Iρ ≥ −C1ρ
α+N−1 − C2ρ

α+N−2 − C3ρ
α+N (3.42)
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e, portanto, pelo Lema 3.2.1 tem-se

lim
ρ→0+

Iρ ≥ 0. (3.43)

Por consequência, vemos que:

0 ≤ lim
ρ→0+

Iρ =
∫
BR

ζ(x, τ)φ(x, τ) dx

−
∫
BR

u0(x)φ(x, 0) dx−
∫∫

DR,τ

ζ

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt,

(3.44)

provando que ζ é uma supersolução do problema (Pn,R). Este resultado

é válido independentemente de n e R.

�

3.3 Existência de Solução Generalizada

Nesta seção, vamos provar o Teorema 3.1.1, parte da existência.

Queremos mostrar que se |u0(x)| ≤ k|x|αec|x|2 , ∀ x ∈ RN , onde c

e k são constantes estritamente positivas, então, existe uma função u

satisfazendo a Definição 3.1.1 no caso em que T = T0 <
1
4c

. Além disto,

devemos mostrar que |u(x, t)| ≤ K|x|αeC|x|2 , ∀ (x, t) ∈ RN × (0, T0),

onde C e K são constantes positivas a serem determinadas.

Para tal abordagem, consideramos T1, número real fixo, de forma

que T0 < T1 <
1
4c

. No decorrer da demonstração, vamos considerar a

função ζ para k1 suficientemente grande e os resultados apresentados

nas seções 3.1 e 3.2.

Inicialmente, supomos que u0 ≥ 0 em RN . O caso geral será consi-

derado adiante.
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Para cada n ∈ N, considere o problema (Pn,n),

(Pn,n)


∂u

∂t
= ∆u+ Vn(x)u , (x, t) ∈ Dn,T1 .

u(x, 0) = un0(x) , x ∈ Bn.

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Bn × (0, T1).

(3.45)

Vn satisfaz as condições dadas por (3.4) e un0 satisfaz as condições:



un0 ∈ C∞0 (RN ).

0 ≤ un0(x) ≤ u(n+1)0(x) ≤ u0(x), ∀ x ∈ RN .

un0 −→ u0 em L1
loc(RN ).

un0(x) = 0, ∀ x ∈ An− 1
4 ,n
.

(3.46)

Notamos, pelas condições (3.46), que a resolução do problema (Pn,n)

é feita considerando o problema abaixo:


∂u

∂t
= ∆u+ Vn(x)u , (x, t) ∈ Bn × (0, T1).

u(x, 0) = un0(x) , x ∈ Bn.

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Bn × [0, T1).

(3.47)

Pelo Teorema 2.6.3, o problema (Pn,n) tem uma única solução un,

de forma que

un ∈ C∞(Bn × [0, T1)) e un ≥ 0 em Bn × [0, T1). (3.48)

Considere a sequência {un}n∈N, onde un é a solução do problema

(Pn,n).
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Lema 3.3.1. (i) A sequência {un}n∈N é não-decrescente.

(ii) Para todo n ∈ N e para cada (x, t) ∈ Bn × [0, T1), temos:

un(x, t) ≤ ζ(x, t) := k1|x|α(T1 − t)β exp
{

|x|2

4(T1 − t)

}
. (3.49)

(iii) O limite

u(x, t) := lim
n→∞

un(x, t) ≥ 0

existe pontualmente para cada (x, t) ∈ (RN − {0}) × (0, T1) e vale que

u(x, t) ≤ ζ(x, t) para (x, t) ∈ (RN − {0})× (0, T1).

(iv) A função u satisfaz u ∈ C((RN − {0})× (0, T1)).

Demonstração. (i) Fixe n ∈ N. Como un é a solução não-negativa do

problema (Pn,n) e un+1 é a solução não-negativa do problema (Pn+1,n+1),

então,


∂un
∂t

= ∆un + Vn(x)un , (x, t) ∈ Bn × (0, T1)

un(x, 0) = un0(x) , x ∈ Bn
un(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Bn × [0, T1)

e


∂un+1

∂t
= ∆un+1 + Vn+1(x)un+1 , (x, t) ∈ Bn+1 × (0, T1).

un+1(x, 0) = u(n+1)0(x) , x ∈ Bn+1.

un+1(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Bn+1 × [0, T1).

Defina wn := un+1 − un em Bn × [0, T1).

Para (x, t) ∈ Bn × (0, T1), como Vn ≤ Vn+1, por (3.4), e un ≥ 0,
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por (3.48), temos que

∂wn
∂t

=
∂un+1

∂t
− ∂un

∂t

= ∆un+1 + Vn+1un+1 −∆un − Vnun

≥ ∆wn + Vn+1wn.

Para x ∈ Bn, como un0 ≤ u(n+1)0, segue que

wn(x, 0) = un+1(x, 0)− un(x, 0) = u(n+1)0(x)− un0(x) ≥ 0.

Também notamos que, para (x, t) ∈ ∂Bn × [0, T1),

wn(x, t) = un+1(x, t)− un(x, t) = un+1(x, t) ≥ 0.

Pelo prinćıpio do máximo, Teorema 2.6.2, segue que wn ≥ 0 sobre

Bn × [0, T1). Logo, un+1 ≥ un sobre Bn × [0, T1) e {un}n∈N é uma

sequência não-decrescente.

(ii) Inicialmente, fixamos τ ∈ (0, T1).

Pelo Lema 3.2.3, para k1 suficientemente grande, ζ é uma super-

solução do problema (Pn,R). Desta forma, no caso em que R = n,∫
Bn

ζ(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
Bn

u0(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

Bn×(0,τ)

ζ

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt ≥ 0, (3.50)

para cada φ ∈ C∞(Bn × [0, T1]), φ ≥ 0 e φ = 0 sobre ∂Bn × [0, T1].

Fixe n ∈ N. Como un é solução do problema (Pn,n), segue que∫
Bn

un(x, τ)φ(x, τ) dx−
∫
Bn

un0(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

Bn×(0,τ)

un

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt = 0, (3.51)
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para cada φ ∈ C∞(Bn × [0, T1]), φ ≥ 0 e φ = 0 sobre ∂Bn × [0, T1].

Subtraindo (3.51) de (3.50),∫
Bn

[ζ(x, τ)− un(x, τ)]φ(x, τ) dx

≥
∫∫

Bn×(0,τ)

(ζ − un)
(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt, (3.52)

para cada φ ∈ C∞(Bn × [0, T1]), φ ≥ 0 e φ = 0 sobre ∂Bn × [0, T1].

Suponha que existe um par (x0, κ) ∈ Bn × (0, T1) para o qual

un(x0, κ) > ζ(x0, κ).

Devido as condições de continuidade observadas a un e ζ, existe

um conjunto com medida não-nula E × F ⊂ Bn × (0, T1), tal que

(x0, κ) ∈ E × F e, além disto, un(x, t) > ζ(x, t), ∀ (x, t) ∈ E × F .

Defina a função σ ∈ C∞(Bn), de forma que supp (σ) ⊂ E e que

σ ≥ 0 não seja identicamente nula.

Considere o seguinte problema de valor inicial e de fronteira:


∂ψ

∂t
+ ∆ψ + Vnψ = 0 , (x, t) ∈ Bn × (0, κ).

ψ(x, κ) = σ(x) , x ∈ Bn.

ψ(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Bn × (0, κ].

(3.53)

Fazendo a mudança de variável t −→ κ− t, o Teorema 2.6.3 garante

a existência de ψ ∈ C∞(Bn × [0, κ]), ψ ≥ 0, que soluciona o problema

acima.

Defina φ ∈ C∞(Bn × [0, T1]), φ ≥ 0, φ(x, t) = 0 no caso em que

(x, t) ∈ ∂Bn × [0, T1], de forma que φ = ψ sobre Bn × [0, κ]. Notamos

que:∫
Bn

[ζ(x, κ)− un(x, κ)]φ(x, κ) dx =
∫
Bn

[ζ(x, κ)− un(x, κ)]σ(x) dx < 0.
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Mas,∫∫
Bn×(0,κ)

(ζ − un)
(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt = 0.

Neste caso, a relação (3.52) não é satisfeita para τ = κ. Isto é uma

contradição. Logo, un ≤ ζ em Bn × (0, T1).

Pela condição un0 ≤ u0, dada por (3.46), e pelo Lema 3.2.2, item

(i), segue que ζ ≥ un, para (x, t) ∈ Bn × [0, T1).

(iii) Consequência direta dos itens (i) e (ii).

(iv) Para fazer esta prova, vamos mostrar que para cada conjunto com-

pacto contido em (RN − {0}) × (0, T1), existe uma subsequência da

sequência de funções {un}n∈N que converge uniformemente para u. De-

vido à continuidade das funções un segue, pela aplicação do Teorema

1.1.2, que u ∈ C((RN − {0})× (0, T1)).

Para m, número real suficientemente grande, defina

Rm := A 1
m ,m
×
[

1
m
,T1 −

1
m

]
,

conjunto compacto de (RN −{0})× (0, T1). Para F um conjunto com-

pacto qualquer em (RN −{0})× (0, T1), F ⊂ Rm1 , para algum m1 real

positivo. Por isto, no decorrer desta prova, consideramos apenas os

compactos da forma Rm. Se m ∈ N, vemos que a solução do problema

(Pm,m) satisfaz um ∈ C∞(Rm). Se n ∈ N, com n ≥ m, un ∈ C∞(Rm),

uma vez que Rm ⊂ Rn.

Na relação (C.11), apêndice C, notamos que existe uma constante

k2 > 0, tal que

‖∇xun‖L∞
(
Rm

2

) ≤ k2 (3.54)
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e, k2 independe de n.

O resultado (3.54) em conjunto com o item (ii) deste Lema e o Teo-

rema B.2, apêndice B, é usado para mostrar que existe uma constante

k3 > 0, de forma que

max
(x,t)∈Rm

3

[
|un|+

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣+
∣∣∣∣∂un∂x1

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∂un∂x2

∣∣∣∣+ . . .+
∣∣∣∣ ∂un∂xN

∣∣∣∣] ≤ k3, (3.55)

onde k3 depende de m, mas não depende de n. A justificativa para

(3.55) é dada no Apêndice C, (C.12)-(C.14).

Seja m ∈ N, m fixo. Notamos que {un}n∈N ⊂ C∞(Rm
3

). Pelo item

(ii) deste Lema, segue que {un}n∈N é um conjunto pontualmente limi-

tado em Rm
3

. Além disto, a condição (3.55) conclui a equicontinuidade

da famı́lia de funções {un}n∈N; ver ref. [24], pag. 242. Portanto, pode-

mos aplicar o Teorema de Arzelà-Ascoli abordado no Caṕıtulo 1 desta

dissertação.

Considere m = m0 ∈ N o menor inteiro para o qual faz sen-

tido a definição de Rm
3

. Pelo Teorema de Arzelà-Ascoli, existe uma

subsequência {u(m0)
n }n∈N ⊂ {un}n∈N que converge uniformemente so-

bre Rm0
3

. Pelo mesmo Teorema, existe {u(1+m0)
n }n∈N ⊂ {u(m0)

n }n∈N

que converge uniformemente em R 1+m0
3

. Repetindo esta construção, é

posśıvel obter uma famı́lia de sequências {{u(j)
n }n}j≥m0 de forma que

u
(j)
n

n→∞−→ u uniformemente em R j
3
. Pelo método da diagonal, obtém-se

uma sequência {u(n)
n }n∈N que converge uniformemente para a função u

em Rj , para cada j inteiro positivo conveniente. Como consequência,

conclúımos que u ∈ C((RN − {0})× (0, T1)).

�

Seja u como na prova do Lema 3.3.1. Consideramos que u tem uma

extensão para o caso em que t = 0. Basta definir u(x, 0) := u0(x), para
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cada x ∈ RN . A extensão será indicada pelo mesmo śımbolo u.

Notamos que, pela definição de u0, pelo Lema 3.2.2, item (i), e pelo

Lema 3.3.1, item (iii),

0 ≤ u(x, t) ≤ ζ(x, t), (3.56)

quase sempre para (x, t) ∈ RN × [0, T1).

Suponha R > 0 número real. Pelo Lema 3.2.2, item (ii), sabemos

que para cada τ ∈ [0, T1),∫
BR

ζ(x, τ) dx <∞. (3.57)

Como consequência de (3.56) e (3.57),∫
BR

u(x, τ) dx <∞. (3.58)

Desta maneira, obtém-se que

u(·, t) ∈ L1
loc(RN ), (3.59)

para cada t ∈ [0, T1). De (3.57) e (3.58), também temos que

ζ ∈ L1
loc(ST1) e u ∈ L1

loc(ST1). (3.60)

Lembramos que u0, conforme o enunciado do Teorema 3.1.1, é uma

função no espaço L1
loc(RN ). Para mostrar que a extensão u é solução

generalizada do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) é necessário que, a

prinćıpio, consideremos o seguinte Lema:

Lema 3.3.2. (i) V u ∈ L1
loc(RN × (0, T1)).

(ii) u ∈ C([0, T1);L1
loc(RN )).
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Demonstração. (i) Lembramos que, para (x, t) ∈ RN × [0, T1),

(V ζ)(x, t) = λk1|x|α−2(T1 − t)β exp
{

|x|2

4(T1 − t)

}
. (3.61)

Tome R > 0, um número real. Seja τ ∈ [0, T1), τ fixo. Procedendo

como na prova do Lema 3.2.2, item (ii), e usando a relação α+N−2 > 0,

Lema 3.2.1,∫
BR

|(V ζ)(x, τ)| dx

=
∫
BR

λk1|x|α−2(T1 − τ)β exp
{

|x|2

4(T1 − τ)

}
dx

= λk1ωN (T1 − τ)β
∫ R

0

rα+N−3 exp
{

r2

4(T1 − τ)

}
dr

≤ λk1ωN (T1 − τ)β exp
{

R2

4(T1 − τ)

}∫ R

0

rα+N−3 dr

≤ (N − 2)2k1ωN (T1 − τ)βRα+N−2

4(α+N − 2)
exp

{
R2

4(T1 − τ)

}
<∞.

Portanto,

(V ζ)(·, t) ∈ L1(BR), ∀ t ∈ [0, T1).

Consequentemente,

(V ζ)(·, t) ∈ L1
loc(RN ), ∀ t ∈ [0, T1) e V ζ ∈ L1

loc(ST1).

Como 0 ≤ V u ≤ V ζ quase sempre sobre RN × [0, T1), conclúımos que

V u ∈ L1
loc(RN × (0, T1)). (3.62)

(ii) De ińıcio, sabemos que u(·, t) ∈ L1
loc(RN ), ∀ t ∈ [0, T1). Fixamos

G, um conjunto compacto contido no RN , e t1 ∈ [0, T1). Tomamos, sem
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perda de generalidade, t2 ∈ (t1, T1). Seja R > 0 de forma que G ⊂ BR
e φ ∈ C∞0 (RN ) uma função teste que atende as condições:

φ ≥ 0, supp(φ) ⊂ B2R, φ = 0 sobre ∂B2R,

φ = 1 em BR e ‖φ‖L∞(RN ) = 1.
(3.63)

Ademais, sejam um e un, m > n > 2R, respectivamente, as soluções

para os problemas (Pm,m) e (Pn,n). Pela Definição 3.1.3, para τ = t2,∫
B2R

um(x, t2)φ(x) dx−
∫
B2R

um(x, 0)φ(x) dx

−
∫∫

B2R×(0,t2)

um (∆φ+ Vmφ) dx dt = 0 (3.64)

e, em τ = t1,∫
B2R

um(x, t1)φ(x) dx−
∫
B2R

um(x, 0)φ(x) dx

−
∫∫

B2R×(0,t1)

um (∆φ+ Vmφ) dx dt = 0. (3.65)

Subtraindo (3.65) de (3.64):∫
B2R

um(x, t2)φ(x) dx−
∫
B2R

um(x, t1)φ(x) dx

−
∫∫

B2R×(t1,t2)

um (∆φ+ Vmφ) dx dt = 0. (3.66)

Analogamente a (3.66), a solução un satisfaz:∫
B2R

un(x, t2)φ(x) dx−
∫
B2R

un(x, t1)φ(x) dx

−
∫∫

B2R×(t1,t2)

un (∆φ+ Vnφ) dx dt = 0. (3.67)
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Agora, subtraindo (3.67) de (3.66), obtemos que

dmn :=
∫
B2R

[um(x, t2)− un(x, t2)]φ(x) dx

−
∫
B2R

[um(x, t1)− un(x, t1)]φ(x) dx

=
∫∫

B2R×(t1,t2)

(um − un)∆φ dx dt

+
∫∫

B2R×(t1,t2)

Vmumφ dx dt

−
∫∫

B2R×(t1,t2)

Vnunφ dx dt. (3.68)

Notamos que, como m > n, um ≥ un ≥ 0. Em seguida, aplicamos a

(3.68) a propriedade de que, quase sempre em RN×[0, T1), um ≤ u ≤ ζ.

Resulta

dmn ≤
∫∫

B2R×(t1,t2)

(um − un)‖∆φ‖L∞(RN ) dx dt

+
∫∫

B2R×(t1,t2)

V umφ dx dt

+
∫∫

B2R×(t1,t2)

V unφ dx dt

≤
∫∫

B2R×(t1,t2)

ζ‖∆φ‖L∞(RN ) dx dt

+ 2
∫∫

B2R×(t1,t2)

V ζ‖φ‖L∞(RN ) dx dt.

Portanto,

dmn ≤
∫∫

B2R×(t1,t2)

ζ(CR + 2V ) dx dt, (3.69)

onde CR := ‖∆φ‖L∞(RN ).

Lembramos que G ⊂ BR e que φ = 1 sobre BR. Estas informações
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implicam na desigualdade:

∫
G

[um(x, t2)− un(x, t2)] dx ≤
∫
BR

[um(x, t2)− un(x, t2)] dx

=
∫
BR

[um(x, t2)− un(x, t2)]φ(x) dx

≤
∫
B2R

[um(x, t2)− un(x, t2)]φ(x) dx

≤
∫
B2R

[um(x, t1)− un(x, t1)]φ(x) dx

+
∫∫

B2R×(t1,t2)

ζ(CR + 2V ) dx dt,

(3.70)

onde aplicamos (3.69). Portanto,

∫
G

[um(x, t2)− un(x, t2)] dx ≤
∫
B2R

[um(x, t1)− un(x, t1)] dx

+
∫∫

B2R×(t1,t2)

ζ(CR + 2V ) dx dt,

(3.71)

pois φ ≥ 0 e ‖φ‖L∞(RN ) = 1.

Fazendo m −→∞, a expressão (3.71) mostra que

∫
G

[u(x, t2)− un(x, t2)] dx ≤
∫
B2R

[u(x, t1)− un(x, t1)] dx

+
∫∫

B2R×(t1,t2)

ζ(CR + 2V ) dx dt.

(3.72)

Usando a desigualdade triangular e o resultado (3.72), observamos
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que:∫
G

|u(x, t2)− u(x, t1)| dx ≤
∫
G

|u(x, t2)− un(x, t2)| dx

+
∫
G

|un(x, t2)− un(x, t1)| dx

+
∫
G

|un(x, t1)− u(x, t1)| dx

≤ 2
∫
B2R

[u(x, t1)− un(x, t1)] dx

+
∫∫

B2R×(t1,t2)

ζ(CR + 2V ) dx dt

+
∫
G

|un(x, t2)− un(x, t1)| dx.

(3.73)

Considere ε > 0 qualquer. Pela construção de u e pelo Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue, Teorema 1.6.9, existe N0 ∈ N,

N0 ≥ 2R, tal que∫
B2R

|u(x, t1)− uN0(x, t1)| dx < ε

6
. (3.74)

A regularidade de uN0 e o fato de que ζ(·, t), (V ζ)(·, t) ∈ L1
loc(RN ),

∀ t ∈ [0, T1), nos garantem a existência de δ > 0 tal que se t2 ∈ [t1, T1)

e |t1 − t2| < δ, então,∫
G

|uN0(x, t2)− uN0(x, t1)| dx < ε

3
(3.75)

e ∫∫
B2R×(t1,t2)

ζ(CR + 2V ) dx dt <
ε

3
. (3.76)
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Tomamos t2 de forma que |t2 − t1| < δ. Os resultados (3.73)-(3.76)

implicam que:∫
G

[u(x, t2)− u(x, t1)]dx ≤ 2
∫
B2R

[u(x, t1)− uN0(x, t1)] dx

+
∫∫

B2R×(t1,t2)

ζ(CR + 2V ) dx dt

+
∫
G

|uN0(x, t2)− uN0(x, t1)| dx < ε.

(3.77)

O resultado (3.77) prova que u ∈ C([0, T1), L1
loc(RN )).

�

Tomamos φ ∈ C∞0 (RN × [0, T1]) e 0 ≤ τ < T1. Pela definição de φ,

existe n1 ∈ N, tal que φ(x, ·) = 0, ∀ x 6∈ Bn1 .

Como un é solução do problema (Pn,n),∫ τ

0

∫
Bn

un

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx dt+

∫
Bn

un0(x)φ(x, 0) dx

=
∫
Bn

un(x, τ)φ(x, τ) dx,

(3.78)

∀ n ≥ n1. No limite n −→∞, un −→ u e∫ τ

0

∫
RN

u

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ V φ

)
dx dt+

∫
RN

u0(x)φ(x, 0) dx

=
∫

RN
u(x, τ)φ(x, τ) dx.

(3.79)

Conclúımos de (3.79) e do Lema 3.3.2 que u é solução generalizada

do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) para o caso em que, conforme a

96



Definição 3.1.1, T = T1. Desta forma, provamos a parte da existência

do Teorema 3.1.1.

Pelos resultados apresentados, a função u ∈ C([0, T0), L1
loc(RN )) é

solução generalizada do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) no caso em

que, conforme a Definição 3.1.1, T = T0.

Nesta situação, para (x, t) ∈ ST0 , temos que

0 ≤ u(x, t) ≤
(
k1 max

t∈[0,T0]
(T1 − t)β

)
|x|α exp

{
|x|2

4(T1 − T0)

}
,

o que motiva o item (3.14) do Teorema 3.1.1. Aqui, consideramos as

constantes K ≥ k1 max
t∈[0,T0]

(T1 − t)β e C ≥ 1
4(T1 − T0)

.

No caso em que u0 ∈ L1
loc(RN ) não é uma função não-negativa, a

prova da existência continua válida para este caso geral devido à linea-

ridade da equação proposta em (3.1) e pelas propriedades do espaço

L1
loc(RN ). Nesta situação, a função u ∈ C([0, T0);L1

loc(RN )), solução

generalizada do problema de Cauchy (3.1)-(3.2), satisfaz

|u(x, t)| ≤ K|x|α exp
{
C|x|2

}
, ∀ (x, t) ∈ RN × (0, T0).

De maneira similar à abordagem apresentada nas seções 3.1-3.3,

podemos provar o seguinte Teorema:

Teorema 3.3.1. Tome 0 < λ ≤ λ∗ :=
(N − 2)2

4
. Suponha que a

condição inicial satisfaz

|u0(x)| ≤ k|x|αec|x|
2
, ∀ x ∈ RN , (3.80)

onde c e k são constantes estritamente positivas e

α =
−N + 2−

√
(N − 2)2 − 4λ
2

. (3.81)
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Então, existe u solução generalizada do problema de Cauchy (3.1)-

(3.2), tal que

|u(x, t)| ≤ K|x|αeC|x|
2
, (3.82)

∀ (x, t) ∈ ST0 , para 0 < T0 <
1
4c

e, C e K constantes positivas.
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Caṕıtulo 4

Unicidade de Solução

Generalizada

Neste caṕıtulo, conclúımos a demonstração do Teorema 3.1.1. Mais

precisamente, apresentamos a demonstração da unicidade do problema

de Cauchy (3.1)-(3.2). Assim como no caṕıtulo anterior, a abordagem

é devido a Marchi, ref. [25].

4.1 Demonstração da Unicidade

Suponha que o problema de Cauchy (3.1)-(3.2) possui duas soluções

generalizadas: u1 e u2. Nosso objetivo é provar que u1 = u2. Ao

longo da demonstração empregamos alguns resultados técnicos que

serão provados na Seção 4.2.

Seja 0 ≤ τ < T0. Como u1 e u2 são soluções generalizadas, então,
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para cada φ ∈ C∞0 (RN × [0, T0]),∫∫
Sτ

u1

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ V φ

)
dx dt+

∫
RN

u0(x)φ(x, 0) dx

=
∫

RN
u1(x, τ)φ(x, τ) dx (4.1)

e ∫∫
Sτ

u2

(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ V φ

)
dx dt+

∫
RN

u0(x)φ(x, 0) dx

=
∫

RN
u2(x, τ)φ(x, τ) dx. (4.2)

Além disso,

|u1(x, t)| ≤ K|x|α exp{C|x|2}

e

|u2(x, t)| ≤ K|x|α exp{C|x|2},

para cada (x, t) ∈ ST0 , onde T0, K, C e α são como no enunciado do

Teorema 3.1.1.

Em seguida, subtráımos (4.2) de (4.1). Segue a relação:∫∫
Sτ

(u1 − u2)
(
∂φ

∂t
+ ∆φ+ V φ

)
dx dt

=
∫

RN
[u1(x, τ)− u2(x, τ)]φ(x, τ) dx, (4.3)

válida para toda função φ ∈ C∞0 (RN × [0, T0]) e τ ∈ [0, T0). O re-

sultado acima pode ser estendido, por densidade, a qualquer função

φ ∈ C2,1
0 (RN × [0, T0]).

A unicidade da solução segue se provarmos que vale∫
RN

[u1(x, τ)− u2(x, τ)]θ(x) dx = 0, ∀ τ ∈ (0, T2], (4.4)
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para algum T2 < T0 e para toda função-teste θ tal que


θ ∈ C3(RN ).

0 ≤ θ(x) ≤ 1 , ∀ x ∈ RN .

supp(θ) ⊂ Ad,2d , algum d > 0 fixo.

(4.5)

De (4.4)-(4.5) segue que u1 = u2 quase sempre sobre RN×[0, T2]. Na

verdade, esta conclusão não é imediata. Ela está associada à aplicação

do Lema de Du Bois Reymond, Teorema 1.6.10, ao fato da verificação

(4.4) se estender para funções θ ∈ C3(RN) mais gerais, ou seja, não

necessariamente limitadas inferiormente por 0 e superiormente por 1 e,

também, devido ao fato de que RN − {0} pode ser interpretado como

uma união enumerável de regiões como Ad,2d. Tomamos T2, de forma

que,

T2 :=
1
3
·min

{
1

4C + 1
, T0

}
. (4.6)

No decorrer da prova, o mesmo racioćınio usado para mostrar que

u1 = u2 quase sempre sobre a região RN × [0, T2] pode ser empregado

para mostrar que a relação u1 = u2 é válida quase sempre sobre a

região RN × [T2, 2T2], que u1 = u2 quase sempre sobre RN × [2T2, 3T2]

e assim por diante. Assim, provando que u1 = u2 quase sempre sobre

RN × [0, T2], obtemos que u1 = u2 quase sempre sobre RN × [0, T0).

Fixamos τ em (0, T2].

Para a continuidade da prova, levamos em consideração um pro-

blema auxiliar. Seja R > 2(d + 1), onde R é fixo. Consideramos o

problema (Jn,R) definido como segue:
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(Jn,R)


∂w

∂t
+ ∆w + Vnw = 0 , (x, t) ∈ DR,τ := BR × (0, τ).

w(x, τ) = θ(x) , x ∈ BR.

w(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂BR × (0, τ).

(4.7)

Seja

w̃(x, t) := w(x, τ − t), ∀ (x, t) ∈ BR × (0, τ ].

Notamos que, sobre a região DR,τ ,

∂w̃

∂t
= −∂w

∂t
.

Então, em termos de w̃, o problema (Jn,R) se expressa na forma:

(P̃n,R)


∂w̃

∂t
= ∆w̃ + Vnw̃ , (x, t) ∈ DR,τ .

w̃(x, 0) = θ(x) , x ∈ BR.

w̃(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂BR × (0, τ).

(4.8)

Conclui-se que o problema (Jn,R) pode ser colocado na forma de

um problema (P̃n,R) mediante o reescalonamento do tempo, ou seja,

pela mudança de variável t −→ τ − t. Por esta razão, uma função w é

chamada de supersolução do problema (Jn,R) se w̃ é uma supersolução

do problema (P̃n,R) correspondente.

O problema (Jn,R) possui uma solução φn sobre DR,τ , de forma que

φn ∈ C2,1(BR × (0, τ)) e φn ≥ 0. Isto segue da existência de solução

para o problema (P̃n,R) com as mesmas propriedades. A justificativa

destas afirmações é dada pelo Teorema B.3, no Apêndice B, e pelo

Teorema 2.6.2.
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Estendemos φn acima, de forma que φn ∈ C2,1
0 (RN × [0, T0]).

Para cada ε ∈
(

0,
1
2

)
, definimos ψε = ψε(x) ∈ C∞0 (RN ), função

auxiliar , satisfazendo as condições

• 0 ≤ ψε(x) ≤ 1, ∀ x ∈ RN .

• ψε(x) = 1 se x ∈ BR−2ε.

• ψε(x) = 0 se x 6∈ BR−ε.

• ‖∇ψε‖L∞(BR) ≤
c0
ε

.

• ‖∆ψε‖L∞(BR) ≤
c0
ε2

.

A constante c0 acima independe de R e ε.

Tomamos φ = ψεφn como função-teste e a aplicamos em (4.3).

Desta forma,∫∫
Sτ

(u1 − u2)
(
∂

∂t
(ψεφn) + ∆(ψεφn) + V ψεφn

)
dx dt

=
∫

RN
[u1(x, τ)− u2(x, τ)](ψεφn)(x, τ) dx. (4.9)

Para (x, t) ∈ Sτ , observamos que:

∂

∂t
(ψεφn) = ψε

∂φn
∂t

+ φn
∂ψε
∂t

= ψε
∂φn
∂t

. (4.10)

Além disto, para (x1, x2, . . . , xN , t) ∈ Sτ ,

∆(ψεφn) =
N∑
i=1

∂2

∂x2
i

(ψεφn)

= ψε

N∑
i=1

∂2φn
∂x2

i

+ 2
N∑
i=1

∂ψε
∂xi
· ∂φn
∂xi

+ φn

N∑
i=1

∂2ψε
∂x2

i

= ψε∆φn + 2∇ψε · ∇φn + φn∆ψε.

(4.11)
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Como φn é solução regular do problema (Jn,R), observamos que

φn(x, τ) = θ(x), ∀ x ∈ BR. De (4.5), lembramos que supp(θ) ⊂ Ad,2d

e, 2d < 2d + 1 − 2ε < R − 2ε. Das propriedades da função ψε, segue

que θ(x) = θ(x)ψε(x) em BR. Além disso, facilmente observamos que

θ(x) = ψε(x) = 0, ∀ x 6∈ BR. Logo, ∀ x ∈ RN , temos a identidade

θ(x) = φn(x, τ)ψε(x). Portanto,∫
RN

[u1(x, τ)− u2(x, τ)](ψεφn)(x, τ) dx

=
∫

RN
[u1(x, τ)− u2(x, τ)]θ(x) dx. (4.12)

Além disto, usando (4.10) e (4.11), observamos que:∫∫
Sτ

(u1 − u2)
(
∂

∂t
(ψεφn) + ∆(ψεφn) + V ψεφn

)
dx dt

=
∫∫

Sτ

(u1 − u2)ψε
∂φn
∂t

dx dt

+
∫∫

Sτ

(u1 − u2) (ψε∆φn + 2∇ψε · ∇φn + φn∆ψε) dx dt

+
∫∫

Sτ

(u1 − u2)V ψεφn dx dt.

(4.13)

Organizando as informações acima, podemos perceber que:∫∫
Sτ

(u1 − u2)
(
∂

∂t
(ψεφn) + ∆(ψεφn) + V ψεφn

)
dx dt

=
∫∫

Sτ

(u1 − u2)ψε

(
∂φn
∂t

+ ∆φn + Vnφn

)
dx dt

+
∫∫

Sτ

(u1 − u2)(φn∆ψε + 2∇ψε · ∇φn) dx dt

+
∫∫

Sτ

(u1 − u2)(V − Vn)ψεφn dx dt.
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Ou seja,∫∫
Sτ

(u1 − u2)
(
∂

∂t
(ψεφn) + ∆(ψεφn) + V ψεφn

)
dx dt

=
∫∫

Sτ

(u1 − u2)(φn∆ψε + 2∇ψε · ∇φn) dx dt

+
∫∫

Sτ

(u1 − u2)(V − Vn)ψεφn dx dt,

(4.14)

pois, sobre BR×(0, τ),
∂φn
∂t

+∆φn+Vnφn = 0 e, se x 6∈ BR, ψε(x) = 0.

Reunindo os resultados (4.9), (4.12) e (4.14), obtemos:∫
RN

[u1(x, τ)− u2(x, τ)]θ(x) dx

=
∫∫

Sτ

(u1 − u2)(φn∆ψε + 2∇ψε · ∇φn) dx dt

+
∫∫

Sτ

(u1 − u2)(V − Vn)ψεφn dx dt.

(4.15)

Como consequência natural de (4.15), segue que∣∣∣∣∫
RN

[u1(x, τ)− u2(x, τ)]θ(x) dx
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫∫

Sτ

(u1 − u2)(φn∆ψε + 2∇ψε · ∇φn) dx dt
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣∫∫

Sτ

(u1 − u2)(V − Vn)ψεφn dx dt
∣∣∣∣ .

(4.16)

Estamos interessados em analisar a desigualdade (4.16) nos limites

ε −→ 0+ e n −→∞. Defina

Hn := lim
ε→0+

∣∣∣∣∫∫
Sτ

(u1 − u2)(φn∆ψε + 2∇ψε · ∇φn) dx dt
∣∣∣∣ (4.17)

e,

Qn := lim
ε→0+

∣∣∣∣∫∫
Sτ

(u1 − u2)(V − Vn)ψεφn dx dt
∣∣∣∣ . (4.18)
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Pelas propriedades da função ψε, notamos que∫∫
Sτ

(u1 − u2)(φn∆ψε + 2∇ψε · ∇φn) dx dt

=
∫∫

AR−2ε,R−ε×(0,τ)

(u1 − u2)(φn∆ψε + 2∇ψε · ∇φn) dx dt.

Desigualdades elementares mostram que∣∣∣∣∫∫
Sτ

(u1 − u2)(φn∆ψε + 2∇ψε · ∇φn) dx dt
∣∣∣∣

≤
∫∫

AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2| · |∆ψεφn + 2∇ψε · ∇φn| dx dt

≤
∫∫

AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2| · (‖∆ψε‖L∞(BR)|φn|) dx dt

+
∫∫

AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2| · (2‖∇ψε‖L∞(BR)|∇φn|) dx dt.

O resultado acima aplicado a (4.17) e as propriedades propostas na

construção de ψε garantem que

Hn ≤ c0 lim
ε→0+

∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2|
(
|φn|
ε2

+
2|∇φn|
ε

)
dx dt.

(4.19)

Como φn = 0 sobre ∂BR × (0, τ), segue que

sup
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|φn| ≤ 2ε sup
AR−2ε,R×(0,τ)

|∇φn|. (4.20)

De fato, fixe κ ∈ (0, τ). Tomamos x1 ∈ AR−2ε,R−ε e x2 ∈ ∂BR, de

forma que ‖x1 − x2‖ ≤ 2ε. Inicialmente, notamos que φn(x2, κ) = 0,

pois, (x2, κ) ∈ ∂BR × (0, τ). Pelo Teorema do Valor Médio, Teorema
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1.1.1, existe x̃ no segmento que liga x1 a x2, de forma que:

|φn(x1, κ)| = |φn(x1, κ)− φn(x2, κ)| ≤ |∇φn(x̃, κ)| · ‖x1 − x2‖.

Ou seja,

|φn(x1, κ)| ≤ 2ε|∇φn(x̃, κ)|

e, como x̃ ∈ AR−2ε,R, (4.20) é válida.

Além disto, a seguinte desigualdade é pertinente:

max
0≤t≤τ

|∇φn(R, t)| ≤ max
0≤t≤τ

∣∣∣∣∂φn∂r (R, t)
∣∣∣∣ . (4.21)

De fato, a função φn é a solução regular para o problema (Jn,R).

Em particular, φn = 0 sobre ∂BR × (0, τ). Em outras palavras, para

cada t ∈ (0, τ), φn é constante sobre a fronteira de BR. Desta forma,

podemos notar que o máximo crescimento de φn está sobre a direção

ortogonal à fronteira de BR, o que coincide com a derivada radial.

Segue de (4.19) e da desigualdade (4.20) que:

Hn

≤ c0 lim
ε→0+

∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2|
ε2

[
sup

AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|φn|

]
dx dt

+c0 lim
ε→0+

∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2|
ε

[
2 sup
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|∇φn|

]
dx dt

≤ 4c0 lim
ε→0+

[
sup

AR−2ε,R×(0,τ)

|∇φn|

][∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2|
ε

dx dt

]
.
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Agora, aplicando a desigualdade (4.21),

Hn

≤ 4c0

[
max

0≤t≤τ
|∇φn(R, t)|

] [
lim
ε→0+

∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2|
ε

dx dt

]

≤ 4c0

[
max

0≤t≤τ

∣∣∣∣∂φn∂r (R, t)
∣∣∣∣]
[

lim
ε→0+

∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2|
ε

dx dt

]
.

(4.22)

Defina a função

ξ(x, t) := k4|x|η(2T2 + τ − t)−η−N2 exp
{
− |x|2

4(2T2 + τ − t)

}
(4.23)

com

η :=
−N + 2 +

√
(N − 2)2 − 4λ
2

(4.24)

e

k4 ≥ (2d)−η(2T2)η+N
2 exp

{
d2

2T2

}
. (4.25)

Para R suficientemente grande, pelo Lema 4.2.1, item (ii), Seção

4.2, vemos a existência de uma constante k5 > 0, k5 independente de

R, de forma que, sobre ∂BR × (0, τ),

k5 max
0≤t≤τ

ξ(R− 1, t) ≥
∣∣∣∣∂φn∂r

∣∣∣∣ . (4.26)

Por (4.22) e (4.26), se R é suficientemente grande,

Hn ≤ 4c0k5 max
0≤t≤τ

ξ(R− 1, t)

[
lim
ε→0+

∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2|
ε

dx dt

]
.

(4.27)
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Lembrando que ε ∈
(

0,
1
2

)
, obtemos que

lim
ε→0+

∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

|u1 − u2|
ε

dx dt

≤ ‖u1 − u2‖L∞(AR−2ε,R−ε×(0,τ))

[
lim
ε→0+

∫∫
AR−2ε,R−ε×(0,τ)

1
ε
dx dt

]

≤ ‖u1 − u2‖L∞(AR−1,R×(0,τ))

[
lim
ε→0+

∫ τ

0

∫ R−ε

R−2ε

ωNr
N−1

ε
dr dt

]
≤ ωNT0R

N−1‖u1 − u2‖L∞(AR−1,R×(0,τ)).

(4.28)

Substituindo (4.28) em (4.27), resulta

Hn ≤ 4c0k5ωNT0R
N−1‖u1 − u2‖L∞(AR−1,R×(0,τ)) max

0≤t≤τ
ξ(R− 1, t).

(4.29)

No que segue, c1 := 4c0k5ωNT0.

Conforme a construção,

R > 2(d+ 1) > 2. (4.30)

Usando a definição de ξ, max
0≤t≤τ

ξ(R−1, t) pode ser estimado, obtendo

que:

Hn ≤ c1RN−1‖u1 − u2‖L∞(AR−1,R×(0,τ))

·
[

max
0≤t≤τ

k4|R− 1|η(2T2 + τ − t)−η−N2 exp
{
− (R− 1)2

4(2T2 + τ − t)

}]
≤ 2c1k4R

N−1(R− 1)η
[

max
x∈AR−1,R

K|x|α exp{C|x|2}
]

·
[

max
0≤t≤τ

(2T2 + τ − t)−η−N2 exp
{
− (R− 1)2

4(2T2 + τ − t)

}]
≤ 2c1k4K(2T2)−η−

N
2 RN−1(R− 1)η+α exp{CR2} exp

{
− (R− 1)2

12T2

}
.
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Ou seja,

Hn ≤ c2RN−1(R− 1)η+α exp
{
− (R− 1)2

12T2
+ CR2

}
, (4.31)

onde c2 := 2c1k4K(2T2)−η−
N
2 .

Pelo Lema 4.2.3, Seção 4.2, existe k6 > 0, para o qual vale a relação

(R− 1)η+α ≤ k6R
η+α. (4.32)

Aplicando (4.32) na desigualdade (4.31), segue que

Hn ≤ c3Rη+α+N−1 exp
{
− (R− 1)2

12T2
+ CR2

}
, (4.33)

onde c3 := c2k6.

Notamos que

N − 1 ≥ α+N + η − 1 >
−N + 2−

√
(N − 2)2 − 4λ
2

+ N +
−N + 2 +

√
(N − 2)2 − 4λ
2

− 1 = 1.

(4.34)

Da definição de T2,

− 1
T2
≤ −3(4C + 1).

Dáı,

− (R− 1)2

12T2
+ CR2 ≤ −3(4C + 1)(R− 1)2

12
+ CR2

= C(2R− 1)−
(
R

2
− 1

2

)2

< 0,

para R suficientemente grande. Este último resultado, associado às

informações (4.33) e (4.34), implica que

lim
R→∞

Hn = 0. (4.35)
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Lembramos que V (x) = Vn(x), se x 6∈ B 1
n

. Pela definição de ψε,

‖ψε‖L∞(RN ) = 1. Usando o fato de que φn ≤ ξ em DR,τ , ∀ n ∈ N,

segundo o Lema 4.2.1, item (i), Seção 4.2,

∫∫
Sτ

|u1 − u2|(V − Vn)ψεφn dx dt

=
∫∫

B 1
n
×(0,τ)

|u1 − u2||V − Vn|ψεφn dx dt

≤
∫∫

B 1
n
×(0,τ)

|u1 − u2|V φn dx dt

≤
∫∫

B 1
n
×(0,τ)

|u1 − u2|V ξ dx dt.

A informação acima aliada à definição de Qn, nos permite concluir

que:

Qn ≤
∫∫

B 1
n
×(0,τ)

|u1 − u2|V ξ dx dt. (4.36)

Afirmamos que

|u1 − u2|V ξ ∈ L1
loc(Sτ ). (4.37)

Para provar este resultado, seja G um conjunto compacto contido

no RN . Existe P > 0, de forma que G ⊂ BP . Devemos mostrar que

∫∫
BP×(0,τ)

|u1 − u2|V ξ dx dt <∞.

Notamos que, com aux́ılio da definição de ξ e do comportamento de
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u1 e u2 dados por (3.14),∫∫
BP×(0,τ)

|u1 − u2|V ξ dx dt

=
∫∫

BP×(0,τ)

|u1 − u2|
λ

|x|2
k4|x|η(2T2 + τ − t)−η−N2

· exp
{
− |x|2

4(2T2 + τ − t)

}
dx dt

≤ 2Kλk4

∫∫
BP×(0,τ)

|x|α|x|η−2(2T2 + τ − t)−η−N2 exp{C|x|2}

· exp
{
− |x|2

4(2T2 + τ − t)

}
dx dt

≤ 2Kλk4 exp{CP 2}
∫∫

BP×(0,τ)

|x|α+η−2(2T2 + τ − t)−η−N2

· exp
{
− |x|2

4(2T2 + τ − t)

}
dx dt.

Como η +
N

2
> 0, segue que:∫∫
BP×(0,τ)

|u1 − u2|V ξ dx dt

≤ k7

∫∫
BP×(0,τ)

|x|α+η−2 exp
{
− |x|

2

12T2

}
dx dt

≤ k7

∫∫
BP×(0,τ)

|x|α+η−2 dx dt, (4.38)

onde k7 := 2Kλk4 exp{CP 2}(2T2)−η−
N
2 .

Mas, ∫ τ

0

∫
BP

|x|α+η−2 dx dt ≤ ωNT0

∫ P

0

rα+N+η−3 dr. (4.39)

Por (4.34), α+N + η − 2 > 0. Então,∫ P

0

rα+N+η−3 dr = lim
ε→0+

∫ P

ε

rα+N+η−3 dr

=
Pα+N+η−2

α+N + η − 2
. (4.40)
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Logo, de (4.38)-(4.40),∫∫
BP×(0,τ)

|u1 − u2|V ξ dx dt ≤
k8P

α+N+η−2

α+N + η − 2
<∞, (4.41)

para k8 := k7ωNT0, provando o que foi afirmado em (4.37).

Os resultados (4.36) e (4.41) implicam na seguinte desigualdade:

0 ≤ Qn ≤
k8

(α+N + η − 2)nα+N+η−2
(4.42)

da qual resulta

lim
n→∞

Qn = 0. (4.43)

Tomando R e n suficientemente grandes e, ε > 0 suficientemente

pequeno, as informações (4.16), (4.35) e (4.43) apontam que∫
RN

[u1(x, τ)− u2(x, τ)]θ(x) dx = 0.

Como já citado, a unicidade de solução ao problema (3.1)-(3.2) é

assegurada com base nos resultados apresentados neste caṕıtulo. Por-

tanto, a prova do Teorema 3.1.1 está conclúıda.

4.2 Lemas Técnicos

No decorrer deste caṕıtulo, provamos a parte da unicidade do Teo-

rema 3.1.1. Alguns resultados, principalmente aspectos técnicos, foram

assumidos sem uma devida justificativa. Nesta seção, mostramos deta-

lhadamente a prova destes Lemas Técnicos.
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Lema 4.2.1. Seja τ fixo, 0 < τ ≤ T2 < T0. Seja φn, solução do

problema (Jn,R). Para (x, t) ∈ RN × [0, τ ], defina a seguinte função:

ξ(x, t) := k4|x|η(2T2 + τ − t)−η−N2 exp
{
− |x|2

4(2T2 + τ − t)

}
(4.44)

com

η :=
−N + 2 +

√
(N − 2)2 − 4λ
2

(4.45)

e

k4 ≥ (2d)−η(2T2)η+N
2 exp

{
d2

2T2

}
. (4.46)

Então,

(i) φn ≤ ξ em DR,τ , ∀ n ∈ N.

(ii) k5 max
0≤t≤τ

ξ(R − 1, t) ≥
∣∣∣∣∂φn∂r

∣∣∣∣ sobre ∂BR × (0, τ) (k5 > 0 é uma

constante que independe da escolha de R; entretanto, R é real positivo

suficientemente grande).

Demonstração. (i) Sejam n ∈ N e R > 0 fixos. Consideramos o pro-

blema (Jn,R):

(Jn,R)


∂w

∂t
+ ∆w + Vnw = 0 , (x, t) ∈ DR,τ .

w(x, τ) = θ(x) , x ∈ BR.

w(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂BR × (0, τ).

(4.47)

Sobre [0, τ ], fazemos o reescalonamento do tempo:

s = τ − t⇒ t = τ − s.

Consideramos

w(x, t) = w(x, τ − s) =: w̃(x, s), ∀ x ∈ BR, ∀ s ∈ [0, τ ].
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Notamos que
∂w

∂t
=
∂w̃

∂s
· ∂s
∂t

= −∂w̃
∂s

.

Devido ao reescalonamento do tempo, o problema (Jn,R) é equiva-

lente ao problema (P̃n,R) dado por:

(P̃n,R)


∂w̃

∂s
= ∆w̃ + Vnw̃ , (x, s) ∈ BR × (0, τ).

w̃(x, 0) = w(x, τ) = θ(x) , x ∈ BR.

w̃(x, s) = 0 , (x, s) ∈ ∂BR × (0, τ).

(4.48)

Como já comentado na seção anterior, o problema (P̃n,R) apresenta

uma solução: φ̃n. Notamos que φ̃n ∈ C2,1(BR × (0, τ)) e φ̃n ≥ 0 sobre

esta região. Em particular,

φn(x, t) = φ̃n(x, τ − t)

é solução regular do problema (Jn,R).

Tomamos φ uma função-teste: φ ∈ C∞(DR,T0), φ ≥ 0 e φ(x, t) = 0

sobre ∂BR× (0, T0). Fixamos κ ∈ (0, τ). Como φ̃n é solução de (P̃n,R),

notamos que: ∫
BR

φ̃n(x, κ)φ(x, κ) dx−
∫
BR

θ(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

BR×(0,κ)

φ̃n

(
∂φ

∂s
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx ds = 0. (4.49)

Para (x, s) ∈ RN × [0, τ ], introduzimos:

ξ̃(x, s) := k4|x|η(2T2 + s)−η−
N
2 exp

{
− |x|2

4(2T2 + s)

}
. (4.50)
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Particularmente,

ξ̃(x, 0) = k4|x|η(2T2)−η−
N
2 exp

{
−|x|

2

8T2

}
. (4.51)

Vamos mostrar que ξ̃ é uma supersolução do problema (P̃n,R).

Consideramos ρ ∈
(

0,
1
2

)
e definimos

Jρ :=
∫
Aρ,R

ξ̃(x, κ)φ(x, κ) dx−
∫
Aρ,R

θ(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

Aρ,R×(0,κ)

ξ̃

(
∂φ

∂s
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx ds. (4.52)

De forma similar a (3.20)-(3.28),

Jρ := J1 + J2 + J3 + J4, (4.53)

onde

J1 =
∫∫

Aρ,R×(0,κ)

(
∂ξ̃

∂s
−∆ξ̃ − V ξ̃

)
φ dx ds, (4.54)

J2 =
∫
Aρ,R

[ξ̃(x, 0)− θ(x)]φ(x, 0) dx, (4.55)

J3 =
∫∫

Aρ,R×(0,κ)

(V − Vn)ξ̃φ dx ds (4.56)

e

J4 =
∫ κ

0

∫
∂Aρ,R

{
∂ξ̃

∂η
φ− ξ̃ ∂φ

∂η

}
dS ds, (4.57)

sendo que
∂

∂η
(·) := ~n ·∇(·) é a derivada direcional na direção da normal

unitária ~n externa a ∂Aρ,R.

Na sequência, vamos analisar cada integral Ji, i = 1, 2, 3, 4.
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Para cada (x, s) ∈ Aρ,R × (0, κ), notamos que

∂ξ̃

∂s
−∆ξ̃ − V ξ̃ = − ξ̃

|x|2
[
η2 + (N − 2)η + λ

]
.

Pela definição de η,

η2 + (N − 2)η + λ = 0.

Assim, sobre Aρ,R × (0, κ),

∂ξ̃

∂s
−∆ξ̃ − V ξ̃ ≡ 0.

Portanto,

J1 = 0. (4.58)

Seja x ∈ Aρ,R. Analisamos dois casos:

• Se x ∈ Ad,2d, note que:

d ≤ |x| ≤ 2d⇒ 1
d−η

≥ 1
|x|−η

≥ 1
(2d)−η

.

Assim, pelas definições de k4 e θ,

ξ̃(x, 0) =
k4

|x|−η(2T2)η+N
2 exp

{
|x|2
8T2

}
≥

(2d)−η(2T2)η+N
2 exp

{
(2d)2

8T2

}
(2d)−η(2T2)η+N

2 exp
{

(2d)2

8T2

} = 1 ≥ θ(x).

• Se x 6∈ Ad,2d, como supp (θ) ⊂ Ad,2d, segue que θ(x) = 0. Como

ξ̃ ≥ 0, segue que ξ̃(x, 0) ≥ θ(x).

Portanto, ξ̃(x, 0) ≥ θ(x), ∀ x ∈ Aρ,R. Como φ(x, 0) ≥ 0, conclúımos

que

J2 ≥ 0. (4.59)
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Como consequência imediata das definições de V , Vn, por (3.4), ξ̃,

por (4.50), e φ, segue que

J3 ≥ 0. (4.60)

Por (4.53), (4.58)-(4.60), segue que:

Jρ ≥ J4. (4.61)

Notamos que

J4 =
∫ κ

0

∫
∂Aρ,R

{
∂ξ̃

∂η
φ− ξ̃ ∂φ

∂η

}
dS ds

= −
∫ κ

0

∫
∂BR

ξ̃
∂φ

∂r
dS ds−

∫ κ

0

∫
∂Bρ

∂ξ̃

∂r
φ dS ds

+
∫ κ

0

∫
∂Bρ

ξ̃
∂φ

∂r
dS ds

= −
∫ κ

0

∫
∂BR

ξ̃
∂φ

∂r
dS ds+

∫ κ

0

∫
∂Bρ

ξ̃
∂φ

∂r
dS ds

−
∫ κ

0

∫
∂Bρ

[
ηk4|x|η−1(2T2 + s)−η−

N
2 exp

{
− |x|2

4(2T2 + s)

}]
φ dS ds

+
∫ κ

0

∫
∂Bρ

[
k4

2
|x|η+1(2T2 + s)−η−

N
2 −1 exp

{
− |x|2

4(2T2 + s)

}]
φ dS ds.

(4.62)

Assim como (3.34),

−
∫ κ

0

∫
∂BR

ξ̃
∂φ

∂r
dS ds ≥ 0. (4.63)

Além disto,∫ κ

0

∫
∂Bρ

[
k4

2
|x|η+1(2T2 + s)−η−

N
2 −1 exp

{
− |x|2

4(2T2 + s)

}]
φ dS ds ≥ 0.

(4.64)
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Por (4.61)-(4.64),

Jρ ≥
∫ κ

0

∫
∂Bρ

ξ̃
∂φ

∂r
dS ds

−
∫ κ

0

∫
∂Bρ

[
ηk4|x|η−1(2T2 + s)−η−

N
2 exp

{
− |x|2

4(2T2 + s)

}]
φ dS ds.

(4.65)

Notamos que, assim como (3.35)-(3.37),∣∣∣∣∣
∫ κ

0

∫
∂Bρ

ξ̃
∂φ

∂r
dS ds

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ κ

0

∫
∂Bρ

ξ̃(~n · ∇φ) dS ds

∣∣∣∣∣
≤ sup

(x,s)∈∂Bρ×(0,κ)

|ξ̃(x, s)|
∫ κ

0

∫
∂Bρ

|∇φ| dS ds

≤ k4ρ
η

[
max
s∈[0,κ]

(2T2 + s)−η−
N
2

]
κ‖∇φ‖L∞(DR,T0 )ω∂Bρ

≤ C4ρ
η+N−1,

(4.66)

onde C4 := aNk4(2T2)−η−
N
2 +1‖∇φ‖L∞(DR,T0 ).

Também vemos que:∣∣∣∣∣−
∫ κ

0

∫
∂Bρ

[
ηk4|x|η−1(2T2 + s)−η−

N
2 exp

{
− |x|2

4(2T2 + s)

}]
φ dS ds

∣∣∣∣∣
≤ k4|η|

∫ κ

0

∫
∂Bρ

[
|x|η−1(2T2 + s)−η−

N
2 exp

{
− |x|2

4(2T2 + s)

}]
φ dS ds

≤ k4|η|ρη−1 max
s∈[0,τ ]

(2T2 + s)−η−
N
2 κ‖φ‖L∞(DR,T0 )ω∂Bρ

≤ C5ρ
η+N−2, (4.67)

onde C5 := aNk4(1 + |η|)(2T2)−η−
N
2 +1‖φ‖L∞(DR,T0 ).

De (4.65)-(4.67),

Jρ ≥ −C4ρ
η+N−1 − C5ρ

η+N−2. (4.68)
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Como η +N − 2 > 0,

0 ≤ lim
ρ→0+

Jρ =
∫
BR

ξ̃(x, κ)φ(x, κ) dx−
∫
BR

θ(x)φ(x, 0) dx

−
∫∫

BR×(0,κ)

ξ̃

(
∂φ

∂s
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx ds.

(4.69)

Subtraindo (4.49) de (4.69),∫
BR

[ξ̃(x, κ)− φ̃n(x, κ)]φ(x, κ) dx

≥
∫∫

BR×(0,κ)

(ξ̃ − φ̃n)
(
∂φ

∂s
+ ∆φ+ Vnφ

)
dx ds.

(4.70)

Devido à generalidade de φ, assim como na prova do Lema 3.3.1,

item (ii), ξ̃ ≥ φ̃n sobre DR,τ . Usando o reescalonamento do tempo feito

no ińıcio desta prova, notamos que sobre DR,τ , ξ ≥ φn.

(ii) Defina a função

h(x, t) := e(T0−t)
(

d1

|x|N−2
+ d2

)
, (4.71)

com

d1 =
RN−2(R− 1)N−2

RN−2 − (R− 1)N−2
max

0≤t≤τ
ξ(R− 1, t) e (4.72)

d2 = − (R− 1)N−2

RN−2 − (R− 1)N−2
max

0≤t≤τ
ξ(R− 1, t). (4.73)

Considere o problema-auxiliar:
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∂ω

∂t
+ ∆ω + Vnω = 0 , (x, t) ∈ AR−1,R × (0, τ).

ω(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂BR × (0, τ).

ω(x, t) = φn(x, t) , (x, t) ∈ ∂BR−1 × (0, τ).

ω(x, τ) = 0 , x ∈ AR−1,R.

(4.74)

Notamos que o problema (4.74) é solucionado por φn, a solução do

problema (4.47).

Fixamos x = R. Pela expressão (4.71), notamos que h = 0 em

∂BR × (0, τ).

Além disto, para R suficientemente grande, temos que h ≥ φn ≥ 0

sobre a região AR−1,R × (0, τ). Para detalhes técnicos, ver Lema 4.2.2.

Daqui para frente, assumimos R para o qual o resultado acima seja

válido.

Desta forma, conclúımos que∣∣∣∣∂h∂r
∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∂φn∂r

∣∣∣∣ (4.75)

sobre ∂BR × (0, τ).

Vemos que, para (x, t) ∈ ∂BR × (0, τ),

∂h

∂r
= (2−N)e(T0−t) d1

|x|N−1
,

ou seja, sobre ∂BR × (0, τ),∣∣∣∣∂h∂r
∣∣∣∣ ≤ (N − 2)eT0

d1

RN−1

≤ (N − 2)eT0
(R− 1)N−2

R[RN−2 − (R− 1)N−2]
max

0≤t≤τ
ξ(R− 1, t).

(4.76)
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Notamos que

(R− 1)N−2 =
N−2∑
k=0

mkR
(N−2)−k(−1)k, (4.77)

onde mk =

 N − 2

k

.

Também temos que

(R− 1)N−2

R[RN−2 − (R− 1)N−2]

=
(R− 1)N−2

R[m1RN−3 −m2RN−4 + . . .−mN−2(−1)N−2]

=

(
R− 1
R

)N−2

m1 −
m2

R
+ . . .− mN−2(−1)N−2

RN−3

. (4.78)

No limite R −→∞, notamos que

(R− 1)N−2

R[RN−2 − (R− 1)N−2]
−→ 1

N − 2
. (4.79)

Como R > 2, de (4.79) temos a existência de uma constante d3 > 0

para a qual,

(R− 1)N−2

R[RN−2 − (R− 1)N−2]
< d3, ∀ R. (4.80)

Por (4.75), (4.76) e (4.80), notamos que, em ∂BR × (0, τ),∣∣∣∣∂φn∂r
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∂h∂r

∣∣∣∣ ≤ k5 max
0≤t≤τ

ξ(R− 1, t), (4.81)

onde k5 := (N − 2)eT0d3.

�
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Lema 4.2.2. Seja n ∈ N e R > 0, número real. Seja h a função

definida por (4.71)-(4.73). Suponha φn, solução do problema (Jn,R),

detalhado por (4.7). Se R é suficientemente grande, então,

h ≥ φn em AR−1,R × (0, τ).

Demonstração. Consideramos o problema-auxiliar (4.74). Inicialmente,

notamos que φn, a solução do problema (Jn,R), também é solução para

(4.74).

Sobre [0, τ ], fazemos o reescalonamento do tempo:

t = τ − s⇒ s = τ − t.

Definindo

ω(x, t) = ω(x, τ − s) =: ω̃(x, s), ∀ x ∈ BR, ∀ s ∈ [0, τ ],

vemos que

∂ω

∂t
=
∂ω̃

∂s
· ∂s
∂t

= −∂ω̃
∂s
, ∀ x ∈ BR, ∀ s ∈ [0, τ ].

Pelo reescalonamento proposto, o problema-auxiliar (4.74) é similar

a 

∂ω̃

∂s
= ∆ω̃ + Vnω̃ , (x, s) ∈ AR−1,R × (0, τ).

ω̃(x, s) = 0 , (x, s) ∈ ∂BR × (0, τ).

ω̃(x, s) = φ̃n(x, s) , (x, s) ∈ ∂BR−1 × (0, τ).

ω̃(x, 0) = 0 , x ∈ AR−1,R.

(4.82)

Por sua vez, o problema (4.82) tem como solução a função φ̃n, onde

φ̃n(x, s) := φn(x, τ−s) é a solução do problema (P̃n,R), dado por (4.8).

Notamos que φ̃n ≥ 0 e
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∂φ̃n
∂s

= ∆φ̃n + Vnφ̃n , (x, s) ∈ BR × (0, τ).

φ̃n(x, 0) = θ(x) , x ∈ BR.

φ̃n(x, s) = 0 , (x, s) ∈ ∂BR × (0, τ).

(4.83)

Lembramos que a função θ atende as condições (4.5).

Tomamos a função ϕ definida sobre BR × [0, τ ], ϕ regular, ϕ ≥ 0

sobre AR−1,R × [0, τ ] e ϕ = 0 sobre ∂BR × (0, τ). Fixamos κ ∈ (0, τ).

Por (4.83), vemos que:∫∫
BR×(0,κ)

(
∂φ̃n
∂s
−∆φ̃n − Vnφ̃n

)
ϕ dx ds = 0. (4.84)

Por consequência,∫
BR

φ̃n(x, κ)ϕ(x, κ) dx−
∫
BR

θ(x)ϕ(x, 0) dx

−
∫∫

BR×(0,κ)

φ̃n

(
∂ϕ

∂s
+ ∆ϕ+ Vnϕ

)
dx ds = 0. (4.85)

Definimos a função h̃(x, s) := e(T0−τ)+s

(
d1

|x|N−2
+ d2

)
, onde as

constantes d1 e d2 são dadas por (4.72)-(4.73).

Consideramos

L :=
∫
AR−1,R

h̃(x, κ)ϕ(x, κ) dx

−
∫∫

AR−1,R×(0,κ)

h̃

(
∂ϕ

∂s
+ ∆ϕ+ Vnϕ

)
dx ds. (4.86)

Notamos que L = L1 + L2 + L3 + L4, de forma que:

L1 =
∫∫

AR−1,R×(0,κ)

(
∂h̃

∂s
−∆h̃− V h̃

)
ϕ dx ds, (4.87)
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L2 =
∫
AR−1,R

h̃(x, 0)ϕ(x, 0) dx, (4.88)

L3 =
∫∫

AR−1,R×(0,κ)

(V − Vn)h̃ϕ dx ds (4.89)

e

L4 =
∫ κ

0

∫
∂AR−1,R

{
∂h̃

∂η
ϕ− h̃∂ϕ

∂η

}
dS ds, (4.90)

sendo que
∂

∂η
(·) := ~n ·∇(·) é a derivada direcional na direção da normal

~n externa a ∂AR−1,R.

Vamos estudar o comportamento de L1, L2, L3 e L4 de forma que

possamos compreender o comportamento de L.

À priori, notamos que:

∂h̃

∂s
−∆h̃− V h̃

= e(T0−τ)+s

(
d1

|x|N−2
+ d2

)
− λ

|x|2
e(T0−τ)+s

(
d1

|x|N−2
+ d2

)
= e(T0−τ)+s

(
d1

|x|N−2
+ d2

)(
1− λ

|x|2

)
. (4.91)

Além disto, para x ∈ AR−1,R, notamos que:

0 ≤ d1

|x|N−2
+ d2 ≤ max

0≤t≤τ
ξ(R− 1, t) (4.92)

e, para R suficientemente grande,(
1− λ

|x|2

)
≥ 0. (4.93)

Logo, de (4.91)-(4.93), para R suficientemente grande,

∂h̃

∂s
−∆h̃− V h̃ ≥ 0 (4.94)
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sobre AR−1,R × (0, τ) e, por consequência, L1 ≥ 0.

Pelas definições de h̃ e ϕ, notamos que L2 ≥ 0. Pelas definições de

V , Vn, h̃ e ϕ, notamos que L3 ≥ 0. Portanto,

L ≥
∫ κ

0

∫
∂AR−1,R

{
∂h̃

∂η
ϕ− h̃∂ϕ

∂η

}
dS ds (4.95)

se R é suficientemente grande. Consideramos agora R, de forma que a

condição (4.95) esteja assegurada.

Da definição de ϕ,

∫ κ

0

∫
∂AR−1,R

{
∂h̃

∂η
ϕ− h̃∂ϕ

∂η

}
dS ds = −

∫ κ

0

∫
∂BR

h̃
∂ϕ

∂r
dS ds

−
∫ κ

0

∫
∂BR−1

∂h̃

∂r
ϕ dS ds

+
∫ κ

0

∫
∂BR−1

h̃
∂ϕ

∂r
dS ds.

(4.96)

Pela definição de h̃, vemos que h̃(x, s) = 0, ∀ (x, s) ∈ ∂BR × (0, κ).

Assim,

−
∫ κ

0

∫
∂BR

h̃
∂ϕ

∂r
dS ds = 0. (4.97)

Também notamos que

−
∫ κ

0

∫
∂BR−1

∂h̃

∂r
ϕ dS ds

=
∫ κ

0

∫
∂BR−1

[
e(T0−τ)+s(N − 2)

d1

|x|N−1

]
ϕ dS ds ≥ 0.

(4.98)
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De (4.95)-(4.98), segue que∫
AR−1,R

h̃(x, κ)ϕ(x, κ) dx

−
∫∫

AR−1,R×(0,κ)

h̃

(
∂ϕ

∂s
+ ∆ϕ+ Vnϕ

)
dx ds

≥
∫ κ

0

∫
∂BR−1

h̃
∂ϕ

∂r
dS ds. (4.99)

Subtraindo (4.85) de (4.99), segue que,∫
AR−1,R

[h̃(x, κ)− φ̃n(x, κ)]ϕ(x, κ) dx

+
∫∫

BR−1×(0,κ)

φ̃n

(
∂ϕ

∂s
+ ∆ϕ+ Vnϕ

)
dx ds

−
∫
BR−1

φ̃n(x, κ)ϕ(x, κ) dx

+
∫
BR

θ(x)ϕ(x, 0) dx

≥
∫∫

AR−1,R×(0,κ)

(h̃− φ̃n)
(
∂ϕ

∂s
+ ∆ϕ+ Vnϕ

)
dx ds

+
∫ κ

0

∫
∂BR−1

h̃
∂ϕ

∂r
dS ds. (4.100)

Sejam ε > 0 e σ ∈ C∞(BR), σ = 0 sobre ∂AR−1,R, onde σ é

uma função não-negativa que não é identicamente nula. Devido ao

reescalonamento do tempo, de forma similar ao Teorema 2.6.3, podemos

concluir a existência da função ψ, onde ψ ∈ C∞(AR−1,R× [0, κ]), ψ ≥ 0

e


∂ψ

∂s
+ ∆ψ + Vnψ = 0 , (x, s) ∈ AR−1,R × (0, κ).

ψ(x, κ) = σ(x) , x ∈ AR−1,R.

ψ(x, s) = 0 , (x, s) ∈ ∂AR−1,R × (0, κ).

(4.101)
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Redefinimos ϕ sobre BR × [0, κ], de forma que as relações e proce-

dimentos acima apresentados permaneçam válidos. Consideramos

ϕ =

 ψ, se x ∈ AR−1,R

0, se x ∈ B2d+ 1
2

(4.102)

de forma que ∣∣∣∣∣
∫∫

BR−1×(0,κ)

φ̃n

(
∂ϕ

∂s
+ ∆ϕ+ Vnϕ

)
dx ds

−
∫
BR−1

φ̃n(x, κ)ϕ(x, κ) dx

∣∣∣∣∣ < ε. (4.103)

Lembrando que supp(θ) ⊂ Ad,2d e que R > 2(d+ 1), segue que:∫
BR

θ(x)ϕ(x, 0) dx =
∫
Ad,2d

θ(x)ϕ(x, 0) dx = 0. (4.104)

Além disso, por (4.101)-(4.102), segue que:∫∫
AR−1,R×(0,κ)

(h̃− φ̃n)
(
∂ϕ

∂s
+ ∆ϕ+ Vnϕ

)
dx ds = 0. (4.105)

Notando que ϕ = 0 sobre ∂BR−1 × (0, κ) e ϕ ≥ 0 sobre a região

AR−1,R × (0, κ), temos que
∂ϕ

∂r
≥ 0 sobre ∂BR−1 × (0, κ). Logo,∫ κ

0

∫
∂BR−1

h̃
∂ϕ

∂r
dS ds ≥ 0. (4.106)

Aplicando (4.103)-(4.106) a (4.100), temos que:

ε+
∫
AR−1,R

[h̃(x, κ)− φ̃n(x, κ)]ϕ(x, κ) dx

= ε+
∫
AR−1,R

[h̃(x, κ)− φ̃n(x, κ)]σ(x) dx ≥ 0. (4.107)
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Como ε > 0 é arbitrário segue que:∫
AR−1,R

[h̃(x, κ)− φ̃n(x, κ)]σ(x) dx ≥ 0. (4.108)

Devido à generalidade de σ, usando do mesmo racioćınio aplicado no

desenvolvimento da prova do Lema 3.3.1, item (ii), temos que h̃ ≥ φ̃n

sobre AR−1,R × (0, κ). Como κ é qualquer em (0, τ), segue que h̃ ≥ φ̃n
sobre AR−1,R× (0, τ). Devido à mudança de variável sugerida no ińıcio

da demonstração, conclúımos que h ≥ φn sobre AR−1,R × (0, τ).

�

Lema 4.2.3. Seja R > 2. Existe uma constante k6 > 0, para a qual

vale a relação (R − 1)η+α ≤ k6R
η+α, onde α é como em (3.15) e η é

como em (4.45).

Demonstração. Lembramos que

0 ≥ η + α >
−N + 2 +

√
(N − 2)2 − 4λ
2

+
−N + 2−

√
(N − 2)2 − 4λ
2

= −N + 2.

Portanto, −η − α ≥ 0. Defina a função auxiliar g : (1,+∞) −→ R,

dada por g(x) =
x

x− 1
, ∀ x ∈ (1,+∞). Note que

g′(x) = − 1
(x− 1)2

< 0, ∀ x ∈ (1,+∞).

Logo, a função g é decrescente e

x

x− 1
≤ 2, ∀ x ∈ [2,+∞).
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Consequentemente,

x−η−α

(x− 1)−η−α
≤ 2−η−α ≤ 2N−2, ∀ x ∈ [2,+∞).

Tomamos x = R > 2. Temos que

R−η−α

(R− 1)−η−α
≤ 2N−2 =: k6.

Dáı,

(R− 1)η+α ≤ k6R
η+α.

�
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Apêndice A

Espaços de Hölder

Este apêndice está baseado na ref. [23].

Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto, limitado e conexo, com fronteira

regular; assumimos ∂Ω de classe C∞. Seja γ ∈ (0, 1) e ρ0 uma cons-

tante positiva.

Definição A.1. (i) Se u : Ω→ R é limitada e cont́ınua, definimos

‖u‖C(Ω̄) := sup
x∈Ω
|u(x)|. (A.1)

(ii) A γ-ésima seminorma de Hölder de u : Ω→ R é

[u]Cγ(Ω̄) := sup
x,y∈Ω; x 6=y; |x−y|≤ρ0

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

}
, (A.2)

e a γ-ésima norma de Hölder é

‖u‖Cγ(Ω̄) := ‖u‖C(Ω̄) + [u]Cγ(Ω̄). (A.3)
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Seja l um número real positivo não-inteiro. Suponha l = k+γ, onde

k é um natural, podendo ser zero, e γ ∈ (0, 1).

Definição A.2. Chama-se espaço de Hölder Hl(Ω̄), ao espaço de Ba-

nach cujos elementos são funções u ∈ Ck(Ω̄) tal que a norma

‖u‖Hl(Ω̄) :=
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ω̄) +
∑
|α|=k

[Dαu]Cγ(Ω̄) (A.4)

é finita.

A norma ‖ ·‖Hl(Ω̄) depende da escolha de ρ0. Entretanto, as normas

para ρ0 > 0 são equivalentes. Por isto, nos atemos ao caso 0 < ρ0 < 1,

sem vincular a norma à constante escolhida.

Pelas definições acima, pode-se obter os seguintes resultados:

(i) Hl(Ω̄) ⊂ Hk(Ω), onde Hk(Ω) é um espaço de Sobolev (ver Caṕıtulo

I, Seção 1.4).

(ii) Sejam 0 < γ1 < γ2 < 1. Se u ∈ Hγ2(Ω̄), então, u ∈ Hγ1(Ω̄).

De fato, se u ∈ Hγ2(Ω̄), então,

[u]Cγ2 (Ω̄) := sup
x,y∈Ω; x 6=y; |x−y|≤ρ0

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ2

}
<∞.

Mas, como |x− y| < ρ0 < 1, segue que |x− y|γ1 ≥ |x− y|γ2 . Dáı,

sup
x,y∈Ω; x 6=y; |x−y|≤ρ0

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ1

}
≤ sup
x,y∈Ω; x 6=y; |x−y|≤ρ0

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ2

}
,

o que conclui que u ∈ Hγ1(Ω̄), uma vez que

‖u‖Hγ1 (Ω̄) := ‖u‖C(Ω̄) + [u]Cγ1 (Ω̄) <∞.

(iii) Similarmente a (ii), se u ∈ C1(Ω̄), então, u ∈ Hγ(Ω̄), ∀ γ ∈ (0, 1).
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(iv) Para 0 < l1 < l2, onde l1 e l2 são números reais positivos não-

inteiros, se u ∈ Hl2(Ω̄), então, u ∈ Hl1(Ω̄). Ademais, se u ∈ C∞(Ω̄)

então u ∈ Hl(Ω̄), ∀ l ∈ R+, onde l é não-inteiro.

Seja T > 0, definimos QT := Ω× (0, T ). Suponha l como acima.

Definição A.3. Chama-se o espaço de Hölder Hl, l2 (QT ), ao espaço

de Banach das funções u(x, t) que são cont́ınuas em QT , tal que as

funções Dr
tD

s
xu, para 2r + |s| < l, também são cont́ınuas em QT e a

norma

‖u‖
Hl,

l
2 (QT )

:=
∑

2r+|s|≤k

‖Dr
tD

s
xu‖C(QT )

+
∑

2r+|s|=k

sup
(x,t),(y,t)∈QT ; x 6=y; |x−y|≤ρ0

{
|Dr

tD
s
xu(x, t)−Dr

tD
s
xu(y, t)|

|x− y|γ

}

+
∑

0<l−2r−|s|<2

sup
(x,t),(x,τ)∈QT ; t 6=τ ; |t−τ |≤ρ0

{
|Dr

tD
s
xu(x, t)−Dr

tD
s
xu(x, τ)|

|t− τ |
l−2r−|s|

2

}
(A.5)

é finita.

Assim como para Hl(Ω̄), se u ∈ C∞(QT ), então, u ∈ Hl, l2 (QT ),

para cada l ∈ R+, onde l é não-inteiro.
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Apêndice B

Equações Parabólicas e

Desigualdades em

Espaços de Hölder

Este apêndice também é baseado na ref. [23].

Consideramos a equação

∂u

∂t
−

N∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂u

∂xj

)
+

N∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ a(x, t)u = 0,

(B.1)

definida para (x, t) ∈ QT := Ω × (0, T ), de maneira que a condição de

parabolicidade uniforme seja válida, ou seja, existe µ e ν constantes
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positivas para as quais

ν

N∑
i=1

ξ2
i ≤

N∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≤ µ
N∑
i=1

ξ2
i , (B.2)

para cada ξ = (ξ1, . . . , ξN ) ∈ RN .

Considere a equação

∂u

∂t
= ∆u+W (x, t)u (B.3)

sobre QT . Notamos que (B.3) é um caso particular de uma equação

uniformemente parabólica conforme às condições (B.1)-(B.2).

Consideramos o caso em que W ∈ C∞(QT ).

Defina:

• Q′: conjunto aberto arbitrário contido em QT .

• S = ∂Ω, a fronteira de Ω.

• ST = S × [0, T ].

• ΓT = ST ∪ {(x, t) : x ∈ Ω, t = 0}.

Teorema B.1. Seja u ∈ C∞(QT ), solução da equação (B.3). Suponha

que para a função W exista uma constante µ1 > 0 de forma que(∫ T

0

[∫
Ω

|W (x, t)|2q dx
] r
q

dt

) 1
2r

≤ µ1, (B.4)

onde, para N ≥ 2, q e r satisfazem as condições

1
r

+
N

2q
= 1− θ1, q ∈

[
N

2(1− θ1)
,+∞

]
e r ∈

[
1

1− θ1
,+∞

]
, (B.5)
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sendo 0 < θ1 < 1. Então, existe uma constante C > 0, C dependendo

do max
QT

|u|, das constantes µ1, q e r, da função W e da distância de

Q′ a ΓT , tal que

‖∇xu‖Hγ(Q′) < C, (B.6)

e γ ∈ (0, 1) é determinado por N , q e r.

Demonstração. Ref. [23], Caṕıtulo III, Teorema 11.1, pg. 211-218.

Lembramos que QT = Ω × (0, T ). Tomamos Q′ = Ω′ × (T1, T2),

onde Ω′ ⊂ Ω é um aberto e 0 < T1 < T2 < T . Sendo S = ∂Ω, suponha

que S′ = S ∩Ω′ = Ø. Seja Ω′′ um conjunto aberto, escolhido de forma

que Ω′ ⊂ Ω′′ ⊂ Ω, com dist (Ω′,Ω − Ω′′) > 0 e S′′ = S ∩ Ω′′ = Ø.

Finalmente, tomamos Q′′ = Ω′′ × (T0, T2), de forma que 0 < T0 < T1.

A função ϕ ∈ C∞(Ω). O Teorema a seguir se baseia nestes elementos.

Teorema B.2. Seja u ∈ C∞(QT ) solução para o problema


∂u

∂t
= ∆u+W (x, t)u , (x, t) ∈ QT .

u(x, 0) = ϕ(x) , x ∈ Ω.

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ S × [0, T ).

(B.7)

Então, para cada l > 0, l não-inteiro, existe uma constante C > 0,

para a qual

‖u‖Hl+2(Q′) ≤ C
(

max
T0≤t≤T2

‖u(t)‖L2(Ω′′) + ‖∇xu‖L2(Q′′)

)
. (B.8)
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Demonstração. Ref. [23], Caṕıtulo IV, Teorema 10.1, pg. 351-355.

Teorema B.3. Seja Ω um conjunto aberto, conexo e limitado do RN .

Considere T > 0, um número real. Considere o problema de valor

inicial e de fronteira


∂u

∂t
= ∆u+ W̃ (x, t)u , (x, t) ∈ Ω× (0, T ).

u(x, 0) = ϕ(x) , x ∈ Ω̄.

u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ).

(B.9)

Suponha o número real γ, de forma que 0 < γ < 1. Suponha que o

potencial W̃ ∈ Hγ, γ2 (Ω̄×[0, T ]). Suponha que a fronteira de Ω, dada por

∂Ω, seja de classe Hγ+2. Suponha ainda a existência de um conjunto

compacto K, na qual K ⊂ Ω, K∩(∂Ω) = Ø e ϕ(x) = 0, ∀ x /∈ K. Além

disto, suponha que a função ϕ ∈ Hγ+2(Ω̄). Então, existe uma única

função u ∈ Hγ+2, γ2 +1(Ω̄× (0, T )) que soluciona o problema (B.9). Em

particular, u ∈ C2,1(Ω̄× (0, T )).

Demonstração. Ref. [23], pg. 317-323.
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Apêndice C

Estimativas usadas na

prova do Lema 3.3.1,

item (iv)

As notações usadas neste apêndice fazem referência aos aspectos

abordados na Seção 3.3 desta dissertação.

Supomos que, para cada n ∈ N, un ∈ C∞(Bn × [0, T1)) é a única

solução do problema (3.45)-(3.46). Desta forma,


∂un
∂t

= ∆un + Vnun , (x, t) ∈ Bn × (0, T1).

un(x, 0) = un0(x) , x ∈ Bn.

un(x, t) = 0 , (x, t) ∈ ∂Bn × [0, T1).

(C.1)
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Para m ∈ N, m fixo, definimos Rm := A 1
m ,m
×
[

1
m
,T1 −

1
m

]
.

Notamos que um ∈ C∞(A 1
m ,m

× (0, T1)). Para n ∈ N, n ≥ m,

também temos un ∈ C∞(A 1
m ,m
× (0, T1)).

Na definição de Rm, vemos que

Rm
2

:= A 2
m ,

m
2
×
[

2
m
,T1 −

2
m

]
e Rm

3
:= A 3

m ,
m
3
×
[

3
m
,T1 −

3
m

]
.

Pela definição de Vn, dada por (3.4), Vn =
λ

|x|2
, ∀ n /∈ B 1

n
. Desta

forma,

∂un
∂t

= ∆un +
λ

|x|2
un, ∀ (x, t) ∈ A 1

m ,m
× (0, T1), ∀ n ≥ m. (C.2)

Definimos os seguintes conjuntos abertos, limitados e conexos do

RN :

Ω :=
{
x ∈ RN :

1, 5
m

< |x| < m

1, 5

}
,

Ω′ :=
{
x ∈ RN :

2, 7
m

< |x| < m

2, 7

}
e

Ω′′ :=
{
x ∈ RN :

2, 3
m

< |x| < m

2, 3

}
.

Inicialmente, observamos que as fronteiras de Ω, Ω′ e Ω′′ são bas-

tante regulares: todas de classe C∞. Também notamos que

A 3
m ,

m
3
⊂ Ω′ ⊂ Ω′′ ⊂ A 2

m ,
m
2
⊂ Ω ⊂ A 1

m ,m
, (C.3)
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dist (Ω′,Ω− Ω′′) > 0, (∂Ω) ∩ Ω′ = Ø e (∂Ω) ∩ Ω′′ = Ø.

Por fim, definimos

QT := Ω× (0, T1), Q′ := Ω′ ×
(

2, 7
m
,T1 −

2, 7
m

)
e

Q′′ := Ω′′ ×
(

2, 3
m
,T1 −

2, 7
m

)
.

Vemos que:

Rm
3
⊂ Q′ ⊂ Q′′ ⊂ Rm

2
⊂ QT . (C.4)

À prinćıpio, queremos mostrar que existe uma constante k2 > 0

para qual

‖∇xun‖L∞(Rm
2

) ≤ k2, ∀ n ≥ m.

Vamos aplicar o Teorema B.1. Inicialmente, sabemos que a função

un ∈ C∞(QT ), ∀ n ≥ m.

Devemos mostrar que existe uma constante µ1 > 0 de forma que∫ T1

0

[∫
Ω

∣∣∣∣ λ|x|2
∣∣∣∣2q dx

] r
q

dt

 1
2r

≤ µ1, (C.5)

onde q e r satisfazem as condições (B.5).

Tome x ∈ Ω. Em particular, x ∈ A 1
m ,m

. Desta forma,

1
m
≤ |x| ≤ m,

o que implica que

λ

m2
≤ λ

|x|2
≤ λm2, ∀ x ∈ Ω. (C.6)
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Também notamos que, por (B.5), para 0 < θ1 < 1,

N

2
≤ N

2(1− θ1)
≤ q ≤ +∞ ⇒ 0 ≤ 1

2q
≤ 1
N

(C.7)

e

1 ≤ 1
1− θ1

≤ r ≤ +∞ ⇒ 0 ≤ 1
2r
≤ 1

2
. (C.8)

Assim, temos que:∫ T1

0

[∫
Ω

∣∣∣∣ λ|x|2
∣∣∣∣2q dx

] r
q

dt

 1
2r

≤

(∫ T1

0

[∫
Ω

(λm2)2qdx

] r
q

dt

) 1
2r

=

(∫ T1

0

[
λ2qm4q

∫
Ω

dx

] r
q

dt

) 1
2r

= λm2(med Ω)
1
2q (T1)

1
2r .

(C.9)

Por (C.7)-(C.9), notamos a existência da constante µ1 > 0 que

satisfaz (C.5).

Desta forma, pelo Teorema B.1, existe γ ∈ (0, 1) e k2 > 0 tal que

‖∇xun‖Hγ(QT ) ≤ k2, ∀ n ≥ m. (C.10)

A constante k2 depende, dentre outros, do máximo de |un| em QT .

Como |un| é majorada por ζ em Bn × [0, T1) e as demais pendências

independem da escolha de n, segue que k2 também não depende de n.

Como consequência de (C.10) e da estrutura da norma no espaço

de Hölder Hγ(ΩT ), segue que

‖∇xun‖L∞(Rm
2

) ≤ k2, ∀ n ≥ m. (C.11)
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Agora devemos provar que existe uma constante k3 > 0, para a qual

max
(x,t)∈Rm

3

[
|un|+

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣+

N∑
i=1

∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣
]
≤ k3, (C.12)

e k3 independe de n adotado (lembrando que n ≥ m).

O resultado (C.12) é dado como uma consequência do Teorema B.2.

De fato, tomamos os conjuntos Q′ e Q′′. Como un ∈ C∞(QT ), para

l =
1
10

por exemplo, temos a existência de uma constante C > 0, para

a qual

‖un‖H 21
10 (Q′)

≤ C

(
max

2,3
m ≤t≤T1− 2,7

m

‖un(t)‖L2(Ω′′) + ‖∇xun‖L2(Q′′)

)
,

(C.13)

∀ n ≥ m.

Notamos por (C.13), pela estrutura da norma no espaço de Hölder

H 21
10 (Q′), pelo item (ii) do Lema 3.3.1 e por (C.11) que, ∀ n ≥ m,

max
(x,t)∈Rm

3

[
|un|+

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣+

N∑
i=1

∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣
]
≤ ‖un‖H 21

10 (Q′)

≤ C

(
max

2,3
m ≤t≤T1− 2,7

m

‖un(t)‖L2(Ω′′) + ‖∇xun‖L2(Q′′)

)

≤ C

[
max

0≤t̄≤T1− 2,7
m

(∫
Ω′′
|un(x, t̄)|2 dx

) 1
2

+
(∫∫

Q′′
|∇xun|2 dx dt

) 1
2
]

≤ C

 max
0≤t̄≤T1− 2,7

m

∫
A 2
m
,m2

|ζ(x, t̄)|2 dx

 1
2

+

(∫∫
Rm

2

(k2)2 dx dt

) 1
2

 .
(C.14)

De (C.14) conclúımos (C.12), onde

k3 := C

 max
0≤t̄≤T1− 2,7

m

∫
A 2
m
,m2

|ζ(x, t̄)|2 dx

 1
2

+

(∫∫
Rm

2

(k2)2 dx dt

) 1
2

 .
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[1] ADAMS, R. A. Sobolev Spaces. Academic Press, New York,

1975.

[2] BACKUS, G. E. An L2 Form of Bernstein’s Inequality. Proc.

Natl. Acad. Sci. USA, Vol. 76, no 7, (1979), pg. 3061-3064.

[3] BARAS, P.; GOLDSTEIN, J. A. The Heat Equation with a

Singular Potential. Trans. Amer. Math. Soc., 284 (1984), 121-

139.

[4] BENVENUTTI, M. J. Existência e Regularidade de

Soluções de Equações Diferenciais Parciais Uniforme-
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