Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Pé6s-Graduacao em Matematica e

Computacao Cientifica

Equacao do Calor com Potencial

Singular

Eleomar Cardoso Junior

Orientador: Prof. Dr. Gustavo Adolfo Torres

Fernandes da Costa

Floriandpolis - SC
Fevereiro de 2011






Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Pé6s-Graduacao em Matematica e

Computacao Cientifica

Equacao do Calor com Potencial

Singular

Dissertagcao apresentada ao Curso de
Pé6s-Graduagao em Matematica e Com-
putacao Cientifica, do Centro de
Ciéncias Fisicas e Matematicas da Uni-
versidade Federal de Santa Catarina,
para a obtencao do grau de Mestre em
Matematica, com Area de Concentracao

em Equacgoes Diferencias Parciais.

Eleomar Cardoso Junior

Florianépolis - SC
Fevereiro de 2011






EQUACAO DO CALOR COM POTENCIAL
SINGULAR

por

Eleomar Cardoso Junior

Esta dissertacao foi julgada para a obtengao do Titulo de “Mestre”
em Matemética, Area de Concentracao em Equacoes Diferenciais
Parciais, e aprovada em sua forma final pelo Curso de Pés-Graduagao

em Matematica e Computacao Cientifica.

Dr. Clévis Caesar Gonzaga

Coordenador em Exercicio da Pos-Graduagao em Matemaética

Comissao Examinadora

Prof. Dr. Gustavo Adolfo Torres Fernandes da Costa
(UFSC-Orientador)

Prof. Dr. Anderson Luiz Maciel (UFSM)

Prof. Dr. Cleverson Roberto da Luz (UFSC)

Prof. Dr. Luiz Augusto Saeger (UFSC)

Florianépolis, fevereiro de 2011.



ii



Agradecimentos

Agradeco & minha mae, Rosi Soares. Apesar das limitagoes e di-
ficuldades, minha mae sempre esteve ao meu lado, me incentivando e
mostrando que eu sou capaz de vencer os desafios e atingir todos os
meus objetivos pessoais e profissionais. A pessoa que sou é reflexo de
sua dedicagao, educagao, presenca e amor incondicional.

Agradego & minha avé, Rosalina, por sua preocupacao e apoio.
Agradego também & minha irma, Catiani, pela amizade e atencao.

Agradego aos meus amigos de mestrado pelo companheirismo, pelas
incontaveis horas de estudo compartilhadas e pelos momentos de con-
versa e descontracdo. Agradeco a Eric, Mateus, Thiane e Viviam, pes-
soas que conheco desde o ano 2005, quando ingressamos no curso de
matematica licenciatura da UFSC, e que o tempo de mestrado s6 fez
com que eu os admirasse e os respeitasse ainda mais. Agradeco também
a Darlyn e Fébio.

Agradeco a todos os professores com que tive a honra de adquirir
conhecimentos durante o periodo de mestrado. Agradeco ao Prof. Dr.
Ruy Coimbra Charao pelo seu eximio curso de Andlise, pelos seus en-

sinamentos sobre EDPs e Espagos de Sobolev e pelo seu incentivo com

iii



relagao ao meu ingresso no doutorado.

Agradego aos professores membros da banca examinadora pelas
corregoes e sugestoes, contribuindo em muito no aprimoramento da
versao final desta dissertagao.

Agradeco de forma especial ao meu orientador, o Prof. Dr. Gustavo
Adolfo Torres Fernandes da Costa. Agradego a dedicacao, ao constante
incentivo, a preocupagao com o andamento da pesquisa e as inimeras
dicas e corregoes sugeridas. Mais que um orientador, o Prof. Gustavo
tornou-se um amigo, uma excelente referéncia de pessoa e de profis-
sional.

Finalmente, agradego a CAPES pelo suporte financeiro durante o

periodo de 03/2009 a 02/2011.

iv



Resumo

Este trabalho investiga a existéncia e unicidade de solucao genera-

lizada para o problema de Cauchy

%:Au—i—‘/(x)u , (x,t) eRN x (0,T) , N>3

u(z,0) =ug(z) , zeRN

onde o potencial V é da forma V() := :;\|2 e <A<\ = %
Para abordagem, consideramos problemas aproximados definidos sobre
regides limitadas. O embasamento béasico é dado por Marchi, ref. [25].

Uma condicao suficiente para existéncia e unicidade de solugao é a
restricao do crescimento da solugao u e da condicao inicial ug. Para

tal, consideramos que |ug(z)| < klz|*e?** V 2 € RN, onde ¢ e k sdo

constantes positivas e o atende

“Nt2-INZ2P—ah __ -N+2+/(N-27 -4
i 2 .

<
9 o}
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Abstract

This work investigates the existence and uniqueness of generalized

solution for the Cauchy problem

%:Au—i—‘/(x)u , (x,t) eRN x (0,T) , N>3

u(z,0) =ug(z) , zeRN

A
—2and0§)\<)\*::

||

. In this approach, we consider approximate problems defined

where the potential V has the form V(z) :=
(N —2)?

on bounded domains. The basic basement is presented by Marchi, ref.
[25].

A sufficient condition for existence and uniqueness of the solution
is to restrict the growths of the solution v and of the initial datum uyg.
Thus, we consider that |ug(z)| < k|m|aec‘x‘2, V z € RN, where c and k
are positive constants, with

—N+2—/(N—-2)2—-4)\ —N 424 /(N —2)2 -4\
<a< 9 .

2
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Introducao

Seja N um inteiro ndo-negativo, N > 3, T' > 0 um ntumero real fixo
e ug uma funcao real. Este trabalho se preocupa em estudar o seguinte

problema de Cauchy:

% —Aut V() , (z,t) RN x (0,7).

u(z,0) = ug(z) , x€RN,

Para A > 0, consideramos

V(z) :

=y RY. 2
e T e (2)

Notamos que V' é um potencial que admite uma singularidade em
x = 0. Na origem, para A > 0, o valor de V' “explode”.

Notamos que uma equagao da forma

ou
i Au+V(z)u (3)

aparece em diversos contextos. Por exemplo, no estudo de fenémenos

de combustao apéds a linearizagao da equagao diferencial. E o caso da



equacao

0
8—1: = Au+ v(z)e".
Na aproximacao linear e =~ 1 + u = g obtemos
19)
a;j = Ag +v(z)g

(ver referéncias: [5], [9], [12] e [31], citadas por [25]).

A versao eliptica da equacao (3),
—Au+ Vu=0,

ou seja, sem a derivada temporal, é muito estudada em conexao com a
equagao de Schrodinger, inclusive com potencial da forma

1
2 PQogla] +2)7

onde B > 0 (ver referéncias: [18], [19], [22] e [28], citadas por [25]).

Viz) =

No caso em que A = 0, temos o problema de Cauchy que envolve
a bastante conhecida equacdo do calor. De acordo com a ref. [25],
a literatura aborda a unicidade de solugao através de associacoes de
dois tipos: em primeiro lugar, considera a nao-negatividade da solugao
(ver referéncias: [32], [13] e [11]); uma segunda forma requer alguma
condicdo imposta sobre o crescimento da solu¢do quando |z| — oo.
Segundo Tychonov, ref. [29], existe no maximo uma solugdo u tal que,

para |z| suficientemente grande,
u(z,1)] < K exp{C|z[*},

onde C' e K sao constantes positivas.
N
Por outro lado, se V € L7(Q2) para algum o > 5 (com 2 sendo um
dominio limitado), entdo o problema pode ser tratado por métodos de-

senvolvidos nas referéncias [7], [10] e [23]. Esse nao é o caso configurado
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pelo problema (1) com potencial singular (2), pois,

V(z) := ;\P € L°(RY),

somente se o < % O caso o = g foi investigado na ref. [17].

Os resultados pioneiros no estudo da equagao do calor com poten-
cial singular foram publicados em 1984 por Pierre Baras e Jerome A.
Goldstein, ref. [3].

Seja @ € RN, N = 1,2,..., com By C , onde § é aberto e
By = {z € RN : |z| < 1}. SejaV(a:):m)\z, x € Qe >0
Baras e Goldstein investigaram a existéncia de solugao distribucional

do problema

%—Au:Vu , (z,t) €2 x(0,T)
(@) w(z,t) =0 , (z,t) €I x(0,T)
u(z,0) =up(z) , €0
com ug > 0, ug # 0 (na verdade, ug ndo sendo zero quase sempre) e
ug € L'(Q). Aplicando métodos de semigrupo ao problema aproximado

com potencial V,,(z) = min{V (z),n},

%—Aun:Vnun , (x,t) €2 x(0,T)
(@n) un(z,6) =0 , (z,t) € 92 x (0,T)
un(x,0) =ug(z) , z€Q
paran =1,2,..., Baras e Goldstein demonstraram que:
(1) Se
0< A<\ = %,

entdo, lim w,(z,t) = u(z,t) > 0 existe e u é uma solugdo do problema
n—oo

Q).



(IT) Se A > A\*, entdo,

lim w,(x,t) =00, V (z,t) € Q x (0,7T).

n— o0

Na ref. [3], Baras e Goldstein também investigaram o problema de
Cauchy no caso em que = RY, ¢ > 0; obteram os mesmos resultados
empregando técnicas probabilisticas.

Eles também investigaram o uso mais geral da equacgao

%Z —Au=V(z)u+ f(z,t)

no caso em que V > 0 é um potencial satisfazendo V € L*(Q — B,),

para cada ¢ > 0, sendo que B. := {z € RY : |z| < e}. Se V < Vp, onde

A

Volx)={ [o?’
0, se z€Q—HB

se x € B,

e 0 < A < \*, entao o problema

u >0 sobre Q2 x (0,T)
Vue L (Qx(0,T))

loc

P
(P) %zAu—i—Vu—i—femD'(Qx(QT))
ess im [ w(t)¢ de = / pug dr, ¥V ¢ € D(Q)
t—=0% Jo Q

tem solucao se

/ |x] ™ %up doz < oo
Q

T
/ / f(z,s)|x]™ da ds < oo,
o Jo

4



onde

a:N2_2—<<N2_2>2—)\>é.

Na ref. [3], Baras e Goldstein observaram sem demonstrar, no Re-
mark 7.3, pag. 137, que nas condicoes consideradas a solucao do pro-
blema (P) pode nao ser unica.

Se A > A",V >V, e ainda ug # 0 ou f # 0, entdo, o problema (P)
nao admite solugao.

Nesta dissertagao, estudamos os resultados devidos a C. Marchi, na
referéncia [25], The Cauchy Problem for the Heat Equation with
a Singular Potential, onde o problema (1)-(2) é investigado. Neste
artigo, uma condicao de crescimento sobre a condigao inicial é proposta
e permite demonstrar a existéncia e unicidade de solugao generalizada
do problema de Cauchy na faixa RV x (0,7"), N > 3.

A presente dissertacao estd organizada em quatro capitulos.

No Capitulo 1 s@o abordadas nogoes elementares da Analise e da
Anélise Funcional. Os espagos LP, os espagos de Sobolev, algumas de-
sigualdades e relacoes pertinentes e as caracteristicas dos Operadores
Elipticos de Segunda Ordem e sua Regularidade também sdo apresen-
tados neste capitulo.

No Capitulo 2, trabalhamos o seguinte problema de valor inicial e

de fronteira:

ou

5 =Au+W(x)u , (z,t)€Qx(0,T]

u(z,0) =g(x) , €
u(z,t) =0 , (z,t) €92 x]0,T]

onde 2 é um aberto limitado do RN, g € L2(Q) e W € L*>(9).
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Com auxilio do Método de Galerkin prova-se que o dado problema
apresenta uma unica solucao fraca.

No Capitulo 3 demonstra-se a existéncia de solugao generalizada
para o problema de Cauchy (1)-(2). Para tal abordagem, trabalhamos
com problemas aproximados, definidos sobre regioes limitadas, apli-
cando resultados do Capitulo 2.

No Capitulo 4, demonstra-se a unicidade da solugao do problema

(D)-(2)-



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resultados Classicos da Analise

Nesta se¢ao, abordaremos aspectos elementares da andlise que sao
tratados detalhadamente nas referéncias [24], [26] e [27].
Consideramos (M, || - ||ar) e (N, || - ||~) espagos normados e A é um

subconjunto do espago (M, || - ||ar)-

Definigao 1.1.1 (Fungoes Limitadas). A funcao f: A — (N,|-||n) €
limitada se: 3yo € N e 3 R >0 tal que ||f(x) —yollv < R,V xz € A.

Definicao 1.1.2. O conjunto A C (M, |- ||a) € dito convezo se dados
quaisquer x ey pertencentes a A, entao, tx+(1—t)y € A, para qualquer

t €[0,1].



Teorema 1.1.1 (Teorema do Valor Médio). Suponha G C R™, um
conjunto aberto e convexo. Suponha a funcdo f: G — R, diferencidvel
sobre G. Para quaisquer x,y € G, existe ¢ no segmento que liga T a y

em G, tal que

fy) = f(@)=Df(c)- (y — ),
onde D f(c) denota a derivada da fungdo f aplicada em c.

Demonstracao. Ref. [26], pg. 373. O

Definic¢ao 1.1.3 (Convergéncia Pontual de Fungoes). Sejam as fungées
fo, [+ A— (N,||-|In), n € N. Dizse que f, converge pontualmente

para f se: fn(x) — f(x) em N, para cada x € A.

Definicao 1.1.4 (Convergéncia Uniforme de Funcoes). Sejam as fungdes
frs [ A— (N,||-lIn), n € N. Diz-se que f,, converge uniformemente
para f se: ¥V € > 0, existe ng € N, ng dependendo somente de €, tal que

|fn(x) — f(z)|lv <€, VzeAYVn>ng.

A convergéncia uniforme de fungées implica na convergéncia pontual

de fungoes. Entretanto, a reciproca desta informacao nao é verdadeira.

Teorema 1.1.2. Sejam fn7f tAC (M7 || ' ”M) - (Na H ' HN) fungaes}
vV n € N. Suponha que, ¥ n € N, f, € continua e que f, — f

uniformemente em A. Entao, f € continua.

Demonstragao. Ref. [26], pg. 294. O



Notacao 1.1.1. C(A,N)={f: A— N | f € funcdo continua }.

Notacao 1.1.2. Cp(A,N) ={f: A— N | f € fungdo continua e li-
mitada }.

Definicao 1.1.5 (Equicontinuidade). Sejam A C (M, || - ||a) e o con-
junto de fungées B C Cy(A, N). Diz-se que B € equicontinuo se dado
e > 0, existe 6 > 0 tal que se z, y € A e ||z — yllm < 6, entao,

If(z) = fW)l~n <€V feB.

Definigao 1.1.6 (Conjunto Pontualmente Compacto). Seja B C C(A, N).
Seja x € A e B, = {f(x)|f € B}. B ¢ dito pontualmente compacto se
B, ¢é compacto em N,V z € A.

Definigao 1.1.7 (Conjunto Pontualmente Limitado). Seja B C C(A, N).
Seja x € A e By, = {f(x)|f € B}. B € dito pontualmente limitado se
B, € limitado em N,V z € A.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Arzela-Ascoli). Seja A C (M, |- ||m), A
compacto. Sejam (N, ||-||n) espago normado completo e B C C(A, N).
Entao, B € compacto se e somente se B € fechado, equicontinuo e

pontualmente compacto.



Demonstragao. Ref. [26], pg. 299-300. O

Corolario 1.1.1 (Coroldrio do Teorema de Arzela-Ascoli). Seja A
conjunto compacto, A C (M,|| - ||a). Suponha que B C C(A,R"™) €
equicontinuo e pontualmente limitado. Entao, toda sequéncia em B

tem uma subsequéncia que converge uniformemente.

Demonstragao. Ref. [26], pg. 301. O

Definigao 1.1.8. Sejam A um conjunto aberto do R™ e B um conjunto
aberto do R™. Definimos C*(A), onde k € N, como o conjunto das
fungdes f : A — R que sdo k vezes continuamente diferencidveis em A.
Definimos C*J(A x B), onde k,j € N, como o conjunto das fun¢des
f:Ax B — R que sao k vezes continuamente diferencidveis em A e j

vezes continuamente diferencidveis em B.

1.2 Resultados da Analise Funcional

Nesta secao, abordamos aspectos referentes a analise funcional, so-
bretudo, relativos as nocoes de espacos de Banach e espacos de Hilbert.

Séo referéncias: [8] e [21].

Defini¢ao 1.2.1 (Operador Linear). Sejam X e Y espagos vetoriais
reais. Dizemos que T : X —'Y € um operador linear se:

(i) T(x1 4+ 22) =T(x1) + T(x2), V 21, 22 € X.

(i) T(ax1) = aT(x1), Vo1 € X, VaeR.

10



Definigao 1.2.2 (Operador Linear Limitado). Sejam X e Y espacos
vetoriais reais normados e T : X — Y um operador linear. Dizemos
que T € um operador linear limitado se existe uma constante C > 0 tal

que |[Tz|ly <Clz|x, Ve X.

Definigcao 1.2.3 (Funcional Linear Limitado). Seja X um espago ve-
torial real normado. Um operador linear limitado f : X — R define

um funcional linear limitado sobre X.

Sendo f o funcional linear acima definido, entendemos que

(fx) = f(z), Vo eX.

Definigao 1.2.4 (Espago Dual). Seja X um espago vetorial real nor-
mado. Definimos o espago dual de X, denotado por X', como a cole¢ao

de todos os funcionais lineares limitados sobre X .

Espaco de Banach é definido como sendo um espaco vetorial real

normado que é completo com relagao a métrica induzida pela norma.

Defini¢ao 1.2.5 (Reflexividade). Seja X um espaco de Banach. Dize-
mos que X € reflexivo se (X') = X.

Seja X um espago de Banach reflexivo. Entendemos que para cada

u” € (X') existe u € X tal que
(W' 'y =W u), Vu e X'

11



Definicao 1.2.6 (Separabilidade). Dizemos que um espago métrico E

€ separdvel se existe um conjunto D C E enumerdvel e denso em E.

Teorema 1.2.1. Seja E um espaco de Banach tal que E’, seu espaco

dual, € separdvel. Entao, E é separdvel.

Demonstragio. Ref. [8], pg. 47. O

Definicao 1.2.7 (Produto Interno). Seja X wum espago vetorial real.

Definimos produto interno como a funcao

()x: XxX — R
(z1,22) +— (z1,22)x
tal que:
(i) (x1+ 22, 23)x = (21, 23)x + (T2,23)x, V 21, T2, 23 € X.
(ii) (ax1,22)x = a(z1,22)x, V21, 22 € X, Va € R.
(iii) (x1,22)x = (2, 21)x, ¥V 21, 22 € X.
() (x,2)x >0, VreX.

(v) (z,2)x =0z =0.

Seja X um espago vetorial real munido de produto interno (-,-)x.

Em particular, X é um espago normado com norma definida por

llz||x = \/m, VrelX.

12



Espaco de Hilbert é definido como um espaco vetorial real munido
de produto interno que é completo com relagao a norma induzida deste
produto interno. Um espaco de Hilbert é, em particular, um espaco de

Banach.

Teorema 1.2.2 (Teorema da Representagdo de Riesz). Sejam H um
espaco de Hilbert real e H' seu espaco dual. Entdo, ¥V f € H', existe
um unico y € H tal que:

(i) f(z) = {f,z) = (v,y)u, ¥ « € H, onde (-,-)u caracteriza produto
interno em H.

(i) | flla =yl

Demonstragao. Ref. [21], pg. 188-190. O

Defini¢ao 1.2.8 (Base Hilbertiana). Seja (H,(-,-)g) um espago de
Hilbert. Definimos a sequéncia de funcgoes {en,}52; como uma base
Hilbertiana de H se:

(i) (en,en)r =1, Y €N.

(ii) (én,em)m =0, Vn, m €N, n#m.

(i1i) O espago vetorial gerado por {e,}5°, € denso em H.

Segundo a ref. [8], se {e;, }22; é uma base Hilbertiana para o espago

(H,(-,-)m), entéo,

Zuek Heke||u\|H—Z|uek) >, Vue H. (1.1)
k=1 k=1

Além disto, consideramos o seguinte resultado:

13



Teorema 1.2.3. Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base

Hilbertiana.

Demonstragdo. Ref. [8], pg. 86. O

Definigao 1.2.9 (Convergéncia forte). Sejam X um espaco de Banach
e {xn}nen C X. Dizemos que {xy, }nen converge para x € X no sentido

forte se, dado € > 0, existe ng € N tal que
|lzn —z||x <&, Vn>mng.

Denotamos a convergéncia forte por x, — .

Definicao 1.2.10 (Convergéncia fraca). Sejam X um espago de Ba-
nach, X' seu espago dual e {x,}neny C X. Dizemos que {xp}nen con-

verge para x € X no sentido fraco se, quando n — oo,

(fyan) — (f,2), V fe X'

Denotamos a convergéncia fraca por x, — x.

Teorema 1.2.4. A bola unitdria em um espaco de Banach reflexivo é

compacta no sentido fraco.

Demonstragio. Ref. [8], pg. 44. O

O Teorema 1.2.4 é equivalente ao seguinte resultado:

14



Teorema 1.2.5. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e {xy,}nen
uma sequéncia limitada em X. Entdo, é possivel extrair uma sub-

sequéncia {xn, }ien C {@n}nen que converge no sentido fraco em X.

Segundo a ref. [8], sdo vélidos os seguintes resultados:

Proposigao 1.2.1 (Propriedades da Convergéncia Fraca). Seja {z, }nen
uma sequéncia no espaco de Banach X. Seja x € X. Entdo:

(i) A convergéncia forte x, — x implica a convergéncia fraca x, — x.
(ii) Se dim X < oo, entdo, a convergéncia fraca x, — x implica a
convergéncia forte x, — x.

(i1i) Se x, — x, entao {xptnen € limitada e
|zl x < liminf ||z, x.

(iv) Se {xn}tnen € limitada em X e se existe um conjunto D denso em
X' tal que

(fren) — (f,2), ¥V f €D,
entao, x, — x.
(v) Se X € reflexivo e a sequéncia real {{f, xn)}nen converge para qual-
quer [ € X', entao, existe x € X tal que x, — x.
(vi) Se cada subsequéncia de {x,}nen que converge fracamente tem o
mesmo limite x, entao, r, — x.
(vii) Se x, = x em X e f, — [ em X', entao, (fn,z,) — (f,x).
(viii) Seja X reflexivo. Se x, — x em X e f, — f em X', entao,

<fn71'n> - <fﬂ .’E>

Definigao 1.2.11 (Convergéncia fraco-x). Sejam X um espago nor-

mado, X' seu espago dual e {fn}nen C X'. Dizemos que {fn}nen
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converge para f € X' no sentido fraco-x se, quando n — oo,
(fnyx) — (f,z), V2 eX.

N "
Denotamos a convergéncia fraco-x por f, — f.

Teorema 1.2.6 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam X um

espaco de Banach reflexivo e X' seu dual. Entao,
Bxr ={f € X'| |Ifllx <1}
€ um conjunto compacto na topologia fraco-.

Demonstragao. Ref. [8], pg. 42. O

Pela ref. [8], também provamos os seguintes resultados:

Proposicao 1.2.2 (Propriedades da Convergéncia Fraco-x). Sejam X
um espago de Banach e {fn}nen uma sequéncia em X'. Seja f € X'.
Entao:
(i) Se fn, — f em X', entdo, f, - f.
(ii) Se fn = f, entdo, { fntnen € limitada em X' e || f||x+ < liminf || f, | x.
(iii) Se {fn}nen € limitada em X' e se existe um subconjunto D denso
em X tal que

(fur2) — (f,2), ¥ 2 € D,

entio, fn, — f.

(iv) Se a sequéncia real {{fn, x) tnen € convergente para qualquer x € X,
entio, existe uma func¢io f € X' tal que fp, — f.

(v) Se x, — x em X e f, = f em X', entio, (fn,xn) — (f, ).

(vi) Se X ¢ reflexivo, entio, f, — f ¢ equivalente a f, — f.
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1.3 Os espacgos LP(1)

Seja 11 a medida de Lebesgue no R™, onde n € N. Os subconjuntos
do R™ nos quais p estd bem definida sdo denominados conjuntos men-
surdveis. As fungoes f tais que, para cada a € R, {x € R" : f(z) > a}
é um conjunto mensuravel, sdo denominadas fungées mensurdveis. A
integral de Lebesgue, por sua vez, é definida para fungoes mensuraveis.
Para mais detalhes sobre a teoria da medida e as integrais de Lebesgue,

ver ref. [27].

Seja 2 C R™ um conjunto aberto.

Definicao 1.3.1. Dizemos que duas funcoes sao equivalentes em §2,
com respeito a medida de Lebesgue, se elas sGo iguais quase sempre.
Isto €, v = w, se v e w sao eventualmente diferentes apenas sobre um
subcongunto de Q0 com medida nula.

A classe de equivaléncia determinada por v consiste de todas as

funcdes w que sao equivalentes a v.

Com base nas classes de equivaléncia, definimos os espagos LP(2).

A referéncia bésica nesta secao é a ref. [1].

Definigao 1.3.2. Seja 1 < p < oo. O espaco LP(QQ) consiste no espago
das classes de equivaléncia das fungoes mensurdveis f :  — R que

satisfazem a || f||Lr () < oo, onde:

1l = [ / |f<w>pdx} " sel<p<os (1.2)
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[fllL=@) = supess{|f(z)|:z € Q}
= inf {CeR": |f(x)|<C gs. em Q}). (1.3)
As fungoes || - [|Lr(q) : LP(Q) — RT, 1 < p < oo, s@o normas. Esta

informagao é vélida, pois, consideramos LP(£2) como sendo um espago
de classe de funcoes equivalentes; duas fungoes iguais quase sempre em
Q) sao interpretadas como o mesmo elemento. Caso esta condi¢ao nao
fosse assegurada, || - [|z»(q) caracterizaria o que denominamos semi-
norma.

Os espagos LP(Q), para 1 < p < 00, sdo espagos de Banach com a
norma dada por (1.2) e, para p = oo, com a norma dada por (1.3). Em

particular, L?(Q) é espaco de Hilbert munido do produto interno
(F-9)ee = [ Falgla)da.

1
Neste caso, vé-se que || f|lz2) = (f, f)z2(Q).

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < oo e p/
1 1 ,

tal que — + — = 1. Suponha que f € LP(Q) e g € LV (Q). Entdo,
p p

fge LY () e

\ [ 1@t@)as

< ||fHLP(Q)||g||Lp’(Q)~

Demonstragao. Ref. [1], pg. 23. O

Um caso particular da Desigualdade de Holder é a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz para fungoes L2().

18



Corolério 1.3.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para L?((2)). Su-
ponha f € L2(Q) e g € L*(Q). Entdo, fg € L*(Q) e

|(f,9) 2| < I1f L2 llgll 2

Se 1 < p < oo, por intermédio do Teorema da Representacao de

Riesz, obtemos que o espago dual de LP(Q) é dado por v (Q), onde

1 1
+ — = 1. Além disso, o espaco dual de L'(f2) é o espago L>(£2).
p

p /
Por [1], também sdo vélidas as seguintes propriedades:

Proposigao 1.3.1. Seja Q um aberto nao-vazio do R™.
(i) Se 1 < p < 00, o conjunto das fungoes f : Q@ — R tais que f é

continua e

supp f:={zx € Q: f(x) # 0}
€ um compacto contido em Q, denotado por Co(S2), é denso em LP(€2).
(i1) Se 1 < p < oo, entao, LP(Q2) € separdvel.
(i1i) Se 1 < p < oo, entdo, LP(Q) € reflexivo.
(iv) LY(Q) ndo é reflexivo.

(v) L*°(Q) ndo é separdvel e nao € reflexivo.

Definicao 1.3.3. Uma funcdo u, definida quase sempre em €2, € dita
localmente integrdvel sobre Q) se u € L*(K), para qualquer subcon-
junto K compacto contido em 2. Denotamos L}, .(S2) como o espago

das funcdes localmente integrdveis sobre €.

Por intermédio da Desigualdade de Hélder, para 1 < p < oo, nota-
mos que

LP(Q) C Lipe(9).
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1.4 Espacos de Sobolev

Nesta segao, introduzimos a nocao de derivada fraca, além dos
espagos de Sobolev e algumas de suas propriedades mais elementares.
Sao referéncias: [1], [14] e [20].

Considere 2 C R™ um conjunto aberto nao-vazioe f : Q@ C R™ — R,

uma funcao.

Definigao 1.4.1. Dizemos que um conjunto A estd compactamente
contido em Q, e denotamos por A CC Q, se A C Q e A é compacto

como subconjunto do R™.

Definicao 1.4.2. O conjunto {x € Q: f(z) # 0} € chamado de su-

porte da funcao f. Denotamos este suporte por supp f.

Definicao 1.4.3. Representamos por C3°(§2) o conjunto das fungoes
f:Q =R, cujas derivadas parciais para todas as ordens sao continuas

e cujo suporte € um conjunto compacto contido em €.

Seja a = (a1, 9, ..., ay) € N® um multi-indice. Definimos

o] =a1 +as+ ...+ ay

Dof e ala\f

Qg - 0%y - ... 0%,

Convencionamos que se |a| = 0, entdo, D*f = f.
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Definigao 1.4.4. Sejam Q C R™ um aberto, o € N um multi-indice
e f,g € Li,.(Q). Dizemos que g é a a-ésima derivada fraca de f em

e escrevemos D f = g se

/f(x)-w dz = (~1)l! -/g<x>-¢>dx, Vg e CE(9).
Q Q

Definicao 1.4.5. Sejam m um inteiro nao-negativo e 1 < p < oo.
Definimos WP (§) como o espago de Sobolev das fung¢des v € LP(§2)
tais que qualquer derivada fraca de v, até a ordem m, € uma funcao do

LP(Q). Isto ¢,

Wm™P(Q) = {v e LP(Q); D € LP(Q), V a € N*, com |a| < m}.

Notamos que, para cada p tal que 1 < p < oo, WOP(Q) = LP(Q).
Além disto, para cada p, WP (Q) C W™2P(Q) se mq > ma.

Para 1 < p < oo, temos que W™P(Q) caracteriza um espago de
Banach munido da norma || - [[ym»q) : W™P(2) — R¥, que é dada

por:

ol = | 32 10"y | = X [ (Do) @)

|a|]<m |a|]<m

3=

se 1 < p < oo, ou,

[vllwm.o () = Z [ D*v|| Lo (0)-

|| <m

Em particular, o espaco de Sobolev W™2(Q), para cada m € N,

caracteriza um espago de Hilbert munido do produto interno:

(V)@ = Y, (DU, D*0) 120y, u, v € W™(Q).

laf<m
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H™ () usualmente denota o espago W™2(Q).

Definicao 1.4.6. Dizemos que uma sequéncia {up }neny em W™P(Q)

converge para w € W™P(Q) se
lim ||un — u||Wm,p(Q) =0.
n—oo

Denotamos u, — u em WP ().

Definigao 1.4.7. Definimos o espagco W""?(Q) como sendo o fecho de
C§°(Q) em W™P(Q). Analogamente, denotamos por HJ*(Y) o fecho
de C§°(2) em H™(Q).

Na verdade, uma fungao u € Wy""(2), se e somente se, existe
{tun}tnen C C§°(Q) tal que u, — u em W™P(Q), no sentido da
Definicao 1.4.6. Segundo a ref. [14], pg. 245, como consequéncia do
cldssico Teorema do Trago, sendo €2 limitado, interpretamos Wg™"?(Q2)

como o conjunto das fungbes u € W™P(Q) tais que

D% =0 sobre 9, V |a| <m — 1.

Notamos que WJ"?(£2) é um espago de Banach com a norma in-
duzida de W' P(Q) e denotada por || ||y (o). Também notamos que

Hy () é um espaco de Hilbert.

1
—/:1'
p p

1
Definigao 1.4.8. Suponha 1 < p < oo e p' tal que -
Representa-se por W~ (Q) o dual topoldgico de WP (Q

+
).
W="2(Q) caracteriza o dual topoldgico de W' (Q).
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Segundo Adams, ref. [1], prova-se que W=7 (Q) é um espaco de
Banach.

Em particular, o dual topoldgico de H{*(2) é representado por
H™(Q).

Pela ref. [1], também enunciamos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.4.1. Seja m um inteiro nao-negativo.

(i) Se 1 < p < oo, entao, W™P(Q) é separduvel.

(i) Se 1 < p < oo, entdo, W™P(Q) € reflexivo.

(iti)) Se 1 < p < oo ep € tal que % —l—}% = 1, entdo, W‘m’p/(Q) é

reflexivo e separdvel.

Segundo a ref. [14], H=1(f2), o dual de H}(Q2), tem norma definida

cOomo segue:

£ llzr-1(2) = sup {(f, w); we Hy(Q), l[ullm) <1}

Além disto, com base no Teorema da Representagdo de Riesz, prova-se

o seguinte resultado:

Teorema 1.4.1 (Caracterizacio de H (). (i) Assuma que a fungdo
f € H Y(Q). Entdo, existem funcoes fo, f1,..., fn em L*(Q) tal que

<f,v>:/Q <f0v+2fi§;> dz, ¥ v € H}(Q). (1.4)
i=1 g

(i1) Além disto,
I fllz-1(0) = inf (/ Z|f¢2dx> :
2i—o
f satisfaz (1.4) para fo, fi,.., fn € LQ(Q)},
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Demonstragao. Ref. [14], pg. 283-284. O

Definicao 1.4.9. Sejam V e H espacos de Hilbert, tais que V. C H
e sejay:V — H, ainjecao canonica de V. em H que a cada v € V
associa y(v) = v como elemento de H. Dizemos que o operador linear
v € o operador de imersao de V em H. Além disto, dizemos que a
imersao v : V. — H € continua e indicamos por V. — H, quando

existe uma constante C > 0 tal que ||v||g < Cl||v|lv, Yv e V.

Segundo a ref. [1], temos que
H}(Q) — L2(Q) — H1(Q).

As referéncias [1] e [14] apresentam outras relagoes e desigualdades
que estipulam a norma e a imersao de distintos espagos de Sobolev.

Como consequéncia destas relagoes, enunciamos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.2. Seja 2 um conjunto aberto e limitado do R™. Su-
ponha que a fronteira de Q, dada por 0N, seja de classe C'. Se
u € H™(Q), Vm €N, entdo, u € C®(Q).

Demonstragao. Ver ref. [14], pg. 270. O

1.5 Os espacgos LF(0,T;X)

Os espagos LP(0,T; X) séo relevantes no estudo das equagoes dife-
renciais parabodlicas, pois levam em consideragao varidveis temporal e

especial.
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Considere T" > 0. Para cada t € [0,T], t fixo, interpretamos a
fungéo  — wu(z,t) como um elemento do espaco X. Denotamos este
elemento como u(t) € X. Por fim, considerando t € [0,T], podemos

obter a funcao ¢ — u(t) com valores em X.

Definigao 1.5.1. Seja X um espaco de Banach. O espago C(]0,T]; X)

consiste de todas as fungdes continuas u : [0,T] — X com

llleqo.mix) = max fu(t)llx < co. (1.5)

O conjunto C([0,T]; X) caracteriza um espago de Banach com a

norma || - [[¢(jo,77;x) definida em (1.5).

Definigao 1.5.2. Seja X um espaco de Banach. O espago C™([0,T]; X),
m=1,2,..., consiste de todas as fungdes continuas u : [0,T) — X que

possuem derivada continua até ordem m sobre (0,T).

Definigao 1.5.3. Sejam X um espago de Banach e 1 < p < oo.
Definimos o espago LP(0,T; X) como o conjunto das classes de fungoes

w:[0,T] — X tais que u é mensurdvel e |u(-)||x € LP((0,T)).

A norma de L?(0,T; X) é dada por:

-

T P
Jullzr om0 = ( JACIE dt) selgp<oo (10)
0

ou,

lull Lo 0,m;x) = sup ess |lu(t)] x. (1.7)
te(0,T)

Abaixo, pela ref. [30], algumas propriedades destes espagos:
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Proposigao 1.5.1. Sejam X um espag¢o de Banach e 1 < p < oo.
Entao:

(i) L?(0,T;X) € espaco de Banach com a norma definida em (1.6).
L>(0,T;X) € espagco de Banach com a norma definida em (1.7).

(i1) C([0,T); X) é denso em LP(0,T;X).

(iii) Se X € um espaco de Hilbert com produto interno (-,-)x, entao,

L?(0,T; X) € um espago de Hilbert com o produto interno dado por

T
(u,v)2(0,7;x) =/0 (u(t),v(t))x dt.

(iv) Se X € separdvel, entdo, LP(0,T; X) € separdvel.

Definicao 1.5.4 (Derivada Fraca). Seja X um espag¢o de Banach.
Tome uw € L'(0,T;X). Dizemos que v € L*(0,T;X) é a derivada

fraca de u se

/ ¢ (t)u(t) dt = —/ o(t)v(t) dt, ¥V ¢ € C5°(0,T). (1.8)
0 0

Denotamos a derivada fraca por v = v.

Teorema 1.5.1. Seja Q C R™, um conjunto aberto. Suponha que a

fungao uw € L*(0,T; H(2)), com v € L?(0,T; H-1(Q)). Entdo,
ue C([0,T]; L*(Q)). (1.9)
Além disto,

goax [ut)lz2 @) < Cllulr2o.rmy @) + W] L2 0.7:1-1 (), (1.10)

onde a constante C depende somente de T'.
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Demonstragao. Ref. [14], pg. 287-288. O

Teorema 1.5.2. Seja Q C R™, um conjunto aberto e limitado, tal que
00 seja de classe C*°. Tome m sendo um inteiro nao-negativo. Se

we L%0,T; H"2(Q)), com v € L*(0,T; H™(R)), entdo,
wec C([0,T]; H"TH(Q)). (1.11)
Além disto,

o ()| m+r ) < CUlull L2017 mm+2(0)) + | || 20,755 9)))

(1.12)

onde a constante C depende somente de T, 2 e m.

Demonstragao. Ref. [14], pg. 288-289. O

1.5.1 O espago dual de LP(0,T; X)

Seja Y = LP(0,T; X). E possivel verificar que Y/ = LPI(O,T; X') é
1 1
o espago dual de Y, para — + — = 1. Isto, segundo as referéncias [33]
p P
e [30], é consequéncia do seguinte teorema:

Teorema 1.5.3. Seja X um espago de Banach reflexivo e separdvel,

1 1

—+ = =1, sendo que 1 <p < oo. SejaY = LP(0,T; X).

p P

(i) Cada funcao v € Lp/(O7T; X') corresponde a um unico funcional

v €Y’ dado por
T
(5, u) :/ (w(8), u(t)) xonx dt, ¥ u €Y, (1.13)
0
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Reciprocamente, cada v € Y’ corresponde a exatamente uma funcao

ve LP(0,T; X") dada por (1.13). Além disso,

[10llyr = [lvll o (0,7;x7)-

(ii) O espago de Banach LP(0,T; X) ¢é reflexivo e separdvel.

. . . . 7’ . /
Pelo teorema acima, existe um isomorfismo isométrico de LP (0,T; X')

em Y’. Assim, podemos identificar Y’ com L? (0, T; X'). Desta forma,

T
(v, u) :/ (wt),ult))xxx dt, VueY, VveY’,
0

1
7

T P
olly: = </ lo(t)[1%, dt)  Vuey'.
0

1.6 Relacoes Relevantes

Teorema 1.6.1 (Desigualdade de Cauchy). Sejam a,b € RT. Entdo,

a®+b?
b < .
W=7

Corolario 1.6.1 (Desigualdade de Cauchy com ¢). Sejam a,b € R* e

€ > 0. FEntao,

€ b2
b< —a®+ —.
b= o+ o
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Definicao 1.6.1 (Fungoes Absolutamente Continuas). Uma fung¢dao
f :[a,b] — R € chamada de absolutamente continua quando dado € > 0,
existe 0 > 0, tal que para toda colegao finita (a1,b1), (az,b2), ..., (an,by)

de subintervalos em [a, b], dois a dois disjuntos, satisfazendo a condigdo

n

> bk —ax) <6,

k=1
tem-se que

n

D 1F(be) = flar)] < e

k=1
Toda funcao absolutamente continua é também continua e unifor-
memente continua.

Teorema 1.6.2. Uma fungdo f : [a,b] — R € absolutamente continua,

se e somente se, existe uma fungdo u € L'((a,b)) tal que

f@®) = f(a) +/ u(s) ds, t € [a,b)].

Neste caso, existe a deriwada de f, denotada por f', quase sempre em

[a,b]. Além disso, f' = u quase sempre em [a,b].

Demonstragdo. Ver ref. [16]. O

Teorema 1.6.3. Sejam

&11(t) alg(t) . Clln(t)
A = 021.(75) a22'(t) azvf(t) € R7¥7,
an1(t) ana(t) ... ann(t)
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fungdo continua sobre o intervalo [a,b], e n € R™ tal que |n| < oo.
Entdo, para cada tg € [a,b], existe uma tinica fungao ¢ que soluciona

classicamente o sistema de EDQO’s

dy
—= = A(t
o = Ay
y(to) =n
sobre o intervalo [a,b].
Demonstragao. Ref. [6], pg. 37-39. O

Devido a caracterizagao proposta no Teorema 1.6.2, temos que a
fungao ¢(t) = (f1(t), d2(t),...,dn(t)), enunciada no Teorema 1.6.3,
tem todas as suas entradas sendo funcgoes absolutamente continuas so-

bre o intervalo [a, b].

Teorema 1.6.4 (Desigualdade de Gronwall). (i) Seja n(-) uma fungéo
ndo-negativa, absolutamente continua sobre [0,T], que satisfaz, para

quase todo t neste intervalo, a desigualdade diferencial

n'(t) < ¢(t)n(t) + ¥ (t),

onde ¢(t) e P(t) sdo fungoes nao-negativas e somdveis sobre [0,T].

Entao,

o)< 50 o)+ [ uis)as]

para todo t € [0,T7].
(i) Em particular, se ' < ¢n sobre [0,T] e n(0) = 0, entdo, n = 0
sobre [0,T].

Demonstragao. Ref. [14], pg. 624-625. O
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Teorema 1.6.5 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q um subconjunto
aberto e limitado do R™. FEntdo, existe uma constante C' (dependendo

de Q) tal que
[ullz2 () < ClVullL2(9)

para toda u € H}(Q). Esta constante C = C(Q) é chamada de Cons-
tante de Poincaré para §). Esta desigualdade também € vdlida se S for

limitado em apenas uma dire¢ao.

Demonstragao. Ref. [8], pag. 174. O

Teorema 1.6.6 (Férmulas de Green). Seja Q C R™ um conjunto
aberto limitado, com fronteira O) de classe C'. Considere as funcées

u,v € C%(Q). Entdo,

ou
i Audz:/ — dSs.
()/Q a0 On 9
(ii)/DzwDudx:f/uAv d:z:+/ % ds.
Q Q o

0" o0
111 uAv — vAu) dr = / (uv — Uu> ds.
(i) /Q( ) oo \ On on
Aqui, OQ caracteriza a fronteira de €. o caracteriza a derivada com
n

respeito a normal exterior 71 de OS).

Demonstragao. Ref. [14], pg. 628. O

Na ref. [15], pg. 52, temos o resultado:

Teorema 1.6.7. Sejam r > 0, n >3 e dB, := {x € R" ; |z| = r}.

Entao,

oz
dS = ——r" 1,
9B, I'(3)
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onde

I'(x) :/ e Yyt dy.
0

Teorema 1.6.8 (Teorema da Mudanca de Varidvel). Sejam G, E C R"
dois abertos e h : G — E uma bije¢do de classe C*. Seja uma funcdio

integrdvel f : E C R™ — R. Entao,

/E f() dx = /G (ho )(@)|Th(x)| de,

onde Jh(x) caracteriza o jacobiano da fungao h em x.

Demonstragdo. Ref. [27], pg. 252. O

Teorema 1.6.9 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue).
Seja E um conjunto mensurdvel do R™. Seja fi : E — R funcgdes
mensurdveis, ¥V k € N. Suponha que fr, — f quase sempre em E.
Suponha também que |fi| < g, quase sempre em E, para alguma fun¢ao

g € L\(E). Entdo, fi, f € L'(E) e

/ fr(z) dx —>/ f(z) dx.
E E
Demonstragao. Ref. [27], pg. 321. O

Segundo a ref. [1], temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6.10 (Lema de Du Bois Reymond). Sejam Q@ C R™ um
conjunto aberto e f € Li, (Q). Se

loc
/fu dz =0, VueC5Q),
Q
entao, f =0 quase sempre em €.
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1.7 Operadores Elipticos de Segunda Or-
dem e Regularidade

Esta secao contempla resultados que estao apresentados detalhada-
mente pela ref. [14].

Considere 2 C R™ um conjunto aberto e limitado e 02 a fronteira
deste conjunto.

Considere v : Q — R uma funcdo.

Definicao 1.7.1. L € um operador diferencial parcial de seqgunda ordem
na forma do divergente se:
n n
0 Ju ou
ZEE (““(%xi) # 3o hE g e

para fungoes a;;,b;,c € L>(Q), Vi,j€{1,2,...,n}.

Equivalentemente a Definigio 1.7.1, se a;; € C1(Q2),Vi,j € {1,2,...

notamos que:

= 0?u = " da;; \ Ou
Lu=— Z a;j (J:)W + ; bi(x) — Z oz, | o, + c¢(x)u.

ij=1

Definicao 1.7.2. L ¢ um operador diferencial eliptico de sequnda or-
dem se atende a Definicao 1.7.1 e se existe uma constante 8 > 0 tal

que

n

D ()& = 0l

ij=1
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quase sempre para x € Q e para todo £ = (£1,&2,...,&,) € R™.

Em particular, o operador L := —A — W, quando W € L>(1Q), é

um operador diferencial eliptico de segunda ordem. Neste caso,

Lu=— Z@xl (5'£Ez) — Wu.

Observando que a;;(x) = 6;;, notamos que a Definicdo 1.7.2 é atendida

com § = 1. Além disto, este operador é simétrico, pois a;; = ajs,
Vi,je{l1,2,...,n}.

Defina a forma bilinear auxiliar associada com o operador diferen-
cial eliptico de segunda ordem L, segundo a caracterizacao dada pela

Definicao 1.7.2,

" Ou Ov
Elu, ] ::/Q Z aij@Trsiﬁx Zb v—i—cuv dx,

i,j=1
para u,v € H}(2). Esta forma é usada para simplificar a representagao
de solugoes fracas para problemas elipticos em geral.
Sejam f € L?(Q) e L um operador linear eliptico de segunda ordem.

Considere o problema de Dirichlet:

Lu=f , ze.
u=0 , x€dN.

(1.14)

Definigao 1.7.3. Uma fungdo u € H}(Q) € a solugdo fraca para o
problema de Dirichlet (1.14) se:

Elu,v] = (f,v)r2(0), (1.15)
para todo v € Hi(Q).
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O seguinte resultado é proveniente da teoria dos Operadores Com-

pactos.

Teorema 1.7.1. Precisamente uma das sequintes afirmacdes ocorre:
(i) Para cada f € L?(Q), existe uma tnica solugdo fraca ao problema

(1.14).

(ii) Existe uma solugdo fraca nao identicamente nula do problema ho-

mogéneo
Lu=0 , €.
u=0 , x€dN.
Demonstragao. Ref. [14], pg. 303-305. O

Os teoremas a seguir sao relevantes no estudo da regularidade de
solugoes para equacgoes parabdlicas de segunda ordem. Em capitulos
posteriores, estes teoremas sao usados para descrever o comportamento

das solugoes de equagoes do calor com certa regularidade no potencial.

Teorema 1.7.2. Sejam a;; € C*(Q), bj,c € L=(), Vi,j € {1,2,...,n}
e f € L?(Q). Suponha que u € HE(Q) € solugdo fraca do problema de
Dirichlet (1.14). Finalmente, suponha que 0Q € de classe C2. Entao,

u € H?(Q) e estimamos que:

lull 722y < CUIfll2) + llullz2@)), (1.16)

onde a constante C depende somente de ), n e dos coeficientes carac-

terizados em L.
Demonstragao. Ref. [14], pg. 317-322. O
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Teorema 1.7.3. Tome m sendo um inteiro ndo-negativo. Suponha
que a;j,bi,c € C™H(Q), Vi, j € {1,2,...,n} e f € H™(Q). Suponha
que u € HY(Q) € a solugdo fraca do problema de Dirichlet (1.14). Fi-
nalmente, suponha que 0Q € de classe C™12. Entdo, u € H™T2(Q) e

estimamos que:

||u||H’"+2(Q) < C(”fHHm(Q) + Hu||L2(Q))7 (1.17)

onde a constante C depende somente de m, ), n e dos coeficientes

caracterizados em L.

Demonstragio. Ref. [14], pg. 323-325. O

Teorema 1.7.4. Suponha que a;;,b;, ¢, f € C*(Q),Vi,je{1,2,...,n}.
Suponha que u € H}(Q) € a solugdo fraca do problema de Dirichlet
(1.14). Finalmente, suponha que O é de classe C*°. Entdo, a fung¢dao
u € C(Q).

Demonstragdo. Ref. [14], pg. 326. O
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Capitulo 2

Equacao do Calor com

Potencial L*°

2.1 Definicao de Solucao Fraca

No decorrer deste capitulo, n € N, Q é um conjunto aberto e limi-
tado do R™ e T" > 0 é um ntmero real fixo.

Sejam W € L>=(Q) e g € L%(Q2) funcgoes reais. No que segue, estu-
daremos a existéncia e unicidade de solugao fraca do seguinte problema

de valor inicial e de fronteira:

Ou =Au+W(x)u , (z,t)€Qx(0,T].

ot
u(z,0) =g(x) , €. (2.1)
u(z,t)=0 , (z,t) €90 x]0,T).
A referéncia bésica seguida aqui ¢ a ref. [14].
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Inicialmente, devemos definir o que se entende como solucao fraca
do problema (2.1). Primeiro, faremos uma motivac¢ao. Suponha que
99, a fronteira de Q, seja de classe C'. Seja u(x,t) uma solugiao do
problema (2.1).

Vamos associar a fungao u(x,t) a aplicagao
u:[0,7] — Hy(Q),
de forma que
[u(®))(z) := u(z,1)
para cada (z,t) € Q x [0,T].
Fixe v € H{ (). Temos que

—v— (Au)yv — Wuv = (2.2)

no intervalo (0, 7.
Integrando (2.2) sobre e usando a férmula de Green, Teorema

1.6.6, item (ii), vemos que

0 = / [duv — (Au)v — Wuv] dx
Q| dt

d—uv dx + / [Vu- Vv — Wuv] dz (2.3)
o dt Q

no intervalo (0,7].
Para cada s € (0,71, seja u’ um funcional linear dependendo de u

e s, definido por

d
(u’,vg) :z/ d—ltlvo dx (2.4)
)

para cada vy € Hg ().

Defina também a forma bilinear
i 81)1 8’02
Blvy, = E B 4 d 2.5
o1, 2 /Q Ll Ox; Oz; vm] ! (2:5)
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para cada vy, v € H}(Q). De (2.3)-(2.5), vemos que
(u’,v) + Blu,v] =0

no intervalo (0, T7.

Das relagoes (2.3) e (2.4), para cada s € (0,T]:

du " v
(u',v) = /Q i dx :/Q gov + Zgj% dx, (2.6)
j=1 J
Ou . -
onde go = Wue g; = ~ 3, para cada j € {1,2,...,n}. A expressdo
Ly

apresentada (2.6) faz mengao a caracterizagio do dual de H}(Q) que
é apresentada pelo Teorema 1.4.1, uma vez que g; € L*(Q2), para todo
indice ¢ € {0,1,2,...,n}. Esta informagdo nos mostra que é razodvel
considerar que, para cada s € (0,7], u' € H~1(Q).

Define-se a solugao fraca do problema (2.1) da seguinte maneira:

Definicao 2.1.1. u € L?*(0,T; H}(Q)), com ¥ € L*(0,T; H1()), ¢é
dita a solugao fraca do problema de valor inicial e de fronteira (2.1) se:
(i) (¢',v) + Blu,v] = 0 para cada v € HE () e t quase sempre em
[0,T7].
(i) u(0) =g.

Nas secoes seguintes, apresentaremos o método de Galerkin para de-
monstrar a existéncia e unicidade de solugao fraca do problema (2.1).

Posteriormente, também serao abordados aspectos da regularidade des-

tas solugoes.
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2.2 Meétodo de Galerkin

Pelo Teorema 1.2.3, existe uma base Hilbertiana para o espago
L?(Q), pois, como comentado na Secdo 1.3, L?()) é um espaco de
Hilbert separavel.

Consideramos {wy, }ren uma base ortogonal de HE(§)) e também
uma base ortonormal de L?(Q). A justificativa detalhada que garante
a escolha acima é apresentada na ref. [14], pg. 334.

Para m um ntimero natural fixo, defina u,, : [0,7] — H}(Q),

m

W (£) = D gk (), (2.7)

k=1
onde as fungdes g, (t) sdo absolutamente continuas em [0, 7] e deter-

minadas pelas seguintes condigoes:

du,, .
(u,wj> + Blu,,w;] =0, Vje{l,2,...,m}
dt L2(Q) (2.8)

9mj(0) = (g,wj) 2, Vi €{1,2,...,m}

quase sempre em [0, T']. Queremos mostrar que existe uma subsequéncia
da familia de fungées {u,,}men que converge fracamente no espago
L2(0,T; H}(Q)) para uma funcio u, a solugio fraca do problema (2.1)
considerado.

As condigoes (2.8) sdo equivalentes ao seguinte sistema de EDO’s:

Iy () + ngk(t)ekj = 0,
k=1
gmi(0) = (gwj)r2), j=12,...,m,

onde ey, := Blwg, w;].
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De fato,

du
0 = (m,w-> + Bluy,, w;]
dt "7 ) 2o !
- Owy, Qw;
= Zg;nk(t)/ Ny d:v+zgmk /Z 8xk axj
k=1 K2 K2
- ngk(t)/ Wuwpw; dx
- Q
owy, Ow;
= Gm,(t +ngk [/Z B axj dx /Qkawj dx]

= Gmj(t) + Z g (t)ex;-

O Teorema 1.6.3 garante a existéncia e unicidade da funcao vetorial
Im(t) = (gm1(t), gma(t), ..., gmm(t)), solugdo classica para o sistema
(2.9) sobre o intervalo [0,7]. Em particular, ¥V k € {1,2,...,m}, as
fungoes gk (t) sdo absolutamente continuas sobre [0,T]. Para efeito
de abordagem tedrica, algumas propriedades das fungoes g, (t) serdo
ignoradas; apenas vamos supor que g,,.,.(t), a derivada da funcao gmx(t),

existe quase sempre sobre o intervalo [0, 1.

2.2.1 Estimativas a Priori

Proposigao 2.2.1. Ezistem constantes o, 3 >0 e v > 0 tais que
(i) 1Blu, vl < allull gy o 0] 130y €

(id) BllullZ ) < Blu,u] +ylulZaq

para toda u,v € H} ().

Demonstragao. (i) Pela definigao de B[, -] e pela Desigualdade de Cauchy-
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Schwarz,

|Blu,v]] = /Vu~Vv7Wuv dz
Q
< Vu - Vo dx| + Wuv dx
Q Q
< (/ |Vul|? d:r) </ |Vol? d:r)
Q Q
W e (/ Juf? da:) (/ of? dx) . (2.10)
Q Q

Defina o' := max {1, [[W{|p~(q)}. De (2.10), temos que:

|Bmwﬂéaw(14vw2w>é(4ﬁvﬂ2w>ﬂ
fes ()]
<a </Qu|2+|vu|2 dz>2 (/Q|W|z m)ﬂ (/Q op dx)Q]

2 2
< 20/ (/ luf? + [Vu|? dx> (/ ]2 + [Vo? dm>
Q Q

< allull m o lvllm @) (2.11)

+a’

onde o = 2.

(ii) Fixe 0 € (0,1). E verdade que:

9||VU||2L2(Q)

IN

IVl ) = Bluval + | Wiida

IN

Blu, u] + [[W | e o ull72 ) -

Aplicamos agora a Desigualdade de Poincaré, segundo a qual existe
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ko > 0 tal que

llullz2() < kol VullL2(o)- (2.12)

6 0
Defina 3 := minq -, 5 ¢ € 7 := ||[W/|| L (q). Portanto,
2’ 2k2

Blulye = B [lulZam + IVullZae)]
0
< BRIIVulia) + 51Vullia)
0 0
<

Blu, u] +7HU||2L2(Q)-

Teorema 2.2.1. Seja u,, definida pela expressio (2.7). Existe uma

constante C', dependendo somente den, Q, T e W, tal que

oBAx [ (8] 2() + 1wmllL2(0,7:12 ()

w22 0,05 -12)) < Cllgllza @) (2.13)
para todo m inteiro positivo.

Demonstracdo. A demonstragao serd feita em trés etapas.

Etapa 1. Temos que

(dum’ um) + B[unu um] =0 (214)



quase sempre em [0, T]. De fato, por (2.8), para cada j € {1,2,...,m},

du,,
L2(Q)

du,,

= (dtagmjwj> + BWn, gmjw;]
L2(Q)

du7rl m m

= dt azgﬂljwj +B umazgmjwj s
Jj=1 LQ(Q) Jj=1

justificando (2.14).

d (1
% (3lunlie

Note que:

_d 1

Cdt 2

= / ——u,,dzr

_ um ) , (2.15)
(@)

quase sempre em [0, 7.
Além disto, pela Proposigao 2.2.1, item (ii), existem 3 > 0e v > 0,

tais que
mlumH%{(}(Q) < Blup,, un) +'7||umH%2(Q)- (2.16)
Usando (2.14)-(2.16), resulta a desigualdade

d d
gimnlia@) < (lumlae) + 260l o)

IN

d m
< 2( - ,um> + 2B[uy, up]
dt L2(9)

+ 29[l F2i0) = 2l wnll72 () (2.17)

vélida quase sempre em [0, 7.
Defina n(t) := ||um(t)||%2(ﬂ). Por (2.17), temos que 7' (t) < 2yn(t),

para t quase sempre em [0,7]. Usando a Desigualdade de Gronwall,
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Teorema 1.6.4, item (i),

n(t) < elo 27 dsp(0) = 271p(0),Y t € [0, T. (2.18)

Pelas propriedades da base Hilbertiana, ver Secao 1.2,

2

10) = () = ngk dx
m 2
= / Z(gawk)LZ(Q)wk dx
@ k=1
< [ loldo = lalite, (219)
Pelas desigualdades (2.18) e (2.19), segue que
I ()12 () < e llgllZz0): ¥ t € 10,T]. (2.20)

Defina Cl = E’YT. Entéo, ||um(t)||L2(Q) < Ol||g||L2(Q)7 Vite [O,T}

Portanto,

max [[un(®)lzo) < Calglleao): (2.21)

Etapa 2. Pela desigualdade (2.17), quase sempre em [0, T,

1 d
Il ) < Glomlio) = 555 (lomliaw) - (222)

Além disto, pela (2.19),

/OT ;t (HumHL2(Q)> dt

I (D) Z2) = Tam (01220

v

/Q [ (T) Pz — ]2y (2:23)
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Por (2.21)-(2.23), segue que:

T
ol o = | Ty ot

T T
gl 2 L d 2
< — m dt— m dt
7A BHU ||L2(Q) A Qﬁ dt <||u ||L2(Q)>

T T
2 2 _[ 14 2
< [ 3 (e I Ol )= [ 555 (ol

Y ~2 2 1 2 1 2
<T-— - — m(T)|*d —
< T5CR gl 2ﬁ/ﬂwu (T)Pde + 55130,
<(r2c2y L gl (2.24)
>~ ﬂ 1 2/6 g L2(Q) .

Y
B

[l 220,71 () < CallgllLz(a)- (2.25)

1
1\ 2
Defina C5 := <T o? + Qﬁ> . Temos que:

Etapa 3. A priori, para cada t € [0,T], considere u,, € H~(Q),

u,, =u,, (un,t) e

duy,
W u) = [y Y u € HHQ) (2.26)

como em (2.4). Em seguida, fixe v € H{ (), [vll10) < Lev=vituvs,
onde vy € span{fwi i, e (wg,v2)r2(0) =0,V k€ {1,2,...,m}. Como

as fungdes wy, sdo ortogonais em H}(Q),

il ) < IvllEp@) < 1. (2.27)

Seguindo o mesmo raciocinio usado para deduzir (2.14), temos que:

<dum,v1) + Blup,v1] = 0 (2.28)
dt L2(@)
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e, além disto,

(dum , U2> — 0 (2.29)
a7/ e

para t quase sempre em [0, 7.

Assim, usando (2.26), (2.28) e (2.29), temos que:

< dt ’ )
(dum ) N (dum )
= , U y U2
dt @ \dt ) g

(w,,,v) =

duy,
u ) — _Blup,v] (2.30)
) )

quase sempre em [0, T].

Pela Proposigao 2.2.1, item (i), existe o > 0 tal que:

| Bl 01| < al[tmll 3o llor ][ g @) (2.31)

Desta maneira, usando (2.27), (2.30) e (2.31), temos que

(w0, 0)| = [ Blum, vi]] < olfum |l ()
quase sempre em [0, 7).

Em especial,

[ 1) = sup {[{ug,, v);0 € Hy(Q), vl (o) < 1}

IN

allam || iy @)- (2.32)

Integrando (2.32) sobre [0, T] e usando (2.25),

T
I a0y = / [ 12

T
0!2/0 w7 0yt

< 2C3lgll7z ()

IN

A



ou seja,
w220, -1 ) < CsllgllLzco) (2.33)

onde C3 := a(Cs.

Das desigualdades (2.21), (2.25) e (2.33) se conclui a prova.

2.3 Existéncia de Solugao

Para W € L>(2) e g € L?(£2), mostraremos no decorrer desta segao
que o problema (2.1) admite uma solugéo fraca.

Do Teorema 2.2.1, segue que {u,, }men é limitada em L?(0,T; HE (2))
e {u/ }men é limitada em L2(0,T; H1(Q2)). Pela reflexividade dos
espagos de Banach L%(0,T; H}(Q)) e L?(0,T; H~(Q)) e pelo Teo-
rema 1.2.5, existe uma subsequéncia {um, hien C {Wm}men € fungoes

ue L2(0,T; H (Q)) e w € L2(0,T; H-1(Q)), tais que

T uem L2(07T; H&(Q))
w,, —uem L*(0,T; H1(Q)).

Upm,

(2.34)

Em espagos de Banach reflexivos, pelo item (vi) da Proposigio 1.2.2,

convergéncia fraca e convergéncia fraco-x sao equivalentes. Por isto,
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@ = u’. De fato, tomando a funcio ¢ € C3(0,T) e w € H (),

T T
/ (@,ow) dt = lim [ (u,,ow) dt
0 =00 Jo
T
= llim —(Wy,, p'w) dt
—0o0 Jo

T
= —/0 (u, p'w) dt. (2.35)

Fixe N, um inteiro nao-negativo, e seja v € C1([0,T]; H}(Q2)) da
forma
N
v(t) = Y dk(twr, (2:36)
k=1
onde {dj}_, constitui um conjunto de fungdes regulares sobre [0, 7.
Considere também m > N. Para cada j € {1,2,...,m}, pelo Método
de Galerkin,

du,, )
—= w; + Blup,w;] =0,
( dt ") 2o !

quase sempre em [0, 7], do que segue

du
0 = < — d; > + Bluy,, d;wj]
dt L2(Q) eV}
o X N
= Tm,ZdJ’wj + B um,Zdjwj
j=1 LQ(Q) j=1
d m
= u ,v> + Bluy,, v |
) e
= (u,,v)+ Blupy, V]| (2.37)

quase sempre em [0, 7.

Em seguida, integra-se (2.37) sobre [0, T
T
/ {(u},,,v) + Bluy,, v|}dt = 0. (2.38)
0
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Faga m := m;. Novamente usando a equivaléncia entre convergéncia
fraca e convergéncia fraco-x no espaco de Banach L2(0,T; H 1(Q)),

vemos que, quase sempre em [0, 7,

(u), ,v) — (u',v). (2.39)

my )

Para v fixo, a forma B[+, v] pode ser interpretada como um funcional
linear sobre H (). Na verdade, pela estimativa (2.11), B[-,v] é um
funcional linear limitado sobre Hg (). Devido & convergéncia fraca em

L?(0,T; H}(Q)), também constatamos que

T T
/0 Blum, v] dt —>/0 Blu,v] dt. (2.40)

Em (2.38), escolha m := m,. Devido aos resultados (2.39) e (2.40),

no limite [ — oo, temos que:

T T
O:/O <uml,v>+B[uml,v] dt—>/0 (W', v) + Blu,v] dt. (2.41)

Como as funcgdes v definidas em (2.36) sao densas em L2(0,T; H}(Q)),
segue que a relagao (2.41) é valida qualquer que sejav € L?(0,T; H (2)).

Consequentemente, quase sempre em [O7 T]7 temos que
(u’,v) + Blu,v] =0 (2.42)

para cada v € H}(Q). Notando que u € L?(0,T; H}(Q)) e também que

a funcdo u’ € L?(0,T; H-(Q)), pelo Teorema 1.5.1, conclufmos que

u e C([0,7]; L3(2)). Em seguida, demonstra-se que u(0) = g.
Suponha que v € C1([0,T]; Hi (Q)) e v(T) = 0.
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Inicialmente, note que:
T T
/ (W) dt = (@), v(T)) 10 — ((0),v(0) () — / v/, ) dt
0 0
T
_ /O — (v ) dt — (u(0), v(0)) 2 (c). (2.43)

para cada v nas condicoes acima e onde v’ é, para cada t no intervalo
[0,7], um funcional linear sobre H{(£2) associado & derivada fraca da
fungao v.

De (2.41) e (2.43), obtemos:

T
/0 {=(v',u) + Blu,v]} dt = (u(0),v(0))2(q) (2.44)

e, como nas condicoes (2.43) e (2.44),

T
/0{—<v’,um>+3[um,v]} dt = (W (0),v(0)) oy (2.45)

Também notamos, pelas propriedades da base Hilbertiana, que

u,(0) = ngj(o)wj

<.
Il
—

[
INgE

(9, wj)L2@@wj — Z 9, wj)r2()w; = g. (2.46)

j=1 j=1
Defina m := m;. Tomando (2.45) e (2.46), no limite m — oo,
resulta:
T
/ (v w) + Blu,v]} dt = (g, v(0)) (e (2.47)
0

De (2.44) e (2.47) temos que (u(0),v(0))r2) = (9,v(0))r2()-
Como v(0) é arbitrario, concluimos que u(0) = g. Portanto, para

g € L?(Q), o problema (2.1) admite solugao fraca.
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2.4 Unicidade de Solucao

A solugao fraca do problema de valor inicial e de fronteira (2.1), cuja
existéncia foi demonstrada na secao anterior, é inica. Para demonstrar
isto, suponha que as fungoes u; e uy sdo solucoes fracas do problema

em questao. Desta forma,

u; € L?(0,T; H} () e uy e L*0,T; H1(Q))
(u},v) + Bluy,v] = 0, ¢g.s.em [0,T], Vv e HQ)
w(0) = g

up € L?(0,T; HY () e uhe L*0,T; H-1(Q))
(uh,v) + Blug,v] = 0, ¢.s.em [0,T], Vv € HQ)

UQ(O) = g.

Defina w := u; — uy. Note que w é solucao fraca para o problema:

%V:Awwm)w L (z,t) €Q % (0,77,
w(z,0)=0 , zeQ.
w(z,t)=0 , (z,t) €9Qx[0,T].

De fato,
e W=1u; —Uus € L2(O7T'7 H&(Q))
o w =uj —u)e L0, T; H-1(Q)).

o (W, v) + Blw,v] = ((u},v) + Blui,v]) — ((u3,v) + Blua, v]) =0,
quase sempre em [0, 7], V v € Hg ().
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e w(0)=u;(0) —uz(0)=9g—9g=0

(Pois, w(0) := w(z,0), V z € Q).

Se demonstrarmos que w = 0 isto implicard que u; = us.
Vimos acima que (w’,v) + B[w,v] = 0,V v € H}(Q2), quase sempre

em [0,7]. Em particular,
(w',w) + Blw,w]| =0, (2.48)

quase sempre em [0, 7.

De forma similar a (2.15), observamos que

d <1 5 dw ,
—{ =||w]|32 ) = <,w> =(w',w) (2.49)
dr \2"" O t’ ") 1o

quase sempre em [0,7]. Além disto, sobre este mesmo dominio, pela

Proposicao 2.2.1, item (ii), existem 3 > 0 e v > 0, tais que

Blw,w] > B|[wl7s ) = VIWlliz ) = =7 IWlL: ) (2.50)

De (2.48)-(2.50),

d (1
& (3191 ) = W = ~Blw w] < allwlao
quase sempre em [0, 7.

Em especial,

d

= (w30 ) < 27IWl320) (2.51)

quase sempre em [0, 7).

Defina 7(t) := ||w(t)H%2(Q). De (2.51), observamos que:

n'(t) < 2yn(t), (2.52)
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quase sempre em [0, 7.
Aplicando a Desigualdade de Gronwall, Teorema 1.6.4, item (i), em

(2.52) temos que
n(t) < elo 21450y < e2Ty(0), V t € [0,T). (2.53)
Por fim, (2.53) garante que:
0 < [wW(B)lIF2(q) < e IW(0)|I72(q) = €T -0 =0,

V¢ € [0,7T]. Logo, w = 0. Portanto, o problema de valor inicial e de

fronteira (2.1), para g € L?(2), admite uma tnica solucio fraca.

2.5 Regularidade

Impondo condigoes adicionais sobre a funcao g caracterizada no
problema (2.1) e também sobre a fronteira de 2, é possivel concluir
intimeras propriedades relevantes com relagao ao comportamento de sua
solucao. Nesta se¢ao, apresentaremos alguns teoremas que descrevem

a regularidade destas solugoes fracas.

Teorema 2.5.1. Suponha que o conjunto aberto @ C R™ possui fron-
teira de classe C2, g € HY(Q), e a fungdo uw € L%(0,T; H}(?)), com
w € L?(0,T; H1(Q)), € a solugdo fraca do problema (2.1). Entdo,

we L2(0,T; H*(Q)) N L>(0,T; Hy (Q)), (2.54)

o € L*(0,T; L*()). (2.55)
Além disto,

sup ess || u(t)| my () + |l 0,m:m2(0)
0<t<T

| £20,7:222)) < Cllgllag o (2.56)
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onde a constante C depende de Q, n, T e W.

Demonstracdo. Fixe m € N. Por método similar aquele empregado
para deduzir (2.14), segue que

(dum du,,

du,,
—_— Blu,, —| = 2.
i >L2(Q)+ [u } 0 (2.57)

dt

quase sempre em [0, 7.

Defina a forma bilinear auxiliar
Oou Ov
2.
/ LZ: ox; &TZ] N (2.58)
onde u,v € HE(Q2). Para u = v = u,,,
d (1 d (1
o < A[um,um]> = — <2 / Vu,, - Vu,, d:c>
/ vu,, -V (dum> dx

du
= Aluy,, —2|. 2.59
5 (2.50)
De (2.57) e (2.59) segue que, quase sempre em [0, 7],
2
0 - |[dum LB {umdum}
dt |20 dt
du,, ||? du,, du,,
_ m +/Vum~V<u> /V[/umu
du,, ||? d (1 du,,
= |G + = (A[um,um]) f/ Wuy,,—— U g
dt ||peqy dt
e, por consequéncia,
du,, ||? d (1 du,
m + — fA[um,um] = /WumL dx
dt ||y di dt
du,,
< Wl [ ol |25 a
(2.60)
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Tome € > 0. Note que, pelo Corolario 1.6.1,

du,, 1 du,, \°
/|um| W ge < = u?, dm+e/ W) e
Q dt 46 Q 0 dt

2

1 du
< —lu,l? — 2.61
< el e Lo
quase sempre em [0, 7.
W% @)
Suponha que [|[W{| L (qy > 0. Defina as constantes Cy := —

e €:= €|W| pe()-

Reunindo as desigualdades (2.60) e (2.61), deduzimos o seguinte:

2
1

‘ du,, + a (A[umaum]>
Ly dE\2

dt

1 du 2
< HW”LOO(Q) <46||u7n||§‘lé(9) Te dtm 2( ))
L2(Q
Cy 2 || dun |
<%a e, alm, 2.62
=z ||11 ||H0(Q) Te dt L2(Q) ( )

quase sempre em [0, 7.
Supondo [|[W ||z ) = 0, a desigualdade (2.62) ¢é valida para quais-
quer constantes Cy, € > 0.

1
Escolhendo €, de forma que € = ok por (2.62), obtemos que

1
2
quase sempre em [0, 7]. Equivalentemente,

Seja s € [0,T]. De (2.63) e (2.25), segue que:

2

d

dunL 1 2
# g (A} < 20wl

dt

L3(Q)

2
du,,

dt

d
n A msy Um < 4 m 2 . 2.
oy i Al S ACu ) 20)

s d T
/0 at (Aluy,, up,])dt < /0 4C4||um‘|§{3(g) dt < 402204”9”%15(9)
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e, assim,

sup_ess Al (8), W (t)] — Al (0), wn (0)] < 4C3C4]|g] 3 (o)-
0<t<T

(2.64)
Analogamente,
T 2
du
. dt < 4AC3C||g)|%1 0 - (2.65)
/0 dt |2 ’ Ho ()
Assim como (2.19), podemos notar que
am (0] 72 ) < 9]l 2 (0)- (2.66)
Associando os resultados (2.64)-(2.66), temos que:
T 2
dup,
/ Mm dt + sup ess Alu,(t), um(?))
0 dt L2(Q) 0<t<T
< Al (0), un (0)] +8C3Cullgl 31
< Hum(O)H?qg(Q) + 802204“9”%3(9)
< N9l 62y + 8C3CallglF 2y (2.67)
ou seja,
du,,
| % < G lgllny o (2.68)
L2(0,T;L2(2))

onde Cs := (1 + 8C2Cy)z.
Considere
{um, hien C {umbmen
a sequéncia usada no inicio da Se¢ao 2.3. Por (2.34), u/,, — u’ em
L2(0,T; H~*(£2)). Pela expressao (2.68), {u},, }ien ¢ uma sequéncia li-

mitada no espago L?(0,T; L?(2)). Portanto, pelo Teorema 1.2.5, existe
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- / , L
uma subsequéncia {umlk}keN C {u,, hien e uma funcio v tal que

u/

mlk

L?(Q) — H~1(Q), temos que u,, — Vem L?(0,T; H-1(Q)). Logo,
pela unicidade do limite fraco, u’ = v em L2(0,T; H~1(2)).

— v em L%(0,T; L*()). Usando a imersdo continua de Sobolev

Desta forma, no limite K — oo, observamos que:

u = %‘: € L*(0,T; L*(9)), (2.69)

provando (2.55). Além disto,

1l 20,7 12(0)) < Csllgll g () (2.70)

Reunindo os resultados (2.21) e (2.67),

s (Jn (o + Al (1), (1)

< CHlgllzz ) + C3llglln oy

ou seja,

Sup €ss Hum(t)H?{%(Q) < CﬁzHgHijé(Q): (2.71)
0<t<T

1
onde Cg := (C? + C2)=.
Considerando a sequéncia {umlk }ren como acima e tomando o li-

mite k — oo, de (2.71),

uc L>(0,T; Hy (Q)) (2.72)

sup _ess [[u(t)|mi o) < Collglla () (2.73)
0<t<T

Como u caracteriza uma solugéo fraca do problema (2.1),
Blu,v] = <_ulvv> = (_ulvv)L2(Q)7 Vve Hol(Q)
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quase sempre em [0,7]. Como w’'(t) € L?(f2), para t quase sempre em
[0, T, pelo Teorema 1.7.2 obtemos que u(t) € H%(Q). Também, pelo

Teorema 1.7.2, existe uma constante C; > 0, tal que
[ullz2(0) < Cr (0]l 22(0) + [lullL2@)

quase sempre em [0, T]. Desta forma,

T
2
12 0.rmsca) < / C2 (Il + lull o) dt

T T
<207 </0 0’1220y dt+/0 [ullZ:q) dt)

T
<207 |0 |22 (0 7,220 +2C$/ sup _ess [[u(t)]|72(q) dt
0 0<t<T

< 203C3 1913 0y + 265 C3T 1913 (0
ou seja,

||u||2L2(07T;H2(Q)) < 082“.9“%{01(9)7 (2.74)

onde Cy := /2(C2 + C2T)2C;. Por (2.74),

[ullz20,m:m2(0)) < Csllgllmy (o) (2.75)

Esta tultima desigualdade nos mostra que

uc L?(0,T; H*()). (2.76)

Os resultados (2.72) e (2.76) provam (2.54) e as estimativas (2.70),
(2.73) e (2.75) provam (2.56).
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Para g € H?(f2), tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.5.2. Se, nas hipdteses do Teorema 2.5.1, supormos que

g € H*(Q), entdo:

ue L*(0,T; H*(Q)), (2.77)
o € L°(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H} (Q)), (2.78)
u’' € L?(0,T; H1(Q)), (2.79)

sup_ess (|[u(t)l|m2@) + 1w/ ()l r20) + 191 L2 0,713 (2))
0<t<T
w2071 < Cllgllaz(), (2.80)

onde a constante C depende somente de ), T, W e n.

Demonstragao. Ref. [14], pg. 361-364. O

Teorema 2.5.3. Seja p um inteiro nao-negativo. Suponha g € H?P+1(Q),
W e C?**Y(Q), e uw € L2(0,T; H(Q)), com ' € L*(0,T; H1(Q)), é

a solucdo fraca do problema de valor inicial e de fronteira

%:AU+W(x)u () € Qx (0,7].
u(z,0) =g(xz) , =€

u(z,t) =0 , (x,t) € 90 x[0,T].

Suponha que O é de classe C?PT2. Suponha também a condicdo de
compatibilidade de p-ésima ordem:
g0 =g € Hy(Q), g1 := Ago+ Wgo € Hy(),...,

9p = Dgp—1 +Wg,—1 € Hy(9). (2.81)

60



Entao,

dFu )
7 € L0, T; H¥*272(Q)), V k€ {0,1,2,...,p+1}  (2.82)
€
dFu
i < Cligll a2+ (), (2.83)
L2(0,T; H2r+2-2k(Q))

onde a constante C depende de p, Q, T, W e n.

Demonstra¢ao. Por inducao, ao longo da qual empregamos a mesma
letra C' para denotar distintas constantes positivas.
No caso p = 0, o resultado é valido pelo Teorema 2.5.1. Suponha

que o teorema seja valido para p inteiro nao-negativo. Imponha as
condigoes: g € H?H3(Q), W € O?P3(Q), 99 ¢é de classe C?*4 e a

condicao de compatibilidade de (p 4 1)-ésima ordem é vélida:

go:=g€ H&(Q)7 g1 :=Ago+Wgo € H&(Q% cee

o1 = Agy + Wg, € Hy(Q).

Queremos mostrar que o teorema vale para p + 1.

Denote 1 = u’. Temos que
(W', v) + Blu,v] =0, Y v € Hy(Q), (2.84)
quase sempre em [0,7]. Derivando (2.84) em relacdo a t, obtemos
(@, v) + B[a,v] =0, Vv € H}(Q).

Também temos que 1 € a Unica solugao fraca para o problema

Do Aa+W@)a , (z,8) € Qx(0,T).
W(z,0) = g(z) , zeQ
0

Az, t) =0 , (z.t)€dQx[0,T].
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Lembramos que § := Ag+Wg € HE(2). Além disto, pelo Teorema
2.5.2, u € L*(0,T; H} (2)), com &' € L?(0,T; H1(Q)).

O fato de g satisfazer a condi¢ao de compatibilidade de (p+1)-ésima
ordem implica que g satisfaz a condicdo de compatibilidade de p-ésima

ordem. Usando a hipétese de indugao, segue que

4"
?;1 € L0, T; H2p+2—2k(Q)), Vke{0,1,2,...,p+1}
€
p+1 ko~
d*ua i
Z ﬁ SCHgHH2P+1(Q).
k=0 Lz((),T;H2P+272k(Q))

Como 11 = v/, entao:

dk
dT:: € L2(07T;H2p+4—2k(9))7 Vke{l,2,...,p+2}
e
p+2 dk
Z W S C||§||H2P+1(Q)
k=1 L2(0,T;H2r+4-2k(Q))
<C [||A9HH2P+1(Q) + ||W||LOO(Q)H9HHQP+1(Q):|
< C {llgllazrrsi) + lgllaz@)]
ou seja,
p+2 k
d*u
Z dtk < C||9HH2p+3(Q). (2.85)
k=1 Lz(O,T;H2P+472k(Q))

d
Por (2.85), notamos que u’ := d—ltl € L*(0,T; H***2(Q)). Assim,
quase sempre em [0, 7], '(t) € H?P+2(Q).
Defina L := —A — W, um operador diferencial eliptico de segunda

ordem. De (2.1) notamos que
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Lu=—-u em Q

u=0 sobre 09

quase sempre em [0, 7.
Lembrando que 992 é C?P™* pelo Teorema 1.7.3, temos que, quase

sempre em [0, 7], u € H*#T(Q) e

[l 2o+ () < C (0| g2os2e0) + [all2(0)) - (2.86)

Integramos (2.86) sobre [0, T]. Usando o Teorema 2.5.1 e o resultado
(2.85),

T
2
[a2e0 sy < C / (1 oz + lullzzy)? de

< C (||u/||2L2(07T;H2P+2(Q)) + HUH%Z(O,T;LZ(Q))>
< C (Hu/”%2(0,T;H2P+2(Q)) + Hu||2L2(o,T;H2(Q)))
< C (I9lBprrsey + 9l )

< Ollgllirzres oy

Assim,

ue L0, T; H#T-20(Q)),

lall 22,720 +4()) < Cligllazes (o)

e consequentemente,

p+2

dFu
E o < Cllgll z2r+3(02),
= L2(0,7; 242k (Q))

o que completa a demonstragao.
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Teorema 2.5.4. Seja Q2 um aberto e limitado de R™, com 982 de classe

C*>. Suponha g € C*°(Q2) e W € C*(2). O problema de valor inicial

e de fronteira

%; =Au+W(z)u , (z,t)€Qx(0,T]
u(z,0) =g(x) , z€Q (2.87)
w(z,t)=0 , (z,t) €002 x]0,T]

tem uma solucdo u € C=(Q x [0,T)) e ela é inica.

Demonstragao. Pelos resultados das secoes anteriores, existe uma tnica
fungao u € L%(0,T; HE (2)), com v’ € L2(0,T; H=1(£2)), que soluciona
fracamente o problema (2.87).

Note que as defini¢oes de g e W garantem que a condi¢ao de compa-
tibilidade de p-ésima ordem, dada por (2.81) no enunciado do Teorema
2.5.3, é atendida para qualquer que seja o inteiro nao-negativo p.

Como 012 é de classe C*°, aplicamos o Teorema 2.5.3 indefinida-
mente para p = 0,1,2,... Associando o Teorema 1.5.2 ao Teorema
1.4.2, conclufmos que u € C*(Q x [0,77).

A unicidade da solucdo é consequéncia imediata da unicidade de

solugao fraca.

2.6 Principio Fraco do Maximo

Nesta segdo, denotamos 2 C R™ um conjunto aberto e limitado.

Para facilitar a apresentacao das informagcéGes, definimos:
o Qr :=Q x (0,7,
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e Qr:=0x[0,T]e

o T = Qr — Qp = (90 x [0,T]) U (Q x {t = 0}).

Teorema 2.6.1 (Principio Fraco do Mdximo). Sejam W funcao limi-

tada em Q, W <0, e u € C>1(Qr)NC(Qr). Se

u _ Au—Wu>0 (2.88)
ot
em Qr, entao,
minu > —maxu_, (2.89)
QT FT
onde u~ = —min{u, 0}.
Demonstracao.
Etapa 1. Suponha que
du —Au—Wu>0
ot

em Q1 e que
minu < —maxu’ .
QT FT
Por definicao, sabemos que u~ > 0. Segue que — max u <0, oque
T
implica minu < 0.
QT _
Entao, existe (zg,tg) € Qr tal que u(xg,tp) = minu < 0.
Qr
e Suponha que (zg,tg) € I'r. Assim,

u(zg,tp) = minu < —maxu~
QT 1—‘T

< —u (g, tg) = min{u(zo,tp),0} = u(xo, to).
Conclui-se que u(zg, tg) < u(zg, tp), um absurdo.
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e Suponha que (zg,ty) € Q.
Se 0 < tg < T, (xo,to) ¢ um ponto interior, entao,

%:OeAuzO.

Como W < 0, por hipdtese, e u(zg,ty) < 0, temos que

@—Au—WuSO
ot

em (xo,%p), 0 que contradiz a hipGtese bésica da etapa 1.

du

ot

Se to = T vemos ainda que, em (xq, to), < 0 e a contradicao

acima também ocorre.

Logo, minu > —maxu™ .
QT I‘T

Etapa 2. Suponha que

8—U'—Au—Wu:&
ot

Tome ¢ > 0. Defina a funcio auxiliar uc(x,t) = u(z,t) + et, para
(I,t) € QT. Em Qrp,

ou, ou
T —Aue—Wue—E—Au—Wu+(l—Wt)e>O.

Pela etapa 1,
minu, > —maxu, .
No limite e — 07,

minu > —maxu .
QT 1—‘T
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Teorema 2.6.2. Sejam W limitada em Q e u € C*Y(Qr) N C(Qr).
Se

Ju
— Au— > 2.
5 u—Wu>0 (2.90)

em Qp e >0 em Iy, entdo, u>0 em Q.

Demonstracao.
Etapa 1. Suponha que W < 0 em €. Pelo Teorema 2.6.1, temos que
minu > —maxu~ . A hipé6tese de que u > 0 em 'y garante que, sobre

Qr Irp _
esta regiao, u~ = 0. Logo, minu > 0. Isto implica que u > 0 sobre Q.
Qr

Etapa 2. Suponha que W > 0 em alguma regido de Q. Portanto,
existe A < 0 tal que A < —|W| sobre Q. Agora, sobre Qr, defina
v := eMu. Daf, v € C21(Qr) N C(Qr) e u = ve™*. Substituindo na

desigualdade (2.90), resulta

0< %; —Au—Wu= e_/\t@ — e My — e MAY — e MW,

ou seja, em 1y,

%—Av—(W—F/\)vZO.

Note que W + A < 0 em Q. Pelo Teorema 2.6.1,
minv > —maxuv .
QT FT

My, entdo, v > 0 em I'z. Da etapa 1, segue

Comou>0emI'rev=c¢
que v > 0 sobre Q7. Da definicao de v, conclufmos que u > 0 sobre a
regiao Q.
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Segue dos Teoremas 2.5.4 e 2.6.2, considerando-se a igualdade em

(2.90), o seguinte:

Teorema 2.6.3. Seja R > 0, um numero real firo. Tome o conjunto
QO = Br = {z € R";|z| < R}. Suponha W € C*(R"™). Suponha
g € C®(Q) e que g >0 em Q. O problema de valor inicial e de

fronteira

Ou =Au+W(z)u , (z,t)€Qx(0,T]

at
u(x,0) =g(x) , zef (2.91)
w(@,t) =0 , (x,t) €92 x[0,T]

tem uma tinica solu¢do u € C(Qr) e u > 0 sobre Q.

O Teorema 2.6.3 também ¢é vélido quando enunciado sob um con-
texto mais geral, ou seja, no caso em que 2 C R™ é aberto, limitado,

apresentando fronteira de classe C'*°.
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Capitulo 3

Equacao do Calor com
Potencial Singular:

Existéncia de Solucao

3.1 Solucao Generalizada

Seja N € N, de forma que N > 3 e T > 0, um numero real fixo.

Considere o problema de Cauchy:

ou
—=A z,t) € RN T
T ut+V(@)u , (x,t) € x (0,T) (3.1)
u(z,0) =ug(z) , zeRN
com fun¢ao potencial singular da forma
A
) = — 2
V()= (32)
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para cada z € RV, onde A é um real positivo. O termo singular refere-se
ao fato de que V. — oo se z — 0.

O objetivo deste capitulo é provar a existéncia de solugao generali-
zada do problema de Cauchy (3.1)-(3.2).

A definicao de solugao generalizada é a seguinte:

Definicao 3.1.1 (Solugao Generalizada). Suponha que ug € L} (RY).

loc

Uma fungdo u € C([0,T); L} (RN)) € solugdo generalizada do pro-

loc

blema de Cauchy (3.1)-(3.2) se Vu € L}, (RN x (0,T)) e

loc

/0 /]RNu <6t +A¢+V¢> dx dt—&—/RN uo(x)é(z,0) dx

2/ w(z, 7)o(x, 7) d, (3.3)
RN

para toda ¢ € CC (RN x [0,T]) e0<7<T.

Vamos fixar desde ja a notagdo a ser empregada neste capitulo.

Sejam R e p numeros reais estritamente positivos. Denotamos:

e Brp={reRY: |z| < R}

Br={zeRY: |z|<R}.

OB = {z € RN : |z| = R}.

A,p={r eRY: p<|z| <R}

DR,T = 37]{ X (O,T)

o Sp=RY x (0,7).

70



Para obter a existéncia de solucao generalizada do problema de
Cauchy (3.1)-(3.2), trabalhamos com uma familia de aproximacgoes do

problema original definidas sobre regioes limitadas.

Definicao 3.1.2. Seja {V, }nen uma familia de potenciais satisfazendo

as sequintes condicoes:

Vi € COO(RN) y VneN.
0<Vo(2) < Vopa(z) <V(z) , YVeeRY , VneN  (3.4)
A .
Para cada n € N e R > 0, fizados, indicamos por (P, r) ao problema

de valor inicial e de fronteira:

% =Au+V,(z)u , (z,t) € Drr.
(Pn,r) u(r,0) =uo(z) , € Bg. (3.5)

u(z,t) =0 , (x,t) € 9Br x (0,7).

Definigao 3.1.3. Suponhaug € L*(Bgr). A funciou € C([0,T); L*(Bgr))
€ uma solucdo generalizada do problema de valor inicial e de fronteira
(P,.r) se, para cada T € [0,T) e para cada fungdo ¢ € C*°(Dgr), tal
que ¢ > 0 e, p(x,t) =0 sobre OBr x (0,T), u satisfaz a relagdo

/BR u(x, 7)¢(z,7) dm—/ uo(z)p(,0) dx

Br
—// u <8¢+A¢+Vn¢) dz dt = 0. (3.6)
Dn.» ot
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Toda solugdo classica do problema (P, g) é, em particular, uma
solugao generalizada para este problema.
Seja @ uma solucdo de (P, g). Entao, em Dg p,

ou -
i AG— V= 0. (3.7)

Multiplicamos a equagao (3.7) por uma fungio-teste ¢, que atende
as condigoes dadas na Defini¢ao 3.1.3. Em seguida, a integramos sobre

a regido Dpg , onde 7 € [0,T). Usando o Teorema de Fubini, ver ref.

//D[ M)~ Vo] do dt
/BR { O %aﬁ dt} dg;_/OT UBR(MW dx} it
- /0 ' /B Vaiid da . (3.8)

Considerando a expressdo (3.8) e usando de integragdo por partes,

[26], obtemos:

0

da Férmula de Green, Teorema 1.6.6, item (iii), e do Teorema de Fubini,

notamos que:

0 = /BR w(z, 7)oz, T) dx—/BR w(x,0)¢(x,0) dx

— / /ﬁ?dtdm—// uA¢ dx dt
BR 0 t 0 BR

- // Voo dx dt
0 JBgr

- /BR i(x, 7)p(x, ) dx—/BR uo(z)¢(z,0) da

N // (a(ZS Y AG+ Vngb) dz dt. (3.9)
.\ 0t
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Definicao 3.1.4. Se, para as mesmas condi¢oes da Defini¢do 3.1.3, u

satisfaz

/ u(z, 7)oz, 7) do — /BR uo(z)p(z,0) dx

// ( + Ag + ans) dx dt >0, (3.10)
Drg, -

entio, u € chamada de uma supersolu¢do do problema (P, r). Se u

satisfaz

/ (e r)o(e.7) do = | up(a)o(r,0)

// ( + Ag + ans) dx dt <0, (3.11)
Drg,+

entao, u € chamada de uma subsolugcao do problema considerado.

Nosso objetivo neste capitulo consiste em demonstrar a parte de

existéncia do seguinte teorema:

(N —2)?
Teorema 3.1.1. Tome 0 < A < \* := — Suponha que a

condi¢do inicial satisfaz
luo(z)| < klz|*e*’, vV 2 e RY, (3.12)
onde ¢ e k sao constantes estritamente positivas e

—N+2— N —2)2 — 4\ —N+24+ /(N —=2)2 -4\
+ (2 ) <a< Tt (2 ) .

(3.13)

Entao, existe uma unica u solucao generalizada do problema de Cauchy

(8.1)-(3.2) tal que
u(z,t)| < Kl|z|*eClel, (3.14)
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1
Y (z,t) € St,, para 0 < Tp < e C e K constantes positivas.
c
A prova da unicidade deste Teorema serd feita no capitulo 4.
3.2 Resultados Preliminares

Nesta segao, estabelecemos alguns resultados relevantes para de-
monstrar a existéncia de solugao generalizada para o problema de Cauchy
(3.1)-(3.2) a ser feita no decorrer da segao seguinte.

Consideramos n € N e R > 0. Tomamos V como em (3.2) e

V,, € C>(RY) atendendo as condigdes dadas por (3.4).

(N —2)?
Lema 3.2.1. Tome 0 < X\ < \* = — Suponha o, de forma
que
_N1+9_ 92 _ _ 92 _
+ (N —2) 4>\<a§ N+24+ /(N —-2) 4)\.
2 2
(3.15)

Entao, a + N —2 > 0.

Demonstra¢ao. Por contradicao, supor que exista a atendendo a condigao

(3.15) tal que o + N —2 < 0. E evidente que o + N < 2. Dal,

~N+2-/(N—-22—4x

[

N +2— /(N —2)2 —4)
= + ( ) < a+N <2

[\]
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Assim, usando a definicdo de A e o fato de que N > 3,

N+2—/(N-2)2—-4)\ < 4 =
= N-2 < (N—-2)2—-4\ =
= (N-2)?2 < (N-2)2-4)\ =

= A < 0,

o que contradiz o fato de que A > 0. Logo, « + N — 2 > 0.
|

Também notamos que se « atende a condigao (3.15), entao, a < 0.

N —2)?
Lema 3.2.2. Seja 0 < A < \* = % Suponha que existam
constantes k,c > 0, tal que
luo(z)| < klz|*e*’ | vV 2 e RV, (3.16)

onde o atende a condi¢do (3.15) do Lema 3.2.1.
Seja T1 um numero real fizo, tal que

1
T —. 1
0<T < P (3.17)

Seja ¢, uma funcdo definida para (x,t) € RN x [0,T1), tal que

2
C(x,t) := k|| (Ty — )P exp {4(1!—15)} ) (3.18)

1 k
onde 3 = —5(20[ +N) ek > e uma constante positiva. Entdo,
1

(i) |uo(z)| < ¢(2,0), V2 € RV,
(ii)V T e [O,Tl),/ (@, 7)| d < oo.

Br
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Demonstragio. (i) V z € RN,

2
luo(x)| < klz|oeel” < ky|2|oT] exp {'jf[} =((#,0).  (3.19)
1

(ii) Para cada 7 € [0,T}),

Fazendo a decomposicio dz = rVN~1dr dQ, resulta

R 2
— T, — el a+N-—1 T
/BRC(%T” dr = k(T — 1) wN/O r GXP{4(T1_T) dr,

onde wy é a drea da superficie da bola unitdria no RY com medida df).
Como a« + N — 1 > 1, Lema 3.2.1, obtemos que
R2
/BR |C(z,7)| do < ky(Th — 7)Pwn RN exp {‘l(ﬂ_ﬂ} < 00.

O Lema acima garante que, para cada 7 € [0,7%), ¢(-,7) € L}, .(RY).
Devido ao Lema 3.2.2, item (i), também garantimos que ug € L'(Bg),

pois,
R2
0< [ fo@lde< [ jotw.0) da:szﬁ(Tl)%NRHNexp{} < co.
BR BR 4T1

Consequentemente, ug € L}, (RY).

Lema 3.2.3. Seja ug nas condi¢ées do Lema 3.2.2. Entao, para cada

1
T e [0,—
! < 4c
persolucio do problema (P, gr), para qualquer n € N e R > 0, se

T e€[0,T1).

e k1 suficientemente grande, a funcdo ( € uma su-
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Demonstra¢do. Temos n € N e R > 0 fixos. Também fixamos 7, de
forma que 0 < 7 < T7, para T} fixo na proposta enunciada. Considera-
mos p, de maneira que 0 < p < % Além disto, tomamos a funcao-teste
¢ atendendo a Definigao 3.1.3, ou seja, ¢ € C*°(Dg 1, ), onde ¢ >0 e
¢(z,t) = 0 sobre 0Bg x (0,T1).

Defina:

I, = /AP,R C(x,T)p(x, T) dx/APYR uo(x)p(z,0) dx

= / / ¢ (‘% + A+ Vn¢> dz dt. (3.20)
Ay rx(0)  \Ot

Fazendo integragao por partes obtemos, para cada x € A, r, que

(3.21)

Além disto, para cada t € (0,7), notamos pela Férmula de Green,

Teorema 1.6.6, item (iii), que

_ 6 &
/AM CA¢ dv = /A/LR(AC)QS dz + [aAp,R {Can 877} ds,
(3.22)

—

0
onde —(-) := 7 - V() é a derivada direcional na dire¢do da normal

on

unitdria 77 externa a 0A, g.
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Em seguida, substituindo (3.21) e (3.22) em I, resulta:

+

_|_

/Ap,R (z,7)p(z,T) do — /AP,R uo(2)é(,0) da

/ C(x,7)op(x,T) da —|—/ ¢(x,0)p(x,0) dx
Apr

AP,R

/oT /SAP,R {¢g7€ —Cg?} ds dt
//Ap,Rx(o,T)(v — Vo)(¢ dx dt

// V(¢ dx dt.
Ap rx(0,7)

(3.23)

Apéds reorganizarmos os termos convenientemente, I, pode ser ex-

pressa na seguinte forma:

onde

I,:=5L + Iy + I3+ Iy,

~
iy
Il

//AP‘RX(OJ.) (gﬁ —AC— VC) ¢ dz dt,

&
|

//APYRX(OJ)(V = Vou)Co da dt

" )
- —= —(— 7 dS dt.
I4 /O ‘/é)Ap,R {¢8n Can} S dt
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Na sequéncia, analisamos cada integral I;,7 = 1,2, 3,4.
Seja (x,t) € (RY —{0}) x (0,T1). Por célculo direto, usando a
definigao de (,

0 z,t x|?

[a(e —2)+aN]  2a+ N ||?
Al = t .
= { 2T 1) AT 02
(3.30)
Para (z,t) € A, g x (0,7), dos resultados (3.29), (3.30) e das
definigoes de e V, segue que:

a¢ B |z|? g
&_AC_VC_C[ZL(Tlt)?_Tlt]
ala—2)+aN 2a+ N |z|?
‘C{ 2]? 275 — 1) 4<Tlt>2}‘vC
B 200+ N ala—2)+aN 200+ N A
_4[2(Tl—t>_ |=[2 _2<T1—t>_|x2}
. ala—2)+aN L _7i 9 B
-~ [ 7] = et + (Ve

(3.31)

Por consequéncia da condicdo (3.15) dada sobre «, tem-se a de-
sigualdade o + (N — 2)a + A < 0. Pelo fato de ¢ ser uma funcio real

estritamente positiva, conclui-se de (3.31) que

¢
5 ~AC-V(=0 (3.32)

sobre A, r x (0,7) e, consequentemente, I; > 0.
Também temos que Is > 0 e Is > 0 em vista da escolha de k;

suficientemente grande, do Lema 3.2.2 e da definigao de V,.
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Por 1ltimo, consideramos 1.
Observamos que 0A, r = 0B, U 0Bg. Da ref. [2], pg. 3061, temos
0 0
que — = —— sobre 9B, e

0
L -2y Br.
on or P70 or sobre 9Bk
Como ¢ = 0 sobre 0B x (0,7),

/ C det—// %quSdt
oBr O 0o JoB, or

¢
+ /0 . c ds dt. (3.33)

Como ¢ > 0 em Bg x [0,7] e ¢ = 0 em OBg x (0,7), segue que
?b < 0 em 0Bg x (0,7). Portanto, fC? >0 em 0Bg x (0,7). Por
r r

consequéncia,
—/ / Caﬁ ds dt > 0. (3.34)
o Jopr Or

Usando a estimativa do gradiente em coordenadas polares esféricas

do RY, onde 7 é a normal unitaria externa a Bg, temos que:

g 0 4 dt
9B, 67’

C(—7- V) dS dt

B,

< sw ol [ [ (veldsar
(z,t)€dB,x(0,7) 0 JoB,

< s K@MV~ (pp s won,  (3:35)

(z,t)€dB,x(0,7)

onde

waB, = anp™ 1, (3.36)

sendo que ap, constante positiva que depende apenas de N, é a érea

da superficie 0B,,.
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Notamos tembém que

2
a 14
sw )l = kgt sw (7= 0 e { s
(2,)€0B, % (0,7) | te(O,‘r)( 4Ty —t)
1
< k1p® sup (Th —t Bexp{},
! tE(O,T)( 1= 4T —¢)
(3.37)

1
pois,0<p§§<1.

Defina
Oy := ank Ty ||V sup (T —1)” ex gt
1:=ankiTy Lw(DR,Tl)te(OI’::_) ! P ATy —1t) )

Por (3.35)-(3.37), segue que

< Cypeth-L (3.38)

/OT . g (dedt

onde C7 nao depende de p.

Além disto,

/ / ¢> ds dt
oB,
/ / ok |z N T — t)Ppexp {W} ds dt
8B, 4Ty —t)

a+1 _ \B-1 || }
//dB |t (T - ) </>eXp{4(T1t) ds dt.

(3.39)
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Notamos que

r 2
o ak zaflT *tﬁ ex {m} dsS dt
| // e 0P oy )
|z

< k T a—lT_tﬁ {} dS dt
<|al 1/0 /aBPle (Ty — )" pexp 4(Ty —t)

2
3 P
< lalks T - & lwa su T tﬁexp{}
<lal Ty 6l o 0o, s (T2 =0)" 0 g

< Copth =2,

(3.40)

onde

1
:: _ - T —t)° T (-
Cy:=an(N — 2)kiT1|| 0| (DR,Tl)tesg)g)( 1—1) eXp{4(T1—t)}

Também,

[ ]ﬁlxla+1(T1—t)ﬁ_l¢eXp{W} as dt
o Jos, 2 4Ty —t)

E/T/ x|a+1(T1—t)ﬁ1¢>6Xp{|x|2} ds dt
2 Jo JoB, AT -1

k‘1 - p2
2 o ot T 1) AT, —t)
2 Lilléll e nr,)p™ won, sup (T =07 exp ) gy

IN

IA

Csp®tN

(3.41)

onde

i -1 !
= — co —1 AT _ 4 :
O = an G Tul0l=orry) sup (T =07 exp g gy

Os resultados acima obtidos implicam que
Ip Z _Clpa+N—1 _ C2pa+N—2 _ C«Spa+N (342)
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e, portanto, pelo Lema 3.2.1 tem-se

lim I, > 0. (3.43)

p—0t

Por consequéncia, vemos que:

0 < lim I,= C(x, )z, T) dx
p—0+ Br
¢
_ /BR ug(z)o(x,0) dx — //DR ¢ (at +A¢+ ans) dz dt,

(3.44)

provando que ¢ é uma supersolugdo do problema (P, r). Este resultado

¢é valido independentemente de n e R.

3.3 Existéncia de Solugao Generalizada

Nesta segao, vamos provar o Teorema 3.1.1, parte da existéncia.
Queremos mostrar que se |ug(z)| < klz|[*e"* v 2 € RV, onde ¢
e k sdo constantes estritamente positivas, entao, existe uma funcao u
satisfazendo a Definigao 3.1.1 no caso em que T' = Ty < i Além disto,
devemos mostrar que |u(z,t)| < K|z|*eCl=l | ¥ (2,t) € RN x (0,Tp),
onde C' e K sao constantes positivas a serem determinadas.

Para tal abordagem, consideramos 77, nimero real fixo, de forma
que Tp < Ty < i No decorrer da demonstragao, vamos considerar a
funcao ¢ para k; suficientemente grande e os resultados apresentados
nas secoes 3.1 e 3.2.

Inicialmente, supomos que ug > 0 em RY. O caso geral serd consi-

derado adiante.
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Para cada n € N, considere o problema (P, ),

%: =Au+Vy(z)u , (z,t) € Dpmy.
(Pnn) w(@,0) = upo(z) , x € By. (3.45)

u(z,t) =0 , (x,t) € OB, x (0,T1).

V,, satisfaz as condigoes dadas por (3.4) e u,o satisfaz as condigoes:

Upo € CgO(RN)
0 < uno(z) < ugnyryo(®) < uolw), Vo€ RY.

(3.46)

Uno — up em Li (RV).

Uno(r) =0, Ve €A, 1 ,.

Notamos, pelas condigdes (3.46), que a resolugao do problema (P, ,,)

é feita considerando o problema abaixo:

% =Au+V,(2)u , (z,t) € B, x (0,T1).
u(l‘, O) = unO(Z) , T € B,,. (347)

u(z,t)=0 , (x,t) € 0B, x[0,T1).

Pelo Teorema 2.6.3, o problema (P, ;) tem uma unica solugao u,,
de forma que

up € C°(B, x [0,T1)) € up, >0 em B, x [0,T}). (3.48)

Considere a sequéncia {uy }nen, onde u, é a solu¢do do problema

(Pon)-
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Lema 3.3.1. (i) A sequéncia {uy,}nen € ndo-decrescente.

(ii) Para todo n € N e para cada (z,t) € By, x [0,T}), temos:

(o) Ca0) = kalal* (1 - 0o { gt b 49
(iii) O limite

u(z,t) == lim w,(x,t) >0

eziste pontualmente para cada (z,t) € (RN —{0}) x (0,T1) e vale que
U(.]Z,t) < C(Jf,t) para ('Tat) € (RN - {O}) X (Ole)
(iv) A funcdo u satisfaz u € C((RN — {0}) x (0,T1)).

Demonstragao. (i) Fixe n € N. Como u, é a solu¢do nao-negativa do

problema (P, ) € tn4+1 ¢ a solugao ndo-negativa do problema (P41 n41),

entao,
ou,,
Bt = Aup + Vo (z)u, , (2,t) € B, x (0,T1)
Un(x,0) = upo(z) , =€ B,
un(z,t) =0 , (x,t) € 0B, x [0,T1)
e
8un-ﬁ-l
7 = Atpy1 + Vapr (x)un+1 s (l‘,t) € By X (O,Tl).

Un+1(7,0) = Unynyo(z) , T € By

un+1(x,t) =0 s (1'7?5) € aBn+1 X [O,Tl)

Defina w,, := 41 — up em B, x [0,T}).

Para (z,t) € B, x (0,T1), como V,, < V,41, por (3.4), e u, > 0,
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por (3.48), temos que

Owy, Oupt1  Ouy

ot ot ot
= Aun—l—l + ‘/;L+1un+l - Aun - Vnun

%

Awn + Vn+1wn.

Para x € By, como ung < U(p41)0, SEZUE quE
Wi (2,0) = tny1(2,0) = up(x,0) = Ugp1)0(T) — Uno(z) > 0.
Também notamos que, para (z,t) € B, x [0,T}),

Wn (2, 1) = Upi1(2,t) — up(x,t) = upyr(x,t) > 0.

Pelo principio do méximo, Teorema 2.6.2, segue que w, > 0 sobre
B, x [0,T1). Logo, uny1 > uy sobre B, x [0,T1) e {un}nen é uma

sequéncia nao-decrescente.

(ii) Inicialmente, fixamos 7 € (0,77).
Pelo Lema 3.2.3, para k; suficientemente grande, ( é uma super-

solugdo do problema (P, r). Desta forma, no caso em que R = n,

/ C(z, T)p(x, T)dx—/B uo(x)p(z,0) dx

// ( + Ag¢ + anb) dz dt > 0, (3.50)
B, x(0,7)

para cada ¢ € C®(B,, x [0,T1]), ¢ > 0 e ¢ = 0 sobre OB, x [0, T1].

Fixe n € N. Como u,, é solucdo do problema (P, ,), segue que

/Bn Un (z,T)d(x, T) da:—/B wno(2)d(, 0) da

n

— // <8¢ + A¢+ ans) dx dt =0, (3.51)
B,,Lx(o,r) ot
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para cada ¢ € C°(B,, x [0,T1]), ¢ > 0 e ¢ = 0 sobre B,, x [0, Ty].
Subtraindo (3.51) de (3.50),

/Bn [C(2,7) = un(@, T)l¢(2, 7) dz
> //an(o,'r)(c — Up) (Zf + Ag+ ans) dz dt, (3.52)

para cada ¢ € C=(B,, x [0,T1]), ¢ > 0 e ¢ = 0 sobre OB, x [0, Ty].

Suponha que existe um par (zg,x) € B, x (0,T) para o qual
Un (20, k) > ((z0, K).

Devido as condicoes de continuidade observadas a wu, e (, existe
um conjunto com medida nido-nula E x F C B, x (0,7}), tal que
(xo,k) € E x F e, além disto, u,(z,t) > ((z,t), ¥V (z,t) € E x F.

Defina a funcio o € C*(B,,), de forma que supp (¢) C E e que

o > 0 nao seja identicamente nula.

Considere o seguinte problema de valor inicial e de fronteira:

a—w+Aw+Vnw=0 , (@,t) € By x (0, k).

ot
Y(z,k) =o(z) , x€ By (3.53)
Y(x, t)=0 , (x,t) € 9B, x (0,k].

Fazendo a mudanca de varidavel t — k —t, o Teorema 2.6.3 garante
a existéncia de ¢ € C®(B,, x [0,k]), ¥ > 0, que soluciona o problema
acima.

Defina ¢ € C*®(B,, x [0,T1]), ¢ > 0, ¢(x,t) = 0 no caso em que
(x,t) € OB, x [0,T}], de forma que ¢ = 9 sobre B,, x [0, x]. Notamos
que:

/ (C(@, K) — un (2, )| B(z, K) d = / ¢z, ) — tn(z, )|o(x) dz < 0.
B,

Bn
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Mas,

// (C—un)(%+A¢+Vn¢) dz dt = 0.
B, x(0,r) ot

Neste caso, a relagdo (3.52) nao é satisfeita para 7 = k. Isto é uma
contradicdo. Logo, u, < ¢ em B, x (0,T}).

Pela condicao ung < ug, dada por (3.46), e pelo Lema 3.2.2, item

(i), segue que ¢ > u,,, para (x,t) € B, x [0,Ty).
(iii) Consequéncia direta dos itens (i) e (ii).

(iv) Para fazer esta prova, vamos mostrar que para cada conjunto com-
pacto contido em (RY — {0}) x (0,7}), existe uma subsequéncia da
sequéncia de fungoes {uy, }nen que converge uniformemente para u. De-
vido a continuidade das fungoes u,, segue, pela aplicacao do Teorema
1.1.2, que u € C((RN — {0}) x (0,T1)).

Para m, nimero real suficientemente grande, defina

1 1

Ry =A% {m’Tlm]’
conjunto compacto de (RY —{0}) x (0,7}). Para F um conjunto com-
pacto qualquer em (RY —{0}) x (0,T}), F C R,,,, para algum m; real
positivo. Por isto, no decorrer desta prova, consideramos apenas os
compactos da forma R,,. Se m € N, vemos que a solu¢do do problema
(Pn,m) satisfaz u,, € C*°(R,,). Sen € N, com n > m, u, € C*(R,,),
uma vez que R,, C R,.

Na relagao (C.11), apéndice C, notamos que existe uma constante

ko > 0, tal que

1Vatinll e (1) S o (3.54)

m
2
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e, ko independe de n.
O resultado (3.54) em conjunto com o item (ii) deste Lema e o Teo-
rema B.2, apéndice B, é usado para mostrar que existe uma constante

ks > 0, de forma que

| + Ay,
max U, —
(.’I;,t)ER% ot

ouy,

Oxy

ouy,
833]\/'

Oun

+ 8.231

+

bt

} < ks, (3.55)

onde k3 depende de m, mas nao depende de n. A justificativa para
(3.55) é dada no Apéndice C, (C.12)-(C.14).

Seja m € N, m fixo. Notamos que {un }nen C C°°(Rxz ). Pelo item
(ii) deste Lema, segue que {u, tnen é um conjunto pontualmente limi-
tado em R=. Além disto, a condigdo (3.55) conclui a equicontinuidade
da familia de fungoes {u, }nen; ver ref. [24], pag. 242. Portanto, pode-
mos aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli abordado no Capitulo 1 desta
dissertagao.

Considere m = mg € N o menor inteiro para o qual faz sen-
tido a defini¢do de Rzm. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma
subsequéncia {uSZ"O)}neN C {un}nen que converge uniformemente so-
bre Rma. Pelo mesmo Teorema, existe {U%Hm")}neN C {uSLmO)}neN
que converge uniformemente em R1+§n0 . Repetindo esta construgao, é
possivel obter uma familia de sequéncias {{ugf )}n}jzmo de forma que

u,(zj ) oo u uniformemente em R ;. Pelo método da diagonal, obtém-se
3

uma sequéncia {uﬁf’ )}neN que converge uniformemente para a funcéo u
em R;, para cada j inteiro positivo conveniente. Como consequéncia,

conclufmos que u € C((RYN — {0}) x (0,T1)).
]

Seja u como na prova do Lema 3.3.1. Consideramos que u tem uma

extensao para o caso em que t = 0. Basta definir u(z,0) := ug(x), para
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cada x € RV. A extensdo serd indicada pelo mesmo simbolo .

Notamos que, pela definigao de ug, pelo Lema 3.2.2, item (i), e pelo

Lema 3.3.1, item (iii),
0 < ulz,t) < C(z,0), (3.56)

quase sempre para (x,t) € RN x [0,T}).
Suponha R > 0 ndmero real. Pelo Lema 3.2.2, item (ii), sabemos
que para cada 7 € [0,T}),
C(z,7) dz < 0. (3.57)
Br

Como consequéncia de (3.56) e (3.57),

/ u(z, ) dr < oo. (3.58)
Br
Desta maneira, obtém-se que
u(7t) € Llloc(RN)v (359)
para cada t € [0,71). De (3.57) e (3.58), também temos que
Ce Llloc(STl) eueE Llloc(STl)' (360)

Lembramos que ug, conforme o enunciado do Teorema 3.1.1, é uma

1

L (RY). Para mostrar que a extensdo u é solugao

funcao no espago L
generalizada do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) é necessario que, a

principio, consideremos o seguinte Lema:

Lema 3.3.2. (i) Vu e L} (RN x (0,TY)).

loc

(ii) u € C([0,T1); L}, .(RM)).

loc
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Demonstragdo. (i) Lembramos que, para (z,t) € RY x [0,T1),

(VO) (2, t) = Ney|z|*~2(Ty — t)% exp {4(1|:;C_t)} . (3.61)

Tome R > 0, um ndmero real. Seja 7 € [0,Ty), 7 fixo. Procedendo
como na prova do Lema 3.2.2, item (ii), e usando a relagio a+N—2 > 0,

Lema 3.2.1,
/ (VO (@,7)| de
Br

2
= Moy |z 2(Ty — 7)Pex {'x} dx
/BR 1|z|* (T —7) PAIT =)

o [ arn-s r’
= T — @ -
Mewwn (T — 1) /0 T exp { T =) } dr

5 R2 R N_3

< T, — R a -

< Meywy (T — 7)7 exp {4(T1 5 }/0 r dr

< (N — 2)2k1wN(T1 — T)ﬁRa+N72 exp R2 < 0.
= Ao+ N -2 ATy —7)

Portanto,

(VQ)(,t) € LY(Bg), YVt € [0,T1).
Consequentemente,
(VO(+1) € Lige(RY), V£ €0, T1) € V(€ Lipe(Sr,)-
Como 0 < Vu < V( quase sempre sobre RY x [0, T}), conclufmos que

Vu e L, (RN x (0,T1)). (3.62)

(ii) De inicio, sabemos que u(-,t) € L}, (RY), V ¢t € [0,7}). Fixamos

loc

G, um conjunto compacto contido no RY, e t; € [0,T1). Tomamos, sem
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perda de generalidade, to € (t1,7}). Seja R > 0 de forma que G C Bp

e ¢ € C5°(RY) uma fungao teste que atende as condigoes:

¢ =0, supp(¢) C Bar, ¢ =0 sobre 9Bz,

- (3.63)
¢ =1em BR € ||¢HLoc(RN) =1.

Ademais, sejam u,, € u,, m > n > 2R, respectivamente, as solugdes

para os problemas (P, ) € (Py,,). Pela Definicao 3.1.3, para 7 = ts,

/BQR U (T, t2) () dm—/ U (2, 0)p(2) dx

Bar

— // Um (AP + Vo) dx dt =0 (3.64)
BzRX(O7t2)

e,em T =ty,

/Bm U (, 1) P(2) dx—/ v (2, 0)6(x) dz

Bar

7// v (A + Vi) da dt = 0, (3.65)
BQRX(O,tl)

Subtraindo (3.65) de (3.64):

/32R U (T, t2)P(x) dm—/ U (2, t1)d(x) dz

Bar

- // U (AP + Vind) dx dt = 0. (3.66)
Bagr X (t1,t2)

Analogamente a (3.66), a solucdo u,, satisfaz:

Lm%@mwmm/ (. 1)6(z) d

Bar

- // Un (A + Vi) dx dt = 0. (3.67)
Bop X (t1,t2)
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Agora, subtraindo (3.67) de (3.66), obtemos que
don = [ ()~ (o 12)}0(a) da
Bar

- /B [t (2, 11) =t (20, 11)]$(x) dx

_ // (s — ) A da dt
Bar X (t1,t2)

+ // Vintm @ dx dt
BQRX(tl,tz)

- / / Viund dz dt. (3.68)
BQRX(tl,tz)

Notamos que, como m > n, U, > u, > 0. Em seguida, aplicamos a

(3.68) a propriedade de que, quase sempre em RY x [0, T}), u,, < u < (.

Resulta
Admn < // (um — un) [|AB|| oo (rry d dt

Bapr X (t1,t2)

+ / / Ve de dt
BzRX(tl,tQ)

+ / / Vund dz dt
BQRX(tl,tz)

< // ClIAQ| poo (rvy d dt
Baop X (t1,t2)

+ 2// V6]l gy do dt.

BarX(t1,t2)
Portanto,

o < / / (Cr +2V) da dt, (3.69)
BzRX(tl,tQ)

onde CR = HAgf)”Loo(RN)

Lembramos que G C Bg e que ¢ = 1 sobre Bg. Estas informacées
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implicam na desigualdade:

/G[um(x7t2) —up(z,t2)] dz < / U (2, t2) — up (2, t2)] da

R

&

_ / [t (@, t2) — n (2, 2)] () do

R

o}

< /B [Um (z,t2) — up(x, ta)]d(x) dx
< /B [Um (z,t1) — un(x, t1)]d(x) d

+ // C(Cr+2V) dzx dt,
BQRX(tl,tQ)
(3.70)

onde aplicamos (3.69). Portanto,

/ [ (2, t2) — up(x,ta)] dz < / [t (2, t1) — up(x,t1)] dz
G Bar

+ // C(Cr +2V) da dt,
BQRX(t17t2)
(3.71)

pois ¢ > 0 e [[¢]| oo (rry = 1.
Fazendo m — 0o, a expressao (3.71) mostra que
/ (e, t2) — wn(a, 1)) dz < / (e, t1) — wn(e, 11)] da
G Bar

+ // C(Cr+2V) dx dt.
Bapr x(t1,t2)

(3.72)

Usando a desigualdade triangular e o resultado (3.72), observamos
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que:

IN

/G lu(z,t2) — u(x,ty)| do /G|u($,t2) — up(x,ta)] dx

+ /G|un($,t2) — un(xvtl)‘ dz
+ /G|Un($7t1) —u(z, t)] dz

< 2 [ fulon) - o) dr

+ // C(Cr+2V) dx dt
Bap X (t1,t2)

+ /G|un(x,t2)—un(x,t1)\ da.
(3.73)

Considere € > 0 qualquer. Pela construcao de u e pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema 1.6.9, existe Ny € N,

Ny > 2R, tal que

€

/ [u(z, t1) — un, (z,t1)] de < (3.74)
Bzr 6

A regularidade de uy, e o fato de que ((-,t), (V()(-,t) € L}, (RY),

loc

V¢t €[0,T1), nos garantem a existéncia de 6 > 0 tal que se to € [t1,77)

e |ty — ta| < 0, entéo,

€
/G|uN0(ac7t2) —un, (z,t1)] de < 3 (3.75)

// C(Cr+2V) da dt < =. (3.76)
BzRX(tl,tz) 3
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Tomamos t2 de forma que |ty — ¢1| < d. Os resultados (3.73)-(3.76)

implicam que:

IN

[l ta) ~utetjie < 2 [ (e )~ o, )] da

+ // C(Cr+2V) dx dt
BQRX(tl,tQ)

+ / lun, (x,t2) — un, (z,t1)] dz < e.
G

(3.77)

O resultado (3.77) prova que u € C([0,T}), L}, . (RY)).

loc

Tomamos ¢ € C°(RYN x [0,T}]) e 0 < 7 < T}. Pela definigao de ¢,
existe ny € N, tal que ¢(z,) =0, Vo & B, .

Como u,, é solucao do problema (P, ),

/0 /Bn Un, (5’15 + Ag + anb) dx dt + /Bn Uno(2)p(z,0) dz

_ /B (@, 7)(x,7) da,

(3.78)
V n >ni. No limite n — oo, up, — u €
/ / u ( + Ap + ngﬁ) dx dt +/ uo(z)¢p(x,0) dz
o JRrRN ot RN
_ / w(w, 7)é(z,7) de.
RN
(3.79)

Concluimos de (3.79) e do Lema 3.3.2 que u é solucao generalizada

do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) para o caso em que, conforme a
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Defini¢ao 3.1.1, T = T;. Desta forma, provamos a parte da existéncia
do Teorema 3.1.1.

Pelos resultados apresentados, a fungdo u € C([0,Tp), L}, .(RY)) é
solugao generalizada do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) no caso em
que, conforme a Definigao 3.1.1, T' = Ty.

Nesta situagdo, para (x,t) € St,, temos que

0 <u(z,t) < (k1 max (17 — t)ﬂ) |x|* exp {|x|2 } ,

t€[0,To) 4Ty — To)

o que motiva o item (3.14) do Teorema 3.1.1. Aqui, consideramos as

1
constantes K > k; max (T3 —t)’ e O > ——————.
=k g (T =) ~ 4T - To)

1
loc

No caso em que ug € L} (RN ) ndo é uma fun¢do nao-negativa, a
prova da existéncia continua valida para este caso geral devido a linea-
ridade da equagdo proposta em (3.1) e pelas propriedades do espago
L} (RN). Nesta situacio, a funcao u € C([0,Tp); L}, .(RY)), solugdo

generalizada do problema de Cauchy (3.1)-(3.2), satisfaz

lu(z,t)| < K|z|* exp {C|z[*}, V (z,t) € RN x (0, Ty).

De maneira similar a abordagem apresentada nas secoes 3.1-3.3,
podemos provar o seguinte Teorema:

(N —2)?

Teorema 3.3.1. Tome 0 < X\ < A" := — Suponha que a
condi¢do inicial satisfaz
luo(z)| < k|z|*e?*’ | vz e RV, (3.80)

onde ¢ e k sao constantes estritamente positivas e

~N+2—/(N—-2)2—4x
a= 7 ; ) . (3.81)
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Entao, existe u solugdo generalizada do problema de Cauchy (3.1)-

(8.2), tal que
Jue, )] < K|z|*eCll, (3.82)

1
Y (z,t) € St,, para 0 < Tp < o © C e K constantes positivas.
c
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Capitulo 4

Unicidade de Solucao

Generalizada

Neste capitulo, concluimos a demonstracao do Teorema 3.1.1. Mais
precisamente, apresentamos a demonstragao da unicidade do problema
de Cauchy (3.1)-(3.2). Assim como no capitulo anterior, a abordagem

¢é devido a Marchi, ref. [25].

4.1 Demonstracao da Unicidade

Suponha que o problema de Cauchy (3.1)-(3.2) possui duas solugoes
generalizadas: wu; e uy. Nosso objetivo é provar que u; = us. Ao
longo da demonstragao empregamos alguns resultados técnicos que
serao provados na Secao 4.2.

Seja 0 < 7 < Ty. Como uy e ug sao solugoes generalizadas, entao,
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para cada ¢ € C5° (RN x [0, Ty]),

//s " (aa? +Ad+ V¢> dz dt + /RN uo(z)p(z,0) du
- [ wlenoten s @y

//s 2 (882? +Ad+ V¢> dr dt + /RN uo(z)p(z,0) du
= [ wlenote ) de (42)

Além disso,

Jus (2, )] < K|z|* exp{Clx|*}

luz(z, )] < Kla|® exp{Cla|*},

para cada (z,t) € St,, onde Ty, K, C e « s80 como no enunciado do
Teorema 3.1.1.

Em seguida, subtraimos (4.2) de (4.1). Segue a relagéo:

// (u1 — us) (8(;5 +A¢+V¢> dx dt
s, ot

:/ [ui(z, 7) — ua(x, 7)]d(x, T) dx, (4.3)
RN

vélida para toda fungdo ¢ € C°(RYN x [0,Tp]) e 7 € [0,Tp). O re-
sultado acima pode ser estendido, por densidade, a qualquer funcao
¢ € CIH RN x [0, Tp)).

A unicidade da solucao segue se provarmos que vale
/ s (2, 7) — ua (e, 7)]6(z) dz = 0, ¥ 7 € (0, T3, (4.4)
RN
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para algum T < T e para toda funcao-teste 6 tal que

0 € C3(RM).
0<f(x)<1 , VaxeRN (4.5)
supp(0) C Agoq , algum d >0 fixo.

De (4.4)-(4.5) segue que u; = us quase sempre sobre RY x [0, T]. Na
verdade, esta conclusao nao é imediata. Ela estd associada a aplicacao
do Lema de Du Bois Reymond, Teorema 1.6.10, ao fato da verificacao
(4.4) se estender para fungoes § € C3(RY) mais gerais, ou seja, nao
necessariamente limitadas inferiormente por 0 e superiormente por 1 e,
também, devido ao fato de que RY — {0} pode ser interpretado como
uma unido enumeravel de regides como Ag2q. Tomamos 15, de forma

que,

1 . 1
T2 .—3-m1n{40+17T0}. (46)

No decorrer da prova, o mesmo raciocinio usado para mostrar que
u; = up quase sempre sobre a regido R x [0, 7] pode ser empregado
para mostrar que a relagao u; = uy é valida quase sempre sobre a
regido RY x [Ty, 2T%], que u; = up quase sempre sobre RY x [2T%, 3T3]
e assim por diante. Assim, provando que u; = uy quase sempre sobre
RN x [0, T»], obtemos que u; = uy quase sempre sobre RY x [0, Tp).

Fixamos 7 em (0, T3].

Para a continuidade da prova, levamos em consideracao um pro-
blema auxiliar. Seja R > 2(d + 1), onde R é fixo. Consideramos o

problema (J,, r) definido como segue:
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— +Aw+V,w=0 , (z,t) € Dg,:=Bgr x (0,7).
, € Bpg. (4.7)
w(z,t)=0 , (z,t) € dBgr x (0,7).

Seja
w(z,t) == w(z, 7 —t), ¥ (z,t) € Br x (0,7].

Notamos que, sobre a regiao Dg -,

ow ow

Er T

Entéo, em termos de @, o problema (J,, ) se expressa na forma:

88—1: =Aw+ Vo, (z,t) € Dr,.
(Pn,r) w(z,0)=60(z) , x € Bg. (4.8)

W(z,t) =0 , (2,t) € dBr x (0,7).

Conclui-se que o problema (J,, r) pode ser colocado na forma de
um problema (1/3;;;) mediante o reescalonamento do tempo, ou seja,
pela mudanca de variavel t — 7 — t. Por esta razao, uma fungao w é
chamada de supersolugéo do problema (.J,, g) se @ é uma supersolucao
do problema (1/3;;) correspondente.

O problema (.J,, ) possui uma solugao ¢, sobre Dp ;, de forma que
én € C*1(Bg x (0,7)) e ¢, > 0. Isto segue da existéncia de solucio
para o problema (]3;1/3) com as mesmas propriedades. A justificativa

destas afirmacoes é dada pelo Teorema B.3, no Apéndice B, e pelo

Teorema 2.6.2.
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Estendemos ¢, acima, de forma que ¢,, € Co’' (RN x [0, Tp)).

1
Para cada ¢ € (O, 5 ) definimos . = ¥.(z) € C§*(RY), funcio

auxiliar , satisfazendo as condigoes
e 0 <t (x) <1, Vo RN,
e Y. (r)=1sex € Br_a..

e Y.(z)=0sex ¢ Bp_..

c
o [[ViellLo(By) < ?0.

co
o [|At|poe By < =

A constante ¢y acima independe de R e ¢.

Tomamos ¢ = ¢, como fungio-teste e a aplicamos em (4.3).

Desta forma,

// Uy — U2 <§t(1/)€¢n) + A(d’e%) + Vﬂ}s(bn) dx dt

= [ (.7~ wale )@t . 7) da (4.9

Para (z,t) € S;, observamos que:

0 Opn OPe Opn
a(we(bn) 1/}5 ¢ +¢n ¢ z/}g ¢ (4.10)
Além disto, para (x1,x32,...,2N,t) € Sy,
N
A(¢E¢n) = Z ws¢n

9%¢ e Oy, Y 9%y,
Za2+zwa¢+¢" Y

3:17?
1/)eA¢n + 2V - Vo, + ¢nAife.

(4.11)

103



Como ¢, é solugao regular do problema (J, r), observamos que
én(z,7) = 0(x), V 2 € Br. De (4.5), lembramos que supp(f) C Ag 24
e, 2d < 2d +1 — 2¢ < R — 2¢. Das propriedades da fungao 1., segue
que 0(z) = 0(z)-(z) em Bg. Além disso, facilmente observamos que
0(x) = e(x) =0, Vo ¢ Br. Logo, V z € RY, temos a identidade
0(z) = ¢n(z, 7)1 (x). Portanto,

[ mer) = sl (w7 d

z/ [ur(x, ) — ug(z, 7)]0(x) dx. (4.12)
RN

Além disto, usando (4.10) e (4.11), observamos que:

S () (5 w0e0) + A + Vo ) o at

= //ST(M —W)%% dx dt

+// (ul - U'Z) (weA(bn + 2V, - V¢n + (bnAwe) dz dt
s,

+//ST (u1 — u2)Vpe @y, dzx dt.
(4.13)

Organizando as informacgoes acima, podemos perceber que:

J[ =) (5000 + Bw) 4 Vi) o at
s,
= // (ur — ug)e (3571 + A¢, + Vnd>n> dx dt

s, t

+ //S (w1 — u2)(Ppn At + 2V, - Vby,) da dt

= Vo
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Ou seja,
J[ =) (G000 + Awet) + Vi) o at
s,
-/ /S (ur — ua) (bu i + 2V - Vby) da i

+//ST (u1 — u)(V — V) by, dz dt,
(4.14)

pois, sobre Br x (0,7), (bn +Adn+Vudy, =0e¢,sex & Bg, ¥.(z) =0.

Reunindo os resultados (4.9), (4.12) e (4.14), obtemos:
/RN [ur(z, ) — ug(z, 7))0(z) dx
= //S (u1 — ug)(PnAtbe + 2V1). - V) da dt

+//ST (u1 — u2)(V =V, )¢y, du dt.

(4.15)
Como consequéncia natural de (4.15), segue que
/RN [ (2, 7) — ug(z, 7)|0(x) dx
< //sf(ul — ) (P Athe + 2V - V) da dt‘
" ‘//s (ur = u2)(V = Vo)oep d dt) _
(4.16)

Estamos interessados em analisar a desigualdade (4.16) nos limites

€ — 07 e n — 00. Defina

H, = El_l}l(r)ﬂ_ // (u1 — u2)(dnAtpe + 2Vi). - Vo) dz dt’ (4.17)
e7
= slg(r)l+ // up —u2)(V — Vo ) oy, dx dt’ (4.18)
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Pelas propriedades da funcao 1., notamos que
// (ul - u2)(¢nAws + 2V1/Js : vd)n) dz dt
S-

= // (u1 — u2)(Pn Az + 2V, - Vo) da dt.
AR_2¢ R—eX(0,7)

Desigualdades elementares mostram que
‘// (ul - u2)(¢nAwa + 2V, - V¢n) dx dt
S-
< // lur — ug| - |AYey, + 2V - V| da dt
AR—2¢,r—eX(0,7)
</ s = |- (80 ) i
AR—2¢,r—eX(0,7)

] 1 = o] Vel [Vl it .
AR*?E,R*E X(077—)

O resultado acima aplicado a (4.17) e as propriedades propostas na

construcao de 1. garantem que

n 2 n
H, <cy lim // |u1—uz|<|¢g+V¢|> dx dt.
e—0F AR*25,R*EX(OaT) € €

(4.19)

Como ¢, = 0 sobre dBg x (0,7), segue que

sup |pn| < 2e sup |Vl (4.20)
AR—2¢,R—eX(0,7) ARr—2¢,RX(0,7)
De fato, fixe k € (0,7). Tomamos z1 € Ar_2c,r—c € T2 € 0Bpg, de

forma que ||x; — x2|| < 2¢. Inicialmente, notamos que ¢, (22, k) = 0,

pois, (z2,k) € OBgr X (0,7). Pelo Teorema do Valor Médio, Teorema
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1.1.1, existe & no segmento que liga 1 a o, de forma que:

|0n (21, K)| = [P (@1, K) = dn (22, K)] < [V (T, £)] - |21 — 22

Ou seja,

|¢n(x17 K)| S 2€|v¢n(i7 5)|

e, como & € Ar_o. g, (4.20) é vélida.

Além disto, a seguinte desigualdade é pertinente:

%n (g, t)‘ . (4.21)

max. Vo (R, 1) < hax |

0<t< t

De fato, a fungdo ¢, é a solucdo regular para o problema (J, gr).
Em particular, ¢, = 0 sobre B x (0,7). Em outras palavras, para

cada t € (0,7), ¢, é constante sobre a fronteira de Bg. Desta forma,

podemos notar que o maximo crescimento de ¢, estd sobre a direcao

ortogonal a fronteira de Bg, o que coincide com a derivada radial.

Segue de (4.19) e da desigualdade (4.20) que:

Hy,

< ¢p lim // M sup |pn|| dx dt
e=0% JJAp s p_cx(0,7) € AR_2:,R—ex(0,7)
+co lim // M sup V|| dz dt
AR—2¢,r—eX(0,7) € AR 2¢,R—e X (0,7)

e—0t
// fos = sl g
AR_2¢ R—e X(0,7) €

< 4cp lim l sup [V |

€=0% | Ap_o. rx(0,7)
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Agora, aplicando a desigualdade (4.21),

Hy

< deo | max [Von(R,8)|| | lim / / fos =zl g
ost<r e=0t JJ AR o rocx(0,7) ¢

99n (g, t)H lim // fus =zl
a'f‘ =07t AR—?E,R75X(077—) €
(4.22)

< 4c¢p | max
0<t<r

Defina a funcao

2
E(x,t) == k4|x‘n(2Tg +7— t)_n—% exp {_4(2TQ|j»|’rt)} (423)

com
_ — 922 _
. N+2+«/;N 2)2 — 4\ (4.24)
e
d2
ky > (2d)7"(2Ty)"H % eXp{ } (4.25)
2T,

Para R suficientemente grande, pelo Lema 4.2.1, item (ii), Secao
4.2, vemos a existéncia de uma constante ks > 0, ks independente de

R, de forma que, sobre 0Bgr x (0, 7),

On,
ksoréltagTﬁ(R— 1,t) > ’ :

5 (4.26)

Por (4.22) e (4.26), se R é suficientemente grande,

H, <4coks max (R —1,t) | lim // S de dt
0<t<r =07 JJ AR 5e n ox(0,7) €

(4.27)
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1
Lembrando que € € (0, 2), obtemos que

1m1[/ b =l

e—07F AR_2¢,R—ex(0,7) €

<Hu1_u2HLoc(AR se.n_ex(0,7)) | lim // fdxdt
e—0% AR_2¢,R—ex(0,7)

. T € wnrN T
< lug — uz‘lLoc(ARfl,RX(()A,T)) [51—1‘%1+/0 /R ) 75 dr dt]
—z&

< wnToRN " Hjug — U2l Loo (Ap_1.rx(0,7))-

(4.28)
Substituindo (4.28) em (4.27), resulta

Hy < dcokswnToRY " g — uallpoo (Ap_y nx(0,m) 021?2(75(3 - 1,1).

(4.29)
No que segue, c¢1 := 4cokswnTp.
Conforme a construcao,
R>2(d+1)>2. (4.30)

Usando a definic¢ao de &, Jnax &(R—1,1t) pode ser estimado, obtendo

que:

H, <RV Huy — U2l (Ap_1.rx(0,7))

L max kiR —17@T 47—ty F expd - E=D®
osi<r ’ 42Ty + 7 —t)

TEAR

.Lgﬁémjg+7—¢yw_2exp{_4@521if40}]

< 2c1ky RN YR — 1)7 { max K|x0‘exp{Cx|2}}

2

R—1)?
< 2clk4K(2T2)_n_%RN_1(R - 1)n+a eXp{CRQ}GXp {_(121)} )
2
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Ou seja,

R—1)?
H, < cRN"YR—-1)""%exp {— ( )

RS A 2 4.31
7T +cuz}, (4.31)

N
2

onde ¢g 1= 2¢1 ks K(2T5) ™"~

Pelo Lema 4.2.3, Segao 4.2, existe kg > 0, para o qual vale a relagao
(R— 1)1 < kg 7T, (4.32)
Aplicando (4.32) na desigualdade (4.31), segue que

_ R —1)?
H, < CgRW+a+N 1 exp {_(121_‘2)

+ C’RQ} , (4.33)
onde c3 := cokg.
Notamos que

~N+2-/(N-22—4x

N-1 > a+N+n—1>

2
—N+2+ /(N —2)2 -4\
N + e (2 ) —-1=1

+
(4.34)

Da definicao de T,

1
—— < -3(4 1).
= 34C + 1)

Dai,

(R-1) , 340 + 1)(R - 1)? ,
“op, tOR < = +CR

A

2
. C@R—U—(S—;><&

para R suficientemente grande. Este ultimo resultado, associado as

informacoes (4.33) e (4.34), implica que

lim H, = 0. (4.35)

R—o0
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Lembramos que V(z) = V,,(z), se « € B1. Pela defini¢ao de 1),
[Yel| Lo vy = 1. Usando o fato de que ¢, < § em Dp,, ¥V n € N,

segundo o Lema 4.2.1, item (i), Secdo 4.2,
// lur — wa|(V = V)t by dax dt
Sr
_ // it — us||V = Vilthohn da dt
BL X(O,T)
< // |ur — u2|V, dx dt
BL X(O,T)

< // |lup — us|VE da dt.
BLX(O,T)

A informacao acima aliada a definicao de @,,, nos permite concluir

que:

Qn < // |U1 — UQ|V§ dx dt. (4.36)
BL X (O,T)

Afirmamos que
[y — sl VE € L (S,). (4.37)

Para provar este resultado, seja G um conjunto compacto contido

no RY. Existe P > 0, de forma que G C Bp. Devemos mostrar que

// |ur — uz|VE dx dt < oo.
BPX(OJ')

Notamos que, com auxilio da defini¢ao de £ e do comportamento de
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uy e ug dados por (3.14),

// |ur — ua|VE da dt
BPX(O,T)

A
:// lur — ug| —ska|2|" 2T + 7 — )"
Bpx(0,7) \$U|

- exp —L dx dt
42Ty + 7 —t)

< 2K Nk // [ |12 (2T + 7 — )
BPX(O,T)

w|Z

N
2

exp{Clz[*}

- exp —L dx dt
42T + 7 — 1)

< 2K My exp{CP?} / / @O 22Ty 47— 1)
BPX(O,T)

w|2

- exp ,L dx dt.
42T + 71— 1)

N
Como 71 + 5 > 0, segue que:

// lug — ue|VE dx dt

BPX(O,T)

< ke // || @72 exp{ [2I* } dx dt
B Bpx(0,7) 1275

<k // |z|* T2 dx dt, (4.38)
BPX(O,T)

onde k7 := 2K My exp{CP2}(2T5) "~ = .
Mas

T P
/ / |lz|*T772 da dt < wNTO/ retNTI=3 g (4.39)
0 JBp 0

Por (4.34), « + N + 1 —2 > 0. Entao,
P P
/ pOtNEN=3 g = lim potNEn=3 gy
0 e—0t Jo

Pa+N+17—2
= - 4.40
a+N+n—2 ( )
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Logo, de (4.38)-(4.40),

k8Pa+N+77 2
// lup — ua|VE da dt < < 00, (4.41)
Bpx(0,7) a+N+n—2

para kg := krwnTp, provando o que foi afirmado em (4.37).

Os resultados (4.36) e (4.41) implicam na seguinte desigualdade:

kg

0< <
= Qn = (a+N+n_2)na+N+n—2

(4.42)
da qual resulta

lim Q, = 0. (4.43)

n—oo

Tomando R e n suficientemente grandes e, ¢ > 0 suficientemente

pequeno, as informagoes (4.16), (4.35) e (4.43) apontam que

/RN [ui(z, 7) — up(z, 7)]0(z) dz = 0.

Como j4 citado, a unicidade de solugdo ao problema (3.1)-(3.2) é
assegurada com base nos resultados apresentados neste capitulo. Por-

tanto, a prova do Teorema 3.1.1 estd concluida.

4.2 Lemas Técnicos

No decorrer deste capitulo, provamos a parte da unicidade do Teo-
rema 3.1.1. Alguns resultados, principalmente aspectos técnicos, foram
assumidos sem uma devida justificativa. Nesta se¢ao, mostramos deta-

lhadamente a prova destes Lemas Técnicos.
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Lema 4.2.1. Seja 7 fizo, 0 < 7 < Ty < Ty. Seja ¢y, solugdo do

problema (J,, g). Para (z,t) € RN x [0,7], defina a seguinte fungdo:

N |z|*
Bl 72Ty 4 — 1) SN L WY
£lo) = kel @Ts 7= ) Fexp { - o b )
com
—N+2+ /(N —2)2 -4\
Sk VA G ) (4.45)
2
e
N d?
ky > (2d)7"(215)"" = exp {} ) (4.46)
275
Entao,
(i) ¢ <& em D, ¥ n €N.
g O, .
(i) k501£1?§xT§(R— 1,t) > ’61" sobre 0Br x (0,7) (ks > 0 € uma

constante que independe da escolha de R; entretanto, R € real positivo

suficientemente grande).

Demonstragio. (i) Sejam n € N e R > 0 fixos. Consideramos o pro-

blema (J,, r):

0
6—:)+Aw+vnw:0 , (z,t) € Dp,..

(Jn,r) w(z,7) =60(x) , z € Bg. (4.47)
w(z,t) =0 , (z,t) € 9Bg x (0,7).
Sobre [0, 7], fazemos o reescalonamento do tempo:
S=T7T—t=>1=7—5.
Consideramos
w(z,t) = w(z,7 — s) = w(x,s), Yo € Bg, ¥s€0,7].
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Notamos que
ow Ow 0s ow

ot 9s ot s

Devido ao reescalonamento do tempo, o problema (J,, g) é equiva-

lente ao problema (1/3273) dado por:

%—w:Aw—&—Vnw , (z,s) € Br x (0,7).
. s

(Pn,r) § @(z,0) =w(x,7)=0(z) , z¢c Bxg. (4.48)
w(x,s)=0 , (z,s) € IBgrx(0,7).

Como ja comentado na secao anterior, o problema (13;1/.3) apresenta
uma solucio: ¢,. Notamos que ¢, € C?*Y(Br x (0,7)) e én > 0 sobre

esta regiao. Em particular,
Pn(,t) = (Zgn(xaT —1)

¢ solucao regular do problema (J,, gr).
Tomamos ¢ uma funcdo-teste: ¢ € C*°(Dgr 1), ¢ > 0e ¢(z,t) =0
sobre dBg, x (0, Tp). Fixamos « € (0,7). Como ¢, é solugio de (P, R)

notamos que:

Br

// ), (80> + A¢+ ans) do ds=0. (4.49)
Brx(0, rc)

Para (z,s) € RV x [0, 7], introduzimos:

- N 2
&z, 8) = kal|z|"(2T2 + 5) 7"~ 7 exp {_4(2;?4“9)} . (4.50)
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Particularmente,

~ N 2
E@,0) = ala"(21) ¥ exp {—'8”;} . (4.51)

Vamos mostrar que é é uma supersolucao do problema (]5;;)

1
Consideramos p € (O, 2) e definimos

J, = /Apﬁ &(x,k)p(x, K) dx—/ApYR 0(x)o(x,0) dx

— // 5(59"5 + A¢+ ans) dx ds. (4.52)
Ay rx(0r) \ 05

De forma similar a (3.20)-(3.28),

Jp =J1+ Jo+ J3 + Jy, (4.53)

onde

43
- A |
J1 //A,%RX(O,H) (35 £ — fo) ¢ dz ds, (4.54)

Jy = / €(2,0) — 0(x)]6(z, 0) dx, (4.55)
Apr
Jy = //A - N)(V — V.)€ dx ds (4.56)

e[, e as e (57)

sendo que 9 (1) :=1-V(-) é a derivada direcional na dire¢do da normal

on

unitaria 77 externa a 0A, gr.

Na sequéncia, vamos analisar cada integral J;, ¢ = 1,2, 3, 4.
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Para cada (z,s) € A, g x (0, k), notamos que

@—Aé—vé——i[nuw—z)mﬂ.

>

Pela definicao de 7,
n”?+(N-2n+X1=0.

Assim, sobre A, g % (0, ),

Portanto,

J; = 0. (4.58)
Seja x € A, r. Analisamos dois casos:

e Se x € A 24, note que:

1 1 1
d< <2d —_— > > .
WIS 22 05 2 o = Gy

Assim, pelas defini¢tes de k4 e 6,
- k
£(x,0) = > ;
o (2157 ¥ exp { B}
(2d)~"(2T)" 5 exp { (24)° }

() 12T ¥ exp { C2L T

o Se x & Ag a4, como supp (8) C Ag a4, segue que §(x) = 0. Como
£ >0, segue que £(z,0) > 0(z).

Portanto, &(,0) > 0(x), Va € A, g. Como ¢(x,0) > 0, conclufmos

que

Jy > 0. (4.59)



Como consequéncia imediata das definigoes de V', V,,, por (3.4), é ,

por (4.50), e ¢, segue que
Jy > 0. (4.60)
Por (4.53), (4.58)-(4.60), segue que:
J, > Ji. (4.61)

Notamos que

Ty = /aA { - fw}des
/OH 8BR57de f/ /BB 520 dS ds

+/ 5% ds ds
0 87"

:—/ £—¢de3+/ £—¢de5
o Jopy Or 0 JoB, or

=% o J ||
/0 /8B [77/454|x|" (2T5 4+ )" 2 exp { 4(2T2+3)H¢d5 ds

P

@ n+1 —n—4-1 _ |‘T|2
+/0 /BB [ 5 || (2T + s) exp 100 19) ¢ dS ds.

P

(4.62)
Assim como (3.34),
- /H % 45 ds > 0. (4.63)
o Jopy Or
Além disto,
/K/ [k‘l|:c|”+1(2Tg+s)_"_12v_1exp{—xlz}] ¢ dS ds = 0.
o Jos, 12 42T + 5) -
(4.64)
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Por (4.61)-(4.64),

Jpz/ g@ ds ds
0 GB

or

-1l [nk4|x"12Tz+s> -

Notamos que, assim como (3.35)-(3.37),

/K gﬁ ds ds

0 oB

= /K £(7i- V) dS ds
o JoB,

< sup |£(x,s)|// |Vo| dS ds
(x,5)€0B, % (0,K) 0 JoB,

< Kap” LIEH[(S”;]@TQ + 5)7]1;7} K||v¢||LQ°(DR,To)waBp

N\Z

(4.65)

< C4Pn+N_1 )

(4.66)

onde 04 = aNk4(2T2)_n_%+1||v¢||Loo(DR7TO).

Também vemos que:

‘ // [nk4|x|" (2T, + 5)™"" % exp {—4(2|T:’;|2+S)H¢dsczs

2
<k4|77|// [W 10T, + 5" exp {mgus)}]wsc@

< kalnlp"? Jé}é“i](QTQ +8) 1 k)6l e (D WO,

< Oy 2, (4.67)

onde Cs5 := anks(1 + 1) (212) """ 8|l L (Dpry )-
De (4.65)-(4.67),

Jy > —Cyp™™NTL — Oy pn N2, (4.68)
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Comon+ N —2>0,

0< lim J, = £(z, k)o(z, K) d:r—/B 0(z)p(x,0) dz

p~>0 Br

// 5(‘9¢+A¢+Vn¢> dx ds.
Brx(0,r) 0s

(4.69)
Subtraindo (4.49) de (4.69),
/| (£ ) — Gl )0( ) d
> //Bmo,ﬁ)(f — ) (‘% +Ap+ Vn¢> dz ds.
(4.70)

Devido a generalidade de ¢, assim como na prova do Lema 3.3.1,
item (ii), 5 > qgn sobre Dg ~. Usando o reescalonamento do tempo feito

no inicio desta prova, notamos que sobre Dg -, & > ¢5,.

(ii) Defina a funcao

_ d
h(ﬂ?,t) = e(To t) <x|]\}2 —|—d2) ) (471)

com

RN—2(R 1)N—2

dy = RN-2 _(R—1)N~- 20<ta<X-r£( —-1Lt)e (4.72)
dy = — (R—1)N—2 max &(R—1,t).  (4.73)

RN=2 — (R—1)N-2 0<t<r

Considere o problema-auxiliar:
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— 4+ Aw+Vow=0 , (z,t)€ Ar_1.r % (0,7).

ot
w(z,t) =0 , (x,t) € 0Br x (0,7). (4.74)
w(z,t) = ¢n(z,t) , (x,t) € 0Br_1 x (0,7).
w(z,7)=0 , z€ Ag_1r.

Notamos que o problema (4.74) é solucionado por ¢,,, a solu¢ao do
problema (4.47).

Fixamos x = R. Pela expressao (4.71), notamos que h = 0 em
OBr x (0,7).

Além disto, para R suficientemente grande, temos que h > ¢, > 0
sobre a regiao Agr_1,r % (0,7). Para detalhes técnicos, ver Lema 4.2.2.
Daqui para frente, assumimos R para o qual o resultado acima seja
valido.

Desta forma, concluimos que

Oh O
— > 4.
or| — ' or (4.75)
sobre OBgr x (0, 7).
Vemos que, para (z,t) € 0Br x (0,7),
oh d
(o _ (To—t) 1
o (2—N)e EhES
ou seja, sobre Bg X (0,7),
oh n i
5 S (N — 2)6 RN—l
R—1)N—2
< —2)eTo ( —1,t).
S N=2e ppr — (r o v (X SR - LY
(4.76)
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Notamos que

N-—-2
(R—1N72 =" mp RN 7F(—1)F, (4.77)
k=0

N -2
onde my = .
k

Também temos que

(R—1)N-2
R[EN—2 = (R— 1)N-2]
_ (R—1)N—2
R[mlRN73 — mQRN*‘l + ... = mN,g(—l)N*Q]
(R 1 N-2
)
. 4.78
mo mN,Q(—l)N_2 ( )

No limite R — oo, notamos que

(R—1)N—2 1
RRN2—(R—1)N-2] N-2

(4.79)

Como R > 2, de (4.79) temos a existéncia de uma constante ds > 0
para a qual,

(R—1)N—2
R[RN=2 — (R — 1)N-2]

<ds, V R. (4.80)

Por (4.75), (4.76) e (4.80), notamos que, em dBg x (0,7),

IPn,
or

Oh
< |2
| or

< ks max (R —1,1), (4.81)

0<t<r

onde k5 := (N — 2)eTods.
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Lema 4.2.2. Sejan € N e R > 0, numero real. Seja h a fun¢do
definida por (4.71)-(4.78). Suponha ¢y, solucio do problema (Jn r),
detalhado por (4.7). Se R € suficientemente grande, entao,

h > ¢, em AR—l,R X (O,T).

Demonstragao. Consideramos o problema-auxiliar (4.74). Inicialmente,

notamos que ¢y, a solucdo do problema (J, r), também é solugao para
(4.74).

Sobre [0, 7], fazemos o reescalonamento do tempo:
t=7T—s5s=>s=1—1.
Definindo
w(z,t) =w(x,7 —s) = &(x,s), YV € Bg, Vsel0,7],

vemos que

Ow 0w Os oo B
EZ%.az—gyvxeBR7vse[O7T]

Pelo reescalonamento proposto, o problema-auxiliar (4.74) é similar

a
g—i =Ao+V,o , (x,5) € Agp—1.r X (0,7).
J)(mls) =0 , (x,5)€9dBgrx(0,7). (4.82)
o(z,8) = ¢n(z,8) , (x,s) € 0Br_1 x (0,7).
&(z,0)=0 , z€ Ar_1R.

Por sua vez, o problema (4.82) tem como solugao a fungao qi;n, onde
Gn(,5) = pn(x,7—s5) é asolucao do problema (F,:;;), dado por (4.8).
Notamos que (Z;n >0e
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On
Js

:A(Z;n+vn¢)~n ’ (1775) GBfRX (OvT)'
bn(2,0)=0(z) , x€Bp. (4.83)
¢~n(x,s) =0 , (z,8)€9Bgrx(0,7).

Lembramos que a funcao 6 atende as condigoes (4.5).
Tomamos a funcio ¢ definida sobre Br x [0, 7], ¢ regular, ¢ > 0
sobre Ar_1 g % [0,7] e ¢ =0 sobre dBg x (0,7). Fixamos k € (0, 7).

Por (4.83), vemos que:
/ / On — Agp — Voo | o dz ds = 0. (4.84)
Brx(0,x) ds

Por consequéncia,

<15n(93 k)p(x, k) de— [ 0(x)p(x,0) du
Br
// ( +Ap + Vngo) dr ds=0. (4.85)
BRX(O I{
: =q h . (To—7)+s dl
Definimos a fungao h(z,s) := elto z |N 5 +da2 |, onde as
constantes d; e dg sdo dadas por (4.72)-(4.73).
Consideramos
L = / h(z, k)p(z, k) dz
ARr-—1,R

- // h (&p +Ap+ Vnsﬁ> dr ds. (4.86)
AR_LRX(O,K) 88

Notamos que L = Ly + Lo + L3 + Ly, de forma que:

3
L= M Aj Vi) o de ds, (4.87)
]
ARfl_’RX(OA,I{) S
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Ly = /ARLR h(z,0)¢(z,0) dz, (4.88)

Ly = // (V = Vp)he da ds (4.89)
AR—LRX(OaKl)

K oh -0y
L :/ / —p—h-—L1} dS ds, 4.90
! 0 JOARr 1.r {87780 877} ( )

sendo que % (1) :=1-V(-) é a derivada direcional na dire¢do da normal
7l externa a 0Ar_1 R.

Vamos estudar o comportamento de L1, Lo, L3 e Ly de forma que
possamos compreender o comportamento de L.

A priori, notamos que:

oh . .
— —Ah—-—Vh
Js v
d A d
— o(To—T)+s 1 _ (To—7)+s 1
¢ <x|N2 * d2> 22° (|xN2 * d2>
d A
— (To—7)+s 1 _
s () (- ). o

Além disto, para x € Ag_1 r, notamos que:

+d2 < max &(R—1,1) (4.92)

e, para R suficientemente grande,

(1 _ ;|2> > 0. (4.93)

Logo, de (4.91)-(4.93), para R suficientemente grande,

oh - -
= _Ah-Vh> 4.94
s h—Vh>0 (4.94)
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sobre Ar_1 r % (0,7) e, por consequéncia, Ly > 0.
Pelas definigoes de he ©, notamos que Lo > 0. Pelas defini¢oes de

V., V,, he (, notamos que Lg > 0. Portanto,

oh 890
L> / / dS ds 4.95
OAR_1,R { 877 } ( )

se R é suficientemente grande. Consideramos agora R, de forma que a

condicao (4.95) esteja assegurada.

Da definicao de ¢,

// cp—izaﬁ S ds = // 7299 4 ds
dAR_1,R on on OBRr or
— dS ds
/0 /E)BR 1 57"()0

+ // A ds ds.
0 JOBr_1 or

(4.96)

Pela definicao de h, vemos que h(z,s) =0, V (z,s) € dBgr x (0, k).

Assim,

/ / 9% as ds —o. (4.97)
OBr 87“

Também notamos que

/ / %go dsS ds
OBRr_1 (97"

d
//aB |:To ’r)+s( 7)||]\}1 ngSdSZO
(4.98)
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De (4.95)-(4.98), segue que

/ARLR h(x, k)p(x, k) du

—// ﬁ(&p—l—Aw—i—Vnap) dz ds
Ar_1.r%x(0,K) Os

K - 8(p
> h— dS ds. 4.99
/0 /BBR1 or ( )

Subtraindo (4.85) de (4.99), segue que,

/A (ol ) — o, W)l ) i

+// ¢~n<a<p+A<p+Vng0) dz ds
Br_1%(0,s) ds

/BR1 bn(x, k)p(z, k) d

+ 0(z)p(x,0) dx

Br
2// (ﬁ—én)(&p-i-Agp—FVngo) dz ds
AR_LRX(O,K) 88
+ / / W92 as ds. (4.100)
o Jop_, Or

Sejam ¢ > 0 e 0 € C®(Bg), 0 = 0 sobre OAR_1,Rr, onde o é

uma funcgao nao-negativa que nao é identicamente nula. Devido ao

reescalonamento do tempo, de forma similar ao Teorema 2.6.3, podemos

concluir a existéncia da funcao 9, onde ¢ € C*°(Ar_1,r % [0,K]), % >0

aj—FAw—FVndJ:O s (I,S)EAR_LRX(O,I{).

0s
1/1(55,"6) = O—(IC) , T € AR,LR. (4101)
¢(‘T> s) =0 , (55, 3) S (Q)AR,LR X (07 n).
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Redefinimos ¢ sobre Bg x [0, ], de forma que as relagdes e proce-

dimentos acima apresentados permanecam validos. Consideramos

, se x € Ar_
o= ¥ R-LR (4.102)

0, se ze€ B2d+%

// ¢~n <&p+A<p+Vn@) dx ds
Br_1%(0,s) ds

—/BR1 On(, K)p(x, ) do

de forma que

<e. (4.103)

Lembrando que supp(0) C Ag24 € que R > 2(d + 1), segue que:

0(z)p(z,0) de = / 0(x)p(x,0) de = 0. (4.104)

Br Ad 2d4

Além disso, por (4.101)-(4.102), segue que:

// (h — ¢n) <&p + Ap + Vn<p> dr ds=0. (4.105)
ARflaRX(O,K) 68

Notando que ¢ = 0 sobre 0Br_1 x (0,k) e ¢ > 0 sobre a regido

0
Agr_1,r x (0, k), temos que C{Tgo > 0 sobre dBr—1 x (0,). Logo,
r

/ / W% s as > 0. (4.106)
o JoBp_, Or

Aplicando (4.103)-(4.106) a (4.100), temos que:
€ —|—/ Mz, k) — dn(z, K)oz, k) dx
AR_1,R

e+ /A [h(z, k) — ¢ (z, K)|o(x) de > 0. (4.107)
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Como ¢ > 0 é arbitrario segue que:

/ iz, ) — G, k)]0 () da > 0. (4.108)

Devido a generalidade de o, usando do mesmo raciocinio aplicado no
desenvolvimento da prova do Lema 3.3.1, item (ii), temos que h > ¢~n
sobre Ag_1.r % (0, ). Como « é qualquer em (0, 7), segue que h> ¢n
sobre Agr_1,r % (0,7). Devido & mudanga de varidvel sugerida no inicio

da demonstragdo, concluimos que h > ¢, sobre Ar_1 g x (0, 7).

Lema 4.2.3. Seja R > 2. FEuxiste uma constante kg > 0, para a qual
vale a relagio (R — 1)1 < kg R, onde o é como em (3.15) en é

como em (4.45).

Demonstragao. Lembramos que

—N+2+/(N—-2)2—-4X\
2

~N+2—/(N—-22—4x
2

0 > n+a>

= -N+2.

Portanto, —n — a > 0. Defina a fungao auxiliar g : (1,400) — R,

dada por g(z) = Ll’ V 2 € (1,400). Note que
T —

, _ 1
g(x)——m<0, Ve (1,400).

Logo, a fungao g é decrescente e

xflgz V€ [2,400).
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Consequentemente,

—n—a
(I’W S 27« S 2N72, YV € [2, +OO)
xr — «

Tomamos r = R > 2. Temos que

—n—a
R N-2

—_— < =: Kg.
(R—1)na o

Dali,

(R —1)7t < kgR"H,
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Apéndice A

Espacos de Holder

Este apéndice estd baseado na ref. [23].

Seja © € RN um conjunto aberto, limitado e conexo, com fronteira
regular; assumimos 02 de classe C*°. Seja v € (0,1) e pp uma cons-

tante positiva.

Definicao A.1. (i) Se u: Q2 — R € limitada e continua, definimos

lullo(a) = sup |u(z)]. (A1)
e

(ii) A ~v-ésima seminorma de Holder de u: Q) — R é

[U}CW(Q) = sup {u(w)—u(y)} , (A.2)

—yl
z,y€Q; z#y; |lz—yl<po |z —yl
e a y-éstma norma de Holder €

lullen @) = lulle@y + [Wler @) (A.3)
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Seja [ um nimero real positivo ndo-inteiro. Suponha ! = k+-y, onde

k é um natural, podendo ser zero, e vy € (0, 1).

Definicao A.2. Chama-se espaco de Hélder H'(Q), ao espaco de Ba-
nach cujos elementos sio funcoes u € C*(Q) tal que a norma
vl (o) = Z [D%ulle@) + Z [D%ul e (A4)
|| <k o=k

€ finita.

A norma |- ||y (@) depende da escolha de po. Entretanto, as normas
para pg > 0 sao equivalentes. Por isto, nos atemos ao caso 0 < pg < 1,
sem vincular a norma a constante escolhida.

Pelas definigoes acima, pode-se obter os seguintes resultados:

(i) H(Q) ¢ H*(Q), onde H*(2) é um espaco de Sobolev (ver Capitulo
I, Segao 1.4).
(ii) Sejam 0 < 1 < 2 < 1. Se u € H2(Q2), entdo, u € H ().

De fato, se u € H2(Q), entdo,

[u] e Q) = sup {'u(z)u(y)'} < 00.

z,y€Q; z#y; lz—y|<po |z —y[r

Mas, como |z — y| < pp < 1, segue que |z — y|"* > |z — y|72. Dal,

z,y€Q; z#y; |lz—y|<po |z —y[m z,y€Q; z#y; |z—y|<po |z —y[
o que conclui que u € H" (), uma vez que

[ullg @) = llulle@) + [Wlemn @) < oo
(iii) Similarmente a (ii), se u € C1(Q), entdo, u € HY(Q), ¥ v € (0,1).
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(iv) Para 0 < I3 < lg, onde l; e Il sdo numeros reais positivos néo-
inteiros, se u € H'2(Q), entdo, u € H' (). Ademais, se u € C>(Q)

entdo u € H'(Q), V1 € R, onde [ é ndo-inteiro.
Seja T' > 0, definimos Qp = Q x (0,7). Suponha [ como acima.

Definicao A.3. Chama-se o espaco de Holder Hl’%(@), ao espaco
de Banach das funcdes u(w,t) que sdo continuas em Qr, tal que as
funcoes DY D3u, para 2r + |s| < I, também sio continuas em Qr e a

norma

HUHH“%(E) = Z ||DID§U||C(QT)
2r+|s|<k

+ Z sup

{ |Di Diu(z,t) — DiDiu(y, b)) }

24 |s|=k (2:8),(u,)€QT; 2#y; l—yl<po o =y
|Dy D3w(x,t) — Dy Diu(x, T)|
+ _sup { - TRy
0<l—2r—|s|<2 (.1):(x,7)EQT; t£T; |t=7|<po [t — 7|2

(A.5)

€ finita.

Assim como para H!(Q), se u € C®(Qr), entdo, u € H-2(Qr),

para cada [ € RT, onde [ é ndo-inteiro.
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Apéndice B

Equacoes Parabdlicas e
Desigualdades em

Espacos de Holder

Este apéndice também é baseado na ref. [23].

Consideramos a equagao

N N

ou 0 ou ou
G 2 g (g )+ b g aw =,

i,j=1 i=1

(B.1)

definida para (z,t) € Qr := Q x (0,T), de maneira que a condigio de

parabolicidade uniforme seja valida, ou seja, existe u e v constantes

135



positivas para as quais

N N N
vY &< aye, )& <py &, (B.2)
i=1 ij—1 i=1

para cada & = (£1,...,&y) € RV,

Considere a equagao

% =Au+ Wz, t)u (B.3)

sobre Q. Notamos que (B.3) é um caso particular de uma equagao
uniformemente parabdélica conforme as condigoes (B.1)-(B.2).

Consideramos o caso em que W € C*°(Qr).

Defina:

e (Q': conjunto aberto arbitrario contido em Q7.
e S =01, a fronteira de Q.

o Sp=8x][0,T].

o ' =SrU{(x,t) :x€Q, t=0}.

Teorema B.1. Seja u € C*°(Qr), solucio da equacio (B.3). Suponha

que para o funcao W exista uma constante py > 0 de forma que

(/OT [/Q |W (1) dxr dt)gr < 1, (B.4)

onde, para N > 2, q e r satisfazem as condigoes

LN g, qe
P A P
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sendo 0 < 61 < 1. Entao, existe uma constante C > 0, C' dependendo
do max |u|, das constantes u1, q e r, da fungio W e da distincia de

Qr
Q' a ', tal que

HszHHw(@) <G, (B'G)
ey € (0,1) é determinado por N, q e r.

Demonstragdo. Ref. [23], Capitulo III, Teorema 11.1, pg. 211-218. O

Lembramos que Qr = Q x (0,7). Tomamos Q' = ' x (T1,T3),
onde ' C Q é um aberto e 0 < Ty < To < T. Sendo S = 92, suponha
que 8" = SN = @. Seja Q” um conjunto aberto, escolhido de forma
que Q' C Q' C Q, com dist (,Q2-9Q")>0e 8" =5NQ = @.
Finalmente, tomamos Q" = Q" x (Tp,T3), de forma que 0 < Ty < Tj.

A funcdo ¢ € C*°(Q2). O Teorema a seguir se baseia nestes elementos.

Teorema B.2. Seja u € C°(Qr) solugdo para o problema

Ou =Au+ Wz, thu , (x,t) € Qr.

ot
u(z,0) =p(x) , =€ (B.7)
u(z,t) =0 , (x,t) € Sx[0,T).

Entao, para cada 1 > 0, | nao-inteiro, existe uma constante C' > 0,

para a qual

lullggergry < € (TUIE?<XT2 [u(®) L2 @) + ||Vru||L2(Q~>> - (BS)
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Demonstragao. Ref. [23], Capitulo IV, Teorema 10.1, pg. 351-355. [

Teorema B.3. Seja Q um conjunto aberto, conexo e limitado do RY.
Considere T > 0, um numero real. Considere o problema de valor

wmicial e de fronteira

%:Au—kﬁ/(m,t)u , (x,t) € Q% (0,T).

u(z,0) = ¢(z) , xel. (B.9)

u(z,t) =0 , (x,t) € 02 x(0,T).

Suponha o nimero real v, de forma que 0 < v < 1. Suponha que o
potencial W € HY-% (Qx[0,T)). Suponha que a fronteira de Q, dada por
09, seja de classe H'2. Suponha ainda a ezisténcia de um conjunto
compacto K, na qual K C Q, KN(ON) =D e p(x) =0, Va ¢ K. Além
disto, suponha que a funcdo ¢ € HYT2(Q). Entdo, existe uma tnica
fungio u € H' 23 T1(Q x (0,T)) que soluciona o problema (B.9). Em

particular, u € C*1(Q x (0,7)).

Demonstragdo. Ref. [23], pg. 317-323. O
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Apéndice C

Estimativas usadas na
prova do Lema 3.3.1,

item (iv)

As notacoes usadas neste apéndice fazem referéncia aos aspectos

abordados na Secao 3.3 desta dissertacao.

Supomos que, para cada n € N, u,, € C*®(B,, x [0,7})) é a tnica

solugéo do problema (3.45)-(3.46). Desta forma,

agt" = Aup + Voun ,  (2,t) € By x (0,T}).
Un(2,0) = upo(x) , T € By. (C.1)

Up(z,t) =0 , (z,t) € 0B, x [0,T1).
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1 1
Para m € N, m fixo, definimos R, :== A1 ,, x |—,T1 — ]
o m m
Notamos que u,, € C*(A1 ,, x (0,71)). Paran € N, n > m,
também temos u, € C*°(AL ,, x (0,T1)).

Na definigao de R,,, vemos que

2 2
Rm :AQmX|:,1_:|€Rm :Asmx[3,1—3:|
2 m2 m m 3 m’’3 m m
- A
Pela definigao de V,,, dada por (3.4), V,, = W, V n ¢ Bi. Desta
forma,
ou

n A
el Auy, + Wun, Vi(zt)e AL, x(0,T1), Vn=m. (C2)

Definimos os seguintes conjuntos abertos, limitados e conexos do

RN

Q{xERN: : <|x<175},
2.7 m
Q= RN . 2
{xe — <|w<277}
[
2,3 m
Q= RN . 2
{xe m<|x|<2’3}

Inicialmente, observamos que as fronteiras de 2, Q' e Q" sdo bas-

tante regulares: todas de classe C°°. Também notamos que

As m COACQ'"CA2 m CQCA (C.3)

m’ 3

o3

1
) ™!

3
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dist (', Q—0Q") >0, () NY =@ e (0Q)NQY =Q.

Por fim, definimos

2,7 2,7
QT Z:QX(O,Tl), Q/ I:Q/X < ! ,T1, ! >
m
e
2,3 2,7
" Q" Uy AR
Q ( m y 41 )
Vemos que:
Rn CQ CQ"CR=z CQr. (C.4)
A principio, queremos mostrar que existe uma constante ko > 0
para qual

||VrunHLoc(R%) S ]CQ, Vn 2 m.

Vamos aplicar o Teorema B.1. Inicialmente, sabemos que a fungao
up € C®°(Qr), ¥V n>m.

Devemos mostrar que existe uma constante p; > 0 de forma que

Il

onde ¢ e r satisfazem as condigoes (B.5).

2q q 2r

Tome z € Q. Em particular, z € A1 ,,. Desta forma,

1
m
0 que implica que
A A 9



Também notamos que, por (B.5), para 0 < 6; < 1,

N< N <a<+ = oo0< 1
— 00 —
2 - == N

1
— <
2(1—6y) T2

1<

1
<r< < — < —. .
1_01_7“_4—00 = 0_2r_ (C.8)

N | =

Assim, temos que:

IS (Ll
- ([ o ] )

= m?(med Q)z% (Tl)i.

2|2

ER

IN

§=

(C.9)

Por (C.7)-(C.9), notamos a existéncia da constante p; > 0 que
satisfaz (C.5).
Desta forma, pelo Teorema B.1, existe v € (0,1) e ko > 0 tal que

||Vmun||H7(§) < ks, Yn>m. (C.10)

A constante ky depende, dentre outros, do méximo de |u,| em Qr.
Como |uy,| é majorada por ¢ em B,, x [0,T1) e as demais pendéncias
independem da escolha de n, segue que ko também nao depende de n.

Como consequéncia de (C.10) e da estrutura da norma no espago

de Holder H(Q7), segue que
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Agora devemos provar que existe uma constante ks > 0, para a qual

ax 8un 6un
(m,t)ER%

|un| +

] < ks, (C.12)

e k3 independe de n adotado (lembrando que n > m).
O resultado (C.12) ¢ dado como uma consequéncia do Teorema B.2.
De fato, tomamos os conjuntos @' e Q. Como u, € C*®(Qr), para

1
= 10 por exemplo, temos a existéncia de uma constante C' > 0, para

a qual

el g1 < © (m . T @)z + nmunuf@w) ,

m —_ 1_m

(C.13)

Yn>m.

Notamos por (C.13), pela estrutura da norma no espago de Holder

21

Hio (Q'), pelo item (ii) do Lema 3.3.1 e por (C.11) que, V n > m,

ouy,

Ouy Oun
ot

oz ] < lunllgty g

N
2
i=1

1=

< C( max_ flun(®)llzz @) + |vacun”L2(Q”)>
2

m

<C max (/ |, (2, ) |2 dx) + (// |V ot | de dt) ]
_0<E<T1,£ Q7 "

<C max / |C(z,)|? doz | + (// (ko)? dx dt>
o<t<Ti—2I | Ja n

3w
o

(C.14)

e (C.14) concluimos (C.12), onde

ks :=C max / |C(z,0)|? doz | + (// (ko)? dx dt>
0 Tl 2,7 A %
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