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Resumo

Este trabalho apresenta resultados tedricos e praticos sobre as
equacoes de Stokes e sobre o método de Galerkin descontinuo aplicado
as equagoes de Stokes. Primeiramente apresentamos o teorema de Lax-
Milgram que garante, para alguns problemas existéncia e unicidade.
Mostrando que o problema de Stokes nao se enquadra nas hipéteses do
teorema de Lax-Milgram, criamos uma motivagao para estudar exis-
téncia e unicidade via condicao Inf-Sup. Apresentamos para isso uma
série de teoremas determinando condigdes que um problema precisa
satisfazer para que existéncia e unicidade sejam satisfeitas. Essas con-
digoes foram enunciadas demonstradas num contexto mais geral. Por
isso, mostramos que o problema de Stokes, de fato, satisfaz essas condi-
¢oes e, portanto, € um problema com existéncia e unicidade de solugao.
Depois disso, o problema é discretizado usando o método de Galerkin
descontinuo para depois ser implementado e testado. Também enun-
ciamos e demonstramos teoremas com estimativas de erro a priori na
norma energia e Ly({2) para o campo de velocidade, e na norma Lo (1)
para a pressao. Por 1ltimo apresentamos os resultados numéricos em
dois problemas teste retirados da literatura e discutimos aspectos sobre
a implementacao e estabilizacao do método.
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Abstract

This work presents theoretical results on the Stokes equati-
ons and the discontinuous Galerkin method applied to Stokes equati-
ons. First we present the Lax-Milgram theorem that ensures existence
and uniqueness for some problems. Showing that the Stokes problem
does not fit the assumptions of the theorem of Lax-Milgram, we create
a motivation for studying existence and uniqueness through Inf-Sup
condition. About this, we enunciate a series of theorems determining
conditions that a problem needs to satisfy such that existence and uni-
queness is also satisfied. These conditions were given in very general
lines, so we show that the Stokes problem, in fact, satisfies these con-
ditions and, therefore, is a problem with existence and uniqueness of
solution. After that, the problem is discretized using the DGM (Dis-
continuous Galerkin Methods) to after that be implemented and tested.
Finally we demonstrate some a priori error estimate theorems in energy
and Ly(€2) norm for velocity and in Ly(€2) norm for pressure. We also
present numerical results on two test problems taken from literature and
discuss aspects about implementation and stabilization of the method.
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Introducao

Sera que ninguém nunca se perguntou como a agua é simulada
nos filmes de animagao? A 4gua e outros fluidos, quando simulados,
devem corresponder a realidade. Quando a menina irritada joga a agua
de um copo no menino atrevido, em filmes de animacao computadori-
zada, essa deve percorrer um caminho natural apds se chocar com o
rosto do sujeito. Todos irao notar se esta dgua for mal simulada, pois
estamos acostumados a ver e prever a agao agua na natureza. Bem,
para tais simulagoes existem equagoes diferenciais que modelam esses
fenomenos fisicos. Apds adaptadas para o computador essas equagoes
sao “resolvidas” de acordo com as informacoes que o problema oferece.
A solugao encontrada é usada para prever e modelar o movimento de
agua ao longo do tempo.

Este simples exemplo, liidico, nao é suficiente para entender a
importancia dessas equacoes. Elas simulam varios fluidos em situacoes
como previsoes meteoroldgicas, escoamentos turbulentos, transportes
de contaminantes em meios porosos, vazamentos e escoamentos de pe-
tréleo, entre outros. A julgar pelas aplicagoes é facil compreender o
porqué de tanto interesse de pesquisadores nessa drea conhecida como
dinamica dos fluidos.

Muitas dessas equagoes sao extremamente complicadas de se-
rem resolvidas de maneira exata. Visto que o mundo nao para, métodos
foram desenvolvidos afim de contornar essas dificuldades. O conjunto
dos métodos numéricos para resolugao de problemas de dindmica de
fluidos compoe uma outra drea chamada de CFD (Computational Fluid
Dynamics). Em CFD as solugdes sao aproximadas de vdrias manei-
ras diferentes sempre buscando uma severa semelhanca com a solugao
exata, caso exista.

Neste trabalho, trataremos de equagoes especificas e um mé-
todo especifico: as equacoes de Stokes resolvidas, aproximadamente,
pelo método de Galerkin descontinuo (DGM - Discontinuous Galerkin

p ol
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Method). Essas equagoes, atribuidas a George Gabriel Stokes, mode-
lam escoamentos de fluidos Newtonianos relacionando a velocidade, a
pressao e a viscosidade de fluido.

O método de Galerkin descontinuo foi introduzido em 1973
por Reed e Hill [18] para resolver questoes relacionadas ao transporte
de néutrons. A motivagdo para esse método de elementos finitos veio
dos problemas nao lineares, nos quais a convecgao é a caracteristica
principal. Esse tipo de situagao pode apresentar uma solucao exata
que evolui descontinuamente com o tempo. A maior preocupacao é
que a parte descontinua da fungao, apesar de apresentar uma estrutura
bem complicada, armazena muita informagao sobre a solucao. Entre-
tanto, com estrutura complicada ou nao, é preciso que o problema seja
resolvido. O método candidato a resolvé-lo tem que lidar muito bem
com as descontinuidades, pois quando nao se tem conhecimento sobre
a solucao exata, o método é a unica fonte de informacoes sobre a solu-
¢ao. Como saber quando tal descontinuidade é significante ou quando
é apenas imprecisao do método?

Em busca de uma resposta eficiente a essa pergunta, o DGM
vem se desenvolvendo em sua precisao, consisténcia, velocidade e efi-
ciéncia desde entao. Tal método hoje apresenta vantagens, como uma
boa adaptatividade a geometrias mais complexas, a malhas irregulares
e a diferencas de grau polinomial de aproximagao entre os elementos.

A idéia principal, que caracteriza o método, é a escolha dos
espacos de aproximacao. No DGM esses espacos contém funcoes polino-
miais por partes (em cada elemento) com nenhuma restri¢do em relagao
a continuidade da funcao. Ou seja, é possivel que uma funcao descon-
tinua faga parte desse espaco, desde que essa seja polinomial em cada
elemento da malha. Por esse motivo, entre elementos vizinhos, sobre a
interface, podem ocorrer saltos nos valores dessa fun¢ao. Para diminuir
esse salto no valor da funcao, ou seja, para fazer com que a funcao seja
mais préxima de uma funcao continua, podem ser introduzidos termos
de penalizagao que vao forcar essa continuidade.

Nosso objetivo, entao, é estudar o desempenho do método
de Galerkin descontinuo na resolugao numérica do problema de Stokes,
relacionando a teoria construida com os resultados numéricos gerados
por simulagoes. Tal objetivo serd alcancado estudando testes nos quais
as solugoes exatas jé sdo conhecidas. Assim associaremos os resulta-
dos numéricos tanto com a solucao exata quanto com toda a teoria
construida sobre o método.

No Capitulo 1 fazemos um breve estudo sobre os alicerces de
nossa teoria definindo uma série de ferramentas de analise funcional
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para que possamos usd-las durante o resto do trabalho.

O Capitulo 2 ¢é dedicado as definicoes bésicas para a cons-
trucdo do um método de elementos finitos. Conceitos bésicos como
particoes e elementos sao definidos neste capitulo, bem como outros re-
sultados nao tao béasicos como interpolantes e desigualdades do traco,
por exemplo. No mesmo capitulo sao definidos conceitos bem particu-
lares do método de Galerkin descontinuo como os saltos e médias.

Num contexto geral, o Capitulo 3 trata dos problemas e suas
formulagoes fracas. O importante Teorema de Lax-Milgram integra o
capitulo como uma das alternativas para garantir a consisténcia de um
problema. A coercividade de uma forma bilinear também ¢é definida
nesse capitulo.

A partir do Capitulo 4 nossos estudos comegam a se voltar
mais para as equacoes de Stokes buscando mostrar resultados como, por
exemplo, consisténcia, através do Teorema de Lax-Milgram. Diante de
obstaculos com relagao a este ponto nos vemos obrigados a recorrer
a novas alternativas para garantir a consisténcia do nosso problema.
Nesse momento surgem os estudos para construir a condi¢ao Inf-Sup
que garante a consisténcia desejada.

No Capitulo 5 construimos o método de Galerkin desconti-
nuo para resolver as equagoes de Stokes. Nesse capitulo sao realizadas
todas as garantias tedricas (consisténcia, coercividade, unicidade, con-
vergéncia, entre outros) para que o problema possa ser resolvido “com
seguranc¢a”. Estimativas de erro a priori em varias normas sao apre-
sentadas em importantes teoremas que servirao posteriormente para
avaliar os resultados numéricos.

Tentamos fazer com que as demonstragoes fossem bem deta-
lhadas, com a intencao de fazer desse trabalho fonte de consulta aque-
les que se interessarem pelo tema. Por isso, algumas delas podem ser
consideradas longas, em comparagao as compactas 10 linhas que costu-
mamos encontrar nos livros e que acabam se desdobrando em diversas
péginas e dias quando nos debrugamos sobre elas. Afinal, quanto mais
pessoas souberem daquilo que estamos estudando, melhor.

Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos resultados os numé-
ricos que obtemos aplicando o método de Galerkin descontinuo para re-
solucao de alguns problemas relacionados as equacoes de Stokes. Neste
capitulo discutimos brevemente a implementacao do método e possiveis
problemas a respeito de estabilidade.

As referéncias mais usadas neste trabalho sao [19] e [13] que
trazem uma construgao detalhada do DGM e depois o aplicam no pro-
blema de Stokes. A parte que trata da condigao Inf-Sup segue uma
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sequéncia similar a de [11], incluindo idéias das demonstracoes. Os re-
sultados numeéricos foram gerados a partir de problemas apresentados
em [7] e em [17]. Uma forte influéncia de [15] pode ser encontrada na
hora da implementacao das formas bilineares no pacote NeoPZ. A parte
de anélise funcional no inicio da dissertacao tem como fortes referéncias
[21], [4] e [16]. Na parte da versao estabilizada do método, discutida no
Capitulo 6, [22] e [10] s@o as referéncias mais utilizadas. Em [8] pode
ser encontrado um interessante material sobre a evolugao do DGM, de
onde, inclusive, foram baseados os dados histéricos dessa introducao.

Esperamos, como objetivo numérico, que o método se mostre
eficiente na resolucao de problemas praticos, ou seja, que as solugoes
aproximadas estejam relativamente proximas das exatas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos as principais ferramentas para
0 nosso estudo. A teoria a seguir é importante pois esta por tras de
resultados e teoremas que formarao o corpo deste trabalho. Vocé pode
considerar este capitulo como uma lista de defini¢oes e teoremas para
consulta durante o desenvolvimento do contetido.

1.1 Espacos de Lebesgue

Salvo excecoes mencionadas, usaremos {2 para denotar um con-
junto aberto, conexo e limitado em R? (d = 1, 2 ou 3), com fronteira 99
regular. Nesse caso usaremos n como notagao para a normal unitaria
exterior a 0f.

As préximas definigdes explicitam uma nocao de regularidade
para a fronteira 0.

Defini¢ao 1.1 (Funcao Lipschitz). Sejam X e Y espacos normados.
Dizemos que a funcdo f : X — Y € Lipschitz quando existe uma
constante L tal que

(@) = fWlly < Lllz—yllx, VazyeX

Definig¢ao 1.2 (Fronteira Lipschitz). Seja €2 como convencionado sendo
que d > 2. Chamaremos 02 de fronteira Lipschitz quando existir,
para esta, uma cobertura finita de abertos {U;}1<i<m, tal que, para
j=1,2,...,m as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas.

(i) OQNU; € o grifico de uma fungao de Lipschitz;
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(ii) QNU; estd em somente um dos lados deste grdfico.

Qualquer estudo sobre equagoes diferenciais parciais envolve
certos conhecimentos sobre as fungoes, j& que é uma como tal que re-
solve a equacgao. Para definir alguns espagos e algumas caracteristicas
das fungoes usaremos a integral(notagao usual) e medida(m(-)) de Le-
besgue .

Definigao 1.3. O espaco L%(Q) € o espaco das fungédes quadrado inte-
graveis definidas em §2, ou seja

L*(Q) = {f:Q—>R| f € mensurdvel e/ﬂf2 < oo}.

Observacgao: Em L2(Q) duas funcoes sdao equivalentes quando sao
iguais quase sempre, ou seja, quando diferem entre si somente num
conjunto de medida nula.

Esses espagos de fungoes, bem como seus resultados, nao sao
objetivos de nossos estudos, sao ferramentas que iremos usar ao longo
do trabalho. Por isso, nao iremos demonstrar os resultados enunciados
acerca desses espagos.

Teorema 1.1.1. L?(Q) é um espaco de Hilbert considerando o segquinte

produto interno.
(u,v)q = /uv.
Q

Observagao: Nesse caso, a norma induzida desse produto interno para

um vetor v de L?(Q) é
ol = [2)
)

Ao longo do trabalho usaremos também o espago L3(2) definido

por:
Li(Q) = U€L2(Q)Z/’U=0
Q
As definicoes acima sao estendidas naturalmente para as fun-
gOes vetoriais w = (ug,ug, ... ,uq) € v = (v1,v2, ... ,v4) sendo que
v; e u; estdo em L?(Q) parai=1,...,d:

(u,vm:/u'v e
Q
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[

lullzz@) = (lunle + ol + - + lualfa)

Definicao 1.4. O conjunto L>(Q2) é definido como o espago das fun-
coes limitadas. Ou

L2(Q) = {v : [Jv]|=(0) < oo}

sendo que
[v]|L = ess sup{|v(z)| 1z € Q} =

=inf{sup{lv(z)|:x € Q\N}: N CQ, m(N)=0}.

Observagao: Analogamente, podemos definir os espagos L (€2) usando
1

p

lollzoa) = /w paraptalque 1 < p <oo.
Q

1.2 Nocao de Derivada Fraca

Adiante, precisaremos de espagos um pouco mais elaborados do
que os de Lebesgue. No entanto, para definir tais conjuntos uma nocao
diferente de derivacao se faz necessaria.

Definigao 1.5. Seja v uma fung¢do continua definida em Q. Considere

o conjunto
M={z:v(x)#£0, z€Q}.

Chamamos o conjunto M de suporte da fungdio v denotado por supp(v) =
M. Além disso, dizemos que v tem suporte compacto quando supp(v)
for um conjunto compacto.

Definicao 1.6. Defina D(2) como sendo o conjunto das funcgoes de
C* (fungoes infinitamente diferencidveis) cujo suporte é um subcon-
junto compacto de Q. O espago D' (Q) (espago dual de D(Q)) é chamado
de espaco das distribuicoes.

Como mencionamos anteriormente, duas fungoes que sao iguais
quase sempre podem ser identificadas em L?(£2) como equivalentes (na
verdade isso é vélido para qualquer LP(Q))). Entdo, uma fungdo que
nao é continua em um tunico ponto, pode ser identificada com uma
fungao continua. Isso nos motiva a definir uma nova nocao de deriva-
das para estes espacos. Afinal queremos que a derivada seja a mesma
para as funcoes que sao iguais quase sempre. Para definir tal nocao
precisaremos da seguinte notacao.
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Seja a = (1,2, ... ,aq) um multi-indice, sendo que «; é
inteiro e nao negativo para cada i. Seja |a] = a1+ a2 +ag+ ... +aq
o comprimento de o. Entao usaremos a seguinte notacao

dlely

D% =
aq [ Qg
0x{" 0xy? ... Oxy

sendo que v nesse caso é uma funcao em R

Definigao 1.7. Dizemos que uma funcio v € L*(Q) € fracamente di-
ferenciavel se existe uma func¢do u tal que

Ju@ota) do = (1) [o@Dp(a) de V¢ € DE)

Q Q

nesse caso u € a deriwada fraca de v denotada por D™v.

Observagao: Note que se o multi-indice a for tal que v € Cl*l(Q)
entdo a defini¢ao de derivada fraca(Defini¢ao 1.7) equivale a de derivada
classica que jé nos é familiar. Por isso o abuso de notagao na definigao.
Isto é, quando a derivada cldssica nao existir, a notagao D“v estara se
referindo a derivada fraca. Isso dependerd, obviamente, da suavidade
da funcao v.

Algumas fungoes nao admitem derivadas cldssicas e, no entanto,
sao fracamente diferenciaveis.

Exemplo: Considere a fungao

v: (-1,1) — R
x — u(z) = 1+ |z

Veja que v nao é diferenciavel no ponto x = 0, porém v é fracamente
diferencidvel com D'v dada por

1, se x>0,
-1, sex <0.

Isso é facilmente constatado usando a Definicao 1.7. De fato, seja ¢ €
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D(-1,1). Entao

(integragao por partes)

0 1
— el - [ (~Dple) do+ ol - / (+1).p() d =
(definicao de u(x))

— 0(0)(0) — v(=1)p(~1) + o(1)e(1) — (0)(0)—
- [ wt)eto) do =
[ u@pla) o (v(1) = v(=1) = 0)

1.3 Espacos de Sobolev

Agora, usando a nova nocao de diferenciacao, definiremos um
espaco de funcdes mais suave que L%(£2). As demonstracoes dos teore-
mas desta sec@o podem ser encontradas em [4].

Definigao 1.8. O espago de fungoes HY(Q)) é dado por:

HY Q) ={veL?(Q): D e L*(Q), V0L |af < 1}.

Observagao: Lembrando que || = ay+as+- - -+a4 podemos também
escrever H'(Q) (Definicdo 1.8) da seguinte maneira.

HY(Q) = {1} € L*(Q): g—” € L*(Q), i= 1,2,...,d}
T

ou ainda,

HY(Q) = {veL*(Q):Vve (L*Q)"}.

De maneira anédloga definimos H*({2) com s inteiro e positivo.
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Definigao 1.9.

H*(Q) ={ve L*(Q):D*v e L*(Q), VO < |af < s}.

Exemplo: Quando d = s = 2 temos

H*(Q) = {v € L*(Q):

ou
v 9% v
H*(Q)=<ve HY(Q € L*(Q
( ) {U ( ) 8:01 8$18x2 8x2 ( )
Nesse exemplo fica claro que L?(Q) 2 HY(Q) D H%(Q)
O resultado a seguir é essencial para discussoes futuras

Teorema 1.3.1. H'(Q) € um espaco de Hilbert com relagio ao sequinte

produto interno.

(u,v) (o) = /u(x)v(x) + /Vu(m) -Vo(z)
Q %)

Observagao: Em H'(Q) a norma induzida pelo produto interno é

2

bl = [ 3 1D%ula (1.1)
0<lal<1
ou
Jul ull +\ Ou ] ol
o o o
o L2 @) Oy L2(Q) Oy L2(Q)

L m)

Analogamente, uma norma para H*®(2) seria
1

2

ull s ) = Z I1D%ul|72 )

0<al<s

H Oxzq
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Definigao 1.10. Definimos o nimero real |u|gs(q) como sendo

2

[ul s (o) = Z |\Dau||2L2(Q)

le|=s

Observagao: |u|y-(g) ¢ uma seminorma associada ao espaco H*(€2).

Teorema 1.3.2. O espaco H}(2), composto por fungées de H'(Q)
com suporte compacto, ¢ um espaco de Hilbert com relacdo ao produto
interno

<u,v>Hé(Q) = /Vu(a:) - Vo(z)
Q

que, por sua vez, induz a norma |u| g1 (o) (Defini¢do 1.10 ) em HL(Q).
Podemos também definir espagos do tipo H para indices fraci-
onarios:

Definigao 1.11. Seja s > 0 um inteiro e k = s+ 60 com 0 < 6 < 1.
Entdo, definimos o espaco H*()) como sendo um subespaco de H*(§2)
cuja norma abaizo(norma de Slobodeckij) € finita.

ey = { lull3re o+ (1.2)
D u() — D*u(y)|? 2
+ Z / / o — g2 de dy p . (1.3)
lol=s g @

Generalizando, podemos olhar os espagos H*(2) como sendo
um caso particular dos espagos W**(Q2) com k = 2. Tais espacos sdo
definidos a seguir:

Definicao 1.12. Seja 1 < k < o0, s € N. Entao,
Wk Q) = {u € L*(Q) : D®u € L*(Q),V |a| < s}

Teorema 1.3.3. O espaco W*F(Q) é completo com a norma

k

lullwer@ = | D 1D%ul§rq
la]<k

Observagao: Nesses espacos, o valor de s pode ser nao inteiro, nesse
caso, a definicao de tal espago é analoga a Definicao 1.11, levando em
consideragao que H*(Q) = W*2(Q).
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1.4 Desigualdade de Poincaré e H (1)

Uma estimativa muito importante usada para mostrar coerci-
vidade ou majorar erros é a desigualdade de Poincaré.

Teorema 1.4.1 (Desigualdade de Poincaré). Considere Q@ como con-
vencionado sendo que d > 2. Entao existe uma constante Cq tal que

[v(@)]|z20) < CallVo(@)lr2), Vv e Hy(Q). (1.4)

Demonstragao: Essa demonstracao pode ser encontrada na secao
1.2.4 de [6].

Observagao: Usando (1.4) é possivel mostrar que em H} () as normas
|- |z () e | - |m1(q) sdo equivalentes.

Para préxima defini¢do é necessdrio recordar que Hg(2) é es-
pago de Hilbert e, por conseqiiéncia, espaco de Banach(Teorema 1.3.2).

Definigao 1.13 (Espago Dual a H{(Q2)). O espaco dual do espaco
HY(Q) serd denotado por H=1(Q). A seguir definimos em H~1(Q)
uma norma dada por:

v\x
lvllg-10) =  sup @)l (1.5)
0#z€HE(Q) H90||H5(Q)

1.5 Resultados Importantes

Teorema 1.5.1 (Green). Considere £ como convencionado. Sejan a
normal exterior unitdaria com relacao a 02. Entao

—/wAv:/Vv-Vw—/Vv-nw, VoeH* Q) ewe HY(Q),
Q Q o0
9w

ox2 *
i=1 7%

Ou, de forma mais geral

f/wV-sz:/IVwwa/szwnw,

Q Q 19]9)

VoeH* Q) ewe HY(Q),

sendo que Aw =V -Vw =

sendo que T € matriz.
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Demonstracao: Uma pode ser encontrada em [24].
|

Teorema 1.5.2 (Cauchy-Schwarz). Seja X um espago de Hilbert. En-
tao:

[(w, 0) 2| < lullx[lvllx, ¥V uw,veX. (1.6)

Demonstragao: Uma pode ser encontrada em [2].

Teorema 1.5.3 (Young).
1

ab§%a2+2—b2, Ve>0 e VabeR (1.7)
€

Demonstragao: De (¢ — d)? > 0 temos que 2cd < ¢® + d?. Para

ar/e b

concluir a demonstracao basta escolhermos c = — e d = —.

V2 V2e
n

Segue agora um teorema classico da andlise funcional que usa-
remos sem demonstrar. A construcao detalhada desse teorema bem
como sua demonstragao estd em [16] na secao 4.3.

Teorema 1.5.4 (Hahn-Banach). Seja f um funcional linear e limi-
tado em um subespaco Z de um espaco normado X. Entdo, existe um
funcional linear e limitado f em X que estende f a X com a mesma
norma.

Outro cléssico cuja prova pode ser encontrada em [16]:

Teorema 1.5.5 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam X e Y dois
espacos de Banach. Se A: X — Y € continua, linear e bijetiva, entdo
A7L ¢ também um operador continuo. Ou seja, existe o > 0 tal que,

allul x < [lAu]ly-
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Capitulo

Elementos Finitos

2.1 Notacoes e Convencgoes

Para o estudo ficar mais claro vamos definir algumas notacoes
que iremos usar ao longo do trabalho.

Se u = (u1,us,...,uq) é uma funcao vetorial, definimos o gra-
diente de uw como a matriz

ouy;
@ B |: l:l
Ox; i,5=1,2,...,d
e se A = a;; for uma matriz definimos
Z 8a1j 3&2] Z aadg
; Ox;

A definicao anterior nos permite definir também Au =V - Vu.
Para o divergente de um vetor w = (uy,us,..., ug) usaremos
d

tanto div uw quanto V - u. Logo, div u =V -u = 61;7;‘

i=1
Usaremos para relacionar duas matrizes A = a;; e B = b;;
e representar a quantidade

“ R

d
= Z Cbijbij.
ij=1
Se u e v sao dois vetores entao u - v é o produto escalar entre
eles. Mas se A é matriz e u é vetor, A - u é uma simples multiplicacao
matriz-vetor.

11
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Como estamos fazendo aqui, quando se fizer necesséario, vamos
diferenciar nimeros, vetores e matrizes usando o formato negrito para
o segundo e o formato sublinhado para o terceiro. Para o primeiro, ou
quando nao for necessaria a distingao, usaremos a escrita no formato
normal.

Quando, novamente, existirem dois vetores u = (uy, ua, ..., uq)
ev = (v1,v2,...,v4) em R? usaremos ® para relacioné-los afim de
gerar uma matriz a;; da seguinte maneira:

UV = a;j = [UV]ij=12,. . d

. . . Vi .
Usaremos também, quando conveniente, 0jv; para abreviar v Além
. o, . . ~ m] .
disso, omitiremos o termo de integragao dx ou ds ou qualquer que seja,
sempre que acharmos desnecessario.

No decorrer do trabalho, usaremos varias normas diferentes, as
vezes numa mesma equagao ou expressao. Afim de condensar a notacao
para facilitar a visualizagao dos resultados vamos introduzir a seguinte
notagao.

[llo,2 = llvllL2m)s  Mvlls, e = llvllae (),

whe=vlmw e [vler = suplv(z)].
relk
Omitiremos E quando E = Q. Por exemplo, ||v||1 = ||v][g1(q)-

O uso de novas notagoes especiais e abreviacoes tem o objetivo
de condensar expressoes, exterminar ambiguidades ou esclarecer algu-
mas passagens. Assim, quando nao se fizer necessario o uso destas,
optaremos pela apresentacao mais limpa aos olhos do leitor.

2.2 Particoes

Para utilizar a estratégia de elementos finitos, é necessaria a
construgao de uma particao, ou malha, de 2. Aqui, além do convenci-
onado exigimos que {2 seja poligonal. Chamaremos cada membro dessa
particao de elemento. Usaremos E para denotar tais elementos. E co-
mum que esses elementos sejam triangulos ou quadrilateros quando em
R2? e, tetraedros e hexaedros em R®. Neste estudo estamos interessados
em um tipo especial de partigao.

Definicao 2.1 (Partigdo Conforme). A particio de Q em elementos
E; € dita conforme quando para todo i # j a interseccao entre E; e I;
é vazia ou uma face de dimensao menor que d (se d =2, por exemplo
essa intersec¢do pode ser um segmento de reta ou um ponto).
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Para um estudo mais eficiente do método, associaremos as par-
ticoes de ) de acordo com o “tamanho” de cada elemento. Ou seja, se
h = sup {diam(E)}, entdo denotaremos essa partigao por Tj. Claro
que quando uma particao for definida é preciso especificar como serao
os elementos. Apenas dizer quanto vale h nao serve como definicao de
uma particao.

Para especificar um pouco mais a particao que iremos trabalhar,
vamos definir A como sendo o diametro do elemento E, isto é hg :=
diam(FE). Também, pg = sup {diam(S3) : S é bola inscrita em E}.

Definigao 2.2 (Particao Regular). Uma parti¢ao Ty, de Q em elemen-
tos E; € dita ser regular se, e somente se, existir uma constante p > 0

tal que
he
PE
Em nossa anélise, usaremos somente particoes conformes regu-
lares.

2.3 Saltos e Médias

Mais adiante, definiremos espagos nos quais serd exigido que as
fungoes sejam de determinada suavidade somente no interior de cada
elemento E. Ou seja, a funcao pode ser descontinua em §). Estamos
procurando solugoes que sejam bem parecidas com fungoes continuas.
Assim, definiremos alguns conceitos que contribuirdo para que a nossa
solucao discreta seja relativamente suave.

Considere 7;, uma particao conforme e regular de Q2 e E um
elemento dessa particao. Cada elemento E tem suas faces (que podem
ser segmentos de reta ou de planos por exemplo). O conjunto dessas
faces que nao estdao em 02, chamaremos de I'y,, isto é, o conjunto das
faces interiores ao dominio €. A cada face e de I'j, U9 é associado um
vetor normal exterior unitario n.. Se por acaso e € 9€) entdo n. sera
a normal exterior e unitaria de 0.

Vamos definir o espago H*(7) como sendo

H*(Ty) == {v e L*(Q):v|p € H(E), VEE T} .

Veremos a seguir (Teorema 2.4.1) que se tomarmos v € H(T3)
teremos a garantia de que o trago de v estd bem definido em todas as
faces de E,V E € Tj,. Note que se dois elementos EL e EX comparti-
lham a mesma face e teremos dois tragos definidos nessa face (a normal
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n. é convencionada ser de EX para EI?). Isso nos motiva a definir para
a funcao v sua média e seu salto em e, respectivamente:

£} =5 (vlsz) + 3 (vlen) (2.1
[0 = (vlpe) = (vlen ) (2:2)

A definicao é andloga se v for um vetor ou uma matriz. Em todos os

casos quando e estd em 92 convencionamos que {v}} = [v] = <v| EL),

em que e = ELX N oQ.

Essa definigao de salto esta em [19]. Outras definigoes de saltos
estao disponiveis nas literaturas. E claro que a escolha da definicao
influencia nos resultados que utilizam tais conceitos. Faremos uma
breve discussao sobre isso no Apéndice A.

2.4 Pré-requisitos

Nessa secao apresentaremos varios resultados e definigoes que
usaremos na construgao e na andlise do método.

Um importante teorema que encadeia uma série de outros resul-
tados fundamentais é o teorema do trago, usado para definir a restricao
de uma fungao de um espago de Sobolev ao longo de sua fronteira. Aqui
iremos apenas listar os resultados que iremos usar ao longo deste tra-
balho. Uma abordagem um pouco mais detalhada pode ser encontrada
em [19] na subsegao 2.1.3.

Teorema 2.4.1. Seja 2 como convencionado e seja n a normal exte-
rior a 0S). Entao existem operadores de trago
WO:HS(Q)—>HS*%(89), pam5>% e

" :HS(Q)—>H57%(8(2), para s > g

que sao, respectivamente, extensao dos valores da fronteira e extensdao
das derivadas normais da fronteira. Os operadores yy e y1 sao sobre-
jetivos. Além disso, se v € C1(2), entdo:

You =y € (2.3)
mv = Vu-nlyg. (2.4
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Esse teorema é base para enunciar varias desigualdades muito
uteis na hora de estimar os erros.

Teorema 2.4.2. Sejam E, e e hy como definidos anteriormente. En-

tao, existe uma constante C, independente de hg e de v tal que para
toda v € H*(E)

Iv0vllo,e < ClelZ |E["2([v]lo,e + hel|Vollo,z), (2.5)
Imvllo.e < Clel? |E[72([Vllo,s + helV20llo,z), (2.6)

sendo que, s > 1V e C OF para a primeira desigualdade e s > 2V e C
OF para a seqgunda. Aqui, |e| e |E| denotam, respectivamente, a drea
da face e e 0 volume do elemento E. Usamos as palavras drea e volume
mas dependendo da dimensao considerada pode ser comprimento, drea
ou volume.

Observagao: Vamos abusar da notacao e, a partir de agora, utilizar v
a0 invés de yov e Vv - n ao invés de y1v. Além disso, este teorema e o
seguinte valem também para fungoes vetoriais.

O préximo teorema é mais particular, utiliza a propriedade das
fungdes polinomiais para gerar novas desigualdades. Aqui o espaco
Py (E) denota o espaco de todos os polinémios com grau menor ou
igual a k, definidos em E. A definicdo é andloga para o espago Py(e).

Teorema 2.4.3. Sejam E, e e hg como definidos anteriormente. Ezis-
tem constantes C, independentes de hg ou v, porém dependentes do
grau polinomial k, tais que para toda fungio v € Pr(E)

[v]lo,e < Cle|2|E|%||v]lo,&, Y e C OE; (2.7)

[v]lo.e < Chz?lvllo,s, Ve C OF; (2.8)

Vv nllo.e < Clel? |E]~%(|Volo.z, Ve C OB, (2.9)
_ 1

lv-nloe < Chyg? IVollo, £, YecCOE. (2.10)

Observagao: Em [19] pode-se encontrar a expressao exata para C nas
dimensoes 1,2 e 3.

O préximo teorema é bem util para relacionar normas em es-
pagos H*(Q)) para diferentes s.

Teorema 2.4.4 (Desigualdade Inversa). Seja E um dominio limitado
em R? com diametro hg. Entdo, existe uma constante C, independente
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de hg tal que para qualquer funcdao polinomial v de grau k definida em
E, temos,

IV7]lo.e < Ch|[vllom, YO0< j < k. (2.11)

Demonstracgado: Pode ser encontrada em [5].
|

Observagao: O Teorema 2.4.4 anterior pode ser generalizado para
fungoes em Py (E), com E em alguma parti¢ao. A demonstragao é uma
reaplicagao do Teorema 2.4.4 em cada elemento F.

Um dos objetivos desse trabalho é estudar os erros a priori das
solugoes encontradas pelo método de Galerkin descontinuo. Para tanto,
usaremos como ferramenta um operador R conhecido como operador
Crouzeix-Raviart. Esse operador aproxima uma fungao v = (v1,v2) €
H'(Q)? no seguinte sentido:

/Rv:/v, Ve eI, Uosd (2.12)

A construcao desse operador e a demonstracao de algumas de suas
propriedades, em que E é um elemento triangular sob coordenadas ba-
ricéntricas, pode ser encontrada em [19]. O nosso interesse é numa
versao desse operador tal que Rv|, € Py (E)? para todo elemento tri-
angular E. Esse operador é definido para k =1, k =2 e k = 3. Para
mais detalhes e outras referéncias ver [13]. As seguintes propriedades
utilizadas em nossas demonstracoes sao satisfeitas para todo elemento
F triangular:

/qV(Rv —v)=0, VYveHY(Q)? VqeP, ((E); (2.13)

E

/q [Rv] =0, VwveHYQ)? Veel), VYqeP, i(e)? (2.14)

/q "Rv=0, YvecH}Q)? VecdQ VqeP,_i(e)’ (2.15)
Hv — R'UHO,E + hEHV(’U — R’U)HO’E < Ch%|'v|Hs(AE),
Vse[l,k+1], VveH(Q)% (2.16)
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Aqui, AF é um macro elemento que contém F.
Outro importante teorema bastante usado nas estimativas de
erro é apresentado em seguida.

Teorema 2.4.5. Seja E um triangulo ou uwm paralelogramo em di-
mensao 2, ou um tetraedro ou paralelepipedo em dimensao 3. Seja
v € H*(E) para s > 1. Seja 0 < k € Z. Entdo, existe uma constante
C independente de hg e v e uma fungio v € Pi(E) tal que:

v = 3lgm < CRE™ )yl e gy, VO <g<s.

Demonstragao: Detalhes em [19] e em [20]
|

Observagao: Este teorema também pode ser usado se v for vetorial,
basta usa-lo em cada componente.

Outras defini¢oes que também nos auxiliarao ao longo do tra-
balho:

Definicao 2.3. Seja E um elemento fizo da malha. Se p € H?(E)
entdo p € Py(E) denota a L*-proje¢do de p no espaco Py (E). Isto €,

/(p—ﬁ)v =0, VoveP(E).
E

Observagao: Conforme afirmado em [19], existe uma constante C,
independente de hg de modo que

lp — Bllo.e + hel V(e — B)llos < CRE " plgemy.  (2.17)






Capitulo 3

O Problema no Caso
Geral

Antes de atacarmos o nosso problema em sua formulacao espe-
cifica, gerada a partir da equagdo de Stokes, faremos uma introducao
do problema num contexto mais geral. Discutiremos nessa etapa os
principais pontos desse tipo de abordagem, como a formulagao fraca e
a discussao acerca da existéncia e unicidade.

3.1 Formulacao Fraca
Considere o problema de achar u tal que:
Au =b. (3.1)

Aqui A é uma matriz d x d e b, assim como u, é um vetor de R

Se considerarmos (-, ) como o produto euclidiano de R? pode-
mos afirmar que o problema (3.1) é equivalente a achar u € R? tal
que

(Au,v) = (b,v), VwveR? (3.2)
De fato, podemos escrever

(Au,v) = (b,v) (Au,v) — (byv) =0 =

=
= (Au—b0)=0, VvecR?

19
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e relembrar que 0 é o tnico vetor de R? que é ortogonal a todos os
vetores deste espago.

Em se tratando de equagoes diferencias parciais o problema que
corresponde ao (3.1) é chamado de formulagao forte e o correspondente
ao problema (3.2) é chamado de formulagao fraca.

Usaremos neste capitulo a sequéncia de raciocinio, bem como
as idéias das demonstragoes e defini¢oes contidas em [11]. Considere
agora o seguinte problema, mais conhecido como problema de Poisson.

(3.3)
u=0 em 0.

{—Au =f em

Neste caso f € L*(). Comparando (3.1) com (3.3) o operador

—A faz o papel da matriz A. Como L?(Q) é espaco de Hilbert podemos
usar o produto interno desse espago para escrever

/ — Awv dz = / fo dz, (3.4)
Q Q

para toda fungdo v num determinado espago. Note que (3.4) é a for-
mulagao fraca, assim como (3.2) no exemplo anterior. As fungoes v sdo
chamadas funcoes de teste. Para se ter uma idéia de um espago apro-
priado para estas fungoes usaremos a férmula de Green (Teorema 1.5.1)
para escrever

/—Auvda:z!Vu-Vvdw—/v(Vu%t)ds=/fvdx. (3.5)

Q o0 Q

O primeiro aspecto a considerar é o fato da fungao u ser 0 em 0S2, por
isso é razodvel escolhermos um espago onde as fungoes se comportem
da mesma forma. Se assim fizermos, o termo anterior que contém a
integral sobre a fronteira some. Usando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz (1.6) observamos que

/Vu Vo dz < [Vallo|[Volo.
Q

Ou seja, se tomarmos Vu e Vv em L?(2), a formulagao fraca
(3.5) ficard bem definida. Entdo é natural escolhermos (Hj(Q), || - [|1)
para as fungdes u e v. Poderfamos até pensar no espaco (C*(Q), || - |l1),
porém o fato deste espaco nao ser completo pode nos privar de alguns
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resultados sobre espagos de Hilbert, como por exemplo o teorema de
Lax-Milgram.

Portanto, podemos reformular o problema (3.3) como: Encon-
tre u € H(Q) tal que

/Vu~Vvda::/fvdas, Ve Hy(Q).
Q Q

Ou ainda, usando o teorema da representacao de Riesz (Teo-
rema 3.2.1) para identificar f com um funcional do espaco H~ () e
abusando da notagao: Encontre u € H(Q) tal que:

/VU~V11 dx = f(v), Ve Hy(RQ). (3.6)
Q

Nessa altura dos estudos, algumas perguntas podem atrapalhar a nossa
serenidade. Por exemplo, sera que resolver o problema em sua formu-
lagdo fraca é satisfatorio? Como garantir que somente a formulacao
fraca é suficiente para dizermos que nosso problema esta resolvido? Es-
sas perguntas serao respondidas, afirmativamente, quando entrarmos
no universo das equacoes de Stokes. Por hora, nos contentaremos em

estudar as formulagoes fracas num contexto mais geral.

3.2 Teorema de Lax-Milgram

Outra preocupagao importante ao se analisar um problema de
equacoes diferenciais parciais é sobre a existéncia e unicidade da solu-
¢ao. O importante teorema que dd o nome a esta secdo nos fornece
condigoes para que o problema em sua formulacao fraca tenha solucao
unica.

Sejam (X, ||-]|x) um espago de Hilbert e a(-,-) : X xX — R
uma forma bilinear.

Definicao 3.1 (Continuidade). Dizemos que a forma bilinear af(-,-) :
X x X — R € continua se, e somente se existe M > 0 tal que:

la(u,v)| < M|lul|x||v]x, Vuv € X. (3.7)

A Defini¢ao 3.1 motiva a definicdo de uma norma para a forma

a('a'):
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a(u,v
la = sup A&
ozuvex [[ullxlvllx

Nesse caso, |la|| denota a menor constante M que satisfaz (3.7).

Definicao 3.2 (Coercividade). Dizemos que a forma bilinear af(-,-) :
X x X — R € coerciva se existe o > 0 tal que:

a(v,v) > alv||%, VoveX. (3.8)

O maior « que satisfaz (3.8) é chamado de constante de coer-
ciwidade.

Lema 3.1 (Ponto Fixo). Seja V' um espaco de Banach. Considere a
aplicagao T : V. — V tal que, para 0 < M <1 fizo

[Tvy — Tog|| < Mjvy —ve| YV vi,v0 € V. (3.9)
Entao, existe um unico w € V tal que
u="Tu, (3.10)
ou seja, a contracao T admite um unico ponto fixo u.

O lema do ponto fixo (Lema 3.1) é essencial na prova do teorema
de Lax-Milgram. A demonstracao deste resultado, assim como a do
teorema de Lax-Milgram, pode ser encontrado em [4].

Também usaremos na demonstragao, o teorema da representa-
¢ao de Riesz cuja prova se encontra em [16].

Teorema 3.2.1 (Teorema da Representacao de Riesz). Todo funcional
f linear e limitado em um espago de Hilbert (V,(-,-)) pode ser repre-
sentado em termos do produto interno, a saber

f(x) = (=, 2).

Nesse caso z € unicamente determinado por f e tem norma || z|| = || f]|-

Teorema 3.2.2 (Lax-Milgram). Seja (V,(-,-)) um espago de Hilbert.
Considere a forma bilinear, continua e coerciva a(-,-) : VxV — R
e um funcional f € V' . Entdao, existe um unico u € V tal que

a(u,v) = flv) Yv € V. (3.11)



3.2. TEOREMA DE LAX-MILGRAM 23

Demonstragao: Como a forma a(-,-) é definida de V' x V em R, se
fixarmos uma das entradas, por exemplo u € V, podemos definir o
seguinte funcional para cada u € V' que escolhermos.

A,: V—R
v— A, (v) = a(u,v).

J& que a(-,-) é bilinear, podemos concluir facilmente que A,
também serd linear. Veja que A, é também limitado e continuo

(3.7
[Au(v)] = lau,v)] < Cllullvv]lv. (3.12)
Portanto, A, € V. Agora considere a aplicacao

AV —V
ur— A(u) = A,.

Veja que A é linear e limitado, pois para u , w € V, temos

A(u + aw)(v) = Auraw(v)
= a(u + aw,v) (a é bilinear)
= a(u,v) + aa(w,v)
=A,(v) + ad,(v)
= (A, + ad,)(v)

Ay (v)] (312)
AL C22 .

[[A(u)[ly = [|Aully = sup
vzo lvllv

Para provarmos o teorema, deveremos encontrar um tnico u €
V tal que A,(v) = f(v) Vv € V. Ou seja, queremos obter uma
. . . ’
igualdade de funcionais em V', a saber,

A, = f.

Agora, pelo teorema da representacao de Riesz (Teorema 3.2.1), como
A, e f sao lineares e limitados, existem tnicos z4, € 2y tais que

A,(0) ={(v,z4,) e flv)=(v,z2) YoveV.



24 CAPITULO 3. O PROBLEMA NO CASO GERAL

Entao, na realidade, jd que z4, e zy estao unicamente determinados, a
igualdade que demonstrara o teorema, pode ser escrita como:

ZA, = Zf-

A fim de obter tal igualdade, defina a aplicacao T, com p # 0 da
seguinte forma.
TV —V
vi— T'(v) = v — p(za, — 2f).

O objetivo é encontrar um p tal que T seja uma contracao. Se
isso acontecer, pelo lema do ponto fixo (Lema 3.1), existird um tnico
u € V', ponto fixo de T, entao,

Tu)=u = u—plza, —2f)=u =
= p(ZAu—Zf):O = ZA, = Zf.
Isso demonstra o teorema desde que encontremos tal p.
Para tanto, considere vy,v2 € V. Defina v := vy — vy. Entao
IT(v1) = T()lI” = [lv1 — pl2a,, = 2) = v2 + plza,, —25)|
= flor = v2 = plza,, — 24,12 (A é linear)
= [lv = p(za,)II?

= [[v[I* = 2p(za,,0) + p*(24,, 24,)
(Teorema 3.2.1)

= ”vHQ - QPAv(v) + p2Av(ZAv) (deﬁnigéo de Av)

= [[vl* = 2pa(v,v) + p*a(v, 2a,)
(coercividade(a) e continuidade(C) de a)

< ll* = 2pallv]]* + p*Cllv]l]l2a,
(A, é limitado(M) e [|za,|| = [|A,]])

< (1—=2pa+ p*CM)|v|?
= (1= 2pa + p*CM)|v1 — va|”

= Ko —v2|*.

Queremos que 0 < K < 1 para que T seja contracao. Portanto
precisamos que

1—-2pa+p’CM <1 = p(pCM —2a) <0,
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basta, entéo, escolhermos p € (0,2a/CM) para que K < 1, comple-
tando assim a demonstragao do teorema.

Observagao: Voltando ao exemplo de Poisson e olhando para o pro-
blema (3.6) segue pela desigualdade de Poincaré (1.4) que a forma

a(u,v) :== [ Vu: Vv é coerciva e também continua. Nesse caso, como

o) funcionaj2 f do exemplo é também continuo, aplicamos o teorema de
Lax-Milgram (Teorema 3.2.2) para concluir que o problema de Poisson
em sua formulagao fraca (3.6) possui uma tnica solugao.

De posse da importante ferramenta de Lax-Milgram, estamos
prontos para comecar a entrar diretamente nas equacoes de Stokes e
aplicar toda essa teoria construida até entao. O principal objetivo
desse trabalho esta relacionado com resultados numéricos, em que as
solugoes exatas das equagoes nao estao disponiveis, porém precisam ser
aproximadas. Nesse processo, toda essa teoria fica de plano de fundo,
juntamente com algum método para discretizar o problema.
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Capitulo 4

O Problema de Stokes e
a Condicao Inf-Sup

4.1 As Equacoes de Stokes

As equagoes de Stokes dadas por

—pAu+Vp = f em
V-u = 0 em(, (4.1)
u = g em 0,

descrevem o comportamento de um fluido newtoniano em um escoa-
mento, considerando-se particulas infinitesimais do mesmo. No sistema,
o vetor u representa a velocidade do fluido no espaco e p representa a
pressao. A forca exercida sobre o fluido é representada pela funcao
vetorial f.

A primeira equagao do sistema de Stokes se refere ao balango do
fenémeno. A segunda equacdo expressa a condi¢do de incompressibili-
dade do fluido (quando a densidade do fluido tem variagao desprezivel).
A terceira equacao fornece dados iniciais do problema através das con-
di¢oes de contorno da velocidade armazenados na fungao g.

O parametro u refere-se a viscosidade do fluido. Essa proprie-
dade pode ser definida como a resisténcia (atrito) que um fluido oferece
ao escoamento. Se Re é o numero de Reynolds, podemos relacionar a

1

viscosidade com Re da seguinte forma: p = e
e

27



28CAPITULO 4. O PROBLEMA DE STOKES E A CONDICAO INF-SUP

4.2 Uma Primeira Analise

Seja ©Q um conjunto aberto, conexo e limitado em R? (d =
1, 2 ou 3), com fronteira 92 regular. Considere o problema de encontrar
duas fungdes u e p que satisfazem (4.1).

sendo que f € L?(Q)%.

Para simplificar vamos assumir ao longo deste capitulo p =1
e g = 0. Uma primeira formulagao variacional, mais simples, surge
quando multiplicamos (4.1); por uma fungao v € V = {w € H}(Q)?
V -w = 0} e integramos em ). (Note que o espago V' é espago de
Hilbert pois é subespago fechado de um espaco de Hilbert)

—Au+Vp=f
—Au-v+Vp-v=f-v

/—Au-'u—i—/Vp~v:/f~'v
Q Q Q

/— Au-v+ /Vp~v =(f,v)a (Teorema 1.5.1)

/Vu Vv—/Vu nv+/zapv1: (f,v) (v="0em 00Q)

Q = 1
[vu: Vory [owei=1.v) (v € L3()
Q =15
/Vu V’U—Z/pﬁvzz f,v)
Q i=lg
/Vu Vv—/pzavzz , U
Q

/Vu:Vv—/p(V-v)=<f,v>n (weV)

Q Q

[vu:vo= (£,

Q

Ou seja, o problema (4.1) em sua formulagao fraca consiste em
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achar u € V tal que

/Vu:Vv:(f,v>Q, VveV. (4.2)
Q

Como o espago V forca a condicao de incompressibilidade, o
termo referente & pressao nao aparece em (4.2).

Podemos mostrar que a forma bilinear a(u,v) := / Vu: Vv é

Q
Coerciva e Contfnua.
De fato,
2 2 2 1.9 2 2
]2 = [0l + Vol < Call Vol + Vol =
= (Ca+ 1) V2.
L f. d ! t
0go0, razendo &« .= ———— — emos
80, (CQ + 1)
d d
alol? < Vo2 = 3 oyl = 3 / (Brvy)? =
ij=1 i.5=1%

d

= / Z (Ov;)? = /Vv : Vo = a(v,v).
Q

qQ ©i=1

Para mostrar a continuidade de a(.,.) usaremos a desigualdade

(1.1)
de Cauchy-Schwarz (1.6). Veja que ||9;v;llo0 < ||v|l1 para todo 1 <

1,7 < d e para todo v € V. Entao -

(1.6)

d
la(u,v)| = /Vu:Vv = /Zaiujé)ivj <
Q Q'

1,7=1
d
< > 05z llolldivsllo < dlfulh|v]]:-

i,7=1

Agora basta usarmos o Teorema 3.2.2 de Lax-Milgram para
concluir que o problema (4.2) é bem definido. Estamos diante de um
problema agradavel do ponto de vista tedrico, porém algumas fraquezas
aparecem nessa formulacao quando direcionamos nossa analise para o
ponto de vista pratico. A primeira fraqueza consiste no fato dessa
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formulagdo ndo fornecer uma solugdo aproximada para a pressao (ja
que esta foi excluida pelas condigdes do espaco V). Outro fator que
pode ser considerado uma fraqueza é o proprio espaco V', que ¢ artificial
e acaba sendo inconveniente para se aplicar o método dos elementos
finitos.

E mais comum, por isso, utilizar uma outra formulacao para
se trabalhar com o problema de Stokes. Para obter tal formulacao,
utilizaremos o mesmo procedimento da anterior sé que agora usando
fungdes v em H}(Q)4. Além disso, multiplicaremos por ¢ € L3(f) a
equagao (4.1), e em seguida integraremos em 2. Dessa maneira ficamos
com:

Viu=0 = (V-ug=0 = /q(V-u):O.
Q

Assim, nosso problema consiste em achar, para todo v € H}(2)¢ e para
todo ¢ € L3(2), um par (u,p) € HE(Q)? x LE(Q) tal que

u:Vo—  [p(V-v)=(f v)a,
Q/v v Q/pV Q »

Jav w0

Veja que, agora, o termo da pressao aparece na primeira equa-
¢ao de (4.3), o que nao ocorria em (4.2) por conta do espago V. Ou
seja, essa formulagao supera as fraquezas encontradas na anterior. En-
tretanto perdemos uma importante propriedade da formulacao, a co-
ercividade. De fato, vamos denotar por X o espago HE(Q)4 x LZ(2)
equipado com a norma ||(v,q)|% = ||[v||? + [|¢||3. Agora definimos uma
forma bilinear da seguinte maneira.

T:XxX >R
V((u,p),(v,9)) = [Vu:Vv— [p(V-v)+ [q(V - u).
[russes [ ]

Como conseqiiéncia do Teorema 1.3.2, temos que HE(92)? é um
espaco de Hilbert. Logo, podemos utilizar o teorema de Riesz (Teo-
rema 3.2.1) para definir um funcional h em HE(Q)? tal que

h:Hj(Q)* — R
v h(v) = (f,0)0.
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Podemos estender o funcional h para o funcional F' definido no
espago X da seguinte forma:

F: X —R
(1]7Q) ’—>F(U7Q) - <f,U>Q.

Como o produto interno, num espaco real, é linear na segunda
variavel e também pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (1.6) podemos
dizer que F' € X " Aqui X "éo espaco dual do espago X. , Temos que
a solucao (u,p) € X de (4.3) também satisfaz:

V((w,p), (v,9)) = F(v,q), V(v,q) € X.

Logo, para garantir a coercividade de ¥ devemos majorar o termo

((u.p), () = / Vaul?,
Q

por uma constante a e pelo termo ||(u,p)||% para todo uw e p. En-
tretanto, esse tultimo termo, diferentemente do primeiro, depende da
parcela ||p|lo que pode ser tdo grande quanto se queira. Ou seja, essa
majoracao nao ¢ possivel e por isso a formulagao nao serd coerciva.
Isso significa que aquela formulagao mais conveniente, do ponto de
vista pratico, ndo estd nas hipdteses do teorema de Lax-Milgram (Te-
orema 3.2.2). Ou seja, precisamos de outras condigbes, para poder
decidir quando a nossa formulagao conveniente estd bem definida. E
por isso que daqui por diante caminharemos para definir a condicao
de inf-sup, que vai nos trazer novas hipdteses para afirmarmos quando
nosso problema é bem definido.

4.3 Condicao Inf-Sup

Apesar do nosso interesse neste trabalho estar direcionado para
a equagao de Stokes, faremos nesta segdo uma abordagem mais geral
para a condicao de inf-sup.

Sejam (X, (-,-)x) e (M, (-,-)ar) dois espagos de Hilbert reais.
Vamos denotar os espagos duais de X e de M por X "e M. Agora,
considere duas formas bilineares e continuas a(-,-) e b(-,-) tais que:

a: XxX —R b: X xM —R
(u,v) — a(u,v) (v,q) — b(v, q).
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Para cada forma definida anteriormente, vamos associar um operador
como segue.

AX — X
ur— A(u) =A4,: X — R
vi— Ay, (v) = alu,v)

B:X —M
v— B(v)=B,: M — R
q+— By(q) = b(v, q).

Todo espaco de Hilbert é reflexivo. Portanto, podemos definir B”, o
dual do operador B como

BT (M) =M—X
qr—>BT(q):BqT:X—>]R
vi— Bl (v) = b(v,q).

Veja que By(q) = b(v,q) = B} (v), V (v,q) € X x M.
Observacgao: As aplicacoes definidas acima: A, B, BT, a e b serdo
usadas nas hipdteses dos teoremas apresentados no restante do capi-
tulo. Considere, nesse caso, tais formas como definidas anteriormente.

Sejam f € X eg e M . Considere o problema de achar (u, p) €
X x M tal que

a(u,v) 4+ blu,p) = f(v),
{ - (4.4)

V(v,q) € X x M.

Como a(u,v) = Ay(v) e b(v,p) = B} (v) podemos observar que
a primeira linha do problema é uma igualdade de funcionais aplica-
dos em v € X. Da mesma maneira, como b(u,q) = B,(q) podemos
reescrever o problema como: achar (u,p) € X x M tal que

B, - g (4.5)

Ora, dado o problema (4.5), procuramos condigoes necessdrias
e suficientes para afirmar que este possui uma tunica solugao. Para
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enunciar o primeiro resultado a respeito disso precisaremos de algumas
preparagoes.
Denotaremos por V' o ntcleo do operador B, ou seja,

V=KerB={ue X,B,=0}=
={ue X,b(u,q) =0, Vqge M}

Veja que V' é um subespaco fechado. Para verificar basta considerarmos

v em V. Por definicdo, existe uma sequéncia em V que converge para v.

Usando que os termos s,, da sequéncia satisfazem b(s,,q) =0, Vg € M

com b(+,-) continuo, mostra-se que v estd, também, em V.
Denotaremos por V° o conjunto polar de V,

Ve = (KerB)° ={he X  h(v)=0, VveV}

Ou seja, V° é o conjunto dos funcionais lineares definidos em
X que se anulam em todo o conjunto V' C X. O teorema da imagem
fechada enunciado a seguir nao serd demonstrado. Entretanto sera de
grande utilidade na demonstragao dos teoremas a seguir (ver [24] para
prova e maiores detalhes sobre o teorema).

Teorema 4.3.1 (Teorema da imagem fechada). Seja B como definido
anteriormente. Entdo, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Im B é um conjunto fechado;
(ii) Im BT é um conjunto fechado;
(iii) (KerB)°® = Im BT,

(iv) (KerBT)° = Im B.

A restricao de h € X' para o espaco V' serd denotada por 11,
entao:

on: x — v
h  — hl,.

Observe que como ITh é restricao temos que ||IIh||y < ||h] 5.
E também, por mera conseqiiéncia da defini¢ao, temos V° = Kerll.
A seguir o primeiro resultado que fornece hipéteses sobre a solucao do
problema (4.5).

Teorema 4.3.2. Sejam a(-,-) e b(-,-) formas bilineares fizadas, tais
quais aquelas consideradas no inicio da segao. O problema (4.5) admite
uma unica solucao para cada f e g, se e somente se
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(i) Lo A é um isomorfismo de V = KerB para V' = (KerB)';

(ii) O operador B € uma sobrejecao de X para M.

Demonstragao: Assuma que (4.5) tenha uma tnica solugao.
Neste caso, temos que mostrar (i) e (i4). Comecemos por (i7). Dado
heM. Queremos concluir que h é a imagem, por B, de algum u € X.
Como h € M’ e existe um funcional nulo em X /7 podemos afirmar,
de acordo com a hipdtese, que o problema (4.5) tem uma tnica solu-
¢ao considerando f = 0 e g = h. Logo a solucao u € X é tal que
Bu = g = h e portanto, o operador B : X — M é sobrejetivo.
Mostrar (i) significa concluir que ITo A : V. — V' é tanto
sobrejetivo quanto injetivo. Para mostrar a sobrejetividade, seguindo a
idéia do item anterior, escolhemos f € V' qualquer. De acordo com o
teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.5.4) existe um funcional f € X l
tal que f|v = f. Isto é o mesmo que dizer que IIf = f. Ora, se existe

um funcional nulo em M /, podemos afirmar, conforme a hipétese, que
existe um dnico (u,p) € X x M tal que:

f;
0.

A, + B!
B,

Entao se v € V temos que
x veV
Au(v) + By (v) = f(v) "< ().

Além disso temos que B]'(v) = b(v,p) = By(p). Mas v € V = KerB.
Logo

T _ .
B, (v) = 0. Ou seja,

Ay(v) = flv), YveW

Portanto, (ITo A)(u) = f e I o A é sobrejetiva.

Falta ainda mostrar a injetividade. Para tanto, mostraremos
que o nucleo da aplicacdo ITo A contém somente o elemento nulo. Seja
u € V tal que I1A, = 0. Entao,

Ay(v)=0, VveV = A,eV°=(KerB)°". (4.6)

Ja que B é uma sobrejecao temos que Im B = M', que é claramente
um conjunto fechado. Logo, como conseqiiéncia do Teorema 4.3.1 e de
(4.6) temos que A, € Im BT. Segue dai que existe um p € M tal que
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Bl'=—-A, = A,+ B} =0. Além disso, como escolhemos u € V
temos que Bu = 0. Logo, encontramos um par (u,p) tal que

A, + BI' =0,
B, = 0.

Mas a hipdtese garante que este problema tem uma dnica solugao (nesse
caso deve ser a homogénea ja que os funcionais do lado direito sao
nulos). Portanto (u,p) = (0,0) e u = 0. Assim ITo A ¢, de fato, uma
injecao, provando a primeira parte do teorema.

Suponha agora que as condicoes (i) e (ii) sao satisfeitas.
Devemos concluir, a partir daf, que o problema (4.5) tem uma tnica
solugao. Primeiramente mostraremos a existéncia da solugao. Dado o
funcional g € M,7 podemos encontrar u, € X tal que B,, = g. Isso
porque a condicdo (7i) nos garante que B é sobrejetiva. Como f e A,
sdo funcionais de X', temos que IIf —TIA,, estd em V'. J4 sabemos
que (i) é verdadeira. Logo, podemos afirmar que existe ug € V' tal que

A, = I1f —11A,,.
Entao, definindo u := uy + u4 podemos escrever
mA, =1f = T(f-4,)=0 =
= (f-A4,)W)=0, VveV.

Segue daf que f — A, € (KerB)°. Veja que Im B = M/7 pois B é
sobrejetivo. Essa tltima igualdade nos permite afirmar que o conjunto
Im B ¢ fechado para entao concluirmos, usando o Teorema 4.3.1, que
(KerB)° = Im BT. Ou seja, f — A, € Im BT. Isto significa que
existe p € M tal que Bg = f — A, ou, escrevendo de uma maneira
mais simpatica, A, + BpT = f.

Veja agora que B, = g, pois como ug € V = KerBe B,, =g
temos que By, = By,tu, = By, + By, =0+ By, = g. Entao achamos
u € X epec M tais que

{ A, + Bl = |,
B, = g,
0 que garante a existéncia de uma solugao para (4.5).
Para mostrar unicidade da solugao, mostraremos que o pro-

blema homogéneo associado a (4.5) admite somente a solugao trivial.
Assim considere (u,p) tal que

A, + Bl =0,
B, = 0,
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Da primeira linha do problema acima concluimos que 114, + HB; =0
e dai, assim como fizemos na demonstragao da primeira parte deste
teorema, ficamos com ITA, = 0. Ora, ITo A é injetiva pelo item (i) e
acabamos de concluir que v € Ker (ITo A). Entao, u = 0.

Para concluirmos que p = 0 usaremos o Teorema 4.3.1. Como B
é sobrejetora, Im B = M éum conjunto fechado. Pelo Teorema 4.3.1
temos que (KerBT)° = Im B = M'. Isso significa, pela definicao do
conjunto (KerBT)°, que

ve KerBT = h(v)=0, VhEM/7

ou seja, v = 0 (consequéncia do teorema de Riesz, Teorema 3.2.1) e
por isso KerBT = {0}. Portanto BT ¢ injetivo. Como j& sabemos que
u = 0 podemos afirmar que A, + B}; = 0 na verdade significa B}; =0.
Porém, como acabamos de mostrar, BT é injetiva. Assim p = 0, pois
estd em KerBT, concluindo a demonstracao.

Conseguimos as condigoes que estavamos procurando. Ou seja,
para constatar quando um problema é bem definido, basta concluir
que este satisfaz as condigoes (i) e (i) do teorema anterior. Agora,
estudaremos um pouco melhor essas condigoes a fim de torné-las mais
praticas de serem verificadas.

De fato, é suficiente, para que a condicao (i) do Teorema 4.3.2
seja satisfeita, mostrar que a forma a(,-) é coerciva em V = KerB, ou
seja, mostrar que existe a > 0 tal que

a(v,v) > alv|k, VYwveV.

Ora, se isso acontece entao a forma a(-,-) é tanto coerciva quanto con-
tinua (por hipétese) em V' x V. Usando o teorema de Lax-Milgram
(Teorema 3.2.2), podemos afirmar que o problema de achar u € V tal
que a(u,v) = f(v), Vv € V, sendo que f € V', possui uma tnica
solugao. Isso é o mesmo que dizer que o problema de achar u € V
tal que A, = f, sendo que f € V/, admite uma unica solugao. E por
isso, A é injetiva e sobrejetiva em V' o que garante a condicao (z). Veja
que se por acaso, a(-,-) for coerciva no espago X todo, a condicdo ja
fica satisfeita. Em casos onde a coercividade nao ocorre em X, deve-se
mostrd-la em V para usar o Teorema 4.3.2.

Para se substituir a condi¢ao (i4) do Teorema 4.3.2 um pouco
mais de trabalho se faz necessario, porém a recompensa justifica o es-
forgo.
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Definicao 4.1. O espago ortogonal a V C X, em que X € munido de
um produto interno, € definido e denotado como

Vi={veX; (vux =0, YuecV}.

A defini¢do acima é bem conhecida, porém foi formalizada para
mostrar o seguinte resultado.

Lema 4.1. Os espacos V° e V- podem ser identificados por um iso-
morfismo que preserva a norma.

Demonstracao: Ja sabemos que se f € X/, podemos associar, se-
gundo o teorema de Riesz (Teorema 3.2.1), um zy € X tal que f(x) =
(z5,2)x Vo e X. Seja(: X' — X o operador que associa f & Zf.
Do préprio teorema de Riesz segue que ¢ é isomorfismo de X "em X.
Além disso ||f||x+ = ||z7llx. Porém queremos identificar V° com V+,
entdo devemos mostrar que I'm V° por ¢ é VL.

De fato, seja f € V° entao por definigao

flv)y=0, YveW
Seja agora, zy = ((f) entdo, pela defini¢do do operador ¢ temos,
fv)=(zp,v)x =0 VoeV =z eVt

O raciocinio é anilogo para mostrar, primeiramente, que I'm V+ por
¢~ é V° e concluir a demonstracio. |

A préxima definigao, que nomeia a secao, é pega fundamental
no estudo das formulagoes fracas do tipo (4.4).

Definicao 4.2 (Condicao inf-sup). Seja b: X x M — R uma forma
bilinear continua. Dizemos que a condi¢ao inf-sup € satisfeita se existir
B >0 tal que,

inf  sup M > p. (4.7)

09eM ozvex ||Vl xllgllar
A partir de agora, na notacao de inf ou sup, ndo vamos mais
escrever que v ou que g sao diferentes de zero a fim de simplificar a
escrita e a visualizacao das férmulas.

A definicao acima pode ser reescrita para facilitar a sua utili-
dade.

b
38>0, sup (v.9)
vex [lvllx

> Bllgllar, Vg € M, (4.8)
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ou ainda
38>0, 1By [lx = Bllallar, Vg€ M. (4.9)

Finalmente, o teorema que de fato vai fazer a substituicao da
condigao (ii) do Teorema 4.3.2 pela condicao inf-sup:

Teorema 4.3.3. Seja 5 > 0, entdo as afirmagoes abaizo sdo equiva-
lentes.

(i) A condig¢ao (4.7) é satisfeita com constante [3;
(ii) BT é um isomorfismo de M para V° e

IBs x> Bllalla, V¥ qeM;

(iii) B é um isomorfismo de V= para M e

1Bullpy > Bllullx, ¥ ueV™

Demonstragao: | (i) = (it) | Nesse caso, a condigao inf-sup é satis-

feita, entdo, usando a condigao na forma (4.9), temos que
38>0, ||BgHX' > ﬂ”QHM> Vgqe M.

Veja que se ¢ € KerB” temos que BqT = 0. Portanto, pela condicao
acima, fS|¢|las < 0 com 8 > 0, ou seja ¢ = 0. Acabamos de mostrar
que BT é um operador injetivo. Podemos considera-lo bijetivo de M
em Im BT e, pelo Teorema 1.5.5, concluimos que (BT)~! também é
continua.

Veja que se f € Im BT entdo 3 ¢ € M tal que BqT = f. Assim,
usando a inversa (BT)~! e a funcdo f, podemos reescrever a condigio
inf-sup como

(BTl < %nfnxu

Note que a aplicacao (BT)~! : I'm BT — M é continua e
bijetiva e M é um conjunto fechado. Como a imagem inversa de um
conjunto fechado por uma aplicagao continua é também um fechado,
podemos afirmar que Im BT é um conjunto fechado. Pelo teorema
da imagem fechada (Teorema 4.3.1), j4 que Im BT é um conjunto
fechado, temos que Im BT = (KerB)°® = V°. Entdo a aplicacao BT é
um isomorfismo de M em V°.
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(#1) = (@) | Ora, se existe 8 > 0 que satisfaz a condigao (i7)
deste teorema, a condicao inf-sup é automaticamente satisfeita. Veja
(4.9).

(ii) = (4ii) | Seja v € V+ = (KerB)* e considere B, = 0.
Ora, se v # 0 entao v estaria em V = KerB o que é uma contradi¢ao,
pois v € V+ e VeVt sao disjuntos, a menos do elemento nulo. Logo,
v = 0. Entdo, o operador B ¢ injetivo quando restrito a V1.

Se BT é um isomorfismo de M em V° entdo Im BT é um
conjunto fechado ji que M é fechado e (BT)~! é continua. Nesse caso,
podemos usar novamente o teorema da imagem fechada e concluir que
ImB = (KerBT)° = ({0})° = M.

Agora, pelo Teorema 1.5.5 temos que B~! é continua, e tam-

bém, existe um % > 0 tal que,

1
Jullx < E”BU”M' VueVt,
ou ainda,

1Bullay > Bllullx, VueV™:.

(#91) = (i1) | A demonstracao deste item é andloga a anterior.

A rigor, deveriamos mostrar que todos os 5 da demonstracao
anterior sao, de fato, o mesmo . Isso segue da dualidade dos espagos
M e M e dos espacos V° e VL (Lema 4.1).

O que nos interessa no momento é concluir que a condicao (#i7)
do Teorema 4.3.3 implica na condigao (ii) do Teorema 4.3.2. Ora, se B é
isomorfismo de V+ em M’ entdao Im B = M . Logo, se acrescentarmos
ao dominio de B o conjunto V (lembre que V = KerB entao B, =0
se v € V), poderemos afirmar que B é uma sobrejecio de X =V @ V=+
em M,7 ja que I'm B continua sendo M.

Portanto, acabamos de concluir, pelo Teorema 4.3.3 que se a
condicao inf-sup é satisfeita entdo, B : X — M’ é uma sobrejecao.
Isso é o suficiente para enunciar o seguinte teorema que resume o re-
sultado de todo o nosso estudo.

Teorema 4.3.4. O problema (4.5) admite uma dnica solugdo, se e
somente se

(i) Lo A é um isomorfismo de V = KerB para V' = (KerB)';

(ii) A condigao inf-sup, (4.7), € satisfeita.
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Demonstracao: Esse teorema é o resultado da combinagao do Teo-
rema 4.3.2 com o Teorema 4.3.3.

[ |
Ou ainda, como comentamos anteriormente e para mais facil aplicagao:

Teorema 4.3.5. O problema (4.5) admite uma unica solugdo, se e
somente se

(i) a(-,-) € uma forma bilinear continua e coerciva em'V = KerB;

(i) A condigao inf-sup, (4.7), € satisfeita.



Capitulo 5

Meétodo de Galerkin
Descontinuo

Neste capitulo vamos apresentar o método de elementos finitos
de Galerkin descontinuo para construir uma solugao numérica para as
equagoes de Stokes (4.1), considerando por simplicidade, g = 0. Como
a fungao p é unicamente determinada a menos de uma constante, va-
mos assumir que / p = 0. Aqui usaremos uma sequéncia de idéias e

Q
resultados bem similar aos apresentados em [19].

Neste capitulo, consideraremos {2 um conjunto aberto, poligo-

nal, conexo e limitado em R? (d = 1, 2 ou 3), com fronteira 92 regular.

5.1 Existéncia e Unicidade da forma fraca

Como fizemos na equacao de Poisson no Capitulo 3, podemos
determinar a formulacao fraca para o problema de Stokes. Assim fica-
mos com o problema de encontrar um par (u,p) € H}(Q)? x LE(Q) que
satisfaz (4.3) com d = 2.

O primeiro passo é mostrar que o problema de Stokes, em sua
formulagao fraca, possui unica solucao. Para tanto, precisamos mostrar
a condicio Inf-Sup em H}(Q)? x L3(£2). Tal demonstracio segue como
resultado do seguinte teorema.

Teorema 5.1.1. Seja Q C R? limitado, conexo e aberto. Seja T' = 0
fronteira de Lipschitz (Defini¢io 1.2). Entao, as sequintes afirmagoes
sao verdadeiras:

41
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(i) Seja V : L?(Q) — H~Y(Q) uma aplicacio que leva q € L*(£2)
em um funcional (q,div-)q. Entdo, a imagem dessa aplica¢ao €
um conjunto fechado em H ().

(i) Ewxiste uma constante C' tal que:

lallo < Cllgdiv()a-1@), VYa € L§(Q). (5.1)

Demonstragao: A demonstracao desse teorema é bem técnica e serd
omitida. Uma referéncia para a demonstracao pode ser encontrada em
[21].

Teorema 5.1.2. A condi¢do Inf-Sup € satisfeita nos espago H} ()2 x
L3(9), considerando b(v,q) = (g, divv)gq.

Demonstragao: Para mostrar a condigao Inf-Sup (4.8), considerando
X = H}(Q) e M = L3(9), devemos mostrar que:

b
35 >0, sup M

> Bllgllo, V¥ q € L§(Q)
0#£vEHL () HU||H3(Q)

Note que por (5.1) temos que, Vg € L3(Q):

lallo < Cllgdiv() g1 ()

Mas, pela defini¢do de norma em H () ( ver (1.5)) temos que

llo<C  sup LY Y2 _
0AvEHE () HUHHg(Q)
b(v, q)

=C sup ——
0AvEHE(Q) ||’U||H3(Q)

, YqeLi9).
Logo, a condigao Inf-Sup é satisfeita para o espago Hg () x L2(€2).
|

Agora mostraremos existéncia e unicidade para a formulacao
fraca (4.3). Definimos o espago V' como sendo

V={veH(N?*:(V-v,¢)a=0, VqgecLiN)}.
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Aqui (V-v,q)q = / gV -v. Assim, podemos reescrever a primeira linha

Q
(4.3) considerando v € V. Entéo para todo v € V' temos
w(Vu, Vo)g +0 = (f,v)q. (5.2)

Ora, a forma bilinear que leva (v,w) em u(Vv, Vw)q é continua e
coerciva (a coercividade vem direto da desigualdade de Poincaré (1.4)),
assim como o funcional que leva v em (f,v)q é continuo. Sobre tais
afirmagoes podemos usar o teorema de Lax-Milgram (Teorema 3.2.2) e
concluir que existe uma unica u € V' que satisfaz (5.2).

Agora definiremos a seguinte aplicacao:

®:HH(Q)? — R
v— u(Vo, Vu)g — (f,v)q.

Veja que como w satisfaz (5.2) V v € V temos que ® é nula, portanto
® € V°. Combinando Inf-Sup em H{(2)? x L?(Q2) (Teorema 5.1.2)
com a condigao (ii) do Teorema 4.3.3 podemos afirmar que a aplicacdo
(V-v,-)q é um isomorfismo em V°, isto é, existe uma tinica p € L3(12),
a menos de uma constante, tal que para toda v € HE(Q)? temos (V -
v,p)o = P(v). Isso equivale a dizer que existe uma tnica p tal que

(V-v,p)o = w(Vv,Vu)g — (f,v)a0 =
= Vo, Vu)g —(V-v,p)g = (f,v)a.

Isto é, o problema de Stokes na formulacao (4.3), possui uma unica
solugao .

Observagao: Jd sabemos que a forma pu(V-,V-)q é coerciva e conti-
nua. Além disso, mostramos no inicio da se¢ao o Teorema 5.1.2. Dessa
maneira, a existéncia e unicidade do problema (4.3) pode ser rapida-
mente mostrada como resultado direto do Teorema 4.3.5.

5.2 Aplicacao ao Problema de Stokes

A partir de agora vamos trabalhar para que o método de Ga-
lerkin descontinuo seja construido e aplicado.

Seja Tj, uma particao conforme e regular (Definigao 2.1 e De-
finigao 2.2 respectivamente). Para k > 1 definiremos os espagos parti-
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cionados para a velocidade e para a pressao:
X ={vel*Q)?*:VEcT,v|l,c W»5(E)?}
M={qeL3(Q):YEEcT,ql, e W (E)}

Aqui os espacos W23 (E)2 e W3 (E)? contém uma exigéncia bem
precisa para a suavidade (ver [13] p. 55). E comum se exigir um pouco
mais das fung¢bes para nao precisar lidar com esses espagos do tipo W.

Agora definiremos as formas bilineares geradas pela discretiza-
¢ao, via Galerkin descontinuo, dos termos —Awu e Vp.

Definicao 5.1. A forma bilinear a.(+,-) : X x X — R € dada por:

ae(u,v):Z/Vu:Vv—i— Z % [w] - [o]—

E€Th e€l U o
_ Z /{{V’U,}}ne o] + € Z /{{V’U}}ne - [u].
ecl',UaN e ecl', UOQ e

Definicao 5.2. A forma bilinear b.(-,-) : X x M — R ¢ dada por:

bs(mq):—Z/qV-vﬂL > /{q}}[[v]]%e.

EEThE ecl',UON

O parametro e é introduzido de modo que ao mudé-lo para
e =—1,e¢=0¢e e =1 estaremos lidando com classes diferentes do mé-
todo de Galerkin descontinuo. A saber, respectivamente, SIPG (Sym-
metric Interior Penalty Galerkin), IIPG (Incomplete Interior Penalty
Galerkin) e NIPG (Nonsymmetric Interior Penalty Galerkin).

O parametro o, denota a penalidade na interface e. Quanto
maior o, menor o salto em e, ou seja, esse parametro forga a continui-
dade da fungao na interface a que se refere. Para simplificar, usaremos
0 mesmo o, para todas as interfaces.

Observagao: As Definigoes 5.1 e 5.2 estao em [19], outra maneira de
definir tais formas, encontrada em [15], é descrita no Apéndice A e
utiliza uma forma diferente de se definir os saltos.

Ap6s todas essas defini¢goes, podemos formular fracamente o
problema nos espagos particionados. Achar (U, P) € X x M tal que

pae(U,v) + b (v, P) = (f,v)q, VveX (5.3)
b(U,q) =0 VgeM (5.4)
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Em um primeiro momento, a definigdo das formas ac(-, ) e b.(-, -) podem
parecer magicas ou misteriosas. O Préximo teorema, além de mostrar
que o método é consistente, mostra de onde, de fato, vem a idéia dessas
formas.

Teorema 5.2.1. Seja f € L%(Q)Q, em que § € um dominio poligonal
com fronteira de Lipschitz. Se (w,p) € solugdo de (4.3) entao (u,p)
satisfaz (5.3) e (5.4). A reciproca também € verdadeira.

Demonstragao: A escolha de f € L%(Q)2 nos garante, segundo
Grisvard em [14], que w € W23 (Q)2 e que p € W3 (Q). Com essa
suavidade podemos garantir que a formulagao (4.3) é consistente com
o problema (4.1). Além disso, ainda segundo Grisvard, o par (u,p)
possui dependéncia continua sobre ||f||L§(Q)2 e também, o trago de
cada componente de Vu sobre uma face e é bem definido e estd em
L?(e).

Dito isso, assuma que (u, p) seja solucao de (4.3). Entao, /qV-

Q
u = 0. Além disso, como u € H{(2)? temos que [u] - ne = 0 para
cada e € T';, U 09. Logo,

be(uyq):—Z/qV-qu > /{{q}}[[U]]-ne=0, Vge M

EE€Th i e€l,UON ",

ou seja, a igualdade (5.4) é vélida para todo ¢ € M.

Continuando a demonstragao, olharemos para a equagao (4.1);
onde v é uma fungao de X:

—pAu+Vp=f
(—pAu+Vp) v=f-v

/(—uAu+Vp)~v=Q/f‘U (5.5)

Q

Note que, como v € WQ’%(E)Q, V E € Th,segueque v € Loo(E), VE €
7. Em particular, podemos afirmar que v € Ly4(E),Y E € Ty, logo,
usando a desigualdade de Holder, o lado direito de 5.5 esta bem defi-
nido.
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Agora, desenvolveremos apenas o lado esquerdo de (5.5).

[ensusvp o= 3 [nsuvs 3 [vpo-

Q EeT, g EeTh
(Teorema 1.5.1)

z,uz /Vu:Vv—/(Vu)ne~v —

EcTy, E OF
—Z /pV-v+/pne-v =1T.
E€Th \E OF

Note agora que tanto p quanto Vu sao fungoes continuas em todo e.
Logo, p|, = {p}|. e Vu|, = {Vu}|,. Antes de continuar, perceba que
se a fronteira de cada elemento é somada uma vez, a interface e aparece
duas vezes, dai o surgimento do salto de v.

T:uz /Vu:Vv— Z /pV-v—

E€Th Ee€Th
—u Y [tverne Bl Y [l e
ecl,Uo e ecl', UoQ e

Por outro lado, como [u] =0 e u =0 em 99 temos que:

> Z e pl=c 3 [{velne w0

ecl'pLUoN |€| e ecl'pLuUoN e

ou seja, a expressao a.(u,v)+b.(v, p) equivale a T. Portanto se substi-
tuirmos 7" em (5.5) teremos exatamente (5.3) o que concluf esta etapa
da demonstragao.
Para mostrar a reciproca, devemos assumir que (u,p) é solucao de
(5.3) e (5.4). A idéia é aproveitarmos da condi¢ao que as igualdades
valem, respectivamente, para toda v em X e toda ¢ em M. Dessa ma-
neira tiraremos conclusoes interessantes a partir de v e ¢ extremamente
particulares.

Primeiramente vamos tomar um elemento qualquer de 7Ty, e es-
colher v € D(E)? estendida por zero fora de E (em particular, v = 0
em OF). Com essa v temos:

ae(u,v):/Vu:Vv e be(v,p):f/pVﬂv.
B

E
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Substituindo em (5.3) ficamos com:

/Vu Vv—/pV v —/f v (Teorema 1.5.1)

—p/Au v—l—/Vp v—/f v.

Levando em conta que v é uma fungio arbitraria de D(E)?, podemos
concluir, no sentido de distribuicoes, que:

—pAu+Vp=f, emE. (5.6)

Analogamente, usando (5.4), podemos escolher ¢ € D(E) estendida por
zero fora de E. Assim temos, no sentido distribucional, que:

V-u=0, emEFE. (5.7)

A nossa segunda escolha de v serd v € C}(E)? estendida por zero fora
de E tal que v =0 em OF e Vv - ne = 0 em JF com exce¢ao de um
lado e. Na equagao (5.6) multiplicamos ambos os lados pela nossa v
e integramos por partes. Lembre que v = 0 em OF, por isso, algumas
parcelas se anularao resultando em:

u/Vu:V'u—/va:/fm. (5.8)
E B E

Por outro lado, da equacéo (5.3), ap6s abrirmos os termos usando nossa
definicao particular para v, ficamos com:

u/Vu:Vv—I—e/{{Vv}}ne-[[u]]—/pV~v:/f~'v. (5.9)
E e B E
Comparando as equagoes (5.8) e (5.9) podemos afirmar que:

[avedn. 11 -0,

entretanto {Voj} é arbitrdria, o que nos leva a concluir que Ju] = 0.
Ora, se por acaso acontecer de e estar em 0 temos u|y, = 0, entao
podemos admitir que u € H} ().

Mais uma escolha para v é tomarmos v € C!(E)? estendida
por zero fora de E tal que v = 0 em OF com a excecdo de um lado e.

2
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Utilizando um processo de comparacao de equagoes andlogo ao anterior
contando que agora temos [v] = v em e pois v é zero nos elementos
vizinhos & F/, chegamos ao seguinte resultado:

/(*MVUHE +png)-v= /{—,uVunE +pnel-v.

€

Dai, concluimos que —uVung + png é continua, pois é igual a sua
média. Logo a igualdade (5.6) é vdlida também no interior de 2. Como
jé sabemos que u € HE ()2, podemos concluir, também dessa tltima
comparacio, que p = {p}. Ora se p é continua entdo p € L*(Q) e,

como assumimos que [p =0, p € L3(Q). Ou seja, (u,p) é solugao de

Q
(4.3), como querfamos demonstrar.

O proximo passo ¢é discretizar os espagos X e M para que o
nosso problema fique “implementdvel” em um computador. Para tanto
definiremos os seguintes espagos:

Xpi={ve L’(Q)?:vePy(E)? VEeT);
My, :={q€ L§(Q) : g €Pr_1(E), VEET,}.

As formas bilineares definidas acima sao redefinidas para esses novos
€spagos.

Definicao 5.3. A forma bilinear ac(-,-) : Xp X Xp — R € dada por:

wlw)= 3 [Vusvor ¥ % [l

EETh 3, eer,u0Q 1Y
_ Z /{Vu}}ne o] +€ Z /{{Vv}}ne [u].
ecl'pLUoN e ecl' LU0 e

Definicao 5.4. A forma bilinear b.(-,-) : Xp x M, — R € dada por:

be(v,Q):*Z/qV-v+ > /{q}}ﬂv]]‘ne.

EEThE eclp, U e
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E entao o problema é reformulado para os espagos discretos.
Esse é o problema que caracteriza o método de Galerkin descontinuo.
Achar (Up, P) € Xy x My, tal que

,LLCLE(Uh,’U) + be('u, Ph) = <f,'U>Q, VoveXy, (510)
be(Un,q) =0, Y q € My, (5.11)

Observagao: Neste capitulo estamos considerando a funcao g, da con-
digao de contorno, como sendo nula. No entanto, nos testes, faremos
simulagoes em que tal fungao é diferente da funcao nula. Isso faz com
que o lado direito da nossa formulagao discreta modifique um pouco
a fim de acrescentar a contribuicao da funcao g. Por isso, nossa for-
mulagao usada nas simulagoes onde a funcao g é nao nula é escrita da
seguinte forma: achar (Up, Py) € X5 X M), tal que,

pae(Un, ) + be(v, Py) = (f,v)a +€ > /g@n (uVv) ds+
e€oN

/ g-vds,
ceon? 1€l

be(Un, q) Z/qg n ds.

e€oN

A primeira equagao deve ser satisfeita para todo v € X}, assim como
a segunda deve ser satisfeita para todo q € Mj,.

Agora que o problema discreto foi formulado, trabalharemos
para mostrar que ele admite uma tunica solucao. Para tanto alguns
resultados como coercividade e continuidade, por exemplo, sdo neces-
sarios. Para demonstrarmos a continuidade e a coercividade da forma
ae(+,+) vamos definir a norma energia para o problema de Stokes.

Definigao 5.5 (Norma Energia). Para toda funcio v € H*(T;,)? defi-
nimos a norma energia de v para o problema de Stokes como sendo:

1/2
[vlle = < ||[[v]]||L2 e)> : (5.12)
Ee€Th eEFhUBQ
Teorema 5.2.2. A forma bilinear, a.(-,-) : Xp X Xp — R, para o
problema de Stokes € continua na norma || - ||e.

Teorema 5.2.3. A forma bilinear, a.(-,-) : Xp X Xp, — R, para o
problema de Stokes é coerciva na norma || - ||le quando o, é adequado.
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Observagao: As demonstragoes dos teoremas citados anteriormente
(Teorema 5.2.3 e Teorema 5.2.2) foram colocadas no Apéndice B pois
contém alguns processos que constam em teoremas seguintes.

Agora que provamos a coercividade da forma a.(-,-), estamos
a um passo de garantir a existéncia e unicidade do problema (5.10)-
(5.11). Falta somente mostrar a condicdo (i4) do Teorema 4.3.5, ou
seja, falta mostrar a condicao inf-sup para os espagos discretos.

5.3 Condicao Inf-Sup discreta

Depois de construir teoria sobre a existéncia e a unicidade da
solucao de um problema do tipo (4.5) na Secao 4.3, vamos adaptar
esses resultados a formulacao discreta. Primeiramente lembraremos
que, conforme o Teorema 5.1.2, os espagos H}(Q)? e L3(f2) satisfazem
a condicao de inf-sup com b(v,q) = (V- v,q)q = /(V -v)q

Q
A demonstragao a seguir, da condigao inf-sup discreta, segue as

idéias da segao 6.4 de [19].

Lema 5.1. Eziste um interpolante m : H*(2)? — Xp,, de Raviart-
Thomas, que satisfaz as sequintes propriedades para cada v € H*()?,
sendo que C' € uma constante independente de h ou hg.

/qV-(wv—v)zO, VEETh VYqePi1(FE); (5.13)
E

/q(ﬂ'v —v) ne=0, Veel,UdN, VqgePr_q(e); (5.14)

(&

|, - ne € Pr_i(e), Veel,Uo (5.15)

|[mv = vllo,g + hel|V(Tv —v)lo,r < C|Vlo,E,

YV E € Ty; (5.16)

[mvlle < [IVollo. (5.17)

Teorema 5.3.1. FExiste uma constante § > 0 independente de h, tal
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que:
be (v,
inf sup 00> g
it 22 Tolle Tallo
sendo que,
Xp={veXp:[v]|l, ne=0, Veecl,uon}
e

be(v,q) = Z/qV-er > /{{q}[[v]]-ne-

EcTy, E ecl',UON e

Demonstragao: A idéia da demonstracao é mostrar, primeiramente,

que para cada g em M}, existe um v em X tal que:

be(v,q) > Bullqllf e (5.18)
[vlle < Ballgllo, (5.19)

sendo que (3 e B2 sao constantes positivas e independentes de h, ¢ ou
v. Isso feito teremos:

be(v.q) % Billglls  CL Billalld _
[olle llallo — lvlle llallo —  Bellalld
= & =0, YV qe M,
P2
Isso ¢é suficiente para demonstrar o teorema. Logo, basta demonstrar-
mos (5.18) e (5.19).

Seja ¢ € Mj,. Em particular, ¢ € L3(£2). Novamente lembramos
que os espagos Hi ()% e LE(Q) satisfazem a condigdo inf-sup conside-
rando b como definida no Teorema 5.1.2. Assim, pelo Teorema 4.3.3,
podemos afirmar que existe um @ € Hg(22)?, tal que :

-V.-v=¢q e (5.20)

N 1
IVollo < @HQHO- (5.21)

Agora vamos definir v;, := 70. Conforme se¢ao 6.4 de [19], podemos

afirmar que v;, € Xy,
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Para mostrarmos (5.18) repare que pela propriedade (5.13), j&
que ¥ € HE(2)?, temos, V E € T,:

(=}
<
3
e
|
—
<
<
<

(5.22)

K
<
S

P~

Il
—

S
<
<

Isso feito, note que:

o)== 3 [aV o+ 3 [Hahon] ne= (@ e X)

EeTh e€l, U0 Y

- Z /qV o =
E€7-hE

—- Y [av s
EG,ELE

-3 [ oo -

EEThE
= llq,

mostrando o resultado (5.18) com f; = 1.
Por fim, de (5.17) temos que:

- (521 ¢
[onlle < Cl[Vollo < @H‘]Ho,

ou seja, o resultado (5.19) estd mostrado com B = <, concluindo

B
assim a demonstragao do teorema.

Observagao: Defina o seguinte subespaco de Xp,:

Vh:{’UGXhtbe(’U,q):O, VqGMh}.
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Uma conseqiiéncia do Teorema 4.3.3(ver [12]) é que dado g € M}, existe

uma unica funcao v € Xy, tal que, V w € Vj:

Z/VU:Ver 3 ree'/[[v]].[[w]]o; (5.23)

EeTh E ecl'p, U e

be(v,q) = —|lall5; (5.24)

1
lvlle < Zl4llo- (5.25)

Agora podemos, enfim, afirmar que o problema (5.10)-(5.11)

m uni ucao em . & um su » INas na
te ca solucao em X,. Tal espaco é subespaco de X as nao
garante unicidade para o mesmo, somente a existéncia. Isso significa

que pelo fato de nds termos construido e utilizado o espago X j, em nossa
demonstracao da condicao Inf-Sup, perdemos a garantia da unicidade
para o espago Xp. No nosso caso podemos contornar essa situagao com
o seguinte resultado que se utilizara da condigao Inf-Sup discreta que
acabamos de mostrar (Teorema 5.3.1).

Teorema 5.3.2. O problema (5.10), (5.11) admite uma tinica solugao.

Demonstragao: Observe que como o problema (5.10), (5.11) é um
sistema quadrado de equagoes lineares em dimensao finita, basta mos-
trarmos unicidade de solugao. Sejam (Up, Pp) e (U™, P;) duas solu-
¢oes para tal problema. J4 sabemos que Uy, e U™ estao em X, assim
como P, e P} estdao em Mj,. Assim, como a(-,-) e be(-, -) sdo bilineares,
podemos afirmar que (Up, — U™, P, — P;) satisfaz (5.10). Se escolher-
mos f =0 e v = Uy, — Up" nessa mesma igualdade podemos concluir,
usando (5.11), que o termo b.(Up, —Uy ™, P, — P;) é nulo. Assim ficamos
apenas com a.(Up —Up ", Up—U"*) = 0. Ora, o Teorema 5.2.3 garante
que a(+, ) é coerciva em Xy, portanto [|[Up —Up"|le = 0= U = Up™.

Isso feito podemos reescrever a equacao (5.10) para o vetor
(Uh - Uh*,Ph - P;;) = (O,Ph - P;:) Isto é:

be(v,P,—P)=0, YveXy, (5.26)

Como mostramos que a condi¢ao Inf-Sup discreta é satisfeita para o

espago )N(h (Teorema 5.3.1), podemos usar (4.8) em (5.26) para concluir
que P, = P7. Finalmente podemos afirmar que o problema discreto
(5.10), (5.11) possui uma tnica solugao.
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Um resultado que pode se tornar eficiente numa demonstracao
de Inf-Sup é o lema de Fortin.

Lema 5.2 (Lema de Fortin). Assuma que a condigcao Inf-Sup seja
satisfeita mo espaco X X Y. Seja X* C X e Y* C Y. Entao, a
condi¢ao Inf-Sup também serd satisfeita em X* x Y* com uma cons-
tante 8 independente de h se, e somente se, existe uma restricao linear
" : X — X* e uma constante C > 0 independente de h tais que:

(1) be(Mlpv —v,qn) =0, VYoeX, VgoeY™
(ii) [[Thv]x < Cllvf|x.

Demonstragao: A demonstracao pode ser encontrada na segao 3.3.1
de [11].

Ou seja, se mostrarmos a existéncia de tal operador, é possivel
garantir a condi¢ao Inf-Sup para um espago contido num espago maior
que ja satisfaz a condicao.

A construcao desse operador nao ¢é trivial. No nosso caso, en-
cararemos o lema de Fortin (Lema 5.2) como um resultado alternativo
para o estudo da condigao de Inf-Sup. Neste trabalho, ele é apresentado
apenas como curiosidade.

5.4 Estimativas de erro a priori

Antes de passarmos para os resultados numéricos, apresenta-
mos nessa se¢ao teoremas que trazem estimativas para o erro cometido
pelo método ao aproximar a solucao exata. Com esses teoremas obte-
mos a ordem de convergéncia do método em determinadas normas. Sao
trés grandes teoremas que majoram o erro na velocidade e na pressao
nas normas || - [[e e | - [|z2(q) para o primeiro e || - [[z2(q) para o tl-
timo. As demonstragoes desses teoremas foram baseadas em [19] e [13].
Gostarfamos de ressaltar que os processos de majorar alguns termos
se repetem nas demonstragoes, estes serao menos detalhados quando
aparecerem pela segunda vez em diante.

Lema 5.3. Para todas fungdes v e q, em H}(Q)? e My, respectiva-
mente , tem-se:
be(Rv —v,q) = 0.
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Demonstragao: Sejam v € H}(Q)? e ¢ € Mj,. Pela definicio da forma
bilinear b (+,-) (Definigao 5.4) temos que:

be(Rv—v,q) =~ > [qV-(Rv—v)+
EE'ThE

+ 3 [taHre - o] e

ecl'LUoN e

Pela propriedade (2.13) do operador R concluimos que o primeiro termo
de b.(Rv — v, q) é nulo.

Note que a expressao [Rv — v] pode ser escrita, usando a de-
finigao de salto, como [Rv] — [v]. Como v € H}(Q)? conclufmos que
v tem salto nulo. Assim, o segundo termo de b.(Rv — v, q) pode ser
escrito como

> [taprelno= Y [l fapn

eel’,UaN e ecl',UON e

Como {q} € M; podemos afirmar que {q}ne. € Pi(e)?, logo, pela
propriedade (2.14) do operador R concluimos que o segundo termo
em questao também é nulo, o que nos permite escrever, por fim, que
be(Rv —v,q) =0.

Teorema 5.4.1. Assuma que a solu¢ao exata (u,p), do problema (4.1),
pertenca ao espaco H*F1(Q)? x H*(Q). Entdo a solucio aprorimada
(Un, Py), do problema (5.10)-(5.11) satisfaz

1
lw — Unlle < Ch* <U|Hk+1(9) + 'u|ka(Q)) ;

sendo que C' uma constante independente de h ou de k.

Demonstragao: A fim de facilitar a apresentacao, definiremos y =
Up, — Ru, assim como 0 = P, — p. Aqui p é a L?-projecio de p (Defi-
nicao 2.3 no espaco Pr_1(F)) e R é o operador de aproximacao (Defi-
nigao 2.12).

Sobre as formas bilineares a.(-,-) e b.(-,-) afirmamos que para
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toda v € X}, temos:
pae(x,v) + be(v,0) = pac(Up — Ru, v) + be(v, P, — p) =
(ac(-y+) € be(+,-) sao bilineares)
= pac(Up,v) — pac(Ru,v) + b(v, Pr) — b.(v,p) = (usando (4.3))
= (f,v)q — pa.(Ru,v) — b.(v,p) = (u e p sao solugodes exatas)

= pac(u,v) — pac(Ru,v) + b.(v,p) — be(v,p) =
(ac(+y+) € be(+,-) sao bilineares)

= pac(u — Ru,v) + be(v, p — p).
Analogamente, para toda funcdo ¢ € M), temos:

be(qu) = be(Uh7 Q) - be(Rua CI) =0- be(RUMI) = be(u - Ruvq)

Ou seja,
MGG<X,’U> + bﬁ(’u?e) - IU/GE(U - R'u,,'v) + bE(vap _ﬁ)a
€ b€(X7q) = be(u - Ru7q)7

(5.27)

Isso V v € X}, na primeira equacao e V g € M}, na segunda equacao.
Note que, por definicao, Ru € Xp e p € Mj,. Portanto x € Xp,
assim como 0 € Mj,.
Nas equagoes (5.27) faremos v = x e ¢ = 0. Além disso usare-
mos o Lema 5.3, entao:

pae(X, x) + be(x,0) = pac(u — Ru, x) +be(x,p—p), e  (528)
be(x,0) = be(u — Ru,0) "2, (5.29)

Substituindo (5.29) em (5.28) temos:

/J“aE(X’ X) = ,UCLS('U/ - RU, X) + bf(X7p - ﬁ)7 ou,
ae(X?X) = ae(’ll;*R’U,,X) + ;be(X7p7ﬁ)

Pela coercividade da forma ac(-,-) (Teorema 5.2.3) temos:
1 _
allxl2 < aclx, x) = ae(u — Ru, x) + L bbep =),

ou ainda:

1 i
aflx|? < ac(u— Ru, x) + ;be(x,p —p). (5.30)



5.4. ESTIMATIVAS DE ERRO A PRIORI 57

Nosso objetivo é usar a desigualdade (5.30) para encontrar um limitante
para ||x|le, j& que, pela desigualdade triangular temos:

[u—Unle = lu — Ru+ Ru = Unlle < [lu — Rulle +[Ix[e, (5.31)

depois limitaremos ||u — Rul|e, usando a definicdo da norma energia,
completando a demonstragao.

Como primeiro passo, limitaremos os termos da direita em
(5.30) por majorantes em fungao de | x||2.

Limitacao de a.(u — Ru, x) em (5.30)
Pela defini¢ao da forma ac(-,-) (Defini¢ao 5.3) temos:

ac(u — Ru, x) = Z V(u— Ru) : Vx—
EEThE

. / {V(u - Ru)hn. - [x]+

ecl',UON e

+e Z /{{Vx]}ne - [u — Ru]+

ecl'p,UON e

+ > |ee|e/[[u—Ru]]-[[x]].

ecl'p,UON

Para organizar a demonstracao, denotaremos cada parcela da soma
acima, respectivamente por 1, Ty, T3 e Ty. Assim podemos afirmar
que

ac(u — Ru, x) < |ac(w — Ru, x)| < |[Ty| + |To| + |T3] + |T4].

Vamos agora limitar cada |T;|, para i =1,2,3 e 4.

Para limitar os termos usaremos C' para denotar uma constante
genérica que independe de h ou de k.
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Limitacao de |T|

|Ty| = Z V(u — Ru) : Vx| =

EcTh E
(1.6)
=|> (V(u—Ru),Vx)p| <
E€T
(1.6) em R™
< > IV(u— Ru) <
E€T
1
2 (1)
<{ D IV@-Rulie) | X IVxlGe] <
E€Th E€Th
a
<15 2 IVdiEe +C D IV — Ru)llf 5.
EecTh EE€Ty,
Ao usar a desigualdade de Young (1.7) foi utilizado € = %, onde « ¢
a constante da coercividade de ac(-,-). De acordo com (5.12) podemos

continuar majorando |T:

X2 +C ) IV(u—~ Ru)|lf g

Ee€Th

T <
|1|_10

Como u € H**1(Q)? podemos usar (2.16) com s = k + 1, nesse caso,
de acordo com tal propriedade:
>0
lu— Rullo + hel|V(w — Rw)los < Ch™ fulgin ap) 5
= hg||V(u— Ru)llo,.z < ChE [ulgrerap) =
hp<h
= [|V(u — Ru)llo,p < Chiplulgenap =
= HV(U — RU)H(LE < Chk|u|Hk+1(AE). (532)
Voltando ao termo T; ficamos com
(5.32) o
T3] < TO”XHgJFC Z h2k|u\qu+1(AE) <
E€Th
@ 2k
T)HXHs +Ch |U|Hk+1(g)

portanto,

T IXII2 + Ch** [uffpi g (5.33)

|_1O



5.4. ESTIMATIVAS DE ERRO A PRIORI

59
Limitacao de |T|
e % [l - Rl 1]
eEF;UaQ e
2 n
O (1.6) em R
S [(,/M) 1 — Redlloe DXl | <
ecl', UoQ
3 3
S( > = ) ( > il Ruﬂnoe) <
ecl', UOQ ecl', UoQ
(5.12)

N

el

<lixlle ( >

1
2
2
0,e .
ecl',UON
Para voltar a majorar T4 precisamos achar uma cota Superior para

Ilu — Ru]|lo,e. Usaremos, para tanto, a definicao de salto (Defini-
¢ao 2.2) e a desigualdade do teorema do trago (2.5).

1w — Rulfo. = [u® — Ru” — u® + Ru" o, <

(2.5)
<

< |uf - Rul[lo.c + u” — Ru®o.
< Cle|?|E|"% (||u — Rullo gr + he||V(u — Ru)|o gr) +

+Clel?[E]72 (] (u— Ru)llo,pz) -

Agora escolhemos £ = E* ou E = ET. Como estamos pensando em
majorar, a opcao escolhida deve ser aquela na qual o valor da expressao
acima fica o maior possivel. Feita essa escolha podemos escrever:

Ilw — Ru]|o,c < Cle|?|E|~

(2.16) e hp<h

+Clel?|E| 2 hg||V(u— Ru)op <

< C|6|%|E‘_% hk+1|u|Hk+1(AE) (534)

Com esse resultado em maos voltamos agora a majorar |Ty|, usando o
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fato de que |E| < min{|E|}:

2

Tl <llxlle <C > 7 |C\ el|[EI7 h2k+2|u|Hk+1(AE)> =

EeTh
H (1.7) com e=¢
<IIxlle (C Z Oc h2k+2|u|%rk+l(AE)> <
E€Th
h<1
< <

«
EllxlngrC Z h2k+2|u|%i’c+1(AE) S
E€Th

IN

« k
E”XH? +Ch® |u‘%1k+1(ﬂ)'
Portanto,

ITy| < ||X||5 + Ch2k|u|Hk+1 (5.35)

— 10
Limitacao de |T5|

|To| = /{{V u — Ru) }n, [[)d]

ecly, UBQ

> I{V(u-— Ru)

ecl'pLUON

. (1.6) em R™
< > VIl 19— Ruyhnclo. 1Dl

€T, U le]

<< T |i|||[[x]1||3,e> ~

IN

ecl'pLUoN
, o@D
> el 1§V — Ru)hnlf, | <
ecl'L,UON
«
<— Y H[[x]]IIOe
10 | |
eel',UoN
2
0 Y el Y (u — Ru)}nef3, <
ecl'p,UON
«
ST)”XHS"'C > el IfV(u — Ru) el ..

ecl',UON
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Agora, analogamente ao caso anterior, quando majoramos o termo
||[w—Ru]lo,e usando (2.5), majoraremos ||[{V(u—Ru) }nel|o usando
(2.6). Isso feito, ficaremos com:

IV (u — Ru)}ncllo.c < Cle|*| B2V (u — Ru)o.5+
+ Cle|*|E|” hp || V*(w — Ru)o.-
A partir de agora vamos melhorar a cota superior encontrada para
{V(u — Ru)}neljo. limitando o termo [|V2(u — Ru)l|o g

De acordo com o Teorema 2.4.5 e lembrando que u € H**1(Q),
podemos definir @ € Py(E)? tal que:

[u—llgr < CRE " ulgriim), YO0<qg<k+1. (5.36)
Nesse caso:
IV2(u = Ru)ljo,p = [|[V*(u = @+ @ — Ru)o,5 <

) ) - (2.11)
<V (u —a)[o,e + V(@ — Ru)llo,p <
< |V*(u = @)llo,5 + ChE*||i — Rullo,s.  (5.37)

Note que:
) R ~ (5.36)
IVi(u—a)lor <lu—-dlze <
< Ch%_l‘u|Hk+1(E) 5 (538)

e ainda que,

@ — Rullo,z < [[a —u+u— Rullop <
(5.36) e (2.16)

< lu—dllo,s + [[u — Rullo,s <
< Ch%+1‘u|Hk+l(E) + Ch%+1|u‘Hk+1(AE) <
< Ch ul s ap) (5.39)

entdo, substituindo (5.38) e (5.39) em (5.37) ficamos com:

[V2(u — Ru)llo.p < Chly Mul e (m) + Chip? (W5 ul s (am) <

< Ch]zyj_l |u|H’“+1(AE)'
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Voltando para o termo ||[{V(u — Ru)}nello e usando o resultado
anterior temos:

4V (u — Ru)}nelloe < Cle|?|E|"%|Vu — Rulop+  (5.40)

b1 (2.16)
+hECh |U|Hk+1(AE) §
< Cle|? | Bl 2y |ulgrramy+ (541)
+Cle|Z| E|"2h} Elulgrap) <

< ChE |’U/‘Hk+l(AE) . (542)

Aqui usamos o fato de que |e| e |E| podem ser majorados respectiva-
mente por h e por uma constante. Além disso h < 1.

Finalmente estamos prontos para voltar a analisar |T5|.

a (5.42)
T2| < TOHXH?: +C > [ellfV(u - Ru)}nllf. <
ecl' L, UoN
<70 ||XHs+C Z Ch2k|u|Hk+1(AE)
E€T,,
a
< TO”XH? + Ch?* ulFps -
Portanto,
|T2| < *||X||5 + Ch?|ufFisa (- (5.43)

Limitacao de |T3|

6)

ml=le > (19 Tu Rul 'S (c<1)

EEF}LUQQ

IN

Y H{Vxdneloe Ilu— Rullo.|-

eecl’,UoQ

Analogamente ao que vimos na limitacao de |Ty|, podemos usar a de-
finicao de média, usar a desigualdade triangular e escolher a norma de
maior valor. Fazendo essa majoragao, sera necessario uma constante
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C.
(1.6) em R™
Tl <C Y IV dneloe [[u— Rullo. <
ecl',UON
1 1
) 2 ) 21
< X ClHVxInels. Y lu—Ru]lf. | <
ecl',UON ecl',UON
2 , (29
< Y. ClVxnel+C > lu—Ru]lf. <
ecl'pLuUoN ecl', U
< Y. ClIvxlge+C Y lu-Ru]lf. < (5.12)
ecl'pLUoN ecl'LUoN
o (5-34)
< IxE+C >0 lw-Rullf. <
ecl'LUoN
(le] e |E| sao majoraveis)
o
< TO”X”‘% +C Z Ch2Ek+2‘u|§{k+l(AE) <
EcTh
o
< E”X”?: + CP* w3 -
Portanto,

(0%
T3] < EHXIIE + Ch?* [ulfis - (5.44)

Agora podemos voltar para o termo inicial que estdvamos majorando e
usar os resultados (5.33), (5.35), (5.43) e (5.44). Assim:

ac(u = Ru, x) < |Th| + |To| + | T3] + |Tu| < 45 ||x||5+0h2kIU\m+1 @
(5.45)

1
Limitacao de —b.(x,p — p) em (5.30)
u

—Z/p PV - x)+

EcTh E

+f 3 /{{p FYIX] - e

EGFhUBSZ

1 1
—be(x,p—D) = —
j o
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Ja que, V- x € Px(F) podemos afirmar, pela defini¢ao de p (Defini-

¢ao 2.3) que
Jo-nv-n -0
E
portanto:
1 ~ 1 (1.6)
—beop—P=—{ Y. /{{p PHIX] - me | <
,LL M PEFhUBQ
1 ) el 1.
s( S o bl b el Y ) :
H €l U \/|€|
(Inell =1)
1 l
s( o - p}noe> (wipais.)” <
(’GF}U@Q
l 1
2 (1.7)
s( ) (mipais.)” <
eecl',UON
(5.12)
o C o (2an
< lxlE+ = S el <
K ecl'p,UON
o 2 ¢, 2
< EHX”E"’ Eh klpl e ) -
Por fim ficamos com:
1 C
b, + =K% P2 on- A4
m (P — p)_lollxlle e Pl e () (5.46)

Agora voltemos a desigualdade (5.30) a fim de usar (5.45) e (5.46) para
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assim concluirmos que:

1 i
aflx|? < ac(u— Ru, x) + ;be(x,p )

4o o C
allxlz < 75z + Ch* fuffnn o) + 15 lIXIIE + Eh2k|p|§,k(m

« C
04HX||§ < §HX||§ + Ch2k|u|§{k+1(9) + Eh2k|p|§{k(9)
2

« 2 C
5“)(”% < (Ch*|u|greaa)” + (th|ka(Q))

(/2 incorpora-se em C)
2

2 C
N2 < (CHMful s ) + (th@m(m) CANEED)

C 2
Iz < (Chk|um+1(n) ; uhkp|Hk(Q)>

C
Ixlle < Chk|U|Hk+1(Q) + ;hk|p|H’“(Q) (5.47)

A fim de voltar para a desigualdade triangular (5.31) precisamos ainda
majorar o termo |u — Rull¢. Para tanto, note que:

o, (5.34)
lu— Rul2 =3 |[V(u-Ru)llfp+ > ﬁll[[u ~Ru]llf. <
EET;, e€T ), U0
(2.16)
< Z HV(U_RU)||(2),E+ Z ChQEkJrQ‘u'?{k‘*'l(AE) <
E€T E€Th
h<1
< Y OWMuff apy + Ch** P luffng) <
EeTy,

< OW** |ulfpin ) + O [ulfp ) <

2k, 12
< Ch™|ulre gy
ou seja,

||u — R'u”g < C’hk|u|Hk+1(Q) (548)
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Finalmente:
(5.47) e (5.48)
[w = Unlle < |lu— Rulle + [x]le <
) C
< Chk|u|Hk+1(Q) + ﬁhk|p‘Hk(Q) + Chk|u|Hk+l(Q) <
k Co
< Ch™|u|grerq) + ;h Pl ek ()
ou ainda,

) 1
lu— Unlle < CW* (|u|m-+1<m + ,u|ka(Q)) |

Teorema 5.4.2. Sob as mesmas hipdteses e notacao do Teorema 5.4.1,
eziste uma constante C, independente de h e p tal que:

Ip = Pullo < Ch*(plu| grsr (o) + Iplaea))

Demonstracdo: Seja p a L2-projecdo de p. Como u, p, Up e Py
satisfazem (5.10) e (5.11) temos que para todo v € Xp:
wae(Up,v) + be(v, Pr) — pac(u,v) — be(v,p) =0
pnac(Up, — u,v) + be(v, P, — p) =
pac(Un — u,v) +be(v, Py —p+p—p) =
pac(Un — u,v) + be(v, Py — p) + be(v,p — p) =
p) =
p) =

pac(Up — w,v) + be(v, Py — p (U p—Dp)

1
ae(Uh - ’LL,'U) =+ ;be(vv Ph - (’U p— p) (549)

Pela Defini¢ao 2.3 podemos afirmar que P, — ﬁ € Mj. Agora, pela

observagao do Teorema 5.3.1 temos que existe uma tnica v € X, que
satisfaz as equagoes (5.23), (5.24) e (5.25), ou seja:

Z/w Vw+ > ”e/[[v]] [w] = Vw eV,

Ee€T, E ecl'LUoN
(5.50)

be(v, P, — p) = —|| Py — B[} e
(5.51)

1 N
[vlle < < [1Pn — Bllo- (5.52)
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Da equagao (5.27)2 com o Lema 5.3, podemos afirmar que b.(x,q) =
0, V q € My, logo, ja que x € X} podemos concluir que xy € Vj.
Assim por (5.50) podemos escrever:

Z/W:vx+ > |U;|e/[[v]]-[[x]]=0. (5.53)

EE€Th i e€l',UoN
Reescreveremos agora a equagao (5.49) para nosso v € X, particular:

1 . 1 -
ae(Uh - u,v) + 7b€(’U,Ph *p) = 7b5(’U,p 7p)
H 1%
1 1
- ;be(vvpfﬁ) = aE(Uh — Ru+ Ru — U,’U) - ;be(v,Ph 7]5)
(5.51)

1 1
;”Ph —15H3 = a.(Up — Ru,v) + a.(Ru — u,v) — ;bE(”aPh - D)

1 _ 1 ~
;”Ph _pHg = ac(x, ) + ac.(Ru — u,v) — ;be(v,Ph - D)

Como v € X, temos que V-v € P, (E) e também que {p—p}[v]]. -
ne = 0 Logo:

bop=0) == Y [G-p)V-vt

EeTh E
n Z /{p Vo] - e Definigio 2.3
ecl'p,UoN e
S [
— o a0
ecl'p,UoN e

=0
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Substituindo:

1 N Definigéo 5.3
EHPh — Bl = aclx, v) + ac(Ru —u,v) ="

-3 [oover 32 (1wl

E€Th e€l, U
- Y [tvdne Bl 3 [(vehne I
e€l,UoN Y e€T, UM Y,
+ V(Ru —u): Vv + Je [Ru — u][v]—
- Y [tV wpne - o]+
ecl'LUoN o
+e Z /{Vv}ne - [Ru —u] :=
eel’',uUoN e

::T1+T2+T3+T4+T5+T6+T7+T8.

Veja que T +T5 = 0 por (5.53), assim como T3 e T7 também sao nulos

pois v € X,. Além disso como x+Ru—u = Up,—Ru+Ru—u = Up—u
temos que:

Ti+Ts=e¢ >  [{Vv}ne [Un—u] =T
ecl'p,UoN e

A idéia agora é majorar os termos 15, Tg e Ty por parcelas em funcao
de ||v||e para assim usar (5.52) e estimar o valor de || Py, — p||o-

Como as limitacoes dos termos seguem basicamente a mesma
idéia das do Teorema 5.4.1, onde fizermo-nas detalhadamente nao va-
mos explicitar as contas. Porém, seguem os resultados:

B
61t
B
61t
Ty < ﬁ 2 Cth 2 lCth 2

9 GM”””a + |U|Hk+1(Q) + 7 |p‘H’“(Q)'

Ts < —|lv]12 + Ch2k|u|?{k+1(ﬂ),

Ts < —|[v[|2 + Ch*|ulfpniq) e
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Portanto:
1 -
;HPh oI5 =15+ Ts + Tp

1 .38 1
;HPh - pl§ < @H’UHE + Ch*ulfiss o) + ﬁ0h2k|pﬁlk(ﬂ)

_ 18
1Py —Bli§ < 7”’””% + MCh2k|U|?1k+l(Q) + Ch%@ﬁ{k(ﬂ)
(usando (5.52))

12 — B3

IN

1 - )
§HPh = Bl + nCR**[ulFeia ) + Ch*[pli o)

1 -
§\|Ph = BlI5 < pCR**uffpss ) + CR**[pl3n g
1Pn = pllo < pCh¥|u| gisr ) + ChF[pl (o (5.54)

Vamos agora, através da desigualdade triangular, usar os resultados
anteriores para majorar o termo que realmente nos interessa.
R (2
lp = Prllo < [lp = Bllo + [[Pn — Bllo <
L _ (5.54)
< Ch¥[plar) + 1Pn —Dllo <
< Ch¥|pl ey + HCR* [u i o) + CR |pl e (q)-

Por fim,
Ip = Pullo < CR* (plw|grsr o) + plue) -
]

Vamos agora apresentar o teorema que traz estimativas de erro para a
velocidade na norma || - ||z2(q). Antes disso precisamos impor algumas
condigoes para a solucao do problema dual, ja que este serd usado na
demonstracao de tal teorema.

Supondo Q convexo, queremos que, para cada g € L*(Q)?, a
solugéo (®,¢) do problema dual ao problema (4.1):

—pUAP +VE=g, em 2; (5.55)
V-®=0, em €; (5.56)
P =0, em 052, (5.57)

esteja em H2(Q)? x H*(Q). Além disso queremos dependéncia continua
de tal solucao sobre g. Isto é:

1 C
@12+ =€l < —llgllo- (5.58)
I p
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Teorema 5.4.3. Seja ) convexo e seja k = 1,2 ou 3. Assuma que
a solugio (w,p) de (4.1) pertenca a H*1(Q)2 x H*(Q). Entdo, se a
parti¢ao é reqular (Definicao 2.2), existe uma constante C' > 0 inde-
pendente de h e de p tal que:

_ 1
|u — Upllo < CRFF170 <|U|Hk+1(§2) + M|p|H’€(Q)> ,
sendo que § =0 para SIPG e § =1 para [IPG e NIPG.

Demonstragao: Considere o problema dual (5.55)-(5.57) com g =
U, — uw. Usando o teorema de Green sobre cada elemento temos:

10 — w2 :/<Uh Cw)? =

Q

- (Un —u)? 2V
E;hE/ "

=Y | Un—u)(-pA® +VE) =
EGThE

=3 [Wh-wna®) ¢ Y [ - w(ve -
EeTh g EeTh i

= Z /uV(Uh —u): VP — Z /(uV@nE)(Uh —u)—
EEThE EE'ThaE

- EV - (Up —u) + éng (U —u).

Pela regularidade das funcoes ® e £ podemos afirmar que [uV®]| ne =
0 e também [£]|, = 0 para toda interface e € I';,. Assim ja que

be(Uh_’u’vf) = - Z /fv (Uh_u)+
EeTh g

+ 3 [tehon - ul e,

ecl'p U e
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ficamos com:

Un —ulf= > [pV®: V(U —u)-
EeT, i
SR S £ 7.0 TR (7 ERAA)

eel',uoN e

71

(5.59)

(5.60)

Das equagoes (5.10)-(5.11) aplicadas a (Up, Pp,) e (u,p) temos,

quando subtraimo-las:

pae(Up —w,v) + b(v, P, —p) =0, Vve Xp;
be(Up, —u,q) =0, Vqe€ M,

Sabendo disso, podemos somar alguns “zeros” convenientes em (5.60).

[Un—ulf= Y [uv@: VU ~w)-
E€7—hE

- Y [tuvepn U -l

eel’',uUoN e
+be(Un—u, &) —p Y [V(Un —u): Vo
EE7_}LE
Oc
Y m/[[Uh — u][o]+
eel',uUoN e

tu 3 [V - whne - Tl

ecl',UON e

— [L€ Z /{{V'v}}ne - [Un — u]—

ecl',UON e
- be(vaph _p) - be(Uh - U,q) =
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e Y jfje/[[Uh — u][v]+

eel’,UoN
+ be(Uh - U,£ - q) - bé(vaPh _p)+

+ > [ uV(® —v): V(Un —u)+

E€Th g
+ 3 [V - wine ol
e€l’, o2,
- > /{{,uV‘I’}}ne UL —u]—
e€l’, o2,
— € Z /{{uVU}}ne - [Up — u]+ (somando 0)
e€l',UoN %,
e Y /{{uV@}}ne Un — ]~
e€l',UoN Y,

—€ Z /{{,uV‘i’}ne [Un —u] =

ecl',UON e

=T +To+T3+T) +T5—
—(l+e) > /{{wq:}ne [Un — u]+

ecl',UON e

te 3 [inv@ - o)hne [ -] -

ecl'p,UON e
= Tl + P + T7.

Assim como as outras demonstracoes de estimativa de erro, a
idéia agora é majorar cada termo separadamente para assim estimar o
erro. Muitos dos processos ja sao conhecidos de demonstragoes anteri-
ores e por isso nao serao tao detalhados, além disso usaremos o Teo-
rema 5.4.1 para fazer algumas das limitacoes. Escolheremos v = R®
eq= §~, sendo que este tltimo é a L2-projecao de & (Definicio 2.3).
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Assim sendo, comecaremos por T3:

Ty = be(v, Py — p) = b(R®, P, — p)+
+b6(q’aph_ )_b€(@)P}l_p):
= b (R® — ®, P, —p) +be(®, P —p) "2V
=b(R® —®, P, —p+p—p) =
=b(R® — B, —p) + b.(R® — &, P, — p) 27
- be<R(} - q)vp _p) =
==Y [(-p)V (R®-®)
EET;LE
- /{p PHE® — @] - n, <
eEF;LU(?Q
< > lp-pllo.s |R® - @16+
E€7-h
+ D
ecl'pLUoN
< > 15— pllo.e |R® - @16+
E€7_h

i , (5.58)
+ Ch |p|Hk(Q) Ch |‘I’|H2(Q) <

< CW¥plur) Y (IR® = @0, + | V(R® — ®)l|o,5)+
EeTy,

C
+ Ch’“”ZHUh — o <
< Ch¥|p| e () (CH?|®| 1r2(02) + Ch|®| g2 (o)) +
C
+ Chk“;HUh —auljp <
C
< *hk+1‘P|H’c(Q)HUh - UHO-

Portanto

C
T3] < Ehk+1|p|Hk(Q)||Uh —ullo- (5.61)
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Analogamente,

1
1l £ 14 (Julmnon + bl ) 10 =l (6.62)
Seguimos a demonstragao majorando o termo Ty:

|Ty| = Z /MV(R@ —®): V(U —u)| <

EEThE
<u Y IV(R® = ®)|o.e IV(Un —u)or <
E€Th
3 3
<u<Z IV(R® — ®) ||OE> (Z IV ( Uh—u>||0E> <
EE€T, EcTy,

C 1
< MﬁhHUh — uloCh* <U|H"’+1(Q) + u|p|H’<(Q)) :

Logo,

1
Ty < Ch*H! <|u|Hk+1(Q) + H|pH’€(Q)) lUn —ullo. (5.63)

Note que [R®] = [R® — ®], pois [®] = 0. Por isso, e também
baseando-se nos termos que ja foram majorados, ficamos com:

1
7] < CRF+ <|U|Hk+1(9) ; u|p|Hk(Q)> Un—uloe  (5.64)

1
Ty] < OBk (|qu+1<9) . ﬂpm(m) 1Un—ulo.  (565)
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Para o termo |T3] a limitagdo ocorre como segue.

T3 = | H/[[Uh u] [R®]| <
GEFhUGQ
<u Y Tl (1720 <
ethuaﬂ
3 3
O¢
o > o) (3 e, <
ecl'p,UoN ecl'p,UON

1

2

e
Suﬂh—UM< E:MMRQ—QM&> <

ecl',UoN
1
< CpMtt <|UHk+1(Q) + MP|H’“(Q)> |Un — ulo.

Assim,
1
Ty < Ot (u|m+1<m + M|p|Hk<m) WUn —ulo.  (5.66)

Veja que se € = —1 (método SIPG) ficamos com |T5| = 0 e por
isso podemos combinar os resultados (5.61)-(5.66) para concluir que:

[Un —ull§ < |To|+ -+ |T7] <

1
< COhRk+L <’u,|Hk+1(Q) + u'lek(Q)) HUh — ’LLHO
1
|Un —ullo < CR*! (|U|Hk+1(sz) + Iu|p|Hk'(Q)> .

Agora se € = 0 ou € = 1 ficamos com:

Tl =|-0+a Y /{{/Ni’}} ne[Un —u]| <

ethUBQ
< pl|@2/|[Un — ulle <

1
< Ch* (|’u,|Hk+1(Q) + M|p|Hk'(Q)> 1Un — ulo.

Ou seja, quando escolhemos o método NIPG ou o IIPG perdemos uma
poténcia de h.
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De acordo com esses teoremas, devemos encontrar nos resulta-
dos numéricos uma ordem de convergéncia igual k para a pressao e para
velocidade na norma || - |l¢ e k + 1 para a velocidade na norma || - ||o
(considerando o método SIPG).



Capitulo 6

Resultados Numeéricos

Esse capitulo é dedicado aos resultados numéricos. Primeiro,
uma breve descrigao do ambiente de programagao e da implementacao
dos nossos problemas. Em seguida, uma secao para cada problema onde
sao apresentadas as particularidades desses, bem como seus resultados
através de tabelas e uma comparacao com a teoria que construimos
sobre o método.

6.1 O ambiente NeoPZ

O ambiente PZ é um conjunto de classes escritas em linguagem
C++ usando programacao orientada a objetos que resolvem numerica-
mente EDP’s usando elementos finitos. O ambiente permite resolver
numericamente problemas 1D, 2D e 3D usando espagos de aproxima-
¢ao continuos e descontinuos. No entanto, ainda nao estd concluida a
implementagao para espacos de ordens diferentes para variaveis dife-
rentes.

A idéia é motivada na similaridade entre os c6digos de resolu-
cao de problemas fisicos distintos, na criacao “coletiva” de um cédigo
util para toda a comunidade cientifica e na propriedade didética que o
ambiente tem para o aluno que aprende sobre elementos finitos.

Philippe Devloo e José Filho foram os criadores deste ambiente.
Iniciado em 1989 mudou de nome, para NeoPZ, dez anos depois devido
a mudangas estruturais. A biblioteca nao para de se atualizar recebendo
contribuicoes de diversos pesquisadores da drea. A nova meta é criar
uma versao para que se possa aplicar os algoritmos ja existentes usando
computacao em paralelo.

7
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Dentre os itens da biblioteca (médulos) destacamos:

Analysis: Armazena classes que realizam tarefas globais de
uma simulacao de elementos finitos tais como o gerenciamento da as-
semblagem da matriz e da solugao do problema e a implementacao de
métodos de pds-processamento.

Geom: Implementa métodos para o mapeamento da malha.

Integral: Este médulo contém implementacoes de métodos de
integracao numérica.

Material: Contém as classes que implementam as formulacoes
variacionais dos problemas.

Matrix: Define classes de diversos formatos de matrizes tais
como banda, simétrica, esparsa e cheia. Além disso, implementa classes
de solvers diretos e iterativos.

Mesh: Dispoe implementagoes de elementos geométricos e com-
putacionais além de malhas e sub-malhas, assim como é responsavel
pela ligagcao entre os dois tipos de malhas.

Post: Responsavel pelas classes que geram arquivos de pds-
processamento.

Refine: Implementa processos de refinamento.

StrMatrix: Responsavel pela interface entre a matriz de rigi-
dez e o sistema de equacoes gerado pela malha.

Util: Implementa principalmente classes de vetores.

6.2 Implementacgao

Usando o ambiente de programacao orientada NeoPZ, descrito
na Segao 6.1, a implementacao, de uma maneira sucinta, funcionou da
seguinte forma: implementamos a formulagao variacional do problema
(5.10)-(5.11) no mdédulo Material. O célculo do erro cometido pela
aproximacao da solugao exata foi implementado em Material e Analy-
sts. Foi criado um arquivo main para cada problema analisado. Nesse
arquivo foi especificado a malha geométrica, a malha computacional,
o lado direito do problema, os dados sobre a solugio exata (expresséo
da funcao e suas derivadas), o método de resolucao do sistema linear,
o formato de saida dos resultados (gréficos e tabelas, por exemplo) e
outras tarefas que compoe a resolucao do problema em questao.

Implementamos também um algoritmo para determinar a pres-

sao unicamente, usando o fato de que | p = 0. Dessa forma encontra-

Q
mos a constante que garante a unicidade da pressao.
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Antes de fazermos testes mais complexos, fizemos uns mais tri-
viais a fim de testar o cédigo separadamente. No primeiro deles toma-
mos os dados do lado direito e as condi¢oes de contorno como sendo
nulas a fim de recuperar a solugao nula. Nos demais testes alternamos
entre campo de velocidade e pressao constante ou linear, formando ade-
quadamente o lado direito e as condicoes de contorno. Em todos esses
casos recuperamos a solugao exata. A idéia destes primeiros testes é
procurar erros no algoritmo de uma maneira mais eficiente.

Durante todo o trabalho desenvolvemos a teoria com base em
espacos discretos formados por polinomios. Usamos grau polinomial
k para o espago relacionado a velocidade e grau k — 1 para aquele
relacionados a pressao. Entretanto, como ja comentado, tais espagos
ainda estao sendo implementados no NeoPZ por uma doutoranda da
UNICAMP (Denise de Siqueira). Entao, para nao realizar trabalho
duplicado e pelo curto espago de tempo disponivel, optamos por im-
plementar a formulacdo (5.10)-(5.11) considerando espagos de mesma
ordem para a velocidade e pressao. Isto é utilizamos os seguintes espa-
GOs:

Xyi={vel*(Q)? :veP(E)? VEE€T})
M ={qe L3(Q):qeP(E), VEET,}

Esta escolha facilita o trabalho de implementacao, mas, por outro lado,
a constante de limitagao da condicao Inf-Sup discreta passa a depender
de h e de k (veja [22]). Desse modo o método deixa de ser uniforme-
mente convergente em h e, por isso, nao é mais adequado para estudos
de h-convergéncia (ver [22]). Para contornar o problema da perda da
convergéncia uniforme podemos estabilizar a formulagdo. Uma das for-
mas de se fazer isso é acrescentar um termo na formulagao que penaliza
a pressao de maneira analoga aquela em que a velocidade é penalizada
(ver [10]). Tal termo é expresso como:

s(p.q) =Y vhe/[[p]] L4,

ecl'y, e

sendo que ¢ e p fungdes de M e v é uma constante de penalizacao
similar a o.. Assim, a formulacdo do novo método, chamado de SIPG
estabilizado, consiste em achar (Up, P,) € X x M;: tal que

pac(Up,v) + be(v, Pr) = (f,v)a, Voe Xy, (6.1)
be(Un,q) + s(Ph,q) =0 Vqe M. (6.2)
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Também em [10] podemos encontrar uma estimativa de erro na norma
|- Ils que se refere a ambos, velocidade e pressao, simultaneamente e é
definida por:

[(wn,an)lls = \/thllg + llgnllg + s(an, n)?- (6.3)

A estimativa afirma que a convergéncia desse método é de ordem k na
norma || - [|s.

Com o apresentado até aqui vamos ressaltar dois pontos para
explorarmos na parte numérica dessa dissertacao. O primeiro deles
consiste em resolver a formulagao (5.10)-(5.11) com os espacos X} e M
ao invés de, respectivamente, X e M} verificando se a convergéncia
é, de fato, perdida ao se realizar h refinamentos. Nossa referéncia para
esse ponto serdo os teoremas de andlise de erro (Teorema 5.4.1, Teorema
5.4.2 e Teoremab.4.3).

O segundo ponto consiste em resolver numericamente a for-
mulagao (6.1)-(6.2) calculando a ordem de convergéncia numérica na
norma || - ||s, a qual, esperamos, deve ser igual a k.

Se 0 objetivo é achar uma solucao satisfatéria para a resolugao
de um problema pratico, isso nao influencia em nossos resultados, pois
estamos, na pratica, usando espacos mais ricos do que na teoria, embora
nao estamos tirando vantagem desse enriquecimento do espaco. Pelo
contrario, herdamos com essa escolha o 6nus de resolver um sistema
linear maior.

Em todos os problemas usamos uma malha triangular conforme
e regular e vérios niveis de refinamento L. Conforme mostra a Fi-
gura 6.1, em cada simulacio temos 2 - 4° elementos triangulares. E
se hy é o comprimento h numa malha de refinamento L temos que
hy =2hp11.

Figura 6.1: Refinamento com elementos triangulares. L =0, L = 1 e
L=2.

A ordem de convergéncia numérica r;, num refinamento de nivel
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L foi calculada usando a férmula pratica:

T, = log ( L ) /10g(0.5),
€r—1
sendo que ey, é o erro avaliado em um nivel L de refinamento.

A titulo de curiosidade, pois nossa teoria nao foi construida
para isso, apresentaremos também simulagoes em malhas onde os ele-
mentos sao quadrados, como mostra a Figura 6.2. Para essas simula-
¢oes utilizamos, ao invés do espaco Py (E), o espago Q(F), composto
pelos polindmios com grau até k em cada coordenada. Por exemplo
2%y, y?2? € Q2(E) ji que em cada coordenada o grau polinomial nao
passou de 2.

Figura 6.2: Refinamento com elementos quadrados. L =0, L = 1 e
L=2.

6.3 Teste 1

Resolveremos numericamente o problema de Stokes (4.1) usando
o seguinte exemplo apresentado em [7]. As solugoes exatas sao definidas
da seguinte forma:

wn(2,5) = —¢® (y cos y + sin ),
uz(@,y) = €* (y sin y),
p(x,y) = 2e” sin y.

Os demais dados do problema tais como a fun¢@o f e a fungao condigao
de fronteira, sao construidas a partir das solucoes exatas. O dominio
neste teste ¢ Q = (—1,1)2. Usamos € = 1 (método SIPG), p = 1 e
o = 10. Os testes foram feitos para k = 1, k = 2 e £k = 3 com niveis de
refinamento variando de 1 até 5. Vejamos as tabelas com os resultados,
sendo que |lepllo, |leullo € [lew]le simbolizam o erro relativo & pressao
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na norma || - [|o, o erro relativo & velocidade na norma || - [|o e o erro
relativo a velocidade na norma || - ||¢, respectivamente.

Tabela 6.1: Teste 1 com malha triangular usando o espaco Py (E) com
kigual a 1, 2 e 3.

| SIPG | lepllo \ lleullo \ lleulle \
k. Erro |Ordem| Erro |Ordem| Erro |Ordem
2.179e+00| 0.944 [2.629e-02| 1.900 |7.647e-01| 0.970
1.122e+00| 0.957 |6.767e-03| 1.960 |3.848e-01| 0.991
5.708e-01 | 0.975 |1.718e-03| 1.980 [1.928e-01| 0.997

1.476e-01 | 1.790 |1.173e-03| 2.970 |4.749e-02| 1.990
5.524e-02 | 1.420 |1.463e-04| 3.000 |1.183e-02| 2.000
2.559e-02 | 1.110 |1.831e-05| 3.000 |2.949e-03| 2.000

5.929e-03 | 2.990 |3.773e-05| 4.000 |2.031e-03| 2.970
8.406e-04 | 2.820 |2.358e-06| 4.000 |2.539¢-04| 3.000
1.536e-04 | 2.450 |1.484e-07| 3.990 |3.172e-05| 3.000

”ep” llewllo llewlle
6.859¢-02 | 1.920 |9.561e-04| 2.980 [4.266e-02| 1.970
1.806e-02 | 1.930 [1.189e-04| 3.010 [1.073e-02| 1.990
4.645e-03 | 1.960 |1.480e-05| 3.010 [2.687e-03| 2.000

wn
—
e
)

n
-+
[}

Tabela 6.2: Teste 1 com malha triangular usando o espago Py (E) com

k igual a 1, 2 e 3,para o par (u,p) em relagdo a norma || - ||s
| [(up)ls |
SIPG Est. k=1 k=2 k=3
L Erro |Ordem| Erro [Ordem| FErro |Ordem

3 7.434e-01| 1.010 |8.085e-02| 1.940 |2.564e-03| 3.350
4 3.707e-01| 1.000 |2.102e-02| 1.940 |2.689e-04| 3.250
) 1.850e-01| 1.000 |5.368e-03| 1.970 [3.024e-05| 3.150

Na Tabela 6.1, para k£ = 1 encontramos ordens de convergéncia
numérica préximas a 1, 2 e 1 para, respectivamente, |lep|lo, |lewllo €
llew]le. Esse resultado, conforme os Teoremas 5.4.1, 5.4.2 e 5.4.3, con-
ferem com a teoria ji que o grau polinomial para estas estimativas é
igual a 1.

Na mesma tabela, agora para k = 2 e k = 3, os resultados
seguem os teoremas satisfatoriamente com relagao aos erros na veloci-
dade. A press@o, no entanto, nao se comportou tao bem, apresentando
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na parte da tabela em questao ordens inferiores aquelas esperadas pela
teoria.

No final da Tabela 6.1 apresentemos o desempenho do método
SIPG estabilizado. Visto que, s6 dispomos de suporte tedrico desse mé-
todo com relagdo a norma || - ||g, os nimeros nessa tabela sdo para uma
breve comparacao, a cargo do leitor, entre os métodos. Essa simulagao
seguiu de acordo com a teoria prevista para o método SIPG estabili-
zado, como podemos ver na Tabela 6.2, em que o erro é quantificado
na norma || - ||s mostrando uma ordem de convergéncia bem préxima
k, como afirmado na Secao 6.2.

Como comentado, a titulo de curiosidade, a Tabela 6.3 apre-
senta os resultados da simulagao desse problema usando o espago Q(E)
com k = 2, assim como elementos quadrilateros. Podemos ver que nes-
sas condi¢oes o método se comporta quase igual & simulagao feita com
os elementos triangulares e espagos Pi(F), a ndo ser a pressdo que é
melhor aproximada por esse tltimo cendrio, o que, talvez, se justifique
na estrutura mais rica de Qx(E) perante Py (FE).

Na Figura 6.3 apresentamos o comportamento do erro nas di-
versas normas e com os diversos graus polinomiais, em funcao do refina-
mento. A inclinagao de cada reta representa a ordem de convergéncia,
logo, retas paralelas possuem a mesma taxa de convergéncia.
Observagao: Considerando uma malha de elementos quadrangulares
e espagos polinomiais do tipo Qf [22] traz alguns apontamentos sobre
o mal comportamento da pressao em simulagoes usando espacos com
a mesma ordem de aproximacao para velocidade e para pressao sem o
termo de estabilizacao. O artigo, traz em teoremas, uma dependéncia
do erro da pressao da seguinte forma:

|Pn —pl < Chk71|u‘H"+1(Q) + Chk‘p|H’€(Q)' (6.4)

O teorema sé vale quando os graus de aproximagcao para a velocidade
e para a pressao sao os mesmos. Dessa forma, dependendo do tama-

Tabela 6.3: Teste 1 com malha retangular usando o espa¢o Qx(E) com
k igual a 2.
[SIPG] lepllo \ lleullo \ lleulle |
k.|L| FErro |Ordem| Erro |Ordem| FErro |Ordem
3 [1.054e-01| 1.84 |7.680e-04| 3.01 |2.800e-02| 2.01
2| 4 12.810e-02| 1.91 [9.535e-05| 3.01 |6.998e-03| 2.00
5 |7.260e-03| 1.95 [1.190e-05| 3.00 [1.751e-03| 2.00
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nho das quantidades |u|gx+1(q) € [p| g+ (q), podemos ter uma ordem de
convergéncia mais proxima de k ou de k — 1. Esta estimativa pode jus-
tificar a perda de convergéncia da pressao apresentada na Tabela 6.1
para k =2e k = 3.

Neste ponto podemos concluir, com base em nossos testes nu-
méricos e em resposta aos nossos objetivos para com a parte numérica
deste trabalho, que, de fato, o método SIPG perde convergéncia (em es-
pecial a pressao) quando fazemos h-refinamentos na malha, no caso de
usarmos espacgos de aproximacgao de mesma ordem. As ordens de con-
vergéncia numérica da velocidade no entanto, se mantém praticamente
inalteradas.
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Figura 6.3: Ordens de convergéncia.
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6.4 Teste 2 (Fluxo de Kovasznay)

Este problema, apresentado em [17] tem como solugoes exatas:

A7) cos(2my),

Ul(.f,y) =1l-e
A )
us(w,y) = £-ePsin(2ry),

1 .
*6(2>\l),

p(z,y) = 5

sendo que,

N 1—\/1—5—16772/12.

2u

A Figura 6.4 mostra o campo vetorial da velocidade bem como as linhas
de contorno da solugao u;.

Figura 6.4: Campo vetorial da velocidade e linhas de contorno da so-
lugao u; quando Re = 10.

Nessa simulagao usamos, além de e = —1, Q = (0, 2) x(—0.5, 1.5).
Usamos trés valores distintos para Re: 10, 1000 e 10000. Portanto,
como nossa viscosidade depende de Re nossas simulagao usam g = 0.1,
p = 0.001 e p = 0.0001 respectivamente. Ou seja, estamos preocu-
pados, nesse teste, em analisar o desempenho do método quando a
viscosidade sofre variagoes.

As tabelas 6.4, 6.5, 6.6, ¢ 6.7 mostram o desempenho do método
SIPG (com k =1, k =2 e k = 3) e do SIPG estabilizado (somente
k = 2) em relagdo a pressao na norma || - |lo, a velocidade na norma
Il - o e por dltimo a velocidade na norma || - ||e. Além disso, para fazer
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comparagoes com a teoria, apresentamos os resultados do método SIPG
estabilizado (SIPG Est.) para a norma || - ||s.

O desempenho do método na aproximagao da pressao é apre-
sentado na Tabela 6.4. Como ja esperdvamos, o comportamento dessa
grandeza nao respeitou o teorema de andalise de erro para pressao (Te-
orema 5.4.2) apresentando ordens ora acima e ora abaixo do grau de
aproximagao polinomial k. Claro, o método serve para resolver proble-
mas praticos, pois aproximou a pressao com uma diferenca na ordem
de 1077 da solucdo exata, para k = 3. Ou seja, o método converge,
entretanto, nao temos muito controle sobre essa convergeéncia.

Na Tabela 6.5 e na Tabela 6.6 o erro na velocidade é analisado
com respeito a duas normas distintas (|| - [0 € || - ||le). Em ambas, o
método condiz com os teoremas de erro para velocidade (Teorema 5.4.3
e Teorema 5.4.1) apresentando ordem k+ 1 para a norma || - || ¢ ordem
k para a norma || - ||.

Seguindo [10] e analisando o desempenho do método SIPG es-
tabilizado com a norma || - ||s, apresentado na Tabela 6.7, podemos
observar uma ordem k de convergéncia assim como esperavamos.

Vimos que, concluindo este teste, o método nao sofre tanta
influéncia conforme variamos a viscosidade do fluido. Além disso, con-
seguimos, através de nossos resultados numéricos, validar a estimativa
de [10] que espera ordem de convergéncia numérica k na norma || - ||s
para o método SIPG estabilizado.
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Tabela 6.4: Teste 2 com malha triangular usando o espaco Py (E) com

k igual a 1, 2 e 3, para pressao em relacdo a norma || - ||o
! llepllo
SIPG Re =10 Re = 1000 Re = 10000
k L Erro |Ordem| Erro |Ordem| Erro |Ordem
3 4.329¢-01| 0.095 [4.564e-03|-1.490 |4.722e-04|-1.490
1 4 1.944e-01| 1.160 |1.878e-03| 1.280 |1.943e-04| 1.280
5 9.805¢-02| 0.987 |9.132e-04| 1.040 {9.449¢-05( 1.040
3 1.315e-01| 1.280 |7.877e-04| 2.110 |8.129¢e-05| 2.120
2 4 5.560e-02| 1.240 |1.710e-04| 2.200 [1.739e-05| 2.220
5 2.649¢e-02| 1.070 |4.204e-05] 2.020 {4.020e-06| 2.110
3 2.438e-02| 2.320 |1.732e-04| 0.131 [{1.790e-05| 0.060
3 4 3.310e-03| 2.880 |2.408¢-05| 2.850 {2.488¢-06( 2.850
5 5.948e-04| 2.480 [5.167e-06| 2.220 [5.337e-07| 2.220
SIPG Est. Re =10 Re = 1000 Re = 10000
3 3.152e-02| 1.720 |6.097e-04| 2.370 |7.727e-05| 2.170
2 4 1.027e-02| 1.620 |1.291e-04| 2.240 |1.648e-05| 2.230
5 3.044e-03| 1.750 |2.734e-05| 2.240 |3.459e-06| 2.250

Tabela 6.5: Teste 2 com malha triangular usando o espago Py (E) com

k igual a 1, 2 e 3, para velocidade em relagao a norma || - ||o
| [eullo
SIPG Re =10 Re = 1000 Re = 10000
k L Erro |Ordem| Erro [Ordem| FErro |Ordem

5.901e-02| 1.570 {1.992e-01] 0.131 |2.063e-01| 0.130
1.635e-02| 1.850 |5.533e-02| 1.850 [5.732e-02| 1.850
4.334e-03| 1.920 |1.466e-02| 1.920 |1.518e-02| 1.920

1.139e-02| 2.660 (2.461e-02| 3.210 |2.549e-02| 3.210
1.413e-03| 3.010 [3.208e-03| 2.940 |3.322e-03| 2.940
1.720e-04| 3.040 |4.048e-04| 2.990 [4.192e-04| 2.990

1.395e-03| 3.560 [2.447e-03| 1.690 |2.533e-03| 1.680
8.249e-05| 4.080 |1.600e-04| 3.940 {1.656e-04| 3.930
5.082e-06| 4.020 |1.021e-05| 3.970 |1.057e-05| 3.970

SIPG Est. Re =10 Re = 1000 Re = 10000

8.715e-03| 2.670 |2.444e-02| 3.220 |2.547e-02| 3.210
2 4 1.148e-03| 2.920 |3.183e-03| 2.940 [3.319e-03| 2.940
5 1.434e-04| 3.00 [4.018e-04| 2.990 [4.188e-04| 2.990

&)
Y | QO|| O | QO] O | W

w
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Tabela 6.6: Teste 2 com malha triangular usando o espaco Py (E) com

k igual a 1, 2 e 3, para a velocidade em relagdo a norma || - ||e
! llewlle
SIPG Re =10 Re = 1000 Re = 10000
k L Erro |Ordem| Erro |Ordem| Erro |Ordem
3 1.583e+00| 0.662 [3.713e+00|0.0734 |3.845e+00| 0.073
1 4 8.144e-01 | 0.959 |1.878e+00| 0.984 |1.944e+00| 0.984
5 4.096e-01 | 0.992 | 9.394e-01 | 0.999 | 9.728e-01 | 0.999
3 3.997e-01 | 1.740 | 7.470e-01 | 2.280 | 7.735e-01 | 2.280
2 4 1.013e-01 | 1.980 | 1.912e-01 | 1.970 | 1.980e-01 | 1.970
5 2.512e-02 | 2.010 | 4.800e-02 | 1.990 | 4.970e-02 | 1.990
3 [6.3660-02] 2.710 | 1.004e-01 | 1.110 | 1.040e-01 | 1.100
3 4 8.200e-03 | 2.960 | 1.272e-02 | 2.980 | 1.317e-02 | 2.980
5 1.025e-03 | 3.000 | 1.594e-03 | 3.000 | 1.650e-03 | 3.000
SIPG Est. Re =10 Re = 1000 Re = 10000
3 3.420e-01 | 1.850 | 7.410e-01 | 2.290 | 7.726e-01 | 2.280
2 4 8.901e-02 | 1.940 | 1.897e-01 | 1.970 | 1.978e-01 | 1.970
5 2.254e-02 | 1.980 | 4.767e-02 | 1.990 | 4.965e-02 | 1.990

Tabela 6.7: Teste 2 com malha triangular usando o espago Py (E) com

k igual a 1, 2 e 3, para o par (u,p) em relacdo a norma || - ||s

| [(u,p)ls

SIPG Est. Re =10 Re = 1000 Re = 10000

k L Erro |Ordem| Erro |Ordem| Erro |Ordem
3 1.489e+-00| 0.629 {3.675e+00|0.0868 |3.840e+00| 0.075

1 4 7.728e-01 | 0.946 |1.865e+00{ 0.979 |1.943e+00| 0.983
5 3.907e-01 | 0.984 | 9.338e-01 | 0.998 | 9.721e-01 | 0.999
3 3.447e-01 | 1.850 | 7.410e-01 | 2.290 | 7.726e-01 | 2.280

2 4 8.986e-02 | 1.940 | 1.897e-01 | 1.970 | 1.978e-01 | 1.970
5 2.279e-02 | 1.980 | 4.767e-02 | 1.990 | 4.965e-02 | 1.990
3 5.372e-02 | 2.820 | 9.829e-02 | 1.130 | 1.034e-01 | 1.110

3 4 6.775e-03 | 2.990 | 1.249e-02 | 2.980 | 1.308e-02 | 2.980
5 8.377e-04 | 3.020 | 1.566e-03 | 3.000 | 1.635e-03 | 3.000




Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos
Futuros

Visto que o objetivo inicial de nosso trabalho era estudar o
desempenho do método de Galerkin descontinuo para o problema de
Stokes, podemos afirmar, com base nos resultados numéricos e compa-
ragoes feitas no Capitulo 6, que alcangamos tal objetivo com sucesso.
Além disso, ressaltamos:

Foi, de fato, construida a teoria para dar sustentacao ao mé-
todo, representada pelo teorema que garante existéncia e unicidade do
problema quando este apresenta condic¢oes sobre coercividade e Inf-Sup.

Foram enunciados e demonstrados os teoremas de andlise de
erro a priori sobre a velocidade e a pressao, assim como foram-no re-
lacionados com os resultados numeéricos.

Os métodos SIPG e SIPG estabilizado foram implementados e
avaliados, conforme estabilidade e convergéncia, segundo as referéncias
tedricas disponiveis sobre estes, alcancando as expectativas determina-
das pelas mesmas.

Pensando no futuro, podemos visualizar alternativas que po-
deriam seguir desse trabalho. A primeira delas é testar o método em
sua implementacao com espacos de aproximagao com ordens diferen-
tes. Como comentado anteriormente, esta estd sendo feita e com cer-
teza acrescentard ao pacote NeoPZ mais uma ferramenta interessante.
Utilizar essa ferramenta é uma das propostas para trabalhos futuros.

Incluir nos testes para SIPG e SIPG estabilizado, problemas
que explicitem numericamente as qualidades e a robustez do método.
Por exemplo, a funcao delta de Dirac, é uma candidata interessante

89
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para protagonizar tal teste futuro.

Visto que nosso trabalho carece de estudos sobre o método de
SIPG estabilizado, seria de grande importancia numa continuacao desse
trabalho que se aprimorem os resultados tedricos sobre este método,
buscando, por exemplo, teoremas de andlise de erro na velocidade e na
pressao, considerando a norma || - [|o.

Apés vivenciar os pontos positivos que nos engrandecem, e os
negativos que nos fortalecem, esperamos que esse trabalho seja util,
de alguma maneira, aqueles que desejam ou precisam aprender sobre
o assunto. Afinal a humanidade ainda nao aprendeu outra forma de
transmissao de conhecimento que nao dependa da comunicacao.



Apéndice A

Definicao Alternativa
para ac(-,-) € be(-,-)

Neste apéndice pretendemos comparar duas formas diferentes
de se definir as formas bilineares para se formular o problema de Stokes.
Uma corresponde as Definigoes 5.1 e 5.2 dadas no Capitulo 5 a outra é
dada em [15] e serd explorada melhor em a seguir.

A diferenca entre as duas definicoes é, basicamente, na forma
em que os saltos e médias sao apresentados. Usaremos aqui uma outra
defini¢ao de saltos e médias introduzida por Douglas N. Arnold. Tal
definicao consta em [1]. Usaremos o mesmo contexto das definigoes
anteriores mostradas na Secao 2.3.

Definigao A.1. Seja A uma matriz, u um vetor e g um escalar. seja
ng a normal exterior e unitdria referente d fronteira OF do elemento
E. Entao definimos primeiramente as médias numa interface e entre
EL ¢ ER:
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Agora definimos os sequintes saltos:

[Al = (A|Eg> ng — <A|E5) ng
[u] = 'U‘|E6L) "NE — (“\Eg) ‘ng
)

®ng — (U|E5) @ng

Observagao: Deve-se convencionar ng como a normal referente a um
dos dois elementos(por isso aparece o sinal de menos). Note também
que tem dois saltos diferentes para um vetor, dependendo do contexto
aquela mais adequada é utilizada. Nas defini¢oes da Segao 2.3 salto de
escalar era escalar e assim acontecia para vetores e matrizes. Ja nessa
definigao salto de escalar é vetor, salto de vetor é escalar ou matriz e
salto de matriz é vetor. Outra diferenca é a presencga da normal dentro
da definicao de salto.

Agora, podemos definir as formas equivalentes a a.(-,-) e a
be(+, ) usando essa nova definigao de salto.

Definicao A.2. Definimos a forma bilinear A(-,-) : Xp x Xp, — R
como sendo

A(u,v):Z/VU:V'v—F Z /CM:M—

EETh 7, e€l,UAN Y

- > [ (tvub: Lol + {90} : fud).

ecl'p,UON e

Definicao A.3. Definimos a forma bilinear B(-,) : Xp x M, — R
como sendo

B(v,p)=—2/qv~v+ > /{q}}[[v]]-

E€Th i e€l,U0N Y,

Nessa definicao nao aparece o parametro €, entretanto conforme
classificamos o método anteriormente, podemos considerar aqui € = —1
(método SIPG). Nessas definigdes ¢ acrescentado um termo ao para-
Oc

le]

metro que depende do grau polinomial k. Tal termo aparece na
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Oe

definicdo do novo parametro ¢ := —k?. E claro que a normal nio apa-

le|
rece nas formas anteriores pois ja estd incluida na definicao de salto.
Assim, podemos reformular o problema usando nossas novas definigoes.

Achar (Up, Py) € Xp X M}, tal que

pA(Un, v) + B(v, Pr) = (f,v)q, VveXp
B(Uth)zo VqGMh

Esse definicao “alternativa” é equivalente aquela que usamos
anteriormente. Para conferir basta considerar u = (uy,us,...,uq) € ¢
um escalar e expandir as expressoes utilizando as defini¢oes de saltos,
médias e as demais.



94APENDICE A. DEFINICAO ALTERNATIVA PARA A.(-,-) E B.(-,")



Apéndice B

Coercividade e
Continuidade de ac(-, -)

Teorema 5.2.2 A forma bilinear, a.(-,-) : Xp X Xp — R, para o
problema de Stokes € continua na norma || - |z.

Demonstragao: Pela Definicao 3.1 devemos mostrar que existe um
M > 0, tal que, para todo u,v € X} temos:

|ae(u, v)| < M||ulle[lv]le

Entao, partindo do lado esquerdo da desigualdade, usando a Defini-
¢ao 5.3, temos que:

cww)= 3 [Vusvor 3 7 [l -

EG'T},,E ecl',UON

- Z /{{Vu}}ne [v] +€ Z /{{Vv}ne u] <
ecl'pLUON e ecl'LUON e

< |Ty| 4 |To| + |T5| + | T4l (B.1)

Para o termo 7} vamos usar, tanto para w quanto para v, uma majo-
ragao analoga a que fizemos para x na limitacao do também termo T}
na demonstragao do Teorema 5.4.1. Assim obtemos:

Ta| < lulle [vle- (B.2)

Para o termo |T»|, a majoracao é andloga ao termo Ty da demonstracao
do Teorema 5.4.1. Nesse caso ficamos com:

To| < lulle fvlle- (B.3)
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O termo T3 e o termo T); sao majorados de maneira analoga aos termos
Ty e T3 da demonstragao do Teorema 5.4.1. Desse maneira, sendo C5
e C4 constantes positiva, temos:

T5] < Cslulle [lv]le- (B.4)
Ta| < Callulle |lv]e- (B.5)

A continuidade é resultado direto da substitui¢ao das limitagoes (B.2),
(B.3), (B.4) e (B.5) na desigualdade (B.1).

Teorema 5.2.3 A forma bilinear, ac(-,-) : Xp X Xp — R, para o
problema de Stokes € coerciva na norma || - ||e quando o, € adequado.

Demonstragao: Devemos entao, de acordo com a definicao de co-
ercividade (Definigdo 3.2), mostrar que existe uma constante a > 0
independente de h tal que

ac(v,v) > a|v||2 Y wve Xp.

Pela Definicao 5.3 temos que:

ac(v,v) = /V'u Vv + Z

E€Th e€T',Ud0

= > [tvehne ]+

ecl'y, USQ

S velds+ > 7 ||[[ 111G+

EcTh eGFhuaﬂ

-0 Y [{Teln. o] -

eEFhUBQ

g / [o] - [o]-

/ {Volne - [v] =

EEFhU(')Q

—lol+ -1 3 [qvolne-[o] -

GEFhUaQ
= [l + (e - 1)T.

Note que se € = 1 entdo ac(-,-) é coerciva com « = 1. Caso contrario,
e =0 ou e = —1, ou seja, se € # 0 o termo T serd negativo e portanto
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para concluir a demonstracao devemos majora-lo.

T— Y [(voln. ol e

PGFhUQQ

<y Vi el T

ecl',UON ||

(> wnwan) (¥ L)
ecl',UON ecl',UON

Agora lembremos que |e| pode ser majorado por uma constante C' > 0
e usaremos e desigualdade de Young (1.7) com € = 4. Assim ficamos
com:

C 1) 1
TSQTS Z ||{{Vv}}n€”g,e+§ Z MH[[”]]Hg,e

el uoQ e€l', U0

Na demonstracao do Teorema 5.4.1 majoramos um termo praticamente

iguala > [[{Vo}ne|?., porém com x ao invés de v. Mas ambos
eel',udQ ’

estao em Xy, logo, usando os resultados de tal demonstragao ficamos
com:

§ 1
<3 2 IVolis+y X llellh
EET;, cernuan €
Portanto,
ac(v,v) = [[v|2 + (e~ 1)T >
> o]z -T2

> ||vllz ~ Z IVolge—5 > B |II[[ o]l =

EET;L el LU0

3
2
1
<1 _ ) ( ) Bl
EcTh ecl'pLUON

C 1
Veja que se % < 1le = < 0. a demonstracao acaba. A escolha de § é

livre segundo a desigualdade de Young, assim como também ¢é livre a
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escolha de o.. Porém a constante C requer um pouco mais de cuidado.
. . C
No entanto, se fizermos com que o, e d sejam tais que 5 <0 < 20,

(ver [19] segao 2.7.1) a constante C' fica sob controle e a demonstragao
pode ser concluida. Note, como vimos no inicio da demonstragao, que
para o caso € = 1 (NIPG), a coercividade nao depende de o.
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