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Resumo

Neste trabalho fazemos uma descricao completa do grupo
quéntico A(SLy(2)), em que ¢ é a raiz ctbica da unidade, como uma
extensdo de Hopf-Galois fielmente plana de A(SL(2,C)) a partir da

sequéncia exata de algebras de Hopf
A(SL(2,€)) = A(SLy(2) —> A(F)

determinada pelo morfismo de Frobenius Fr. Além disso, estendemos
o resultado para o subgrupo quantico de Borel, obtendo a estrutura de
produto cruzado.

No mais, é feito um estudo dos resultados da teoria de alge-
bras de Hopf e da teoria de extensdes de algebras obtidas a partir de
algebras de Hopf. Ainda, mostramos que toda bidlgebra que admite
uma extensao de Hopf-Galois fielmente plana é uma &lgebra de Hopf.

Palavras-chave: algebras de Hopf, extensoes de Hopf-Galois,

grupos quanticos.
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Abstract

In this work, we present a complete description of the quan-
tum group A(SL4(2)), where ¢ is the cubic root from the unit, just
like a faithfull flat Hopf-Galois extension of A(SL(2,C)) for the Hopf

algebra’s exact sequence
A(SL(2,C)) = A(SLq(2) — A(F)

determined by the Frobenius’ morphism F'r. Also, we extend the re-
sult to the Borel’s quantum subgroup, obtaining the structure of cross
product.

Beyond that, we present a study about Hopf algebras theory
and extension of algebras obtained from Hopf algebras. Furthermore,
we show that a bialgebra that admits a faithfull flat Hopf-Galois ex-
tension is a Hopf algebra.

Key-words: Hopf algebras, Hopf-Galois extension, quantum

groups.
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Introducao

A teoria de algebras de Hopf teve seu inicio em 1941, em que
Heinz Hopf observou o primeiro exemplo da mesma. Tal exemplo foi
evidenciado na topologia algébrica, onde foi relacionado a homologia

de um grupo de Lie conexo com a algebra de Hopf graduada.

Além dessa associacao com a topologia algébrica, as algebras
de Hopf também estao relacionadas com diversas areas, entre elas, a
mecinica quantica, a teoria dos numeros (através dos grupos formais),
o conceito de H-espaco, a teoria de esquemas de grupo na geometria
algébrica, a teoria de Lie (uma vez que a algebra envolvente universal
de uma &lgebra de Lie é um exemplo de algebra de Hopf), a teoria
de grupos (através do conceito de anel de grupo), a teoria de Galois e
extensoes separaveis de corpos, a teoria de operadores, teoria de anéis
graduados, e assim segue uma lista infindavel, o que a torna um dos

grandes campos de pesquisa em &lgebra atualmente.

A grosso modo, uma &algebra de Hopf é uma estrutura que
admite um produto e uma unidade (estrutura de algebra associativa),
um coproduto e uma counidade (estrutura de coalgebra), uma relagéo
de compatibilidade entre essas duas estruturas e por fim, um anti-

homomorfismo, ao qual nos d4 a ideia de inversibilidade de elementos.



Sendo hoje um ramo muito estudado da algebra, vemos que
as algebras de Hopf tiveram um desenvolvimento tardio, tornando-se
objeto de estudo estritamente algébrico a partir do fim da década de
60 e tendo seu grande avango apenas no final da década de 80, onde foi
observado sua forte conexao com a mecanica quantica, manifestando o
interesse de muitos fisicos tedricos e matematicos.

Os grupos quénticos foram introduzidos por Jimbo e Drinfeld
por volta de 1985, em trabalhos independentes, em que ambos defini-
ram uma classe de algebras de Hopf que podem ser consideradas como
deformacgoes de um pardmetro das algebras envolventes universais de
uma algebra de Lie semi-simples complexa (U,(sl(2))). Em algumas
referéncias, tal classe recebe o nome de algebra de Drinfeld-Jimbo, em
homenagem aos mesmos. Um outro evento marcante, que ocorre simul-
taneamente ao primeiro, é a invencdo, por S.L. Woronowicz, do grupo
quantico SU,(2) e o desenvolvimento da teoria de grupos de matrizes
quanticas compactas. Um outro exemplo surge no trabalho de L.D.
Faddeev e a escola de Leningrado sobre o método de espalhamento in-
verso para resolver modelos integraveis. Ainda, neste mesmo periodo,
foi dada uma aproximacao algébrica para as algebras coordenadas quan-
tizadas por Yu.l. Manin.

Um grupo quantico pode ser visto, a grosso modo, como uma
generalizacao da teoria de grupos, uma vez que podemos considerar
um grupo como uma colecao de transformacoes. Transformagoes estas
que sdo invertiveis. Assim, qualquer colecao fechada de transformacoes
invertiveis &€ um grupo. Do mesmo modo, grupos quanticos também
podem agir sobre certos espacos. Entretanto, agora, as transformacoes
nao sao todas invertiveis, na verdade, hd uma estrutura um pouco

mais fraca, ao qual ji citamos acima (antipoda), que garante nao a



inversibilidade de elementos mas sim a de combinacoes lineares. Assim,
vérias generalizagoes da teoria de grupos podem ser feitas para grupos
quanticos através dessa fraca inversibilidade.

Uma outra definicdo que podemos dar para um grupo quin-
tico é advinda de Drinfeld, que em [I3], definiu um grupo quéantico
como uma algebra de Hopf ndo comutativa e ndo cocomutativa. Na
verdade, as estruturas de comutatividade e de cocomutatividade sao
controladas por uma matriz R, e a essa estrutura, chamamos algebras
de Hopf quasi-triangulares.

Este trabalho pode ser dividido em trés partes. Primeira-
mente, estudamos a teoria de dlgebras de Hopf para ganharmos fami-
liaridade com essa estrutura, no primeiro capitulo, mostramos alguns
resultados sobre a antipoda, definimos o conceito de par dual, médulos
de Hopf, integral sobre &lgebra de Hopf, produto Smash, contexto de
Morita e produto cruzado. Ja no segundo capitulo, nos dedicamos ao
estudo de extensoes de algebras obtidas a partir de dlgebras de Hopf.
Nele, definimos as extensoes vistas neste trabalho (extensoes fielmente
planas, fendidas, de Hopf-Galois e homogéneas principais), algumas
propriedades das mesmas e resultados que as relacionam. Ainda, ve-
mos a relacao entre o produto cruzado e as extensoes fendidas.

Depois, passamos ao estudo do artigo "A bialgebra that ad-
mits a Hopf-Galois extension is a Hopf algebra" do autor Peter Schauen-
burg ([31]). Podemos ver tal artigo como uma aplicaco teorica da teo-
ria de extensoes de algebras obtidas a partir de algebras de Hopf. Por
fim, estudamos o artigo "Explicit Hopf-Galois Description of SL zix/s-
Induced Frobenius Homomorphisms"de Ludwik Dabrowski, Piotr M.
Hajac, Pasquale Siniscalco ([8]), o que podemos entender como uma

aplicacao pratica da teoria de extensoes.
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Neste trabalho, vemos principalmente a idéia de extensoes
de Hopf-Galois, que foram introduzidas por Chase e Sweedler em 1969,
onde as idéias de agoes de grupos sobre anéis comutativos (extensoes de
Galois) foram estendidas para coagoes de algebras de Hopf agindo sobre
uma k-algebra comutativa, com k um anel comutativo. E generalizadas
por Kreimer e Takeuchi no caso de algebras de Hopf de dimensao finita,
além dessa, vemos também a nocao de extensoes fielmente planas, ex-
tensoes fendidas, que tem forte associacao com a estrutura de produto
cruzado, e extensOes homogéneas principais, em que a algebra A que
aparece na defini¢ao de extensdo de Hopf-Galois agora passa a ser uma
algebra de Hopf e A é visto como uma A/J extensao de Hopf-Galois,
em que J é um ideal de Hopf.

Quando estudamos essa idéia de H-extensOes, é comum as-
sumirmos que H é uma &algebra de Hopf. Uma excecdo é feita em
[11], onde extensdes fendidas sobre uma bidlgebra sdo consideradas.
Ja a questdo de se ha possibilidade de uma bialgebra (que nao tem
antipoda) admitir uma extensdo de Hopf-Galois chamou a atengao do
autor Yokio Doi em conexao com [30].

No Capitulo 3 desse trabalho, usamos a noc¢ao de extensao
sobre bidlgebra, para entao construirmos uma estrutura de algebra de
Hopf sobre a mesma. A idéia é construirmos um morfismo, denominado
S, que seja o inverso por convolu¢do do morfismo identidade. Para
tanto, utilizamos um lema técnico que pode ser utilizado em outras
situagoes, uma vez que o resultado é enunciado para uma codalgebra
e nao para a estrutura de bidlgebra a qual trabalhamos neste mesmo
capitulo. Ainda, cabe salientar que durante todo o terceiro capitulo,
consideramos k£ um anel comutativo com unidade.

Para finalizar, como vimos acima, existem varias classes de
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exemplos de grupos quanticos, porém, as duas principais sdo U,(sl(2)) e
SL4(2). Nessas estruturas baseiam-se a maior parte dos trabalhos sobre
grupos quanticos, e observa-se que existe uma relagao dual entre ambas.
Neste trabalho, estudamos uma dessas duas classes de exemplos, que
é o grupo quantico das funcdes coordenadas A(SL4(2)), em que q é a

2mi/3  Neste capitulo, todos os

raiz ctubica da unidade, ou seja, ¢ = e
espagos vetoriais sdo considerados sobre C.

Tal grupo quantico possui uma série de relagoes definidoras,
que embora aparecam impostas num primeiro momento, surgem natu-
ralmente quando consideramos a coacdo de Mz (C) em C,[z, y] a direita
e & esquerda, uma vez que a estrutura de bidlgebra de M»(C) coincide
com a estrutura de bidlgebra de A(SL4(2)).

Com a estrutura de 4lgebra de Hopf sobre A(SL,(2)) definida
e tendo familiaridade com essa estrutura, iniciamos um estudo para
sabermos se o grupo quantico em questao admite alguma das exten-
soes vistas no Capitulo 2. Na verdade, vemos que A(SL4(2)) admite
uma extensao de Hopf-Galois fielmente plana induzida pelo morfismo
de Frobenius. No trabalho, provamos este resultado de forma direta,
porém, o mesmo pode ser feito utilizando a dualidade entre func¢oes so-
bre grupos e as algebras envelope universais. Provamos também que, se
considerarmos o subgrupo quantico de Borel, A(SLy(2))/(T21), em que
T51 é um dos elementos geradores de A(SLy(2)), o mesmo admite uma
extensao de Hopf-Galois fendida, novamente induzida pelo morfismo de
Frobenius. Neste ultimo, apresentamos claramente o morfismo fenda e
também o morfismo que define o cociclo e a acao do cociclo, obtendo a
estrutura de produto cruzado.

Por fim, o trabalho encontra-se dividido em 4 capitulos e 4

apéndices. Abaixo damos uma idéia geral do que consta em cada um



dos apéndices, uma vez que ja comentamos sobre os capitulos acima.

No apéndice 1, introduzimos as nogoes de dlgebras e coalge-
bras. Este estudo serve de base para todo o trabalho, uma vez que
dependemos dessas duas estruturas para podermos definir o que vem
a ser uma algebra de Hopf. Além das nogoes usuais dessas estruturas,
vemos ainda a teoria de algebra e codlgebra dual, o dual finito de uma
algebra e finalizamos estudando as estruturas de médulos e como6dulos.

O segundo apéndice é dedicado ao estudo de duas classes
especiais de modulos, chamados médulos planos e fielmente planos.
Essas classes de modulos sao importantes, pois a partir deles podemos
definir a estrutura de extensoOes fielmente planas que possui aplicacoes
interessantes vistas tanto no capitulo 3 quanto no capitulo 4. Também,
provamos que todo moédulo projetivo finitamente gerado é fielmente
plano.

No terceiro apéndice tratamos de trés lemas da Teoria de Al-
gebras que sao de fundamental importancia para o trabalho. O primeiro
estabelece condi¢oes para se encontrar bases em algebras cujos elemen-
tos sdo expressos por polindomios ndo comutativos. O segundo resultado
trata da relacao entre o kernel e o cokernel de determinados diagramas
comutativos através de sequéncias exatas. E finalizamos com o Lema de
Dedekind, que estalece condi¢oes para obtermos conjuntos linearmente
independentes.

Por fim, no ultimo apéndice, trazemos alguns detalhes de
conta que nao sao apresentados no capitulo quatro por crermos que,
caso feito, deixaria a demonstracdo do resultado em questdo muito

densa e perderia-se o foco da demonstragao.



Capitulo 1

Algebras de Hopf

Neste capitulo introduzimos a nocao de algebra de Hopf. Tal
estrutura é a base deste trabalho e portanto é de suma importancia
a conhecermos, assim como vermos algumas propriedades da mesma,
para podermos entao dar prosseguimento com os estudos de extensoes

sobre algebras de Hopf e exemplos.

1.1 Bialgebras

Iniciamos este trabalho definindo a estrutura de biédlgebra,
que nada mais é do que um espago vetorial que tém estrutura de algebra
e de codlgebra satisfazendo uma certa relacao de compatibilidade entre
tais estruturas.

No Apéndice [A] trazemos os principais resultados das estru-
turas de algebra e coédlgebra. Lembramos aqui suas respectivas defini¢oes
para podermos definir formalmente uma bidlgebra.

Por algebra entendemos uma tripla (A, u, 1), em que A é
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um k-espago vetorial, u: A A — Aen:k — A sdo morfismos de

k-espagos vetoriais tais que os seguintes diagramas comutam:

A9 A0 A2 Ag A A® A
2~
pn®Ia 1 k®A M A®k
A®A—H>A \A/

E por coalgebra entendemos uma tripla (C, A, ¢), em que C
¢ um k-espaco vetorial, A : C - C® C e ¢ : C' — k sdo morfismos de

k-espagos vetoriais tais que os diagramas abaixo sao comutativos:

c—=2 sc0wC

C®CT®I>C®C®C ol

Assim, uma, bialgebra é uma quintupla (H, u, 7, A, €), em que
(H, p,n) define uma estrutura de algebra, (H, A, ¢) define uma estru-
tura de coalgebra, com A(h) = > h(1) ® h(s), para todo h € H pela

notacao de Sweedler, e valem as condicoes da seguinte proposicao:

Proposigao 1.1 Dada a quintupla (H,p,n,Ae), em que (H,u,n) €
uma dlgebra e (H,A, &) é uma codlgebra. Sao equivalentes:
(i) p e n sdo morfismos de coélgebras;

(ii) A e € s@o morfismos de algebras.

8



Demonstragao: Notemos que por (i) temos os seguintes diagramas
vélidos:

0)) HoH—" s H
AH@H A

(HoH)® (H®H) ——> H® H
em que Aggy = 0230 (AR A) e 093 = Iy ® 0 ® Iy, onde o0 morfismo
oc:H®H — H® H éa transposicao o(h ® k) = k ® h.
(IT) HoH———>p

61&\ /
em que EggH = € Q€.

(I1T) k

f————

k
E por (ii) temos os seguintes diagramas validos:
n

(V) HoH H

ARA A

(H®H)@ ( H®H)—= H® H

KH®H

em que pper = (L ® (1) 0 023.



(VD) H—2 s HeH

NP4

em que Neu(A) =M1y ® lH), para todo A € k.
(VID) HoH——H

(k@k)?k

H k
N
k

E assim, é facil vermos que (i) é valido se, e somente se, (ii) é

(VIIT)

valido, uma vez que temos a equivaléncia entre os seguintes diagramas,
(1) < (V), (1) & (VII), (IIT) & (VI) e (IV) < (VIII).
|

Exemplo 1.2 Seja G um grupo. Conforme os exemplos e [A 23,
temos que kG é uma dlgebra e uma codlgebra. Como sua estrutura de
codlgebra é dada por A(g) = g®g ee(g) = 1k, fica claro que A e € sao

morfismos de dlgebras e portanto kG € uma bidlgebra.

Exemplo 1.3 Dadas duas bidlgebras A e B, podemos ver facilmente

que A ® B admite uma estrutura de bidlgebra com

paeB = (1A @ pB) © 023, NaeB(A) = A(1a ® 1B);

Asgp =0230(Aa ® AB), cagB =€4A D EB.

Exemplo 1.4 Sejam g uma k-dlgebra de Lie, k corpo e B = U(g) a

10



dlgebra envolvente universal, conforme visto no exemplo [A_21. Sobre
B podemos definir uma estrutura de bidlgebra, onde a comultiplicacao
€ dada por A(x) = x @ ly(g) + lyg) ® v e counidade (x) = 0, para
todo x € Ul(g).

Exemplo 1.5 No ezemplo temos que um k-espago vetorial H
com base {c; : i € N} tem uma estrutura de codlgebra. Definimos sobre
H uma estrutura de dlgebra da sequinte forma:
Sejam c;, ¢; € H, entao a multiplicagao dos elementos c; e
¢j, para todo i, j € N € dada por p(c; ® ¢;) = ¢;-¢j = ! —’.—J Citj-
i
E a unidade em H € dada por cg.

Vejamos que a multiplica¢do definida acima é associativa. Se-

jam ¢y, ¢m e c, € H, logo,

n-+m

(en-cm)-cp = Cntm | - Cp
n
n-—+m n—+m-+p
= Cnt+m+p
n n—+m
_ (n+m+p)
N n!m!p! Cntmtp
m—+p n+m-+p
= Crntm+p
m n
m+p
= Cn- Cm+4p
m

= ¢p-(Cm - Cp).

Claramente, a estrutura € unital. Mostremos que H tem uma
estrutura de bidlgebra. Lembremos que H tem uma estrutura de codl-

gebra dada por A(cm) =Y ¢ @ ¢m—i € €(cm) = Som. Assim, basta
i=0

11



vermos que A(cy, - ¢m) = A(cn) - Alem). De fato,

n m
Alen) - Alem) = (E i ® cn—i)( E ¢j ® Cm—j)
;:Om 7=0
= 2D i ¢ @CniCmj
i=07=0
n.m 1+ n+m-—i—j
=>> Citj @ Cpntm—i—j
i=oj=0 \ i n—i
itj=t m4n t t n+m-—t
- ct ® Cn4m—t
t=0 i=0 i n—1

n+m n+m
= Ct ® Cntm—t

t=0 n
n—+m
= A Cn4+m
n
= Alcn - em)-

Observamos que na igualdade entre a primeira e a segunda
linha, utilizamos uma identidade combinatoéria conhecida como For-
mula de Euler. A mesma pode ser encontrada em diversos livros de

Analise Combinatoria, dentre eles, indicamos, [27] e [15].

Exemplo 1.6 Seja k um corpo en > 2 um inteiro positivo. Mostremos
que ndo existe uma estrutura de bidlgebra sobre M, (k) tal que a estru-
tura de dlgebra € a dlgebra matricial.

De fato, sejam k e n > 2 como acima. Suponhamos que
M, (k) admita uma estrutura de bidlgebra.

Entao existe € : M, (k) — k um morfismo de dlgebras. Dai,
ker(e) € ideal de M, (k). Logo, ker(e) =0 ou ker(e) = M, (k).

Como (1, ()) = 1k, seque que ker(e) = 0, ou seja, € €

12



injetora, o que € um absurdo, uma vez que dim(M,(k)) > dim(k).

Assim como nas estruturas de algebra e codlgebra, em que de-

finimos a nocao de ideal e morfismo, podemos refazé-lo aqui, definindo:

Definigao 1.7 Um subespaco I C H € um bi — ideal se I for um ideal
e um coideal de H conforme as definicoes[A 10 e[A. 33 respectivamente.

Definigao 1.8 Uma aplicacao f : H — H, de bidlgebras é chamada
morfismo de bidlgebras se f for morfismo de dlgebras (vide Defini¢ao

[AT1) e de codlgebras (vide Definicao [A.30).

Ainda, observamos que o quociente H/I é uma biélgebra se,
e somente se, I for um bi-ideal de H. Neste caso, a aplicacdo canonica
H — H/I é um morfismo de bialgebras.

No intuito de adquirirmos mais exemplos de bidlgebras, con-

sideramos a seguinte proposicao, que avalia o dual de uma biélgebra.

Proposigao 1.9 Seja (H, A, e, p,n) uma bidlgebra com dim(H) < oo.

Entao H* € uma bidlgebra.

Demonstragao: De fato, como dim(H) < oo, sabemos que dadas as
estruturas (H, u,n) e (H, A, ) de algebra e codlgebra respectivamente,
podemos dualizé-las, obtendo as estruturas (H*, u*,n*) e (H*, A*,&*)
de coalgebra e algebra, pela Proposicao [A43] e pelo Corolario [A.38 do
Apéndice [A] respectivamente.

Ainda, como H é uma bialgebra, temos que g e 1 sdo mor-
fismos de coalgebra e A e e sdo morfismos de algebra, o que implica,
respectivamente, em p* e n* serem morfismos de algebra e A* e &*
serem morfismos de coalgebra. E portanto, H* é uma biélgebra.
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Disto, concluimos que kG e (kG)* sao biagebras para G um
grupo finito.

Encerramos esta se¢ao definindo o conceito de par dual. Mais
a frente estendemos essa nogao para algebras de Hopf e a utilizamos na

demonstracao de alguns resultados.

Definigao 1.10 Sejam H e A bidlgebras. Dizemos que uma aplicagio
linear

(,):HxA—k

€ um par dual entre H e A se vale:
(i) (h,14) = ep(h), para todo h € H;
(ii) (1g,a) = ea(a), para todo a € A4;
(iii) (h ® g,Aa(a)) = (hg,a), para todo h,g € H e a € A;
(iv) (Ap(h),a @ by = (h,ab), para todo h € H e a, b € A,

em que

(hg, Aa(a)) =D (h,am))(g,a@) e (Au(h),a®b) = > (b, a)(h),b).

1.2 Algebras de Hopf

A partir desta secdo iniciamos o estudo das algebras de Hopf.
A grosso modo, uma algebra de Hopf é uma bidlgebra com uma es-
trutura de "inversibilidade", ao qual denominamos antipoda. Antes de
definirmos formalmente essa nova estrutura, lembramos que se (C, A, )
é uma codlgebrae (A, 1, ) € uma édlgebra, entdo Hom g (C, A) é uma al-
gebra com o produto de convolugao *, ou seja, (f*g)(c) = >_ f(cay)g(c)),
como visto na Proposigio [A.37 e unidade 5o ¢.

Assim, se (H,pu,n,A,e) é uma biélgebra e denotarmos por

14



H¢=(H,A,e) e H* = (H,u,n), entdo Homy (H¢, H*) é uma &lgebra
com o produto de convolugao *, e portanto, definimos o que chamamos

de antipoda por:

Definicao 1.11 Seja (H, p,n, A, &) uma bidlgebra. Uma transformagao
linear S : H — H é chamada uma antipoda em H se S € a inversa
da transformacao identidade I : H — H com respeito ao produto de

convolugao em Homy (H¢, H*), ou seja, SxI = I+S = noe, ou ainda,

e(h)lg = (S*I)(h) = S(ha))he) (1.1)
h

e(h)lg = (I % S)( }:hUSh@ (1.2)

que pode ser resumido nas igualdades:

Z h(l)S(h(g)) =e(h)ly = Z S(h(l))h(g). (1.3)
h h
Definigao 1.12 Uma bidlgebra H que possui uma antipoda é chamada

uma Algebra de Hopf.

Observamos que a antipoda de uma &lgebra de Hopf é tnica,
pois Hom(H, H) é um anel, e sabemos que se o inverso de um elemento

de um anel existe, entao é tnico.

Exemplo 1.13 Jd vimos que kG possui uma estrutura de bidlgebra.
Mostremos que a aplica¢io S : kG — kG definida por S(g) = g~! para
todo g € G satisfaz a equagao [L3 De fato, como A(g) = g ® g, temos

que

IxS(g ZgS Zg-gilze:r]oﬁ(g).
9
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E fdcil vermos que o mesmo ocorre para S * I e portanto, o
morfismo S satisfaz a propriedade da antipoda. Logo kG € uma dlgebra

de Hopf.

Exemplo 1.14 Sejam G um grupo finito e {p,/g € G} a base de
(kGQ)*, dada por (pg, h) = dgn para todo g,h € G. O espago H = (kG)*

tem uma estrutura de dlgebra de Hopf com multiplicagdo satisfazendo

<pgph7 l> = <pga l><ph7 l> = 5gl5hl7

para todos g, h,l € G e 1y = € a fung¢ao aumento de kG. A comultipli-

cacdo de H € tal que

A(pg) = Zpgh—l ® Ph
heG

e eu(pg) = dge para todo g,h € G. Por fim, a antipoda S € dada por
S(pg) = pPg—1, para todo g € G.

Exemplo 1.15 Sejam H e L dlgebras de Hopf, vejamos que podemos
obter uma estrutura de dlgebra de Hopf sobre H ® L.

Jd vimos anteriormente que hd uma estrutura de bidlgebra

sobre H ® L. Definimos:

S: HeL — H®L
hol +— Shel):=Syh) e SL),

em que Sy e Sp sio as antipodas de H e L respectivamente.
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Seja h®@l e H® L, logo,

(S®InerL)Argr(h®1)
(S @ TneL)(X ha) @l © he) ® )

= ure(XS(hay ® 1) ® (h) © L))

=2 (pr @ pL)Ig ®o @ IL)(3 Su(ha)) ® SLla) ® he) ®1z)

= > Su(ha))he @ Stla)le)

= eg(h)lp@er(l)lL

= enerL(h®)lgr.

(S*Iper)(h@l) = ppen(S®
= HHRL S

Analogamente, (Iggr, * §) = NHRLEH®L, € Seque que Séa

antipoda de H ® L.

Exemplo 1.16 Vimos no Ezemplo que um k-espago vetorial H
com base {c; : i € N} é uma bidlgebra. Vejamos que hd uma estrutura
de dlgebra de Hopf sobre H. Para isso, definimos a antipoda de forma

recorrente da sequinte forma:
S(co) =S(1g) =1m, paran =0.

E, suponhamos que S esteja definida para c;, com 0 < i < n—1, assim,

definimos
S(cpn) == —=S(co)en — S(c1)en—1 — -+ — S(cn—1)c1-

Mostremos que S € de fato a antipoda.

n

(S Tm)en) = 2 Slei)en—s

= > S(ei)en—i +S(en)co

=0
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n

—1

= > Slei)en—i —S(co)en — S(e1)en—1 =+ = S(en—1)c1
i=0

= 0= E(Cn)lH,

como queriamos. Analogamente, vemos que (I x S) = ne.

No que segue, definimos a noc¢ao de par dual para algebras

de Hopf e apresentamos algumas propriedades da antipoda.

Definigao 1.17 Seja H uwma dlgebra de Hopf e consideremos seu dual
finito H® dado na Defini¢io[A.]9 Definimos o par dual entre as dlge-
bras de Hopf H° e H pelo morfismo:

(,V: H°®H — k
(fa) = [fla)

Proposigao 1.18 Sejam H e A dlgebras de Hopf com antipodas S e

S’ respectivamente e { , ) : H® A — k um par dual entre H e A, entio
(S(h),a) = (h,S'(a)),

para todo h € H e todo a € A.

Demonstragao: Definimos as aplicacoes

F: HRA — k
h@a +— (S(h),a),

G: HA — k
h@A ~— (h,a)

J: H®A — &k
h@a + (h,Sa)).
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Mostraremos que F' = J através do produto de convolugao

em Homi(H ® A, k). Seja h®a € H® A.

F+xGh®a) =

NgNg

(S(hay)s aqy) (), ag)
(S(h(1)) ® h(z); a(1) ® a(z))
= <Z S(h(l))h(z); >

= eu(h)(la,a)
= cn(h)ea(a).
Por outro lado,
GxJ(h@a) = 3 (ha),an)lhe), S (a@))

= D (ha) ®@hey,an) @ S (a@w))
(h, 2= an)S'(ag)))

= (h,1a)ea(a)

= eg(h)ea(a).

Portanto, F' e J sao inversas por produto de convolugao de
G, e como sabemos que essa inversa é tdnica, temos que F' = J e

consequentemente, temos nosso resultado demonstrado.

Proposigao 1.19 Sejam Hy e Hs dlgebras de Hopf com antipodas Sy
e Sy respectivamente. Se f : Hi — Hy é um morfismo de bidlgebras

entdo Sy o f = foS].

Demonstragao: Consideremos o conjunto Homy(H;, Hs), a idéia é
provarmos que (f oS1) *x f =ne = fx(Sy0 f). De fato, para todo
h € Hy, temos
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((foS1)xf)(h) = 22(foS1)(ha))f(h2)
= fO_Si(h@y))he))
= f(e(h)lm,)

(M)1m, = ne(h),

I
o

por outro lado,

(f*(S20f))(h) = > f(ha))(S20 f)(h))
= f(h)@S2(f(h)2)
= e(f(M)lm,

= e(h)lu, =ne(h).

Se f é um morfismo de bidlgebras e satisfaz a condig¢ao acima,

dizemos que f é um morfismo de dlgebras de Hopf.

Proposigao 1.20 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo
(i) S(ab) = S(b)S(a) para todo a,b € H;
(i) S(Aw) = 1m;
(iii) A(S(h)) = S(hez)) ® S(h)) para todo h € H;

(iv) e(S(h)) = 5(2) para todo h € H.

Demonstragao: (i) Para demonstrarmos tal fato, consideramos a al-

gebra de convolugdo Homy(H ® H, H) e definimos os morfismos:

F: H®H — H
a®b +— S(ab)
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G: H®H — H
a®b — S(b)S(a)

M: HH — H
a®b +— ab

A idéia é mostrarmos que F' * M = ne = M x GG, pois assim,
como a inversa por produto de convolugdo é tunica, teremos F = G e
portanto, S(ab) = S(b)S(a) como queremos.

Seja a @b € H® H, logo,

(F«M)a®b) = 3 F(aq)®ba))M(ae) ® b))
= 2 S(ambay)a@be)
= > S((ab)1))(ab)(2)
= ¢(ab)ly = e(a)e(b)ln

= ne(a®b).

Do mesmo modo,

(M« G)la@b) = 3 M(aq)®bu))Glae) @ b))
= Y amba)S(be))S(a))
= > eawSlae)

= ¢gla)e(b)ly =ne(a®D).

(11) Claramente S(lH) = S(lH)lH = E(lH)lH =1g.
(iii) Consideramos novamente a algebra de convolucao Homy(H®

H, H) e definimos os morfismos:

d: H — HRH
h = 328(h)a) ®@S(h)@z)
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v: H — H®H
h +— ZS(h(Q)) ®S(h(1))
Mostremos que ambos sdo inversos por convolugdo para A.

Seja h € H, logo,

Ax®(h) = 3 A(hw)(he)
= Y (ha)a) ® hay@)(S(ha)a) @ S(hi)e)
= 2 haoymShe)a) © haye)S(he)e)
= > (ha)S(h@)))a) @ (h)S(he))) )
= AQChaS(he))
= A(e(M)ig) =e(h)(lm @ 1x)
= (muem o€)(h).

Por outro lado,

U« A(h)

> W (h)Alh)

= Y(S(he) @ S(hay))(he) ® hey)
= > S(h@)h@) ® S(ha))ha

= > e(h@)ln ® S(ha))h)

= 1g® S(ha)he)

= eh)(1lg ®1g)

= (muem o€)(h).

Portanto, como o inverso por convolucao é Gnico, temos que
U = ® e segue que ) S(h)q) @ S(h)@) = > S(hie)) @ S(ha)).
(iv) De fato,

e(S(h)) 2 e(S(hay))elhiz) = e S(hay)h)

e(e(h)lg) =eh)e(ly) =¢c(h). N
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Proposigao 1.21 Seja H wma dlgebra de Hopf com antipoda S. Sao
equivalentes:

(i) > S(h2))h) = e(h)1y para todo h € H;
h
(i1) > h)S(ha)) = e(h)1y para todo h € H;

(iii) S% = Iy, em que entendemos por S? a composi¢do So S.

Demonstragao: (i) = (iii) De fato,

(S*SoS)(h) ES(h(l))SoS(h(g))
= S S(he)hay)
= S(e(h)1m)

= E(h)lH.

(iii) = (i) Sabemos que ) S(h(1))h2) = €(h)1g. Entdo,

aplicando o morfismo S em ambos os lados da equacao, temos que

E(h)lH = S(Z S(h(l))h(g) ZS h(g) SOS h(l) ZS h(g) h(l)

Por raciocinio anédlogo, vemos que (iii) < (ii).

Proposigao 1.22 Se H € uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita en-
tao H* também é dlgebra de Hopf.

Demonstragao: J4 vimos na secao anterior que H* é uma bidlgebra.

Definimos
S*: H* — H*

bt = S*(hY)i=h*oS
em que S*(h*) : H — k é definido por S*(h*)(h) := h*(S(h)). Vejamos
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que S* satisfaz os axiomas da antipoda. De fato,

(57« 1)(h)(h)

(57 (h{y))hiz))(h)

= X S*(ha))(h(l))h&)(h(?))

= 2 h{y (S(h)))his) (h2))

= W S(ha)he)

= h*(e(h)1ln)

= e(hh*(1u) =nm-ca-(h*)(h),

em que Ny~ : k — H* & dada por ng=(A\) = Ae e eg~(h*) = h*(1g).
Claramente o mesmo vale para I * S* e portanto, H* é uma
algebra de Hopf como queriamos.
|
Agora podemos definir o que vem a ser subélgebra de Hopf e

ideal de Hopf.

Definigao 1.23 Seja H uma dlgebra de Hopf. Um subespago A de H
¢ dito uma subdlgebra de Hopf se A € subdlgebra e subcodlgebra de H e
S(A) C A.

Definicao 1.24 Seja H uma dlgebra de Hopf. Definimos I o ideal de
Hopf de H, se I é um ideal e um coideal de H ¢ S(I) C I.

Observamos que se I é um ideal de Hopf, entdo a bialgebra
quociente H/I tem uma estrutura natural de algebra de Hopf, com
antipoda dada por S : H/I — H/I e definida por S(z) = S(z).

Encerramos a se¢do definindo uma classe de subélgebras de
Hopf, chamadas subalgebras normais e apresentamos um resultado
necessario no estudo da Secéo 2.3 e no Capitulo @ e que também nos

serve de exemplo de ideal de Hopf. Iniciamos notando Ht = ker(e)

24



para H é uma algebra de Hopf.

Definigao 1.25 Uma subdlgebra de Hopf A de H é dita normal se
HAT = ATH, em que AT = AN ker(ep).

Proposigao 1.26 Seja A uma subdlgebra de Hopf de H. Se A é nor-
mal, entio I = AYH é um ideal de Hopf em H.

Demonstragao: Claramente, [ é um ideal de H, pois A é normal.

Agora, como € = (¢ ® €)A, notamos que se a € AT entio
Ala) e AT @ A+ A® AT,

de fato, seja a € A, entdo a € ker(e) e a € A, logo, A(a) € ker(e) @
H+ H ®@ker(e) e A(a) € A® A, o que implica em A(a) pertencer a

interseccao desses conjuntos, ou seja,
Ala) e AT A+A® AT,
e consequentemente,
Alah) € (AT @A+ AR AT H®H)=AToH+H®AT.

Portanto ATH é um coideal. Ainda, como S(AT) C AT,
segue que a antipoda estabiliza A*H.

1.3 Mobdulos de Hopf

Seja H um &lgebra de Hopf com antipoda S e seja M um

H-mo6dulo & direita e um H-comoddulo & direita com estrutura dada

25



porp: M - M®H.

Definicao 1.27 Dizemos que M é um mddulo de Hopf 4 direita se o

diagrama abaizo comutar

M®H : M M®H

MoHoHoH—22%"  yvreHeoHoH

ou seja, se

p(m-h) = "(m® - h)) @ (mVh)),

h,m

para todo m € M e todo h € H.

Exemplo 1.28 Seja V' um k-espago vetorial. Definimos sobre V@ H
uma estrutura de H-mddulo & direita dada por (v ® h)g = v ® hg, e
uma estrutura de H-comddulo a direita p:V @ H -V ® H® H dada
por p(v ® h) = v ® h(1) ® h(z). Entdo V ® H tem uma estrutura de
H-mddulo de Hopf.

Verifiquemos que p((v®h)g) = S (v@h)© g @ (v@h) Mg ).

p(v @ hg)

= > v®(hg)a) ® hg()

= 2 v®hmga) ®hege)

= Y (v®hw)ga) @ he)9e)

= Ywah)Wgy (v eh)Hgay).

p((v®@h)g)

No decorrer do trabalho, veremos mais alguns exemplos de

modulos de Hopf.
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Definigao 1.29 Seja H uma dlgebra de Hopf e sejam M e N dois
H-mddulos de Hopf a direita. Dizemos que uma aplicacdo linear f :
M — N € um morfismo de mddulos de Hopf se [ for um morfismo de

modulos a direita e um morfismo de comddulos a direita.

Definig¢ao 1.30 Seja H uma dlgebra de Hopf e seja M um H-mddulo

a esquerda e um H-comddulo a direita.

(i) O conjunto dos invariantes de H em M é dado por
MH" ={m e M/h-m=e(h)m, Vh € H};
(ii) O conjunto dos coinvariantes de H em M ¢é dado por
M = Im e M/p(m) =m @ 1}.

Um resultado preliminar que tiramos dessas defini¢oes rela-
ciona o conjunto dos coinvariantes de H com o conjunto dos invariantes

de H* em M como segue.

Lema 1.31 Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita e M um
H-comddulo a direita. Consideremos a estrutura de H*-mddulo a es-

querda de M dada por f > m = > m© f(m), entio
McoH _ MH*

Demonstracgao: Mostremos que M<H C MHP" . Sejam m € MH e

f € H*, como p(m) =m ® lg, temos

fem = X fm)mo
= ulf & Iu)o o plm)
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= f(lg)-m

= gH*(f)m.

E portanto, m € M7,

Sejam agora {h;} base de H, {h}} a base dual de H*, m €
MH" e f € H*. Por {h;} e {h} serem bases de H e H* respectiva-

mente, temos que f:= > f(h;

fom=Y f(h

Yhy. Assim,

)(hi > m) = f(m)m .

Logo, como m € M*™" | temos:

p(m) =

Se(h)m® h;
m®z<hf,lH>hi

m 1lg.

Exemplo 1.32 Seja H o H-comddulo com estrutura induzida por A.

Entio HH = k1.

De fato, seja h € HH | entdo > hy®hey = A(h) = h®1y,

o que implica em h =) e(hu))h@) =¢e(h)lg € klg.

Por outro lado, seja h = aly € kly, dai,

A(h)

A(Oé].H)
OZA(].H)
Oé(lH ® 1H)
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= al,®1y
= h®ly

= he HeoH,

Portanto, Heoll = |1y,

Teorema 1.33 (Teorema Fundamental de Mddulos de Hopf) Seja H
wma dlgebra de Hopf e M um H-mddulo de Hopf a direita. Entdo a

aplicagao
f: MeHoH — M
meh — mh

€ um isomorfismo de mddulos de Hopf.

Demonstracgao: Notemos primeiramente que o Exemplo[A5nos garante
uma estrutura de H-modulo de Hopf & direita sobre MH @ H. A es-

trutura de H-médulo de Hopf sobre M é dada pelo seguinte morfismo:

p: M — M®H
m — S m®gm®,

Ainda, definimos o morfismo

g: M — M
moe SmOsmo),

que nos auxiliard na construgao da inversa do morfismo f.

Mostremos que para todo m € M, g(m) € M<°H,

p(X m?S(mh))
Z(m(O)S(m(l)))(O) ® (m(O)S(m(l)))(l)
> m(O)(O)S(m(l))(l) ® m(O)(l)S(m(l))(Q)

p(g(m))
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= Zm(o)(O)S( )®m(0)(1)5( )
- SO e nsnl)
= Y mO8(m) @ e(mi)1n
= EmOS(E(mi)my) @ 1u
= Zm(O)S(m(l))(@lH

= g(m)®1ly.

Portanto, g(m) € M<°H.

Visto isso, faz sentido definirmos o morfismo

F: M — M<HgH
m — Y gm®)om.

Mostremos que F' é a inversa de f. De fato, sejam m € M e

m®h e M©" @ H, logo,

foF(m) = (Zg(m“’)) mD)
= X flgm®)@mb)
= S g(m®)ym®
= S (mO)OG((m@) D),
- Sty
= YmOe(mM)ly =m.

Por outro lado,

Fof(m®h) = F(mh)

> g((mh)(9) @ (mh)®
> g(mPhqy) © mWh)
= > g(mhq)) ® h)
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= Y (mh) D S((mh)M) @ k)

= Y (mOha)a))S(mMhaya) @ h)
= Y mOh4S(mWh)) @ b

= Y mh)S(he)) ® hs)

= Y me(ha)) ® h)

= Y m®e(hay)he)

= m®Qh.

Por fim, devemos ver que f é um morfismo de H-mo6dulos de

Hopf, isto é, f é morfismo de H-moédulo e H-comoédulo.

Vejamos primeiramente que é morfismo de H-médulos. Seja

mQhQh e M H®H.

o(fOIp)(mOheN) = -(mh@R)= (mh)l
m(hh') = f(m ® hi')

Seja agora m ® h € M°H @ H, entdo

pof(m®h) = p(mh)
= Y (mh)© @ (mh)®
= > mOnqy @mWhg,
= 2mha) ©h)
= Y(fIp)(m@ha @ hea)
= (felg)(Im @A) (mah),

o que nos diz que f é um morfismo de H-como6dulos.
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1.4 Integrais

Iniciaremos construindo a teoria de integrais sobre bidlgebras
e entdo estenderemos os resultados para as algebras de Hopf. A idéia
de integral tem origem, assim como a maior parte da teoria de algebras
de Hopf, na teoria de grupos, onde é definido a integral de Haar sobre

um grupo G.

1.4.1 Integrais sobre Bialgebras

Seja H uma bialgebra. Entdo H* possui uma estrutura de
algebra que é dual da estrutura de coalgebra de H, com multiplicagao

dada pelo produto de convolugao.

Definigao 1.34 Uma aplicagio T € H* é chamada integral a esquerda
sobre uma bidlgebra H se h* x T = h*(1g) - T, para todo h* € H*

Definimos por [ ;, O conjunto das integrais a esquerda sobre

Antes de vermos algumas propriedades e exemplos dessa teo-
ria, observamos que 7' € H* é uma integral & esquerda se, e somente
se, » T(h(2))hay =T (h)ly, para todo h € H.

De fato, seja T € H* uma integral & esquerda. Entdo, para

todo h* € H* e todo h € H, temos:

R*xT(h) = Y h*(h@w)T(he) = h*Q°T(he)ha))
[
h*(1g)T(h) = h*(T(h)ly).

O que implica em ) T'(h(2))hny = T'(h)1x.
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Por outro lado, se ) T'(h())hay = T'(h)1g € H, entdo, para
todo h* € H* e todo h € H,

(T (he)hay) = k™ (ha)T(he) = k"« T(h)
I
W(T(h)1u) = b*(1g)T(h),

como queriamos.

Ressaltamos ainda que o conjunto [ ; € um ideal de H*.

E facil vermos que / ;, € realmente um subespago vetorial de
H*. Mostremos que é ideal. Seja g* € H* e T € fL. Entao, para todo
h* € H*,

W x(Txg*) = (W*T)xg*
= (W(Aa)T)*g"
= h(Au)(T*g*)=h*(1u)T *g".
= Txg*e[, .

Do mesmo modo,

h*x(g**T) =

Lema 1.35 Seja T uma integral a esquerda e h, h' € H, entdo

> h@yT(hS(H)) = T(hS(h{y))his)-
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Demonstragao: Mostraremos o resultado seguindo a linha de raciocinio

acima, ou seja, aplicaremos h* € H* arbitrariamente.

W hwT(heS(Kh) = X
= Y ht

h)T (h)S(1))

h(1y)e(hig))T (h2)S (hiy)))

= 20 (ha)S(hig))ig)) T (h2)S(hiy)))

= 2 W (hyS(hiy)) ) hia) T (hi2)S (A1) ()
= Z(hl(z)) h*((hS(h (1)))(1)) ((hS(h (1)))(2))
= 2(hig = W) (Aa)T(hS(Ry)))

= (W) )T(hS(H]y))

= h*(ZT(hS( (1))) /(2))7

o~ o~ o~ o~

como queriamos.

Encerramos a sessao mostrando alguns exemplos.

Exemplo 1.36 Seja G um grupo e seja H = kG a dlgebra do grupo
G. Entao o elemento p. € H*, definido por pe(g) = de.q, para todo
g € G, € um integral o esquerda de H. De fato, para todo h* € H* e
todo g € G, temos

h*(e), seg=ce
0, segF#e

(R* % pe)(g) = h*(9)pe(9) =

portanto, h* x p. = h*(e)p. = h*(1rxa)pe

Exemplo 1.37 Mostremos que no Exemplo [L.10, a wnica integral de

H ¢ a nula.
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Consideremos o isomorfismo

e: H* — k]
s S R (en) X

n=0

e supomos T € H* integral a esquerda, entao.

WxT = h*(1g)T
= k" «T) = oh*(1y)T)
= @(h")e(T) = h*(1u)e(T)
= @(h")e(T) = @(h")(0)p(T).

Segue que p(T') € uma série formal tal que Fo(T) = F(0)p(T),
para todo F € k[[X]].

Entao, tomando F # 0 de forma que F(0) # 0, seque que
o(T) = 0, pois k[[X]] nao tem divisores de zero, uma vez que k é
corpo.

E como ¢ € um isomorfismo, temos que T = 0 e portanto,

fL = {0}.

1.4.2 Integral em Aalgebras de Hopf

Consideremos agora H uma &lgebra de Hopf de dimensdo
finita. Uma integral em H, a grosso modo, é simplesmente um invari-

ante sobre a multiplicagao a esquerda.

Definigao 1.38 Uma integral a esquerda em H é um elemento t € H

tal que ht = e(h)t para todo h € H.

Este conceito de integral esta relacionado com o apresentado

na secao anterior, pois uma integral em H é simplesmente uma integral
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sobre H* e portanto um elemento de H™*, visto sob o isomorfismo

candnico
A: H — H*

~

h — h,

em que iAL(f) = f(h), isto porque H tem dimensdo finita.
Primeiramente, observamos que k+h = kh. De fato, para

todo f € H*,

k+h(f) S E(faph(f)
= > fay(k) fo)(h)

= f(kh) = kh(f).

Agora, se h é uma integral em H, temos,

o~

kxh=kh=c(k)h = e(k)h = k(2)(h) = k(1y-)h.

Podemos definir também uma integral & direita em H por um
elemento ¢ € H tal que t'h = ¢(h)t’, para todo h € H. Definimos o
conjunto das integrais & esquerda em H por f; e & direita por f}?

. o L_ (R
Dizemos que H é unimodular se [,; = [

Exemplo 1.39 Seja H = kG dlgebra de Hopf. Entdot=>_ g gera o
geG
espago das integrais a esquerda e & direita em H.

Exemplo 1.40 Seja H = (kG)* dlgebra de Hopf. Entdot = p1 gera o

espago das integrais a esquerda e a direita em H.

Exemplo 1.41 Seja H uma dlgebra de Hopf sobre k, K uma extensdo
do corpo k e H = K @, H a dlgebra de Hopf sobre k, com estrutura
de comultiplicagio dada por A(a ® c) := ) (a®cq)) @ (1xk ®cg)) e
counidade £(a ® ¢) = ap(e(c)), em que ¢ : k — K. entao, se T € H*
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¢ integral o esquerda sobre H implica que T € H ¢ integral & esquerda

sobre H, em que T(0 ®y, h) := 0T(h), para todo 6 @ h € K @ H.

De fato, seja d @ h € K ® H, logo,

SOORWT(6®h) ) = Li0hnT(lk @ ha)
= 0@ hayT(he)lk
= 2 00hmT(he)
= 0T (h)ly
— ST(h)®ly
= T(E®h)® 1.

Para mostrarmos o resultado mais importante relativo a in-
tegrais em algebras de Hopf de dimensao finita, vamos estabelecer uma

estrutura de H-mo6dulo de Hopf & direita sobre H*.

Primeiramente, a multiplicacdo em H* define de maneira na-

tural uma estrutura de H*-mo6dulo a esquerda em H*, a saber,
PP =pxy.

Seja {hf}? , C H* uma base em H* e {h;}"_; C H a base
dual, tal que hf(h;) = d;; (vide [9], p. 20).

Assim, para todo ¢,y € H*,

NE

" (g ) (ha)h
E 90(hi(1))w(hi(z))h;K
(> hl(1)w( 1(2)))h*

@(f(w))h*

pxyY =

&
Il
—

|

s
Il
-

Il
NE!

s
Il
-

I
NgE!

s
Il
-
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Notemos que fi(w) depende explicitamente de . Portanto, se
definirmos a aplicagao linear
p: H* — H"®@QH
v o Thiefi
teremos uma estrutura de H-comodulo & direita sobre H*.

Verifiquemos que p estd bem definida como transformagao

linear. Suponhamos ) oj¢; =0, o € k, ; € H*. Entao,

p(Caje) = Yo X hiefi*)
7 )

Y e Y o £,

i J

Avaliemos nesta igualdade (E; ® Iy), em que ﬁ; € H** é da

forma B;(cp) = @(hg). Dal,

(he @ Inp(X aje) = X o i
J
= Zajzhku)@j(hk(z))
J

= > hug O as0)(hiz) =0
= p(>_ajp;) =0,

o que garante a boa definicao de f.

Lema 1.42 A dlgebra de Hopf H* com coag¢ao a direita dada pelo mor-
fismo p: H* — H* ® H, em que p(¢p) = > hl ® fi(w) e agdo a direita
dada por ~—: H* ® H — H* e definida por — (¢ @ h) = ¢ «— h, em
que (¢ ~— h)(k) = (S(h) = ¢)(k) = p(kS(h)), definem uma estrutura
de H-mddulo de Hopf a direita em H*.
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Demonstragao: Vamos verificar que «— realmente define uma estru-

tura de moédulo & direita. Sejam ¢ € H* e h, k, | € H, entao

((p = h) —k)()

(¢ = h)(IS(k))
= ¢(IS(k)S(h))
= ¢(IS(hk))

= (¢ —nk)({D).

Mostremos que para todo ¢, ¥ € H*, ¥xp = (Ig- @1)p(p).

Seja h € H, entao

(L= @ P)p(p)(h)

= S, fF)(h,h)
(W, £P)hg, by
(Y * ¢, h)
(@ * @) (h).

Vejamos agora que p é um morfismo de comodulos, ou seja,

(p® Im)p(e) =

(I @ A)p(p).

De fato, para todo ¢, 6 € H*, temos:

(I @9 @0)(p@Iu)p(e) =

(- © ¥ ©0) (o © In)(h; @ i)
(- @ ©0) 3 1Y @ hyi @ F

> hj (0. hﬁ><n,7]ff‘”>>

> W k5 )

Zus (5 (n, 117)))

Vs (%)
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Por outro lado,

(In- @9 @ 0)(Iu- @ A)p(p)

(U @ @) 315 @ fi) @ fie,
2RI, fi) Y fi))

Yo hi(xm, fi)

(¥ xm) * .

E portanto, p € um morfismo de comédulos.

Por fim, vejamos que
plo—h) = 00— hay@oWhey =Y hi < ha) ® filhe)
Sejam ¢, v € H* e h, k € H, entdo:
(- @¥)p(p ~—h)(k) = (¢ *(p = h))(k)
= 2 (k) e(ke)S(h)),
onde —: H*® H — H*.

Por outro lado,

(U= @Y)Q_hi — ha) @ fi(hz))(k) =
=D (hi ~ hqy, k)W, fihy)
=2 (ki kS(ha))) (Ya), i) (Ye2), hz))
=2 (Yqa) * ¢, kS(h))) (Y 2); h2))
(U, kyS(h)){(e: k@) S(ha)) ) (Ye), hs))
(
(v

= > (b, k@)yS(h(2))h)) (@, k2)S(hay))

=D (b, k@y) (@, k) S(h))-

E como este resultado vale para todo ¢ € H* e todo k € H,

segue que
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ple ~—h) = Z@ 1)®<P( )h th — hay @ filhe))

Teorema 1.43 Seja H uma dlgebra de Hopf de dim < oco. Sdo vdlidas:
i) J, ; e | 5 sdo ambas unidimensionais;

(ii) A antipoda S de H é bijetiva e S(fé) = f;;

Demonstragao: (i) Pelo lema acima H* € M. Entao, pelo Teorema
Fundamental de modulos de Hopf, temos que H* ~ H**°f @ H e isto
implica que dimH**°! =1 pois dimH* = dimH.

Pelo Lema [I.31]

l
H*H — g = {f e H* : gxf = e (9), paratodogEH*}:/ .

Assim, dim fé = 1. Consequentemente, se substituirmos
H** ~ H por H* provamos que dimfé =1.

(ii) Sejam 0 # f € fIl{ e h € ker(S). Notemos que f existe
pois H" = f; # 0. Entdo, tomando « o isomorfismo dado pelo

Teorema Fundamental de médulos de Hopf, [[.33]
a(f @h) = f~h=_S8h)—= f=f(S(h))=0=a(0).

Logo, f ® h = 0 e portanto h = 0.
Logo, S é injetiva e como dim(H) < oo temos que S ¢é bijetiva.

Por fim, mostremos que S(f;) = f;; Seja m € fé, dai,
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Stm)h = S(m)SoS~1(h)
S(S=1(h)m)
S(e(h)m) = e(h)S(m),

portanto, S(m) € f5

Defini¢ao 1.44 Uma dlgebra A € dita semissimples se ela é um A-

modulo & direita semisimples, ou seja, se A = @Ni, em que J € um
icJ

conjunto de indices e para todo i € J, N; é um A-mddulo & direita

simples.

Uma caracterizagao equivalente de uma algebra semissimples
é a seguinte:
Se M é um A-moédulo & esquerdae N C M é um A-submodulo,

entdo existe um A-submodulo N C M tal que M ~ N & N'.

Teorema 1.45 (Teorema de Maschke) Seja H uma dlgebra de Hopf
de dimensdo finita. Entdo H é uma dlgebra semisimples < €(t) # 0

para algum t € f;l

Demonstragao: (=)

Sabemos que ker(g) é um ideal de codimensao 1 em H. Como
ker(e) ¢ um submoédulo & esquerda de H e H é semisimples, ker(e) é
um somando direto em H. Entao existe I C H um ideal & esquerda tal
que H =ker(e) @ I.

Seja 1y = z+hcom z € ker(¢) e h € I. E claro que h # 0 pois

1g ¢ ker(e). Como ker(e) tem codimensao 1, segue que dim(I) = 1.
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Seja ainda | € H, entao [h € I e portanto [h = 0 + [h. Por

outro lado, I = (I — e(I)1x) + ()14, o que implica em
(L= e)1)h + ()b = th,
em que (I —e()1g)h € ker(e) e e(I)h € I.

Logo, (I —e(l)1g)h = 0, pois [h = 0 + lh e a representacao
é unica. Portanto, (h = ¢(I)h para qualquer | € H, ou seja, h € fé] e
como I Nker(e) =0 e h # 0, segue que £(h) # 0.

(<)

Seja e(t) # 0 para algum t € fIl{ Suponhamos, sem perda de

generalidade, que £(t) = 1 (caso contrario tome | = ¢/e(t)).

Precisamos mostrar que para qualquer H-moédulo M e para

qualquer H-submédulo N de M, N é somando direto de M.

Seja m : M — N uma projecao qualquer tal que w(n) = n

para todo n € N (N é somando direto de M como espagco vetorial).

Definimos P : M — N por P(m) = Zt(l)w(S(tg)m) para
¢

todo m € M. Seja n € N, entao

Pn) = 3 taym(S(te)n) = 22 taySte)n

Mostremos que P é um morfismo de H-moédulos & esquerda.

Sejam m € M e h € H, entdo:
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hP(m) = Y, htay(S(te)m)
= 2Zunhatm(S(te)elh)m)
= D nhmtaym(S(te)S(he)hEm)
= 2inhata)ym(S(he)te)hem)
= 2nlh@yt) )T (S((hyt)(2))h@ym)
= 2inclh)t7m(S(t)hezym))
= Y taym(S(t)hm)
= P(hm).

)
(
(
(

Portanto, existe um morfismo de H-moédulos P : M — N tal
que P(n) = n para todon € N. Logo M = N @ ker(P) e o resultado
procede.

1.5 Produto Smash

Lembramos que uma é&lgebra (A4, p,n) é dita um H-mo6dulo
algebra a esquerda se A ¢ um H-modulo & esquerda, em que p e 7 sao
morfismos de H-médulos a esquerda, ou seja,

(i) h > ab = > (ha) > a)(h) > b), para todo a,b € A,
h e H;

(ii) h > 14 = e(h)1a.

Ainda, dizemos que A é um H-comoédulo algebra a direita se A é um
H-comédulo & direita em que p e 1 sao morfismos de H-comoédulos &
direita, ou seja,

(i) p(ab) = p(a)p(b) = 3" a@b® @ aMbMV) | para todo a,b €
A;
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(i) p(1a) =14 ® 1y

Definigao 1.46 Seja A um H-mddulo dlgebra. Definimos por Produto
Smash a dlgebra A#H, em que:

(i) A#H = A® H como k-espago vetorial;

(i) (a#th)(b#k) = X alhq) & b)#hk.

Mostremos que o produto definido acima é associativo. Sejam

(a#th), (b#k), (c#l) € A#H, dat,

((a#th) (b#k))(c#l) = (Z alhq) > b)#h)k)(c#l)
= Y.(a(hq) > b)) (h@)yka) &> c)#ths) k)l
= 2(alhq) > b))(he@) > (k) > ¢)#hE) k)l
= Y alhay > (blkqy > €))#h k)l
= (a#h)(Xblka) > O)#k)l)
= (a#h)((b#k)(c#1)).

Exemplo 1.47 Para quaisquer H e A, podemos definir a agao trivial
de H sobre A por h > a = e(h)a, para todo h € H e todo a € A.
Vejamos que com a a¢do dada, A € um H-mddulo dlgebra e ainda, que
A#H ~ A® H como dlgebras.

Por se tratar da acao trivial, claramente A ¢ um H-mddulo
dlgebra e portanto, A#H define o produto Smash, ainda, para todo
(a#h), (b#k) € A#H, temos

(a#th)(b#k) = > alha) > b)#h@k
= Y ac(hy)b#theyk
= > ab#te(hq))hok
= ab#hk = ab® hk.
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Exemplo 1.48 Definimos uma acdo de H em H* por:

-~ H®H* — H*
hef = h—=/f,

onde (h — f)(I) :== f(lh). Vejamos que H* é um H-mddulo dlgebra e

definamos o produto Smash.

De fato, sejam g, h € H e f € H*, entao, para todo | € H,

temos:
(9= (=M1 = (h—[f)g)
= [f((g)h) = f(l(gh))
= (gh— 1)),
(g — f)() = f(1g) = fQ).

Portanto, — define uma estrutura de H-mddulo sobre H*.
Mostremos que H* possui estrutura de H-mddulo dlgebra. Sejam f,g €

H* e h € H, entao, para todo |l € H, temos:

(h = fxg)0)

(f = g)(lh)

> flayhay) gl he)

= 2 (ha) = @) (he) = 9)(2)
= Y (hq) = f) = (ha) — 9)1),

(h = e)(l) = e(lh) = e(De(h),
o que implica em (h — ¢ = e(h)e). Assim, H* possui estrutura de
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H-mddulo dlgebra e podemos definir H*#H, com produto dado por:

(f#a)(g#b) = > f*(aq) = g)#a@b
(g — f)*(aq) = g)#a@)b,

para todo f, g € H* e todo a, b€ H.

Exemplo 1.49 Seja H = kG e A um kG-comddulo dlgebra. Sabemos

que A é um espago vetorial G-graduado, isto €, A = @© Ay, e para
geG

ag € Ay, temos

p(ag) =a9Qg.

Entao, p(agbr) = agby, ® gh, o que implica em agb, € Agp,
para todo g, h € G, e ainda, 14 € Ay, o que implica em A ser uma
dlgebra G-graduada.

No caso em que G é um grupo finito, temos que A é uma dlge-
bra G-graduada ((kG)-comddulo dlgebra) se, e somente se, A é (kG)*-
modulo dlgebra.

Notamos que py > A := Ay, ou seja, o conjunto {p,} age
como a projecio em A. Assim, visto que A(py) = . Dy @ Pu, @
estrutura de multiplicagiao sobre A#(kG)*, para todouciz},:% € A e todo
Dg, P € (KG)* € dada por:

(at#py) (b#tpn) = Y alpu & O)#tpopn £ abgn-1#pn.

uv=g

1.6 Funcao Traco

A idéia nessa secdo é generalizar a nocao de funcdo traco

existente na teoria de ag¢oes de grupo. Seja G um grupo finito que age
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sobre uma élgebra A, definimos a fun¢do trago como:

tr: A — AC

a — Y.gra
geG
Assim, se considerarmos a algebra de Hopf como sendo a
algebra de grupo kG, sabemos que Y g é uma integral sobre kG, o

geG
que nos leva a seguinte definigdo:

Definigao 1.50 Sejam H wuma dlgebra de Hopf de dimensdo finita
agindo sobre um H-mddulo dlgebra A e 0 £ t € fFlI Entao a apli-

cagao:
t: A — AH

a — ta)=t>a

¢ uma aplicacio de AT -bimddulos com valores em AT,

Para verificarmos isso, temos de mostrar que ¢ € um morfismo

de algebras, ou seja, para todo a € Ae x € AH,

top(r@a) = po (Ian @) (z©@a) etop(a® ) = po (@ Iyn)(a®x).

De fato,
tou(z®a) = t(za) = t > (za)
= Yoy o)t >a) = Y e(ta))z(te > a)

pw(z ®ta)) po (Iyn ®1)(x @ a),

48



topla®z) = t(ax) = t > ax
= Yo >ale >z) = Yl(ta) >aklpe)e
= (t>a)x = (t(a))z

= ult(a) @ x) po(® Lyn)(a® ).

Chamamos ¢ de funcéo traco.

A partir deste momento, salvo quando dito o contrario, in-
dicaremos as algebras A e H com as subalgebras A#1y e 14#H de
A+#H , respectivamente.

Lema 1.51 Sejam A um H-mddulo dlgebra e suponhamos que o mor-
fismot: A — AH ¢ sobrejetivo. Entdo existe um elemento idempotente

nio nulo e € A#H tal que e(A#H)e = Ale ~ AT como dlgebras.

Demonstragao: Primeiro, sejam h € H,a € Aet € f;l, notemos

que, no produto Smash A# H, hat = (h > a)t. De fato,

hat

(La#th)(as#t)

S 1a(hy > a)#heyt
= D (ha) > a)#e(h)t
(h > a)#t = (h > a)t.

Definamos nosso elemento idempotente e. Como 1, € AT
e t é sobrejetora, existe ¢ € A tal que #(c) = 14, ou seja, temos que
t > ¢ = 14. Portanto, definimos e := tc = (14#t)(c#1y). Claramente

e é idempotente, pois

e? =tctc= (t > c)tc = Latc =tc=e.
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Vejamos que vale a igualdade e(A#H)e = Afe. Sejam a € A

e h € H, dai:

e(a#h)e

pois e(h)(t > (ca)) € AH.

Por outro lado, para todo a € A¥ et € fIl{, temos que

= tc(afth)tc

= tea(ht)c

= ¢g(h)tcate

= e(h)(t > (ca))tc € Afle,

tlca) = tr(ca) = (ta) > c)(t) > a)
= Y(ta) > c)e(te))a = (t > c)a = a,

logo:

ae =

Por fim, mostremos que A”e ~ AH com &lgebras.

a, be A® entéo,

(ae)(be)

atc

(t > c)atc

(t > ca)tc

tcatc = eae € eA# He.

(ate)(bte)

a(tcbt)c

a(t > (cb))te

Yo altay > c)(te) > b)te
Y a(ty > c)e(t(z))bte
> a(t > c)bte

abtc = abe. |
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1.6.1 Integral total

Definigao 1.52 Seja A um H-comddulo dlgebra a direita. Uma inte-
gral total 4 direita para A é um morfismo ® : H — A de H-comddulo

a direita tal que ®(1gy) = 14.

Lembramos, por um teorema anélogo ao Lema [[3I] mas
agora com H* sendo H-mo6dulo de Hopf & esquerda, quese 0 # T € fFlI ,
entdo o morfismo 6§ : H — H* dado por 6(h) = (h — T') é um isomor-
fismo de H-modulos & esquerda. Assim, tomando t = 07 1(g), temos

que t =~ T = ¢e. Mostremos que t € fIl{

De fato, sejam h, k € H, entao

O(ht)(k) = (ht=T)(k) = (h—=(—=T))(k)
= (h—e)k) = e(kh)
= e(k)e(h) = e(h)(t =T)(k)
= e(Mo)(k) = O(e(h)t)(k),

e como ¢é valido para todo k € H, temos que (ht) = 6(c(h)t) e pela
injetividade de 6, concluimos que ht = ¢(h)t, para todo h € H.
O lema a seguir relaciona a fungfo trago definida na se¢ao

anterior com a defini¢ao de integral total.

Lema 1.53 Seja A um H-mddulo dlgebra a esquerda. Entdo o mor-
fismo ©: A — AH ¢ sobrejetivo se, e s6 se, existe uma integral total
®: H* — A. Aqui, consideramos A com estrutura de H*-comddulo

dlgebra a direita.

Demonstragao: (=) Suponhamos que te sobrejetiva. Entao, existe
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c € Atal que t(c) =t > ¢ = 14 = 14. Definimos:

d: H* — A
f o 0 (e

Como 6 é isomorfismo de H-mddulos & esquerda, segue que
® é morfismo de H-modulo a esquerda, e portanto, morfismo de H*-
comédulo & direita. Ainda, ®(e) =07 (e) > c=t>c=14.

Assim, ® é uma integral total & direita para A.

(<) Seja @ : H* — A uma integral total a direita para A.
Mostremos que ¢ ¢ sobrejetiva. Para tanto, devemos ver que existe

ceAtalquet>c=14.

De fato, tome ¢ = ®(T'), logo,
t>c=t>o(T)=0(t—-T)=>(c) =1a.

No que segue, veremos mais alguns resultados importantes

quando consideramos o fato de ¢ ser sobrejetivo.

Primeiramente, lembremos que dim [ 5 =1le [ ; é um ideal
de H, portanto, para todo h € H, th € fé, ou seja, existe v : H — k
que envia h em «a(h) tal que th = a(h)t.

Claramente, « é linear, e se t é tal que existe um funcional ¢,

com £(t) = 1y, temos que
a(hk)t = t(hk) = (th)k = a(h)tk = a(h)a(k)t.

E aplicando ¢ a esta ultima igualdade, vemos que
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a(hk) = a(h)a(k),

ou seja, o é homomorfismo de algebra.
Ainda, para todo h, k € H, como A(a) = Y a1y ® o) se,
e somente se, a(hk) = Y a()(h)a)(k), temos que

Aa(h ® k) = a(hk) = a(h)a(k) = (a @ a)(h ® k).

Portanto, Aa = a ® «a, ou seja, o é um elemento group-like
em H*. A este elemento denominamos "elemento group-like distinto"de
H*.

Ainda nesta estrutura de group-like, podemos enunciar o seguinte

lema, cuja demonstragao é encontrada em [29].
Lema 1.54 Set ¢ uma integral d esquerda de A, entdo S(t) = a — t.

Lema 1.55 Sejam A um H-mddulo dlgebra e 0 £t € f;l Entao, para
todoac€ A ehe H, temos em A#H

(i) ah = 3 he2) (S~ (h)) &> a);

(ii) hat = (h > a)t e tah = t(S71(h*) > a), onde o € H* e
h® =a — h;

(iii) (t) = AtA é ideal de A#H.

Demonstragao: (i) De fato,

Shy(STHhwy) > a) = S (La#hie) (S (hay) > a#ly)
= Y lalhe) > (S Hhay) > a)#hes)
= Y(h@S (ha)) > afth)
= Y a#e(hy)h(z
= a#h = ah.
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(ii) Vimos na demonstragio do Lema[l 51l que hat = (h > a)t.
Mostremos entdo que tah = t(S~1(h®) > a). Para tanto, usaremos (i)

e o fato de que th = a(h)t, assim,

—
=

tah S thioy (ST (k) > a)

S a(h@)t(S™ (hay) > a)
S t(S™Halh@))ha)) > a)
= t(S Y a—h)>a)

= tS7YhY) > a.

(iii) E facil ver que u((t) ® A#H + A#H ® (t)) = () uma
vez que (ii) foi provada. Assim, (¢) é ideal de A#H.

Proposicao 1.56 Seja (t) como acima, entdo:

(i) Para todo a € (t)[VA C A#H, existem {b;}, {¢;} € A
tais que, ad :Zn: bit(cid), para todo d € A. Isto ¢, aA gfj b; AT

(ii) é:(t) = A#H entao A é finitamente gerauld{()1 como AH-
modulo & direita.

(iii) Se I = () A contém um elemento regular de A, isto

é, existe 0 # a € A tal que a ndo é divisor de zero, entdo A é um

A _submédulo & direita de um A*-modulo livre finito.

Demonstragao: (i) Seja a € (t)(JA. Como a € (t), existem {b;},

n
{c;} € A tais que a =) b;tc;. Dai,
i=1

ad#lH = ad-lH

bitcile
i=1

(2

o4



> (bt (cod#1 1)
=1

n

= > > bi(ta) > cid)#t

i=1

(2

e aplicando o morfismo /4 ® € em ad#1yg =) Y bi(t(1) > c;id)#t(a),
i=1

temos que

ad :i bi(t > ¢;d) :i bit(cid).
i=1 =1

n
(ii) Por (i), se A = (t) e a € A temos que aA C> b;AH C A,
i=1
n
Assim, se tomarmos a = 14, temos A C Y b; A C A, como queriamos.
i=1
(iii) Seja @ € I um elemento regular. Novamente, existem
n
{b;}, {e;} € A tais que a =), b;te; Definimos

=1

o: A — éSAH
i=1

Vejamos que ¢ é injetora. De fato, seja d € ker(¢), entao
0 = ¢(d) = (t(c;id));, o que implica em #(¢;d) = 0, para todo i. Assim,

ad = 0 e como a é regular, segue que d = 0. Portanto, ¢ é injetiva.

1.7 Contexto de Morita

Nas secOes anteriores, vimos que existe uma relagdo entre
A#H e AY. Nesta secdo, formalizaremos tal relacdo através do con-
texto de Morita. A grosso modo, a idéia é estabelecer uma relagio entre
dois anéis através de seus modulos. Vejamos primeiro o que significa

dizer que dois anéis R e S estdo relacionados através de um contexto
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de Morita.

Definigao 1.57 Um contexto de Morita é uma séxtupla (R, S, P, Q, T, 7)
em que R e S sdo anéis unitdrios, P é um (R, S)-bimddulo, Q € um

(S, R)-bimddulo e as fungdes
T:PRs@Q@—R e ~v:QRrP—S
sao homomorfismos de bimddulos tais que os sequintes diagramas co-

mutam:

Ip® I T
PsQerP">P®sS Q®RP®SQ&Q®RR

rore | l” o |-

R®r P —— P S®sQ = Q

Ou seja, para todo p, p' € P e todo q, ¢ € Q, temos que
py(g@p)=1p@q)p eqr(p®q') = (¢ ®p)q respectivamente.

Queremos mostrar que existe um contexto de Morita entre
R = A" ¢ S = A#H para qualquer H algebra de Hopf de dimenséo
finita, tomando P = Q = A.

Vejamos que P = A tem estrutura de (A, A# H)-bimédulo.

Consideremos a estrutura de A7-modulo & esquerda dada
pela multiplicagdo usual em A e estrutura de A#H-mo6dulo e & direita
dada por a < (b#h) = S~1(h*) > (ab), em que a, b € A, h € H,
a€ H e h®=a— h =73 alhg))h@). Mostremos que as estruturas

sao compativeis.

De fato, sejam a € A”, b€ A e c#h € A#H entio
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(ab) < (c#h) = S~H(h*) > (abc)
= S7(a— h) > (abe)
= > S a(hz))ht) > (abe)
= Y alh)(S™Hhw)a) > a)(S™ (hay) > (be))
= Y a(hw)al(S™ (hay)@) > (be)).

Por outro lado,

a(b < (c#)h) = a(S7H(h*) > (be))
= Y a(S™Ha(h@))ha)) > (be))
= Y aa(hy) (S (k) > (be)),

como queriamos.

Do mesmo modo, vejamos que Q = A tem estrutura de
(A#H, A7)-bimodulo.

Consideremos a estrutura de A#H-moédulo & esquerda dada
por (a#h) > b= a(h > b) e de A#-modulo & direita dada pela multi-
plicacao usual em A. Mostremos que as estruturas sao compativeis.

De fato, sejam c#h € A#H, b € A e a € A entdo, temos
((c#£h) > b)a = ¢(h > b)a. Por outro lado,

(c#h) > (ba) = c¢(h > (ba)) = Zc(h(l) > b)(h(2) > a) = c(h > b)a.

Lembremos que tah = t(S71(h*) > a) = t(a < (1a#h)).

Teorema 1.58 Seja A um A" -mddulo e um A#H-médulo com as es-

truturas definidas acima, entdo P =,n Aapp e Q =apg Apn e 0s
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morfismos

T: A®au A — A#H v: A®app A — A"

€ )

~

a®b —  ath a®b —  t(ab)

onde 0 £t € fIl{ geram um contexto de Morita entre A" e A#H.

Demonstragao: Temos de ver que 7 e 7y estao bem definidos, sao mor-
fismos de A#H e AH-bimédulos respectivamente e que os diagramas
da Definicao comutam.

Iniciamos mostrando que os diagramas comutam. De fato,

para todo m;, n;, q¢; € A, temos

Yo(IRT) D mi®@n; ®q) = YO, m; ®nitq;)
= 2 m; I nitg;
= >mi < ((ni#ly)(La#ft)(@:i#1n))
> o(mi < (ni#t)) < (qi#lm)
S(STHEY) > ming) (i# 1 w)
= Dot > ming)q,

—

onde (x) é valido pelo Lema [[.54]

Por outro lado,

~

Yo(y@)(Xmi®n®q) = YO tmin) ® q)
= Y tmini)g
(> (ming))a;,

o que nos garante a comutatividade do primeiro diagrama. Ainda,

Yo(r@Imi®n®@q) = Y- mitn; ®q)
Emitni > q;
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= Y(mi(ta) > ni)#te) > 6
= Yomilta) >ni)(te) > @)
= >mi(t > nig).

Mas,

d} I®’Y Zml®nl®ql = Zmz®t lel :Zml(tb(nzqz))a

mostrando assim que o segundo diagrama é comutativo.

Vejamos agora que v é A#H-balanceada e que 7 ¢ Af-

balanceada. Sejam a, b, c€ Ae h € H.

H{((S(h*)) > ba)e)

= Tt (Salh)ha) > b))

= Ytalhe) & (Blha) > ba)e)

= Yth) > ((S(ha)) > ba)c)
St e (b Slhn) & ba)(hg) > )
= to ((ba)(h > )

= t> (bah > c)

= tb(ah>¢))

= (b ® (a#h > ).

V(b < agth) ©c)

Sejam agora a, b € A e cc A logo,

atcb

= (a#t)(c#1m)(b#1m)

= 2(altq) > O)#tt() (b#1m)
= Y (ale(t))e)#t2))(b#1n)
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(ac#t) (b7t 1n)
= actb=rT1(ac®b),

o que mostra que 7 é A”-balanceada.

Por fim, vejamos que 7 é um morfismo de A# H-bimo6dulo
e que v é um morfismo de AX-bimédulo. Iniciamos por 7, sejam,

a, b, ce Aehe€ H, logo

m((a#h) > b® ¢) = T(a(h > b) ® ¢) = a(h > b)tc.

Por outro lado,
(a#th)(btc) = a(h() > b)(hez) > te) = a(h > b)te,

e portanto, 7 € um morfismo de A# H-bimo6dulo & esquerda. E também

é a direita, pois

7(b® (c<a#h)) = 7(b® (S7HhY) > (ca)))

Por outro lado,

T(b@c)(a#h) = (btc)(a#h)
= (b#1u)(La#t)(c#1u)(ash)
= (b#t)(ca#h) = bt(ca)h.

Para v, sejam a € A7 e b, c € A, entdo
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yab@e) = i((ab)c)
= t> ((ab)c) =t > (a(bc))
= > (ta) > a)(te) > be)
= a(t > be) = at(be)
= ay(b®o),

y(b®ca) = t(b(ca))
= t> (b(ca)) =t > ((bc)a)
= > (ta) > be)(t(z) > a)
= (t> be)a =t(bc)a
= (b®c)a,

mostrando assim que v ¢ um morfismo de A”-bimédulo & esquerda e
4 direita respectivamente.

|

Dois anéis sao ditos Morita-equivalente se existe um contexto

de Morita relacionando-os de forma que v e 7 sdo isomorfismos de

bimédulos.

Corolario 1.59 Seja A um H-mddulo dlgebra, H de dimensdo finita
e0#te fIl{ Set:A— A ¢ sobrejetora e (t) = A#H, entao A#H

¢ Morita-equivalente a AY .

Demonstragao: Queremos mostrar que 7y e 7 sao isomorfismos. Note-
mos que como H tem dimensao finita, é suficiente vermos que v e 7 sdo
sobrejetivos. O que de fato ocorre por hipétese, pois da sobrejetividade
de ¢ tiramos que v é sobrejetivo e (t) = A#H garante a sobrejetividade

de A#H. [}
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1.8 Produto Cruzado

Seja H uma algebra de Hopf e A uma algebra com unidade.

Definicao 1.60 Dizemos que H mede A se existe uma aplica¢do

HA — A
h®a +— h-a

tal que
(i) h-1a =e(h)la;
(i) h-ab= Y (h) - a)(hez) -b).

Consideremos o morfismo

c: H®H — A
he@k +— o(hk),

para todo h,k € H, inversivel por produto de convolucao, ou seja,

existe p: H® H — Atal que o xp =9 xo=noe.

Definigao 1.61 Sejam H uma dlgebra que mede A e o definida acima.

Entao podemos definir um novo produto em A ® H dado por

(a@h) (0@ k)= alh) - b)olh), k) @ heke),
para todo a, b€ A e todo h, k € H.

Teorema 1.62 O conjunto AQ H com o produto definido acima é uma

dalgebra com unidade se, e somente se, tivermos:

(i) h-(k-a) = > a(hay, kay)(h@)ke) -a)a(hes), k), em que

T ¢é o inverso de convolugio de 0 em Homy(H ® H, A);
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(ii) D> (hay-o(kay, l1))o(he), koyle) =D alhay, kay)o(heyke), 1);

(ifi) o(1p,h) = o(h, 1) = e(h)14.

Demonstragao: (=) Seja A ® H uma algebra com unidade definida

por lagy := 14 ® 1. Provemos primeiro (iii).

Sejaa®@h € A® H, logo

a®h = (a®h)(1la®1g)
= Za(h(l) “1a)o(hey, 1) ® hs)
= > aa(h(1), 1) ® h(2)

9 ()14 = o, 1y),

onde (x) é valido desde que tomemos a = 14 e aplicarmos I4 ® .

Do mesmo modo,

a®h = (1la®1lp)(a®h)

= Z 1A(1H . CL)O’(lH,h(l)) ® h(g)

9 c(h)1a = o(ly,h),

(2

onde (x) é valido desde que tomemos a = 14 e aplicarmos I4 ® ¢.

Mostremos agora (i) e (ii). Sejam a® h, bk, c®l € AQ H,
dai

(a@h)((b@k)(c@l))=(a®h)3_blka) - c)o(ke),lq)) ®ka)le)
Z (h(1y - D) (h2) - (kay - €)(he) - o(ke). 1)) - o(huy, k@)le) @ heykwls)
5

(hay - (k@ - ©))a(h), k@) @ he)ks),

[l

(1.4)

tomandoa =b=14 el =1pg em (%).
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Do mesmo modo,

(a@h)(bk))(c@l)= (> alhay - b)a(he),ka)) @ heke)(c@1)
Yo alhqy - b)o(hey, k) (heyke) - ) - o(haks), L) @ heykale)

()
p— g-(h(l), k(l))(h@)k@) . C) ® h(3)k(3)a
2 (1.5)

tomandoa =b=14 el =1y em (%)

Dai, aplicando Iy ® €, a associatividade e multiplicando pelo

inverso por produto de convolugédo & direita, temos (i)

(h2y, k2))T(hsy k@) = Y o(hay, kay) (b k) )T (h), k)

Z h(l 1) C

Da associatividade, tomando a = b = ¢ = 14, temos

o(hqy ok, L))o (he), k@)l2) @ h)ke)ls)
I

Yo o(hay, kay)o(he ko), L)) ® hayke)le),

e aplicando Iy ® ¢, temos (ii).
Mostremos que a

) Seja o satisfazendo (i), (ii) e (iii)

(<

algebra é associativa. Sejam a @ h, b® k, c® 1 € A® H, entdao

(@@ h)((b@k)(c®l)) = (a®h)Rbkq) - )o(ke), ) @ ka)le)

D 2 alhq) - b)(he) - (k) - ) (he) - o(k2), L))o (hay, k@)l 2)
®h(s)k()l(a)

a(hay - b)(h) - (k) - €))a(he), ke))o(hakas), La)) @ hesykale)

doa
Z a(hqry - b)o(h2), kay) (s k) - a)T(hay, kay)o(hes), kay)
o(he)kes), l1)) @ hiryke)l2)

l
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(195
= 2 alhq) - b)a(h), k) (ha k) - a)o(huks),lay) @ his)kale)
= (2 alhqy - b)a(hy, k) #hs ko)) (c#l)
— ((a@h)be)(coI).
Mostremos que 14 ® 1y € A ® H é a unidade da algebra
A® H. De fato,

(a@h)(lA@lH) - a(h(l)].A)O'(h(g),].H)@h(g)lH
aE(h(l))E(h(Q))].A & h(g)
= a®h.

Do mesmo modo, (14 ®@1g)(a®h) =141 -a)o(1g, b)) ®
1gh) =a® h, e portanto, 14 ® 1z & a unidade em A ® H.

Definigao 1.63 Sejam H uwma bidlgebra que mede A eoc: HQH — A
como acima e satisfazendo as condigées (1), (ii) e (iii) do teorema acima.
Entao o produto cruzado A#, H é a élgebra unital A® H com o produto
dado por

(@a@h)(b@k) = alha)-b)o(hw), ku)) @ heke),
para todo a, b€ Aetodo h, k€ H.

Exemplo 1.64 Para o primeiro exemplo, consideremos o caso em que

o € trivial, isto €, o(h, k) = e(h)e(k)1a, para todo h, k € H, entdo

he(k-c) =Y a(hu),ka)(heke) - a)o(he k) = hk-a,

para todo h, k € H e todo a € A, o que implica que A é um H-mddulo
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dlgebra e assim, A#,H = A#H, com produto

(a@h)(b2k) = > " a(hqy-b)o(h), k) ®h@ke) =Y _ alhq)b)@ha)k,

para todo h, k € H e todo a, b€ A.

Exemplo 1.65 Seja H = kG a dlgebra de grupo. Entao
g-(h-a) =Y al(g,h)(gh-a)a(g,h),

(g ' U(h’a k))O’(g, h’k) = U(ga h)O’(gh, k)v

para todo g, h, k € G, e todo a € A. E o produto em A#,kG € dado
por

(a®g)(b®h) =a(g-b)o(g,h) @ gh,
para todo g, h € G e todo a, b € A.

Exemplo 1.66 Como um caso especial desse exemplo, notamos que
para qualquer grupo G e qualquer subgrupo normal N de G, podemos
escrever kG = kN#,k[G/N], o produto cruzado de kN com o grupo
quociente G = G/N.

De fato, para toda classe § € G/N, tomemos sua represen-
tacao

v: G/IN — @G
g ~ 1.

Notemos que dada a classe g, temos que
g =N~(9).
Assim, G = |J N~(9), ou seja, um elemento g € G pode

geG/N
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ser reescrito como g = n;7y(g;). Ainda, como G = |J N~v(7), entdo
geG/N

kG = kNvy(G/N), em que a multiplica¢io entre dois elementos de kG,

ny(g) e my(h), é dada por:

my(h)

(my@)(my(h)) = n(7)
Jmry(g)~
Jymy(9)”

1

Syl

v(g7v(h)
(g (h)y(gh) 'y (gh)

= n(g-m)o(g, h)y(gh),
e este elemento pertence a kG = kN~(G/N), pois, primeiramente,
como N ¢ um subgrupo normal, temos que v(g)N~vy(g)~* € N. Por
fim, mostremos que N~(gy(h)y(gh)~* = N.

Sabemos que Gh = gh, assim,

N~(g)N~(h) = Nv(gh)
[
N~(g)v(h),

o que implica em Nv(g)y(h)y(gh)~! = N. Portanto,

v(@)y(h)y(gh)~" € N.

Assim, temos que kG = kN#,k[G/N]|
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Capitulo 2

Extensoes em Algebras

obtidas a partir de
Algebras de Hopf

Iniciaremos o capitulo definindo as nog¢oes de extensdo e ex-
tensdo fielmente plana. A primeira aparece em praticamente todas as
definicoes de extensoes que daremos daqui pra frente, como extensoes
fendidas, extenstes de Hopf-Galois e extensdes homogéneas principais,
afirmando que existe uma estrutura de comodulo-algebra sobre a alge-
bra em questdo. A segunda, definida sobre um anel, tem no Capitulo 3]
sua principal aplicacao e portanto, tratamos aqui sua defini¢ao, assim
como o resultado que usaremos no Capitulo Bl Veremos no Capitulo
[ que também podemos construir uma extensao fielmente plana sobre
A(SLy(2)) e no Apéndice Bl apresentamos alguns resultados impor-

tantes dessa teoria que fogem ao escopo do trabalho.
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Definigao 2.1 Dizemos que B C A € uma H -extensdo a direita se A
¢ um H-comddulo dlgebra com A" = B, onde A, B sdo dlgebras e H

€ uma dlgebra de Hopf.

2.1 Extensoes Fielmente Planas

Iniciamos esta secao definindo a estrutura de médulo fiel-
mente plano, para entdao darmos sequéncia ao estudo de extensoes fiel-

mente planas, para maiores detalhes, indicamos o Apéndice [Bl e [20].

Definigao 2.2 Seja P um mddulo o direita sobre um anel R. Dize-
mos que Pr € um mddulo fielmente plano se satisfaz qualquer uma das

condigdes do teorema abaizo, cuja demonstragdo pode ser vista em [20)].

Teorema 2.3 Para qualquer modulo a direita P sobre um anel R, sdo
equivalentes:

(i) A sequéncia
M~ i
é exata, se, e somente se,
PRrM —PRr M —Por M"

é uma sequéncia exata;

(ii) P é um modulo plano, e para qualquer R-moédulo & es-
querda M, P ®r M = 0 implica em M = 0;

(iii) P é um moédulo plano, e o morfismo ¢ : M’ — M",
na categoria dos R-moédulos & esquerda (g9), é nulo se o morfismo

induzido Ip @ ¢ : P@r M' — P ®r M" é nulo.
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Exemplo 2.4 Todo k-espaco vetorial, k corpo, € uwm k-mddulo fiel-

mente plano.

De fato, sejam V um k-espago vetorial e f: W — W' uma

transformacao linear injetiva.

Sejam ainda {e;}icr € W base de W e {vy}rean C V, base
de V.

Como f € injetiva, os vetores {f(e;)}icr € W' sdo linear-

mente independentes. Podemos, assim, obter uma base de W da forma
{f(ei)}ier U {w;}jes-
Agora, consideremos a transformacgao linear
Iy@f: VoW VoW,

como {vx®e;}renicr € base de VW e {f(e;)}ier sdo vetores linear-
mente independentes em V@ W', logo, Iy @ f € injetiva, o que implica
em que V seja um k-mddulo plano.

Por outro lado, suponhamos que Iy @ f : VW — V@ W’
é injetiva e seja {n}rea base dual em V*, isto é, na(v,) = dxp-

Seja > aie; € ker(f) € W, entao Y a;f(e;) = 0. Dai,

tomando \g € A, temos que

Zaiw\o ®e; € ker(Iy ® f),

0 que € uma contradi¢do, visto que Iy ® f € injetiva.

Portanto, f € injetiva, o que garante que V € fielmente plano

como k-modulo.
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Definigao 2.5 Uma extensio B C A é dita fielmente plana se A é

uma extensao em que A é B-mddulo fielmente plano.
Uma defini¢do equivalente a esta, vista em [20], é dada por:

Definigao 2.6 Uma extensio B C A, A, B k-dlgebras, € dita fielmente
plana a esquerda se para qualquer morfismo de B-mddulos a direita
f:M — N, f €injetora se, e somente se, fRIs: MR A — NRgA

é injetivo.

Para mostrarmos a propriedade citada acima, precisamos definir

o que chamamos de equalizador de dois morfismos.

Definigao 2.7 Sejam os morfismos f,g : M — N, chamamos de

equalizador de f e g o conjunto ker(f,g) ={m € M : f(m) =g(m)}.

Dizemos que o diagrama do equalizador

h f
0—-L—-M=N
g

é exato se Im(h) = ker(f, g) e h for injetivo.
A partir de agora e no decorrer do todo este capitulo, a menos
que se diga o contrario, assumimos que k£ é um anel comutativo com

unidade.

Lema 2.8 Seja A uma k-dlgebra k-fielmente plana e M um k-mddulo

a esquerda. Entdo a sequéncia
0-MLbAeoM 2 AvAcM

é exata, onde O(m) =14 @m ed(a®@m)=a® 14 @m —14@a@m.
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Demonstragao: Como A é k-fielmente plano, basta mostrarmos que
a sequéncia
IA®0

0—- AR, M = A®kA®kMIA—®;6A®kA®kA®kM

é exata, ou seja, temos de mostrar que I4 ® 0 é injetor e também que

Im(I4®0)=ker(Is ®9).

Seja > a; @ m; € ker(I4 ® 0) entao

0=(Ia®0) (Z%@mi) = Zai®0(mi) = Zai®1A®mi
e aplicando o morfismo p ® Ip; temos que
0= Z a; @ mg,

portanto, I4 ® 6 & injetivo.

Vejamos que Im(I4 ® 0) = ker(I4 ® §).

Claramente Im(I4 ® 0) C ker(I4 ® §), pois

(Ia®0)o(Ia®0) (D ai®m;) = Ia®0(>a;®14a@my)
2 a;R140140m;
> a;®1a®14®@m; =0.

Por outro lado, seja > a; ® b; @ m; € ker(I4 ® ) entdo

0=1,®0 (Z a; ®b; ® mi) = Z ai®bi®1A®mi_Z a;®1 AQb; @My,
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logo, > a;®14®b;@m; =Y, a;®b; ®14 ®m; e aplicando o morfismo
pw® Iy ® Iy temos que

Zai@)bi@mizzaibi@lA@mi:(IA®9) (Zaibi@)mi)-

Assim, Im(I4 ® €) = ker(I4 ® J) e segue que a sequéncia
0—-MSAM %A ® A® M é exata por A ser k-fielmente plano.
|

2.2 Extensao Fendida

As extensoes fendidas sdo extensoes que possuem uma estru-
tura trivial, sendo caracterizadas por produtos cruzados. Ao final desta
secao veremos um teorema que descreve tal caracterizagao. Iniciamos

o capitulo definindo uma extensao fendida.

Definigao 2.9 Dizemos que uma H-extensio B C A é H-fendida (ou
H-extensdo fendida) se existe um morfismo de H-comddulos o direita

v: H — A que é inversivel por convolugdo.

Conforme visto na Proposi¢ao[A.37, um morfismo ¢ : H — A
é inversivel por produto de convolucao se existe v : H — A tal que
grp=1prp=noc.

Como Hom(H, A) é uma algebra com unidade, sabemos que
se o inverso de um morfismo ¢, se existir, é Gnico.

Ainda, se ¥ : A - A® H é um morfismo de algebras, entao

Y. Hom(H,A) — Hom(H,A® H)
¢ = ¢*(¢):¢°¢a

74



¢ um morfismo de algebras. E segue que ¥.(¢) & inversivel, se ¢ &

inversivel.

Pensando agora sobre o morfismo v dado na defini¢do, vemos

que o mesmo pode ser normalizado, tornando-o unital.

De fato, seja ¥ : H — A como acima tal que ¥(1g) := b.
Notemos que b € B, pois

p(b) = poy(lu) =@ In)oA(ln)
= Alp)®1lg =0 1y.

Ainda, b é inversivel, pois

1a = noe(ly) = Fx3(1ln)
(1) (1r) ¥W(1w).

Chamemos 7(1z) = b~!, claramente b~! € B, pois

p(b™) = (b7'b@1a)p(d7")
= (07 ely)d®1y)pb™)
= (07" @1lm)pd)p(d")
= 0 e L)pb )
= bvl®ly.

Por fim, definamos o morfismo

vy: H — A
h +— b7 F(h).

E facil ver que v é colinear a direita e inversivel por produto de

convolucio, basta definirmos 5 : H — A por 7(h) = (3b)(h) := 7(h)b.
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Assim, 7 é unital como queriamos.

O proximo teorema mostra que toda extensdo fendida é de

fato um produto cruzado, conforme definido no Capitulo [l Defini¢ao

63l

Teorema 2.10 Uma extensio B C A é H-fendida se, e somente se,

A~ B#,H como dlgebras.

Demonstragao: (=) Seja B C A uma H-extensdo fendida de B.
Entao existe um morfismo de comédulos v : H — A unital e inversivel

por produto de convolucao, ao qual denominamos morfismo fenda.

Definimos, para todo h € H e todo a € B = A°°H uma, acdo

de H em B dada por
h>a=Y ~(ha)ay(ha),

em que 7 : H — A é o inverso por convolugdo do morfismo fenda =,
e um morfismo inversivel por produto de convolucao, c : H ® H — B

definido por

a(h@k) =Y (b)) (k)b ke)
para todo h, k € H, com inversa

a(h@k) = y(hayka) T (he T (ke)-

Provemos que h > a e o(h, k) € B, para todo h, k € H e
todo a € B. De fato,
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p(h > a)

p(>_v(hy)ay (b))

hy))p(@)p(F(hzy))

= i
2R
QQ
-
)
®
>
c
®
—
T
N—
—
—~
>
N
~—
®
=3
>

3)))

i
= 22
>
= 2
=
@9
3]
2=
> S
G

em que (x) diz que p(F(h)) = (F®.5) 0 A°?(h). O que de fato é valido,
pois, para todo h € H, temos que Y 75(h))v(h2)) = €(h)1p e dai,

como 14 =1p,

eMip@ly = pQ(h)v(h2))
= Y F)® @F(ha) V) (v(h)) ® b))
= 2 3(ha) D7(he) @F(h)) Dhe)
= (b)Y @F(ha)™ =3 F(h)) ® S(h)),

uma vez que Y 7(he)) ® S(hqy) € o inverso de Y y(h)) ® h) em

Hom(H,A® H), e o inverso é unico.

Visto isso, provemos que o(h, k) € B.

plo(h k) = p(y(hay)v(kay)7(heyke)))
= Y (v(ha)) ® b)) (1(kay) ® k) F(hakay) @ S(haka)))
= Y(h)v(ka))T(hayka)) ® hoke)S(ks)S(ha))
= Y(ha)v(k@)V(h)k@E) © e(h))e(k@)la
= y(ha)v(ka)7V(he)ke) @ 1w,

como queriamos.
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Podemos ver também que H mede B (conforme Definigao

do Capitulo[l). Sejam h € H, a, b € B, entao

h>1p =Y v(ha)ls¥(he) = c(h)ip,

heab = 3 y(ha))ab¥(h))
= 2 (hw)as(h)b7(he)
= 2 (k) ay(h)y(he)by(he)
= >(ha) > a)(h) > b).
Ainda, vemos que B#,H é uma algebra associativa com

unidade, como no Teorema [[.62 Para todo h, k£ € H e todo a € B,

temos

h> (k> a)=hr (3Cv(ka))av(ke)))

= > v(h))v (k) av (k) )7 (hez)

= > (hay)v (k)7 (hy k@) )7 (hiykes)) a7 (hiaykay) v (hs) k) )T (Re) )T (hes))
=2 o(hk)(h k) > a)a(hs)ke)-

E, para todo h, k, | € H, temos

2 0(hay, kqy)o(he)ke)l) =
= 2 v(h)v(k@)T7(h(2), k2y)v (R k) YU wy) T (haykaylz)
= > v(h@)vk@)vy) T (k@) k@)le)-

Por outro lado,

2 (hay & alkqy, L))o (b)), kele) =
= >y (hy) (k)L TRy Li2)) T (Ri2) )y (hsy )y (k) La) )T (Reay kay Lay)
= > v(h@y)v(ka)vla)T(k@)l2))e (b)) v (keyl )T (his) kayla))
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= > (b)) (k@)U 1))e(kyl2)T (hey ksl )
= > 7(h@y) (k) vy T (R k)l))-

como queriamos.

Claramente, o item (iii) do Teoremal[l.62]¢ demonstrado, pois,

dados 1y, h € H, temos que

o(lg ® h) = y(1g)y(ha)T(1uhe)) = e(h)l4,

analogamente para o(h ® 1p).

Por fim, vejamos que A ~ B#,H, conforme Definicao [[.G3]

Definamos, para todo a € A, b® h € B#,H, os morfismos

¢: B#,H — A Yv: A — B#.,H
bh +— by(h) a +— > a9%%(aV)®a?

Notemos primeiramente que o morfismo ¢ é um morfismo de
algebras e de H-comédulos & direita. Sejam a @ h, b ® k € B#,H,

entao:

¢((a@h)(b@k))

¢ alhqy > b)a(h), k) @ hk)

> ay(hay) b7 (hey )y (hey )y (k)T (hayke)v(hi)kes))
> av(h(y))be(hz))v(ka))e(h)ke)

> ay(h)by(k) = dla @ h)g(b @ k),

podla®h) plavy(h))
p(a)p(v(h))
(a®14)((y® Im) o A(h))

Yo ay(hy) ® hg)
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E ¢(a & h(l)) ® h(2)
(@ 1In)o(Ia®A)(a®h)
(0@ In)opagu(a® h).

Por fim, mostramos que 9 é o inverso de ¢. Sejam a € A e

b®h e B#,H.

¢pov(a) = o(XalV7(aV)®a?)
= Y aO7(aM)(a®)
= Y a%¢(aW) =q,

Yo db®h) Y(by(h))
= 0Oy (h)OFDry(R) D) @ b@ (h)2)
> by (hy)F(hz) © hes)

= > b&‘(h(l)) ® h(g) =b®h.

Portanto, A ~ B#,H, como queriamos.

(<) Suponhamos A = B#,H, para B e o determinados.

Provemos que existe v : H — A = B#,H inversivel por pro-
duto de convolucao. Para isso, definimos uma estrutura de comédulo

sobre A através do morfismo

p: A — AQH
bRh +— 0@ ha)® h).

Mostremos que B = A Claramente, B C B#,H, pois ha

uma copia de B em B+#,H dada pela imersao

B < B#,H C A"
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que a cada b € B associa o elemento b ® 1. Seja > a; ® h; € AceH |
Suponhamos sem perda de generalidade que {a;} sdo linearmente in-

dependentes. Entao, aplicando p, temos que
Zai ® higy @ hiy = Zai ®hi® 1y

e aplicando o morfismo /4 ® € ® Iy, temos que

Zai®hi:Zai®6(hi)lH. (2.1)

Dai, tomando funcionais lineares {«; € B*} ; de forma que

a;(aj) = 0;; e aplicando em [2.1] temos que

(aj®IH)(Zai®hi) = (Oéj@IH)(Zai@E(hi)lH)
= hj :€(hj)1H
= Y. a;@h;=> a;e(h;)) ®1lg e Bly =B.

Portanto, B = A°H | como queriamos.

Vejamos agora que A é um H-comoédulo algebra. De fato,

sejam a ® h, b® k € B#,H. Dal,

plaeh)be k) = p(Salha o Bolha k) @ hake)
= Z a(h(l) > b)a(h(g), k(l)) ® h(g)k(g) & h(4)k(3).

Por outro lado,

pla®@h)pbek) = (a® h(l) ® h(g))(b & k(l) ® k‘(g))
Z a(h(l) > b)U(h(g), k‘(l)) ® h(g)k(g) X h(4)k(3).

E portanto, A é um H-comodulo algebra.
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Por fim, definimos

v: H — B#,H
h +— 1p®h,

tal que vale y(1g) =1p ® 1y = 1p4_g e vemos que

p(y(h)) = p(lp @ h) = 15 ® h1) @ h(z), para todo h € H;

(v&Ig)A(h) = Z’y(h(l))(@h(g) = Z lB®h(1)®h(2), para todo h € H.

A inversa de v é dada por

¥: H — B#.H
h = > 3(S(he)) b)) @ S(hy).

De fato, para todo h € H, temos

Fxy(h) = F(ha))v(hz)
(@(S(h2)), b)) @ S(h)))(1p @ b))
S(h()), hz)(S(he) > 18)0(S(he), h) © S(ha))he)
7 (S(h))s hiay)o(S(hz), b)) @ S(heay)he)
= 1p®@> S(hay)he =e(h)lp® 1g.

yx(h) = Y v(h@)T(he)
= > (1@ hw)(@(S(he)), hy)) @ hey)
= Y (ha) > a(S(he)), hry))a(heay, S(hes))) @ hz)yS(hay) = *.
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Para continuarmos a demonstragao, precisamos ver que

h>a (k1) = a(hay, kayla)T(he ke, l2)F(ha), k),

para todo h, k, [ € H.
De fato, como ) & (ke),l1))o(ke),l2)) = €(k)e(l)1p, temos

que

e(Me(k)eW)1p = h > (S F(kay, lay)o (k@) L))

= > (hy > Tk, L) () > ok, l2))

= 22(hay > TRy, L))o (hezy, k2o (hisy k), L))o (Piay, Fayles)
= h> Tk, 1) = o(hay, kayla)T(h@ ke, L) )T (hs), ks))-

)
)
Assim, tomando k = S(h)) e | = h(s), temos

x = Y (hay >T(S(hw) hes)))o(hz), S(ha)) © 1y
= > o(hy, S(he))h9))T(h2)S(he)), h0))T(h), S(h))
a(hy, S(hs))) @1
= Y. o(hq),1u)o(he)S(hea)): ha) © 1
= e(h)lp®1y.

O que nos mostra que se A ~ B#,H, entao B C A é uma

H-extensao fendida.

2.3 Extensoes de Hopf-Galois

Na teoria de grupos, dizemos que uma extensao algébrica

E C F (F\FE) é galoisiana (extensao de Galois) se F'\ E' ¢ uma extensdo
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normal e separavel. Por extensao normal, entendemos que para todo
a € F, o polindmio minimal Irr(«, E) tem todas as raizes em F. Por
separavel, dizemos que para todo « € F, Irr(«, E) tem raizes simples.

Podemos ver tais extensoes, de forma mais geral, como agoes
de grupos sobre anéis comutativos. Essas idéias foram estendidas para
coacoes de algebras de Hopf agindo sobre uma k-algebra comutativa,
com k£ um anel comutativo, ao que foram chamadas de extensoes de
Hopf-Galois por Chase e Sweedler. E generalizadas por Kreimer e
Takeuchi no caso de dlgebras de Hopf de dimensao finita. Formalmente,

sejam H uma algebra de Hopf, A, B algebras.

Definigao 2.11 Dizemos que uma H-extensio B = A" C A com
p:A— A® H (estrutura de H-comddulo de A), é H-Galois a direita
se 0 morfismo

can : AR A — AR, H
definido por can(a ®p b) = (a ® 1y )p(b) € bijetiva.

No decorer do trabalho, chamaremos extensoes H-Galois por
H-extensao de Hopf-Galois.
Podemos definir também as H-extensoes de Hopf-Galois a

esquerda, através do morfismo can’ dado por

can’ A®pA — AL H
avb  — pa)beln).

Se a antipoda, .S, é bijetiva, temos o seguinte resultado:
Afirmacgao: O morfismo can’ é bijetivo se, e somente se, o
morfismo can é bijetivo.

Seja ¢ € End(A® H) tal que ¢(a®h) = p(a)(1a®S(h)) e sua
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inversa ¢! € End(A® H) dada por ¢~ 1(a®@h) = (14 ® S~1(h))p(a).
Assim, vemos que ¢ o can = can’ e ¢~ o can’ = can.
Portanto, can é bijetiva se, e somente se, can’ é bijetiva.

Observagao 2.12 Para extensées de Hopf-Galois B C A, considera-
remos para todo h € H, l;(h), r;(h) € A, i € I, uma quantidade finita

de termos tais que

La®@h=> > Lmrih) @ orh)" e AeH (2.2)
i (h)

Dizemos que > 1;(h) @ r;(h) € unicamente determinada como

a imagem inversa de 14 @ h pelo isomorfismo can.

Vejamos ainda, que no contexto das extensoes algébricas de
corpos, as definicoes de extensao de Galois e extensao de Hopf-Galois

se equivalem.

Teorema 2.13 Seja F'\E uma extensao algébrica finita e G = gal(F\E),
entdo F\FE ¢ uma extensdao galoisiana se, e somente se, E C F é uma

(EG)*-extensao de Hopf Galois.

Demonstragao: (=) Tome G = {x1,22, - ,2,} esejam {by, b, -+ ,b,}
uma FE-base de F', {p1,p2, - ,pn} & base dual de (EG)* e uma coagao
dada por

p: F — FQp(EG)*

a Z(miba)(@pi.
=1

Afirmacéao: E = Feo(EG)7)
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De fato, seja a € FE, entao
pla)=> a®@pi=a®» pi=a®lge),
Por outro lado, seja b € F<*((FE)") ogo, p(b) = b ® 1(pg)-, assim,

2> b=y b0 <, 0V >=b=>beE.

Portanto, F = Feo((EG)"),

Definimos:

can: FepF — Fg(EG)*
a®b = (a®1lgae-)pd):=> a(z;>b)p;.

Mostremos que can é injetivo. Sejaw = ) a;®b; € ker(can),

entao
0 = can(w) = can(z a; ®b;) = Z a;(x; > b;) ® p;

em que {b;} é base de F\E. Como {p;} é base de (EG)*, concluimos
que > aj(z; > bj) = 0, para todo ¢, assim, a; = 0, pelo Lema de
Dedekind (ver Lema [C4) e o fato de A = (z; > b;); j ser uma matriz
inversivel e portanto, w =Y a; ® b; = 0.

Como dim(F @ F) = n? = dim(F ® (EG)*), segue que can
é sobrejetiva, e portanto, bijetiva.

(<) Sabemos que dim(F ®g F) = [F : E]? e também que
dim(F ® (EG)*) = |G||E : F]. Logo, como

dim(F ®p F) = dim(F @ (EG)"),
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temos que [F : E] = |G| e portanto, F\E é uma extensao galoisiana.

|
O exemplo abaixo mostra que nem toda extensdo de Hopf-

Galois é uma extensdo algébrica galoisiana.

Exemplo 2.14 Sejam E = Q, F = Q(v/2), w := v/2 e o quociente

H :=k[c,s]/ < ?+ 5% —1,cs > com estrutura de comultiplica¢io dada

por
A: H — H®rpH
c — c®c—s®s ,
S = c®s+sdc
counidade
€ H — F
c — 1
s — 0,
e antipoda

1 w w? w?
cl|1 0 —w?
s| 0 —w 0 w?

Portanto, I/ C F' é H}-extensao de Hopf-Galois para o corpo
k=Q = FE. Porém, E C F nao é uma extensdo galoisiana classica,
pois, embora E C F seja uma extensao algébrica separéivel, a mesma
nio é normal, uma vez que o polinémio minimal de v/2 é z* — 2 e tem

raizes imaginarias +iv/2 € Q(v/2) C R.
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No proximo exemplo, caracterizamos os anéis graduados como
extensoes de Hopf-Galois. Antes de enuncia-lo, lembramos que uma al-
gebra A ser fortemente graduada é o mesmo que dizermos A;-Ay = Ayy,

para todo z, y € G.

Exemplo 2.15 Sejam G um grupo e A uma dlgebra G-graduada, ou
seja, A € um kG-comddulo dlgebra via p : A — A ® kG, dada por
pla)= > a, @z, em quea= > a, € ® A,. Ainda, como H = kG,
z€G z€G zel@
entdo A°H = A,.
Entio A, C A é kG-extensao de Hopf-Galois se, e somente

se, A € fortemente graduada.

Primeiramente, verifiguemos que A ser fortemente graduada

€ equivalente a A, - Ay, = A., de fato,
Apy =Apy - Ac = Ay - (Ay—1 - Ay) = (ApyAy-1)Ay C A, - Ay C Ayy.

= A, - Ay = Agy.

Demonstremos por fim o resultado dado no exemplo acima.

(<) Sejam A fortemente graduada e

can: A®s, A — ARKG
a®b — Zabx®x,

o morfismo de Galois. Mostremos que can € bijetiva.

Definimos

w: AREG — A®a A
a®g +— Yad @b’
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em queal € A1, b) € Ay, i =1,- ,ngeZagbgzleAl Ag- Ay

Sejam a, b€ A e g € G, entao,

canow(a® g) can(Zaa? ® bY)

= Zaagbg ®x
= E aafb! ®

= a Z alv? ®

= a®g.

Por outro lado,

wocan(a®b) = w(d aby® g)
g

— 9 o pd
= gz:abgaig ® b7

= Ya®bgai bj

g5t

= Ya®b;=a®b.
9

(=) Seja can : A®a, A — A® kG bijetiva. Em particular,
can € sobrejetiva, logo, 14 ® y € Im(can), para todo y € G. Portanto,
existem a;, b; € A tais que can(Zai ®b;) = Zaibim Qr =120y, para
todo y € G. Segue que Zaibiy ; 14 e Zaiyi = 0, para todo x # y,
o que implica em A, -ljy =A. e consZZuentemente, A ¢ fortemente
graduada como queriamos.

Vejamos agora um lema que nos da algumas propriedades
sobre a inversa do morfismo can, com base no que foi definido na Ob-

servacgao [2.12
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Lema 2.16 Seja B C A uma H-extensao de Hopf-Galois. Escrevendo
can (14 @ h) = Y l;(h) ® ri(h) como na Observacio [Z12. Entdo,
para todo h € H e a € A, temos:

1) S aD%Li(aM) @ ri(a™M) =14 ® a;
(ii) Y li(h)ri(h) = e(h)1a;

(iii) Y li(h) @ri(h) D @ri(h) D =3 1i(h)) @ 7i(ha)) @ ha)

Demonstragao: (i) Seja a € A, entdo

la®a = can"tocan(ly ®a)

= can™! (3 a® ®aV)
S aDecan= (14 ® aM)
S aO(aM) @ ri(aM).

—~
*
~

1

Notemos que (x) é valido pois can™' & um morfismo de A-

mobdulos & esquerda.

(ii) Seja h € H, logo, temos

e(h)la = puIa®e)(la®h)
= p(la®ce)canocan™ (14 @ h)
— (s ©9) (SLMn0)© @r,(h)®)
S Li(R)rs(h) Ve (ri(h)M)
= 2 Li(h)ri(h).

(iii) Para mostrarmos (iii), consideramos o morfismo can® Iy

e aplicamo-lo dos dois lados da equagao, entao
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(can @ Iyy) (3 li(h) @ ri(h) YO @ 7i(h 1))
= S Li(h)ri(h) OO @ ry(h)OW @ 7y (h)M)
=2 Li(h)ri(h)© @ ri(h)) @ ry(h)®)
= (L4 @A) (ZlLi(h)ri(h)© @ ri(h)®)
=(Ia®A)(14®h)
=14 ®hq) ® hz).

Pelo outro lado, temos

= Zli(h(l))n‘(hu))(o) @ ri(ha)) ® h)
=14® h(l) & h(g).

O que mostra a igualdade (iii).
]

Finalizamos essa secdo com um lema que caracteriza uma
extensdo de Hopf-Galois a partir de certas propriedades dadas. Para
sua demonstragao, entretanto, precisamos antes provar que existe um
isomorfismo ¢ : ker(u) — A ®c A/C, em que A é um H-comddulo

algebra & direita e C' uma subalgebra de A,

De fato, consideremos a sequéncia exata

0-C5H AT A/C—0.

Tensorizando em A sobre C, temos a seguinte sequéncia exata,

AcC 2 A0 AME™ Agc A/C - 0.
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Notemos que mesma cinde, de fato, se considerarmos o mor-
fismo A : A — A ®¢ C, definido por A(a) = a ® 1¢ entdo Aoy é um
morfismo de A®c A — A®¢c C tal que Aopo (4 ®1i) = Iag.c, ainda,

vemos que [4 ® ¢ é injetora, pois como
(Aop)o(Ia®i) =14 Q¢ e,
temos que A o i é epimorfismo e I4 ® i € monomorfismo, e que
02 A®RcC—A®RcA— ARcA/C —0

é exata e cindida.

Assim, como a sequéncia cinde, existe Q C A ®c A tal que
A®c A =Im(Ia®1)®Q e deduzimos que Q = ker(Aopu). Se provarmos
que A é injetora, obtemos que @) = ker(u), mas, temos a aplicagdo k-

linear
p: ARcC — A

a®c — ac,

e como po A = I4, temos que A € injetora.

Lema 2.17 Sejam A um H-comddulo dlgebra a direita e C uma sub-

dlgebra de A°H tal que

v: A®cA — A®H
a®b — S ab® @bl

€ bijetivo e ezista s : A — C' homomorfismo unital e C-linear & direita.

Entio C = A°H ¢ A é uma extensio H-Galois de C.

Demonstragao: Claramente C' C A", Mostremos que A C C.
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Notamos primeiramente que dado z € A | temos,

la®z = P~ (YP(la®x))
= Yo (20 @ 2M)
= ¢71(£K®1H)
= YWz ®14))
= x®14.

Entdo, como existe o isomorfismo ¢ : ker(u) — A ®c A/C
dado por ¢(>" a; ®b;) = > a; ®[b;]c. Temos que, em particular, ¢ leva
la®z—2x®1y em 14 ® [z]e, dai, aplicando o morfismo po (s ® I)
em 14 ® [z]c, temos que 0 = po (s ® [4/¢)(1a ® [7]c) = [z]c, ou seja,
x € C como querfamos.

2.3.1 Extensoes Fendidas e a Propriedade da Base

Normal

Um teorema cléssico da teoria de Galois diz que se F\ E' ¢ uma
extensdo de Galois finita de corpos, e G é o grupo de Galois associado,
entdao F'\ F tem uma base normal, isto é, existe a € F tal que o conjunto
{z > a:x € G} é uma base para F' sobre E (vide [25]). Assim como na

secdo anterior, estenderemos essa nocao para H-extensoes de Galois.

Definigao 2.18 Seja B C A uma H-extensdo a direita. Dizemos que
ela tem a propriedade da base normal se A~ B® H como B-mddulo a

esquerda e H-comddulo a direita.

O exemplo abaixo nos mostra que a defini¢ao de base normal

para extensodes de Hopf-Galois é equivalente a defini¢ao classica de base
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normal para extensoes de Galois, quando a &algebra de Hopf H tem

dimensao finita.

Exemplo 2.19 Sejam H wuma dlgebra de Hopf de dimensdo finita,
dimH =n, e B C A uma H-extensao. Consideremos H* agindo sobre
A, com A" = B.

Suponhamos que A tenha uma base normal no sentido usual.
Isto €, existe u € A e {f;} C H* tais que {f1 > u, fo > u, -+, fr, > u}

€ uma base para o B-mddulo livre a esquerda A.

Lembramos que, se 0 #t € fFlI entio H ~ H* — t, isto €,

Y. H* — H
[ (=)

€ isomorfismo de H*-mddulo 4 esquerda. E portanto, definimos

¢ : B®H — A
b (f—=1t) — b(fr>u).

Como BQ H é um H*-mddulo 4 esquerda com ag¢do dada por
f-(b®h) =bR(f — h), seque pela dualidade, que B® H tem estrutura
de H-comddulo o direita, com coag¢ao dada por (I @ A).

Além disso, o morfismo ¢ dado acima € um morfismo de H*-
modulo & esquerda e portanto, morfismo de H-comddulo & direita, e

claramente, ¢ € isomorfismo de B-mddulo a esquerda.

Por outro lado, consideremos A ~ BQH . Seja{f1, f2, -+, fn}

uma k-base para H*, entao

{Ip®@(fi =t),1p®@ (fao = 1),--- 1@ (fn = 1)}
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€ uma B-base para B ® H.
Dai, via ¢ : B® H = A, seque que

{f1|>u7f2[>ua"'7fnl>u}

€ base de A, em que u= ¢(1p ®1).

O proximo exemplo, na verdade um contra-exemplo, eviden-
cia que nem toda extensao de Hopf-Galois tem a propriedade da base

normal.

Exemplo 2.20 Seja A = Ms(k). A € Zo-graduado pelos conjuntos

ko0 0 0 k
Ag=|k k 0| e A;=|0 0 k
0 0 k k k0

E facil vermos que A é fortemente graduado, logo, pelo Ez-
emplo 2105, Az C A € uma extensio de Hopf-Galois. Porém, A #
Ay @ kZs, pois dim(A) =9 # 10 = (dimAgy @ kZs).

Para finalizarmos essa se¢do, relacionamos as extensoes fen-
didas com as extensoes de Hopf-Galois que possuem a propriedade da
base normal através do seguinte teorema, e mostramos algumas apli-

cagoes.

Teorema 2.21 Seja B C A uwma H-extensdo, entdo sdo equivalentes:
(i) B C A é H-fendida;
(ii) B C A é H-extensdo de Hopf-Galois e tem a propriedade

da base normal.
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Demonstragao: (i) = (ii) Seja B C A uma extensdo fendida, en-
tao, pelo Teorema 210, A ~ B#,H como B-moédulo & esquerda e
H-comédulo a direita. Portanto, a propriedade da base normal é satis-

feita.

Resta mostrarmos que B C A é H-Galois, ou seja, acharmos

quem ¢ a inversa para o morfismo

can: A®pA — AQH
a®b Y abl® @b,

Como B C A é H-fendida, tomamos v : H — A um morfismo

fenda e definimos

can™l: A®H — AR®pA
ah e (0 15)0 (FH7)0 AM) = T aF(hay) @ ()

Claramente can~! estd bem definida. Vejamos que ela é a

inversa do morfismo can. Seja a® h € A® H, dai,
canocan " (a® h) = Za’y hy)v(he)) @ hg) =a® h.

1

Por outro lado, para mostrarmos que can™" o can = Iag a4,

precisamos provar que Y. b(0F(b(D) € B = Ac°H,

De fato,

pSHOTOW) = X pb)pF(b)
SO @ 00)(7 @ 5) 0 A%(H0))
= SO0 0b0)(F©5) o (by) @)

= SO0 @ OW) (L) @ SOb))
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Y@ @) (v(6®) ® (b))
> b(o)v(b(?’)) ® b(l)S(b(Z))

= Zb(o)v(b@))@g(b(l))

= bO406M)@ 1.

Portanto, >, 607 (b(1)) € B = A®H e segue que para todo
a®bec ARp A,

can"tocan(a®b) = Y can ' (ab® @ b))
= TabO300) © (b))
= Ya® bOF(bM)y (b))
= Y a®bWe(d®)
= a®b,

como queriamos.

(ii) = (i) Seja B C A uma H-extensio de Hopf-Galois com a
propriedade da base normal, ou seja, can é bijetiva e existe um isomor-
fismo de B-moédulo & esquerda e H-comédulo a direita ¢ : B® H = A.

Assim, definimos,

v: H — A
h = v(h) = ¢(1s @ h).

Claramente, v é morfismo de H-comoédulo & direita, pois ¢ o

H — B®H
h — 1®h,

é morfismo de H-comédulo & direita.
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Mostremos que < é inversivel por produto de convolugao.
Para isso, seja g € Homp(A, B) tal que g(a) := (Ip ® ) o ¢~ (a).
Notemos que se ¢~ 1(a) = > b; ® h; entdo g(a) = > be(h;).

Notamos ainda que g(v(h)) = e(h)1pg, e entdo,

y: H — A
h = po(la®g)ocan (14 ®h),

estd bem definida. Vejamos que 7 é a inversa por convolucao de . Seja

h € H, logo,

vxy(h) = X A(hn)V(he)
= Yha) (o (la®g)ocan™' (14 ® hy)))
= Y wol(v(h) ®1p)(1a ®g)locan™ (14 ® hz))
= Y puo(Ia®g)((v(hay) @ La)can™" (14 ® h(z)))
= Y po(la®g)can~ (’V(h(l)) ® h(a))
= Y po(Ia®g)ocan™ (v(ha)) ® b))
= po(la®g)ocan=topo~y(h)

o(la®g)ocan tocan(la @ y(h))

= po(la®g)o(la®(h))

= (h)lA

Para mostrarmos que % * v = 1 o £ devemos ver que:

(a) (Ia ®@ A)ocan = (can ® Iy) o (I4 ® p);

(b) (Ia®p)ocan™ = (can ™t @ Ig) o (Ia @ A);

() a=3g(a)y(a®).

Para (a) basta aplicarmos ambos os lados da equagdo no
ponto a®b € A®p A que a igualdade ¢é facilmente verificada. Para (b),

suponhamos que a igualdade néo é valida e aplicamos o morfismo can
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a direita e o morfismo (can ® Iy) & esquerda da desigualdade sugerida,
obtendo (can ® Iy) o (Ia ® p) # (I4 ® A) o can, 0 que contradiz a
igualdade (a).

Mostremos (c). De fato, para todo a € A, existem {a;} € B
e {hi} € H tais que a = ¢(Z a; ® h;), por causa do isomorfismo
¢: B® H — A. Dai, Z

Za(o ®aM = p(a) = pog( Z a;®h;) (¢®IH)O(IA®A)(Z a;®h;)

E entéo, aplicando o morfismo u(g ® 7), temos que

> 9(@)y(@V) = Y godlai @ hig,)y(hiy)

Yoo (Ia®@e)od™Hla; @ hig )y (i)
Yo aiy(hi) =3 a;9(1p ® hy)

P(3oai @ hi) =

Por fim, seja h € H, dai

Fxryh) = (k) v(he))
= >fuo(Ia®g)ocan~ (1A®h(1))] (h(2))
Y Sluo (Ia @ g)(i(h) @ (rs(h) )y ((ri () ™)
= S Lhg((rs(h) )y ((rs(h)) V)
S Uhri(h) = e(h)La.

como queriamos.

O coroléario a seguir relaciona as extensoes de Hopf-Galois que

possuem a propriedade da base normal com o produto cruzado de B
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com H. A demonstracio segue do teorema acima e do Teorema 2.10)

Corolario 2.22 Seja B C A wma H-extensdo a direita. Entio B C A
€ H-extensao de Hopf-Galois com a propriedade da base normal se, e

somente se, A~ B#,H

A partir deste corolario, vemos que dada uma extensdo de
Hopf-Galois fendida, conseguimos determinar o cociclo e a agao do co-

ciclo, que definem a estrutura de produto cruzado, através das formulas:

A(h@1) = (ha) Vo T (he)le);
hioy b= y(ha)bT(he),

emqueh, [€ H be B=A“H ¢~:H — Aéum morfismo fenda.

Por outro lado, com a ajuda de 7, podemos construir um
morfismo de B-moédulos a esquerda, unital, que nos permite calcular
o cociclo o, de maneira mais simples que a dada acima. A saber,

definimos
sy A — B

a — po(la®7)opa)

Lema 2.23 Seja A uma H-extensao Hopf-Galois fendida. Entao o

cociclo 0., € dado por
Oy =8$y0po(y®7),
em que vy € wm morfismo fenda.

Demonstragao: Sejam h, [ € H, entdo,
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syopo(y®y)(h®l)

s+ (v(h)v(1))
o (Ia@7)p(y(h))p(y(1))
po(Ia @) ((v @ In) o A(h))((y & Ir) o A(l))
po (La @) (v(hy)v()) ® hz)lz))
u((v(h)v(ly) @F(ha)l2))) = oy (h @ 1).

(
(

Salientamos ainda que, com a ajuda do morfismo translacao

7:H — A®pg A definido por 7(h) := can (1 ®@ h) = Y. 1;(h) @ r;(h),

podemos calcular o morfismo v : H — A. A saber,

°(la®@sy)o7(h)

Li(h)s~(ri(h))

E portanto, v = (o (Ia ® sy) o 7).

2.3.2 Extensoes de Galois para Algebras de Hopf

de Dimensao Finita

Para finalizarmos a se¢ao, veremos alguns resultados da teoria

de extensoes de Hopf-Galois para o caso onde H é uma élgebra de Hopf

de dimensdo finita e A & um H-mo6dulo algebra, e portanto, um H*-

comodulo algebra.

Teorema 2.24 Sejam A e H como acima ecan : AQu A — AQH*
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sobrejetora. Entao:
(i) A é A”-modulo projetivo, finitamente gerado & direita;

(ii) O morfismo can é injetivo.

Demonstragao: (i) Sabemos que

f: H* — H
o= 0f) =0~ f)=>fltw)te:

é um isomorfismo de H*-modulo & direita, para algum 0 # ¢ € fIl{

Tomemos T' € H* tal que t — T = 1. Assim, T € f;

Como can é sobrejetora, existem a;, b; € A tais que

14T = can(z a; ®b;) :Z aibgo) ® bf;l).
i=1 i=1
Para cada i € {1,2,---,n}, defina ¢;(a) := t- (bja) € AT,

para todo a € A. Dai,

n

> aigi(a) =

i=1

ol

@
I
A

a; (t . (bwl))

I
M=

ait) - bi)(te) - a)

.
3l
A

= > aib” <oty > (t) - a)

i=1

= Z< T,t(l) > (t(g) . a)
i=1

~~ S

t—T) a=a.

(ii) Como H tem dimensdo finita, se provarmos que o mor-
fismo can’ é injetivo, estard provado que o morfismo can é injetivo, em

que can’(a ®@b) = Y aPb @ a. Seja 3 u; @ v; € ker(can’), ou seja,
i=1
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Eugo)vi ® ugl), entdo por (i), segue que

Zn: U @v; = %ajﬁbj(ui)@)vi
i=1
= Z a; @ ¢J (ug)v;

= Z%@Z(f (b u%)) (%
= Z%@’Z((f(l) )tz - ui))v;
= S ae Y ((ty - b)® <u tg >)o; = 0.

Portanto, ker(can’) = 0 e segue que can’ é injetiva. Conse-
quentemente, can é injetiva.

|

Lembramos que a agdo & esquerda de A#H sobre A ¢é dada

por (a#h)-b = a(h-b). Assim, determinamos o morfismo de algebra

7 A#H — End(Ayn), onde A é um A¥-moédulo via multiplicagao a

direita. Do mesmo modo, relacionamos A com os endomorfismos de

Az A através do seguinte lema.

Lema 2.25 Sejam A e H como definidos acima. Entio A" ~ End( sy A)°P

como dlgebras.

Demonstragao: Definimos ¢ : A” — End(a4nA)° por ¥(a) = a,,
a multiplicacdo & direita por a € A¥.
Notemos que para todo a#h € A#H,bc A e c € A, temos
que
a#th(y(b)(c)) = (a#h) - (cb)
= a(h-ch)

> alhq) - ¢)(h) - b)
= a(h-c)b

¥ (0)((a#th) - ),
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portanto, ¥ estd bem definida. Vejamos que ¥ é um isomorfismo de
algebras.

Sejam a, b€ A e c € A, logo,

Y(ab)e = c(ab) = (ca

Ainda, ¢ é um morfismo injetor, pois se a € ker(¢), entao
¥(a) =0, o que implica em ba = 0, para todo b € A. Em particular, se
tomarmos b = 1, temos que ¥ (a)(1) = la = a = 0. Por fim, mostremos
a sobrejetividade.

Sejam o € End(axuA) e a € A, entdo
o(a) = o((a#ln) - 1a) = (a#lm)o(la) = ac(la) = ¥(o(1a))(a),
pois o(14) € A, Para vermos isso, seja h € H, dai,
h-o(1a) = (1a#h)-0(1a) = a(h-14) = e(h)o(1a).

Portanto ¢ é um isomorfismo, como queriamos.
|

Finalizamos essa subsec¢ao com uma série de equivaléncias que
relaciona as extensoes de Hopf-Galois & direita com a teoria vista até

agora nessa subse¢ao, assim como com o contexto de Morita.

Teorema 2.26 Sejam A e H como antes, entdo sao equivalentes:
(i) A” C A ¢ H*-Galois a direita;

(ii) a) 7 : A#H — End(A4n) é um isomorfismo de algebras;
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b) A é um A¥-moédulo & direita projetivo e finitamente

gerado.

(iii) A é um gerador para a categoria dos A# H-moédulos a
esquerda 4xpM, ou seja, para todo N €4y M existe um conjunto
de indices I e um epimorfismo de A#H-moédulos ¢ : AT — N (isto é,

A & um gerador na categoria axpM).

(iv) Se 0 £t € fFlI, entdo o morfismo

L[]: A®au A — A#H
a®b — atb

é sobrejetor;

(v) Para qualquer M € 445 M, considere A ® u M como
um A#H-moédulo & esquerda com agdo (a#h)(b® m) = a(h-b) ® m.

Entao,

¢: AQuu MH — M

a®@m = a-m

é isomorfismo de A#H-mo6dulos & esquerda.

Antes de iniciarmos a demonstracdo, vejamos um fato que
usaremos constantemente. Seja M = A#H entdo MH = (14#t)(A#1y) =
t-A, paratodot € fé] Isto vem do fato que, se S é invertivel, entao
A#H = (14#H)(A#1g). A inclusdo (D) é 6bvia, e a inclusdo (Q)

pode ser vista notando que

a#h = (La#h@) (S (b)) > a)#1m).
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Demonstragao: (i) < (iv) Basta mostrarmos que [,] = (14 ®6) o can,

onde 0 é o mesmo isomorfismo dado no Teorema [2.24

Sejam a, b € A, entdo,

[a, b] atb
= 2alta) bt
= Eab(o) < b(l), Ly > t2)

= ([a®0)ocan(a®D).

Assim, se [,] é sobrejetiva, entdo can é sobrejetiva e como H
tem dimensao finita, segue que can é bijetiva. Por outro lado, se can é
bijetiva, pela igualdade demonstrada, segue que [,] é sobrejetiva.
(iv) = (iii) Como [,] é sobrejetora, existem {b;}, {c;} C A
tais que 1a#1y :Zn: b;tc;. Definimos,
i=1
P AM) — A#H

(ala ag, -+ ;an) = Zaitcl‘.
i

Claramente, 1 é sobrejetiva e € um morfismo A# H-linear a
esquerda. Assim, A é gerador de g4pg M.

(v) = (iv) Seja ¢ o isomorfismo de A#H-mo6dulo & esquerda
dado em (v) e tomemos M = A#H um A# H-modulo com acdo dada
pela multiplicacdo & esquerda. Assim, MH =t- A para 0 #t € f;l

Logo, o morfismo ¢ pode ser dado por ¢ : AQ gutA — A#H
dada por ¢(a @ tb) = atb. E como t esta no centro de AY temos que

E portanto, (iv) fica demonstrado.
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(iv) = (v) Ja vimos que 14 ® 1y = > b;te;. Definimos entdo

te; = d;.

Como t € f;l, d;M C M*H. Agora, seja m € M, entdo,
m=(1a#lg)-m=>Y bidim=¢(>_ b @dim).

E portanto, definimos

v: M — A®um M
m — Yy b ®dm.

Vejamos que ¥ € a inversa de ¢. Sejam m € M e também

Ya;®@mj € AQpu MH dai,
¢op(m) :¢(Z b ® dim) = m.

Por outro lado,

Yod(Yoa;@my) = (X a;-my)
= > bi®d;-(a;my)

*

= Ebzdzaj ® m;

@ > a; ®my,

—
Z

em que (%) vale pois,

>odi-(aymy) = Yotei-ajm,;
= () - ciag)(te2) - my)
= 2((ta) - ciay)#t))m;
= [t ((ciaj)#1m)|#m;
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= (X t-ca;)m;

= Zt-ciaj e AH.

E (xx) vale pois temos que ) b;d; - a; = a;, uma vez que

Sbidi =14® 1g.
Portanto, ¢ é um isomorfismo de A# H-moé6dulos & esquerda.

(ii) = (iii) Por (ii)b), existem by, ba, -+ ,bs € A e também

b1, 02, -+, 05 € Hom— 4u (A, AT) tais que para todo a € A4,

Entao > bip; = I4 € Hom- ou(A).

Notemos que End- 4 (A) L A#H. Logo, para cada indice
i€{1,2,---,s}, existe d; € A#H tal que

¢i = (d;) e Zbidi = 1a#1y.
Vejamos que d; € (A#H)™ | pois

w(hd;)(a) = h- ¢;(a) = e(h)di(a) = w(e(h)d;)(a), para todo a € A.

Assim, d; € MY, o que implica em d; = tc; e portanto,

]-A#]-H = Zbitci = Z[bi,ci].

(ii) < (iii) Basta considerarmos o Teorema de Morita dado

no Teorema [I.58 Vide [25] para maiores detalhes.
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2.4 Extensoes Homogéneas Principais

Nesta secdo, consideraremos que A é uma algebra de Hopf,
J um ideal de Hopf de A e uma A/J-extensao de Hopf-Galois de B,
em que B = A®4/7 com coagio p : A — A ® A/J definida por
pla) == (Ig ® ™) o A(a) para todo a € A, em que 7 : A — A/J éo
morfismo projecao.

Sendo A nestas condigoes, dizemos que A é uma A/ J-extensao
homogénea principal de B. Indicamos [8] para referéncias.

No que segue, caracterizaremos as extensoes homogéneas prin-
cipais assim como as relacionaremos com as extensoes fendidas. Ve-
jamos primeiramente dois lemas que facilitam o desenvolvimento do
capitulo.

Os proximos lemas facilitam a construgdo de extensoes de

Hopf-Galois e serdo constantemente utilizados nesse trabalho.

Lema 2.27 Seja B C A uma H-extensao de Hopf-Galois. Entao, para
todo b € B, temos que ) b1y @ by € A® B.

Demonstragao: Seja b € B, entdo

(Ia®p)(Xba) ®b2)) = >2ba) @ plbz)
= 2 b ®{Ia®m)oAby)
= Y (Ia®I1@m)(ba)® A(b)))
= Ya®Ia@m)(ls®A)oAb)
= YUa®la®@m)(A®Is)0Ab)
= (A®lass)o(la®@m)oA(b)
= (A®Iayg)opb)=(A®@1a/5)(b®14/s)
= Zb(l)@b(Q)@lA/J. |
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Lema 2.28 Seja H uma dlgebra de Hopf e H' C H uma subdlgebra tal
que A(H') = H® H'. Definimos H := H/H'YH, em que H'" ¢ dado
por H' (N ker(¢). Entdo H é uma codlgebra quociente, um quociente de

H-médulo & direita, H' C HH ¢

can: Hemw H — H®H

TR®Y = Ty @Y

para todo x,y € H € bijetiva.

Demonstragao: Claramente, H é uma coélgebra quociente e um quo-
ciente de H-moédulos & direita, pois H't é um ideal de Hopf pela
Proposigao .26

Vejamos que H' C H®H . De fato, seja h' € H', aplicando p

em h’, temos:

p(h) = (I®m)oA(r)

= Xl @7(hy)
S by @ m(hy) — o hiyy @ e(higy )l + 3 by @ e(hiy) 1y
Zh(l ®7‘r( ( (2)1]-[))1 +Zh(1 ®E(h(2)) T
Zhu) ®5(h(2)) 7=helg

—
*
N>

em que (x) ocorre pois Ay — e(hiy))ln € H'T = H' (N ker(e).
Para provarmos que o morfismo can dado acima é bijetivo,
consideraremos o morfismo

—

can~': H®H — HogpH

que estd bem definido. Notemos que, para todo b € H'" e para todo
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h, k € H, temos

canI(h@bk) = Y hS(baka) @ bayke
= Y hS(k))S(ba)) @nr bayk(2)
= X hS(k))S(ba))be) @nr k(2)
= SRS (k) (b) @ kg = O.

Assim, podemos definir

canl: H®H — HQmH
hok — ZhS(k(l))@)k(g).

1

Por fim, can™! é o inverso da can. Sejam h.k € H e k € H,

dai

(canocan™")(h@k) = can(3hS(ka)) @ k)
= Y hS(k)ke) @ k@)
= Y hoelka)ke =hek.

Do mesmo modo,

(can~tocan)(h®@k) = can ' (3 hk) ® ke2))
= 2 hk)S(ke) @ k)
= Eh®5(k(1))k(2) =h®k.

E portanto, temos nosso resultado demonstrado.
|
Vejamos agora um teorema que caracteriza uma A/ J-extensao

de Hopf-Galois a partir do ideal J.

Teorema 2.29 Sejam A uma dlgebra de Hopf, J um ideal de Hopf e
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B = A% yma subdlgebra de Hopf normal conforme Definicio .25
Entao A é uma A/J-extensao homogénea principal de B se, e somente

se, J = BT A, onde Bt = B[\ ker(e).

Demonstragao: (<) Seja J = BT A. Como B ¢ uma Hopf subalgebra
normal de A, pela Proposigao [[26] temos que J é um ideal de Hopf.
Ainda, como B satisfaz as condi¢oes do Lema [2.28] existe um morfismo
bijetivo can : A®p A — A® A/J, e portanto, A é uma extensdo
homogeénea principal de B.

(=) Para mostramos esse lado da demonstragao, provemos o

seguinte lema:

Lema 2.30 Sejam A, B e J como no teorema acima. En-
tao B C A é uma A/J-extensao de Hopf-Galois se, e so-
mente se, 1g o (S ® I4) o0 A(J) =0, em que o morfismo

Tp: AR A — ARp A € a sobrejegcdo candnica.

Demonstragao: (=) Seja B C A uma A/J-extensdo de

Hopf-Galois de B. Veremos mais a frente que a sequéncia

0— AQ'BA— AR A Ag A)T — 0 (2.3)

é exata, em que Q'B = ker(up : B® B — B) e ainda,
Tr:=(p@m)(Ia @ A).
Vejamos que Tg o (S® I4) 0o A(J) =0. Seja j € J, logo,

Tro (S®1I4)o0A(j)

Tro(S®I14)(Q2Ja) @)
> Sy @ m(is))
= 1p® 7T(j) =0.
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Portanto, (S®@14)oA(J) C ker(Tg) = A(Q'B)A. E assim,
mp o (S®I4)o0A(J) =0, pois a sequéncia

0—-AQ'B)A—- A2 A Aop A — 0, (2.4)

também é exata.

(<) Queremos mostrar que o morfismo

can: A®pA — AQA/J
a®b — (a®1a)p(b)

é bijetor. Para tanto, definamos

%\—1: ARA — A®pA
a®b +— (a®@14)7p(D_S(ba)) ® b))
i

> aS(b(l)) XB b(2).

Notemos que para todo a € A e todo j € J, temos por
hipotese que
can~a®j)=(a®1a)m((S®I4) 0 A(j)) =0

Entao, podemos definir

can™': A®A/] — A@pA
a®@n() — (a®1la)mp(3S(ba)) ®bew)
I

> aS(bay) @B bea).
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E claramente can™!

ocan = Iag, A € canocan™! = Tagayg
por raciocinio andlogo ao do Lema [2.28
]

Um corolario imediato que tiramos do lema acima é:

Corolario 2.31 Seja B C A uma extensio A/J-Galois.
Entao o morfismo translagio 7 : A/J — A®p A definido

por 7(m(a)) = can™1(14 ® w(a)) pode ser expresso por

7(m(a)) = S(aq)) @5 ag).

Voltemos a demonstragao do Teorema229 Seja A uma A/J-
extensao homogénea principal de B. Entao, pelo corolario acima, para

todo ba € BT A, temos que

T(m(ba)) = >2S(buyaq)) ® bya)
S(a(1))S(b))be2) ® a(z)
> S(any)e(b) ® a) = 0.

Portanto BT A C J pela injetividade de 7.
Definimos

B: AxA — A®A/B*A
(a,b) — Eab(1)®77(b(2))-

~ ~

Vejamos que ((a,ba’) = B(ab,a’), para todo a, ' € A e
b € B. De fato,
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B(a, ba/) = Z ab(l)al(l) ® [b(2)al(2)]B+A
ab)a(yy ® [bz)a(y) — (bz))ajy +e(b)aiy)]p+a

abyagyy ® [(bz) — €(b2)))aga) + (b)) a(y)] B+ a

—~
*
~

= Y abuyapy @e(b))lajylsra
> abagyy @ [ajy)]p+a

~

B(ab,d’),

em que (x) é valido pois dado b € B, vimos que ) b1y ® bio) € A® B
pelo Lema 227 e portanto, biay — e(bay) € BY.
Assim, pela propriedade universal do produto tensorial, defi-

nimos

B: AepA — A®A/BTA
a®b — Eab(l) ®7T(b(2)),
que é bijetivo pois estamos nas condi¢bes do Lema 228

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo,

AopA—"s A0 A/BTA

l1A®BA l]m@l

AQp A—"> AR A/J

em que | : A/BTA — A/J é dada por I([p|g+p) := [p]1 e estd bem
definida pois BTA C J.

Entao, 14 ® [ ¢ um morfismo bijetivo, pois G, can e Iagya
o sao. Consequentemente, [ é injetor e segue que se a € J, entao
a € BTA, e portanto, J C BtA. O que implica J = BT A como

queriamos.
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Antes de discorrermos mais sobre as extensdes homogéneas
principais, devemos justificar porque as sequéncias e 24 dadas no
Lema sao exatas. Para isso, precisaremos incessantemente do
Lema da Cobra, dado no Apéndice [C] deste trabalho.

Por se tratar de um resultado que envolve, além da habitual
teoria de algebras de Hopf, a teoria de algebra Homologica, devemos
definir algumas nocoes bésicas.

Sejam A uma, algebra sobre k£, H uma algebra de Hopf sobre
o mesmo corpo, B = A" ¢ Q'A = ker(ua) o calculo diferencial

universal de primeira ordem, definimos:

e Ny <Q'A=ker(us) um A-bimoédulo;

e My <kere um ideal invariante & direita pela agdo adjunta Adg,

ou seja, Adrp(My) C My ® H, em que

Adr = (Ig @ p)o(Ip®@S®@Ig)o (1@ 1Ig)(A®Iy)oA;

e p: A— A® H um morfismo de algebras. Definindo assim uma

estrutura de H-comddulo algebra & direita sobre A.

Dadas essas condigoes, dizemos que a quintupla (A, H, p, Na, Mg)

¢ um fibrado quéntico principal se

e O morfismo

Tr: AQA — AQH
a®b — (pa®Ig)(la®p)la®b),

é uma sobrejecao.
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e paga(Na) C Ny ® H, em que

paga = [a®@Ia @ pu)(Ia@TR14)(p @ p);

° TR(NA) gA@MH,

e Dado o morfismo

T: QYA):=Q'A/Ny — A®ker(e)/My
[ — ((Ia®my) o Tr)(a),

em que « € ker(pa) e mp : kere — kere /My, temos que
ker(T) C AQY(B)A,

em que QY(B) := U'B/(NaNQ'B) e Q' B := ker(ual|p)-

Notemos que T esta bem definida.

De fato, sejam [a]n, e [B]n, € Q1 (A) tais que [a]n, = [B]n,-
Logo, «— (3 € N4 e portanto, Tr(a—3) € AQ My, e aplicando [4 @7y
temos que (I ® 7y ) o (Tr(a — ) = 0, ou seja,

T([a]NA) - T([ﬁ]NA) = T([a]NA - [ﬂ]NA)
T([a_ﬂ]NA)
(la®mg)o (Tr(a —B)) = 0.

Assim, T([a]n,) = T([B]n,) como queriamos e T esta bem

definida.

Calculando o morfismo T nos elementos de Q!(A) explicita-
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mente, temos que

T(pdq) = pq'” @ [¢W]rry — P4 ® Liere/nry -

em que d(q) =14 ® ¢ — q® lyere/nry, -

Ressaltamos que a quintupla (A, H, p, Na, M) deveras vezes

denotada também por A(B, H) é um fibrado quantico principal (com

célculo universal) se, e somente se, B C A é uma H-extensao de Hopf-

Galois.

Seja (A, H,p, Na, Mg) um fibrado quantico principal e de-

finamos T, : QA — A®@kere e Tnar : Na — A ® My restricoes

apropriadas de Tr. Assim, os seguintes diagramas sdo comutativos:

i1

(1) 0 QL4
T Tr
(2) O—>A®kerei;>A®H

IA®e

A—0

Coker(T,) — Coker(Tp) —=0——0
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0 — ker(Ty ;) —— ker(T,) ——— ker(T')

TA

(3) 0 Na b gl

TNnwm Tw T

QA ——0

IAQm
AHA

(4) 04>A®MH$>A®kere ® (kere/Mpg) —0

Coker(Tny) — Coker(T,) ——— Coker(T) ———0
(2.6)

cujas linhas e colunas sdo sequéncias exatas de A-modulos & esquerda.
De fato, com excessdo da linha (2), as demais linhas e colunas do
diagrama sao exatas por tratarem de injegoes e projecoes canodnicas.

Provemos que (2) é exata.

Seja 0 # > a; ® h; € ker(I4 ® €), em que os elementos a;‘s

sao L.I. sobre k, entao
IA®6(Zai®h7;) =0= Zaﬂ?(hz) =0,

portanto, e(h;) = 0, pois caso contrario, a; = 0 e teriamos Y a;®h; = 0,

contradizendo nossa hipotese inicial.
Assim, h; € kere e consequentemente, Y a; ® h; € I'm(iz).

A comutatividade dos diagramas sdo de facil demonstragao

uma vez que Ty, e Tnas sao restrigoes de Tg.

Entao, aplicando o Lema da Cobra sobre as sequéncias (1)

e (2) no diagrama [23] e sobre as sequéncias (3) e (4) no diagrama 2.6

119



obtemos, respectivamente, as seguintes sequéncias exatas,

0 — ker(T,) — ker(Tr) — 0 — Coker(T,) — Coker(Tr) — 0 (2.7)

0 — ker(Tnar) — ker(Ty,) — ker(T) —

— Coker(Tny) — Coker(T,) — Coker(T) — 0
(2.8)

Dai, da sequéncia 2.7, temos que ker(T,,) ~ ker(Tg), pois
0 — ker(Twar) — ker(Ty,) — ker(T) — 0,

é exata. E também, como Tx é injetivo por estarmos trabalhando
com um fibrado quantico principal, temos que Coker(Tg) = {0} o que

implica em Coker(T,) = 0.

E da sequéncia 2.8 tiramos que

ker(Tnar) = ker(T,) ﬂ Na.

De fato, seja > a; @ b; € Na(\ker(Ty), logo

Tu(is(>_a;i @ b)) =0

e como o diagrama é comutativo, temos que T, oiz =140 Tnp €
portanto, i4(Tna (3 a; ® b;)) = 0. E assim, Typ (3 a; ® b;) = 0, pois
14 € injetivo.

Assim, Y a;®b; € ker(Tnr), ou seja, ker(Ty,) (1 Na C ker Ty as.
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Claramente, ker(Tnpr) C ker(Ty,) () Na e temos entdo que
ker(Tnar) = ker(Ty,) ﬂ Ny,

como queriamos.
Um resultado interessante que podemos tirar do que foi visto

até agora é dado pelo seguinte corolario.

Corolario 2.32 Seja (A, H, p, Na, My) um fibrado quéntico principal.
Entao temos que Tr(Na) = A My.

Demonstragao: Provemos inicialmente que ker(T') = w4 (A(Q2'B)A).
Como temos as hipoteses de fibrado quantico principal, clara-
mente ker(T) C w4 (A(QLB)A).
Por outro lado, seja 3 pia; ® bjg; € A(QIB)A, dai

0]
T(ra(} piaj ®bjq:)) = Toma(y pia; ®bjq;)
J ]
Y (o) o Tu(3_ pia; ® bjq;)
)
= (La@mu)(E piajba” ®q")
]

2 1y @ 7)(0) =0,

em que (*) é valido pois o diagrama é comutativo e (xx) é valido
pois 3 a; ® b; € Q' B = ker(up).
’ Portanto, ker(T) = w4 (A(Q! B)A) como queriamos.
Ainda, como A(Q'B)A C ker(T,) e m, : ker(T,) — ker(T)
dado no diagrama ¢ uma restrigdo do morfismo w4 ao ker(T,),
concluimos que 7, é sobrejetivo. Consequentemente, pela exatidao da

sequéncia 2.8 temos que CokerTyy = 0 elogo TrR(Na) = A My. R
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Nas linhas que seguem, provaremos que as sequéncias e
24 sdo exatas. Porém, os resultados colhidos também servem para
mostrarmos que A(B, H) é um fibrado quéntico principal com céalculo

universal se, e somente se, B C A é uma H-extensao de Hopf Galois de

B.

Seja B C A uma H-extensao de Hopf-Galois, em que o mor-
fismo T : A®p A — A ® H ¢é o morfismo candnico bijetivo definido
anteriormente por can. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

de linhas e colunas exatas

(7) (8)

0—— A(Q'B)A ——— ker(Tgr) —— ker(Ts)

(5) 0 ker(7) AR A i ARpA——0
TR TB
I
(6) 0 0 Ao H—" s A H—>0

0 ——— Coker(Tr) — Coker(Tg) — 0
(2.9)

Aplicando o Lema da Cobra sobre as linhas (5) e (6) temos

que

0 — A(Q'B)A — ker(TR) — ker(T) — 0 — Coker(Tg) — Coker(Tg) — 0

é uma sequéncia exata de A-moédulos a esquerda.
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Como T é um morfismo bijetivo, segue que
ker(Tp) = {0} = Coker(Tg).
Assim, temos que Coker(Tr) = {0}. O que implica em

0— A(Q'B)A — ker(Tg) — 0

ser uma sequéncia exata de A-modulos & esquerda, ou seja, temos que

A(Q'B)A ~ ker(TRr) e portanto, a sequéncia 2.3]

0— AQ'B)A - A A - A H —0

é uma sequéncia exata de A-modulos & esquerda.

Do mesmo modo, aplicando o Lema da Cobra sobre as colunas

(7) e (8) temos que
0— A(Q'B)A — ker(1) — 0

é uma sequéncia exata, ou seja, A(Q'B)A ~ ker(w) e portanto, a se-

quéncia [Z.4]

0—AQ'B)A—-A®A - AR A —0

é uma sequéncia exata de A-modulos & esquerda.
|

Demonstrado esse fato, seguimos agora com mais alguns re-
sultados da teoria de extensoes homogéneas principais. Tais resultados

se fardo tteis no decorrer do Capitulo [l
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Teorema 2.33 Seja A uma extensdo homogénea principal de B. En-
tao A ¢ fendida se, e somente se, existe um morfismo de B-mddulos a

esquerda ¢ : A — B inversivel por produto de convolugdo.

Demonstragao: (=) Seja A uma extensdo fendida, entdo existe um

morfismo v : A/J — A inversivel por convolugdo. Definimos:

Yv: A — B
a o (@) i=sy(a) = o (11 ©7) o pla).

Claramente v é morfismo de B-moédulo & esquerda, pois s 0
é. Mostremos entao que é inversivel por produto de convolugao.
De fato, tomamos ¢ : A — B dada por ¢(a) := > v(m(ag)))S(a))-

Notamos que ¢ esta bem definida, pois, para todo a € A,

p((a)) = p(Xy(rlaq))S(ae)))
= Y r(v(r(aw))))p(S(ae)
= Y ((v®1asy) o Alr(aq))))p(S(ae))
= Y (v(m(aqn))) ® m(ac))(S(ag)) @ 7(S(a)))
= 2 v(m(aw)))S(aw) @ m(ae)m(S(ag)))
= Y v(m(aqw)))S(ae) ®1ass

p((a)) ®1ass

)
)

Por fim, para todo a € A, temos que

b *P(a)

S v(aqy)d(ac)

2 aa)¥(m(a))v(m(as)))Sac))
Yo amyn(e(a)))S(aes))
>-n(lk)a@)Sla@) = noe(a)
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o(
(

s a(l)

am)¥(a))
)S(ay)aeF(m(aw))
(m

(0
0
Y A (m(ag))

)
)

I
3MMM

(
(
(m(aq)
oe(a).

(<) Para mostrarmos a construgdo do morfismo fenda, 7, a

partir do morfismo v, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.34 Sejav : A — B como no teorema acima. Entdo para todo

a€ Aetodobe B,

> h(baya)be) = (b)d(a).

Demonstragao: Pelo Lema [227, sabemos que para todo b € B,
> by @bz € A® B. Assim, para todo a € A e b € B, temos

e)d(a) = Yebe(an))d(ac)
= ZE( (1)a(1))¢(b(2)a(2))w( )
= Y dbayany)be)(ae)d(ags))
= Y w(baya))ban o e(acz))
= Y 0(ba)a)be)-

Portanto, podemos definir o morfismo

v: A)J — A
m(a) = y(a):= (¥ *La)(a) = Y P(aq))a)-
Para vermos que 7y esta bem definido, lembramos que A é uma
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A/ J-extensido homogeénea principal, logo, pelo Teorema229] J = B+ A

e segue que para todo ba € BT A,

ba)) = P(bayan)baae) = Y e(0)d(ag))ae) = 0.

Ainda, v é colinear, pois

(poy)(m(a)) = amy)ae)

ay))pla))

ay) ®1a,5)(1a @) o Alaz)))
(

amy) ® lays)(a@) @m(ag)))

> p((
> p(d( )
= X® (

> (¥

Y(ag))a) @ (ag))
y(m(aqy)) @ m(ag)).

(
(

2.
= X

Por fim, com o auxilio do morfismo 7 : H — A®p A definido

na Sec¢ao 231l ap6s o Lema 223, podemos definir um morfismo

¥: AlJ — A
m(a) = (La*rP)(n(a)) = 32 S(aw))P(a),

em que 7(m(a)) = S(ag)) ®p a(z), e claramente

YrF=mnoe=7Fon.

|
A existéncia do morfismo 1) dado no teorema acima nos remete

a seguinte definicao

Definigao 2.35 Dizemos que B C A € uma extensao cofendida se, e
somente se, existe um morfismo de B-mddulos a esquerda ¢ : A — B

inversivel por produto de convolu¢do, chamado morfismo cofenda.
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Ja vimos anteriormente que podemos considerar o morfismo
7 unital, ou seja, y(14,7) = 14. Vejamos que o mesmo pode ser feito
com o morfismo ¥ quando A é uma A/ J-extensdo homogénea principal.
De fato, dado 1Z : A — B um morfismo cofenda, baseando-
nos no processo que torna -y um morfismo unital, basta definirmos o

morfismo
Yv: A — B

a v Y(a)=Pa)p(la)
que claramente € um morfismo de B-mo6dulos & esquerda, unital, e
inversivel por produto de convolucio, com iversasa dada por ¢ : A — B
por $(a) i= d(14)0(a).
Héa ainda um lema dizendo-nos que os morfismos v e 1) podem

ser conormalizados, tornando-os counitais. Vejamos.

Lema 2.36 Seja A uma A/J-extensiao homogénea principal de B. En-
tao podemos conormalizar os morfismos vy e, respectivamente chama-

dos de morfismos fenda e cofenda, tornando-os counitais.

Quando tratamos de algebras, codlgebras, algebras de Hopf,
dentre outras estruturas ja vistas no trabalho, estamos sempre bus-
cando meios onde podemos "dualizar" a estrutura dada. O processo
de conormalizacao também pode ser visto assim, como uma espécie
de dualizagao do processo de normalizacao. Quando normalizamos um
morfismo, pensamos no seguinte diagrama:

1H®1kH®k’Y®(7°n)A®A © A,

em que H = A/J e B C A como no enunciado do lema, o que remete-

nos ao seguinte diagrama "dual"
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H—2geon Y 4= 4.

Demonstragao: Baseado no exposto acima, dado 7 : H — A um

morfismo fenda, unital, definimos

v H — A
h = S e@ha)Flhe)

que estd bem definido e permanece unital. Vejamos que v é colinear e

counital respectivamente. Seja h € H, entao

po~y(h) >
S e(F(hay))p(A(h2))
= Y e((ha)))d @ In) o Alh)
> e(A(ha)A(he) @ h)
Y v(hy) @ hiy = (@ Im) o A(h).

E é counital, pois para todo h € H

gaoy(h)

I
)
S
™
ES
—
)l
—~
>
-
N
~—
=) =)
—~
>
®
~—
~—

I
™
hS

I
)
S

Por fim, « é inversa por produto de convolu¢ao do morfismo

5 H — A
h = F(h) =Y F(ha)eA(he))).

Portanto, v : H — A é um morfismo fenda, unital, counital,
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colinear e inverso por produto de convolucao.
Por processo anélogo, vemos que dada 9 : A — B um mor-

fismo cofenda, unital, podemos conormalizé-la, definindo o morfismo

v: A — B
a — )= 9(an))@(a)),

que ¢é unital, counital e inversivel por produto de convolugdo. A saber,

¢v: A — B
a — Pa) =Y eW(ha)d(ha)-

Resta mostrarmos que v é morfismo B-linear & esquerda.

Para todo a € A e b € B, temos

P(ba) = b2ya(2)))
baye(bsy)acz)))
b2ya(2y))e(bes))

b)a(2))bs))

=

bayaq))e(
bayay)e(
bayaq))e(
bayaq))e(
(
(
(

I
MMM
SRS

ba(l))s(i
(a(l))g@

[wpl
<)

Corolario 2.37 Seja A uma A/J-extensao homogénea principal de B.
Entao sao equivalentes:

(i) A é uma extensdo fendida;

(ii) A é uma extensao cofendida;

(iii) Existe um morfismo unital, counital, inversivel por pro-
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duto de convolugdo e A/J-colinear a direita
v: AT — A

(iv) Existe um morfismo unital, counital, inversivel por pro-

duto de convolucao e B-linear a esquerda
Y:A— B.

Conseguimos ainda uma correspondéncia 1 —1 entre a familia

de morfismos fenda « e a familia de morfismos cofenda 1 dada por

CZ CZA/J,A — CCZA7B
v = () =5y = po (Ia®7) o pla),

e inversa dada por

x: Ccap — Clajja
v = x(@)((a) = (@ x Layg)(a).
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Capitulo 3

Uma bialgebra que admite
extensao de Hopf-Galois é

uma algebra de Hopf

Neste capitulo veremos como as extensoes definidas no Capi-
tulo 2 influem na construcido de algebras de Hopf, se considerarmos
as mesmas definidas sobre bidlgebras. Nosso objetivo é construir um
morfismo S, chamado de antipoda, que é o inverso por produto de
convoluc¢ao do morfismo identidade.

Notamos que nas defini¢oes sobre extensoes, dadas no Capi-
tulo 2, em nenhum momento foram determinadas condi¢oes que exigis-
sem a existéncia da antipoda, assim sendo, reconsiderar essas defini¢oes
no conceito em que H é uma k-bidlgebra pode ser feito sem problemas.
Um fator interessante a se considerar é que a idéia de extensao mais

geral acaba levando a algebras de Hopf de novo. Além de H ser uma
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k-bialgebra, neste capitulo, consideramos que k é um anel comutativo
com unidade, e ndo um corpo como no restante do trabalho, A e B sdo

k-algebras, em que B C A é uma k-extensao.

Lembramos que, pelo Lema 77?7, dado um morfismo inversivel
por convolucdo v : H — A, com inversa 1, e um morfismo de algebras
¢: A— A®H, a composta ¢o1) é inversivel por produto de convolucgéo,
com inversa ¢ o .

Os préximos dois resultados comegam a dar base para a cons-
trucao do morfismo S. Neles, relacionamos a nogao de extensdao, ou
seja, o fato de A ser um H-comodulo dlgebra, com a nocao de integral
total (Defini¢do [[52] Subsecao 611 Capitulo [), ou seja, a existén-
cia de um morfismo ¢ : H — A de H-comoédulo & direita, ou ainda,
paod = (p® Iy)oA. Notamos que a nogao de Integral é diferente
do morfismo fenda, uma vez que o morfismo ¢ ndo é necessariamente

inversivel por produto de convolucao.

Lema 3.1 Seja ¢ : H — A um morfismo de k-mddulo. Se ¢ é uma

integral total sobre H entdo pa o ¢ = (i1 0 @) x 1o, em que:

i1: A — A®H m: H — AQH
a — a®lyg h — 14®h.

Demonstragao: Como ¢ é uma integral total sobre H, sabemos que

paod=(6®1Ir)o Ay, logo

pacd(h) = (¢®Ig)olLp(h)
> od(h1) ® ha.

Por outro lado,
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(i1 © @) 10 (h) (3o (in 0 @(ha)) © mo(ha))
> 1((@(h1) ® 11) @ (14 ® ha))
(

> é(h1) & ha.

(
(

E portanto, vale a igualdade.

Proposigao 3.2 Seja ¢ : H — A um morfismo de k-mddulos, tal que
¢ € uma integral total inversivel por convolu¢ao sobre H, ou seja, um
morfismo fenda, entao:
(i) O morfismo ng dado acima € inversivel por convolugio;
(ii) Se existe um morfismo de dlgebras o : A — k, entdo Iy

€ inversivel por convolugado.

Demonstragao: (i) Vimos acima que p4 o ¢ = (i1 0 ¢) * 9. Como
¢ é inversivel por convolugao e p4 e i1 sao morfismos de algebra, pelo
Lema ??, temos que p4 © ¢ e i1 o ¢ sao inversiveis por convolugao e
segue que 1) é inversivel por convolugao.

(ii) Notemos que (a® Ig)ong = Iy, logo, Iy € invertivel por
convolucao usando (i).

|

Um resultado imediato que tiramos da proposi¢do acima é
que se H é uma extensao fendida sobre H, entao H é uma algebra de
Hopf, pois H°¥ = k neste caso.

O proximo corolério é um caso particular do principal re-
sultado desse trabalho, o Teorema B.5] que seré provado mais adiante.

Nele consideramos que a extensao dada é fendida, o que é um resultado
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mais forte do que trabalharmos com extensoes de Hopf-Galois, como

observamos no Teorema [2.2T] Secao 2311

Corolario 3.3 Se A é H-fendida e k-fielmente plana, entdo H é uma
dlgebra de Hopf.

Os proximos resultados, assim como o ultimo lema deste
capitulo, dao os passos finais para a demonstracdo do teorema. O
primeiro trata de algumas propriedades de extensoes de Hopf-Galois
nao tratadas no Capitulo 2. O ultimo, mais técnico por exigir apenas
a condicao de codlgebra ao invés da habitual k-bidlgebra que estamos
considerando neste capitulo, estabelece uma propriedade importante
sobre k-algebras fielmente planas, justificando o porqué desta condigao

aparecer como hipotese do teorema.

Proposigao 3.4 Sejam H uma k-bidlgebra, E uma k-dlgebra, B C A
uma H-extensao de Hopf-Galois e o : A — E um morfismo de dlgebra,

onde E € um A-bimddulo com estrutura dada por:

a-z=ala)r e x-a=zxala), para todoa € A, e todo x € E.

Entao aplicando o funtor Homp-(—, E), em que B~ é uma
nota¢do para B-mddulo d esquerda, em can : A Q@ A — A® H temos

que
w: Homp-(A® H/E) — Homp-(A®pA,E)

f = focan,
€ um isomorfismo de B-mddulos a esquerda. E também, temos que
m: Hom(H,E) — Homp-(AFE)
f - m(f),
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em que 7(f)(a) =3 a(a®)f(aM), é um isomorfismo de B-bimédulos.

Demonstragao: Mostraremos primeiro que w é um isomorfismo de
k-médulos, demonstrando a injetividade e a sobrejetividade. Notemos

que w é claramente um morfismo de k-modulos.

Seja f € ker(w) entao
0=w(f) (Zai ®bi) para todo Zai ®b; € AR A.

Vejamos que f = 0.

De fato, para todo > a; ® h; € A® H,

fo(canocan™) (3> a; @ h;)
= focan(can™ (3 a; @ h;))
) (can=" (S a1 @ h)) = 0.

f (> ai ®hy)

Seja agora ¢ € Hompg- (A ®p A, E). Definamos o morfismo
v:=1ocan~! € Hom(A® H, E). Dai

wy) =w@ocan™) = (Yocan ') ocan = o (can™' o can) = ¢

como queriamos.

Por fim 7 é um isomorfismo de B-bimoédulos. Para tanto, con-
sideramos as estruturas de B-bimo6dulo em Hom(H, E)e Homp_(A, E)
dadas por (b1 fb2)(h) = b1 - (f(h)) - b2 e (b1 f'b2)(a) = f'(aby) - by res-
pectivamente, para todo b1,bo € B,a € A, h€ H, f € Hom(H,E) e
todo ' € Homp-(A, E).
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Notemos que 7 estd bem definida pois

(ba)( @) f((ba)M)

b(O))a( 0)) f 1)a(1))

= a(0)(X a(a®)f(aM))
m(f)(a

m(f)(ba)

>
>

«

(
(

(
)

|
@‘

)

para todo f € Hom(H,E), ac€ Aebec B = A®H,

E 7 é um morfismo de B-bimédulos, pois

(3 a©@)(by - f - by)(aM)
a(a)a(by) f(aD)a(bs)
o(a@b) £ (@b )ar(by)
= @(f)(ab) - by

= by -7(f) - b2(a),

m(br- f - b2)(a)

2
2

para todo f € Hom(H,E), a € Ae by, bs € B.
Ainda, seja f € ker(r) entdo 0 = 7(f)(a) = > a(al®) f(a)

f(h) = a(la)f(h)
= wa® f)(la®h)
= pla® flecanocan=t(14 ® h)
= pla® ) L(h)ri(h)© @ ri(h)™
= Ya(li(h)ri(h)©) f(ri(R)™)
= Y a(li(h)alri(h) ) f(ri(h)D)
= a(li(h)w(f)(ri(h)) =0,

para todo h € H, em que > l;(h) @ r;(h) = can™'(14 ® h) dada na
Observagao 212, o que implica 14 @ h = 3" 1i(h)r;(h)© @ r;(h)M.
Por fim, seja F' € Homp_(A, E), definamos F:A®9A—E
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dada por F(a®b) =Y a- F(b). Como F € Homp-(A® A, E) entdo

existe [ € Homp-(A® H, F) tal que Focan=F.
Assim, defina f : H — E tal que f(h) = F(14 ® h), dai

T(f)a) = Yaa®) faV)
F

= F(Xad%@dV)
= F(1A® )
= F(a).

Portanto 7 € um isomorfismo de B-bimé6dulos como queriamos.

Teorema 3.5 Seja H uma k-bidlgebra e A uma extensiao H-Galois a
direita de B = A°H tal que A € k-fielmente plano sobre k. Entdo H ¢é

uma dlgebra de Hopf.

Demonstragao: Queremos ver se existe S : H — H inversa por

convolucgao de Iy . Para tanto, consideremos

S: H — AR H
ho— S L(h)Ori(h) @ 1;(R)M)

Mostremos que o morfismo 7y dado por ng(h) = 14 ® h visto

no Lema [B] é o inverso por convolucdo de S. Ou seja, temos de ver

que:
(@) S Li(ha)) Ori(hay) @ Li(ha)) Vhe) = e(h)1a @ 1g.
(b) S 1i(h(2)) Ori(h2) ® hayli(ha) = e(h)1a @ 1g.
Para (a) usamos o Lema [2.16] itens (ii) e (iii), ou seja, as
equagcoes

> Li(h)ri(h) = £(h)1a
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> ui(h) RO @ri(h) D = "1i(ha)) @ ri(ha))  he,
respecivamente, juntamente com a aplicacao

b: AA®H — A®H
rRyoh — 2Oy,

S lilhay)Ori(hay) @ L) Phe = ¢ (X (b)) @ rilha)) © b))
Wy (S uh) @ rs(h)© @ ri(h)D)
= S L(R)Or(h) O @ 1;(h) Py (h)M
p(>_li(h)ri(h))
2 pleh)ia)
e(h)la®1y.

Para (b) usamos a Proposi¢ao 3.4} considerando £ = A® H,

juntamente com o morfismo

can': ARQA — AR H
r@y — YOyl

e a equacio (i) do Lema[ZI6 ou seja, S aDl;(aM)@7;(aM) = 14 ®a.

Definamos

f: H - A®H
ho = S Li(h)Ori(ha) @ hayli(he)D

eainda g : H - A® H por g(h) = e(h)l4 ® 1g. Vejamos que para
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todo a € A, w(f)(a) = w(g)(a) . De fato,

m(f)@) = XaPf@h)
= Y aOL(al)Oriafy) @ af)lial) W
57 aO%(a®)Or; (a®) @ aW;(a@)D)
Z(a(o)li(a(U))(O)ri(a(U) ® (a(O)li(a(l)))(l)

= a®1Ha

—
Z

notemos que () é verdadeira desde que apliquemos o morfismo can’

em (i) do Lema [2.T6] pois

a®ly = can’'(la®a)=can’ (3 a%i(aV) @ r;i(aV))
= Y(aWl(aqy)Vrilaq)) @ (@Oli(am)®.

Por outro lado,
m(9)(a) = >_a®g(aV) =} aPe(@)1a@ 1y =a® 1a.

Assim, 7(f)(a) = 7(g)(a) para todo a € A, como queriamos
e segue que f = g pois ™ € um morfismo injetor.

Portanto §*n0 =NAQHOCEH =10 *§, onde nagy € a unidade
em A® H. Logo, aplicando o Lema[3.6] temos que Iy : H — H & inver-
sivel por convolucdo, e portanto sua inversa, S, serd o que entendemos

por antipoda da élgebra de Hopf, o que nos diz que H é uma &lgebra

de Hopf.

Lema 3.6 Seja C' uma k-codlgebra, H uma k-dlgebra e um morfismo

de k-mdodulos f : C — H. Se existe uma k-dlgebra k-fielmente plana A
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tal que
f: cC — AR H

¢ — 1a® f(o).

€ inversivel por convolucao, entdao f também € inversivel por convolugdo.

Demonstragao: A idéia da demonstracdo é encontrarmos um mor-
fismo g: C — H tal que fxg=ngoecc =gx* f.
Para tanto, como H pode ser visto como um k-médulo, usa-

remos o Lema [Z8 que nos diz que

o m
0—-HSAQH=AQAQH

72

é exata. Ou seja, H é um equalizador de 17 e 72, onde ng(h) = 14 ® h,
ma@h)=a®la@hemna®h)=14Qa® h.

Sendo § a inversa por convolucio de f, notamos que 7y 0 g é
inversa de n; o f e que 12 0 g € inversa de 12 © f pelo Lema 77, e que
i) f: N2 © fo que implica 71 0 g = 12 o g pela unicidade da inversa.

Dai, pela propriedade universal do equalizador, existe Gnico
g: C — H tal que g = ngog. Mostremos que g é inversa por convolugao

de f. Notamos primeiro que

~

9= f(c)
= 1 (Xgw) @ flee))
Yo u((1a®@gley)) @ (1a® flea))))
2 1a @ glew)) flee))-

E(C)1A® 1y

O que implica em no(e(c)1m) = no (3 g(c1)) f(c(2))) e como
7o € injetivo, segue que g é inversa por convolugao & esquerda de f.

Analogamente, obtemos o resultado & direita e portanto, g é inverso
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por convolugao de f.
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Capitulo 4

O grupo quantico

A<SL627TZ/3(2>)

Neste capitulo introduzimos o grupo quintico A(SL4(2)).
Mostramos sua estrutura de algebra de Hopf e construimos as condi-
¢Oes necessarias para que A(SL,(2)) seja uma extensdo de Hopf-Galois
fielmente plana. Ainda, se considerarmos o subgrupo quéntico (das
matrizes triangulares superiores) de Borel de A(SL,4(2)), vemos que o
quociente A(SLy(2))/(T21), em que To; é um dos elementos geradores
do grupo quéntico A(SLy(2)), é uma extensdo de Hopf-Galois fendida,
e assim, conseguimos calcular explicitamente o cociclo e a coagao de-

terminando uma estrutura de produto cruzado sobre A(SL4(2))/(T21).

Ao longo deste capitulo, todos os espacos vetoriais consider-

ados serdo sobre o corpo de base C.
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4.1 Calculo Quantico

Consideremos a seguinte expressao:

f(@) = f(zo)

T—x0

Quando z se aproxima de xg, o limite, se existe, é o que
conhecemos usualmente por derivada. Porém, se definirmos = = gxg
(g-célculo) ou z = ¢ + h (h-calculo), onde ¢ # 1 e h # 0, e nao
tomarmos o limite, entramos no estudo do céalculo quantico.

Para o nosso trabalho, consideramos a teoria do g-calculo,
uma vez que 0s grupos quanticos e suas representagoes estao direta-
mente relacionados com essa teoria.

Nos restringiremos a abordar apenas os resultados necessarios
ao Capitulo 4, coeficientes ¢-binomiais e a defini¢do de ¢g-determinante,
porém, ressaltamos que a teoria do ¢-cilculo é ampla, se extendendo
desde g¢-diferenciacao e g-integracao até g-polindmios ortogonais. In-
dicamos [16], [I7] e [18] como referéncias.

Estabelecemos primeiramente o que é um g-nimero e um g-

fatorial, respectivamente,

k
1
(k)q ::1+q+q2+---+qk+1=qu, ke, k>0
(@—1)(@* 1) (¢" - 1)
(¢ —1)*

Assim, definimos o que é um coeficiente g-binomial pela for-

(k)g! = (1)q(2)q - (k)qg = , (0)g! =1
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A idéia de coeficientes ¢g-binomiais s&o uma espécie de genera-
lizagdo da teoria de coeficientes binomiais. Assim, a primeira pergunta
que surge é se podemos estender a idéia do bindémio de Newton para

esse novo conceito, ou seja, é valido que

k
k
(u+ v)* :Z uloFt

=0 l
q

A resposta para a questao é sim, desde que vu = quv, mas
para mostrarmos, precisamos ver antes um outro resultado que também

pode ser generalizado,

n n—1 | n—1
k kE—1 k
q q q
De fato,
n—1 n—1 (n—1)g! k (n—1)g!
T+ _ +q*
k—1 k (k= 1Dgl(n = k)q! (F)g!(n —k —1),!
q q
(n—1), k

= k —k

_ (n— 1)(1' qk - +qkqn_k
(k)g!(n —k)g! \ ¢ —1 g—1

(1), qn—l)
Bl — k)l \q—1

_ (n—1)4!(n)q! _ (n)q!
(B)g!(n —k)g!  (n)g!(n — k)g!

_ n

. .
q
k k
A partir disso, provamos que (u + v)* =3 uloht
1=0 l
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por indugao.

Claramente o resultado vale para k = 1. Supomos vélido para

k. Dali,
(w+ o) = (utv)(ut o)
k k
= (u+t+v ulvk=1
(uto)| X
=0 l
q
® Zk: k ullypk—l4 Zk: k grulokF 1=t
1=0 l =0 l
q q
= Wty k wlok+i=ly4 Zk: GruloR 1=l 4 gkl
=1 I —1 =1
q
. k [k Lyk+1—1 k+1
= w4 > +q u'v +v
=1 -1 l
q q
k
= Wty k+1 wlok—l 4 k1
=1 l
q
_ kil k+1 1L
=0 l

q

em que (*) é valido pois vu = quv.
Por fim, definimos o conceito de g-determinante de uma ma-

triz, a saber,

Ty Ti
qdet = T1Tee — qT12T51.

Tor Too

4.2 A(SL,(2)) como &algebra de Hopf

Nesta segao, introduzimos a estrutura de algebra de Hopf

sobre A(SL4(2)). Como algebra, A(SL4(2)) é dado pelo quociente da
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algebra livre C{T11, T12,T21,T22} por um ideal I, em que I é o ideal

gerado pelas relagoes:

T11T12 = qT12T11, T11T21 = qI01T11, Ti2T22 = qT22T10,

T12T51 = To1Th2, 121750 = q122T01, (4.1)

Ti1Tos — TooTh1 = (¢ — ¢~ 1) T12Ton,
T11Tos — qT12To1 = TooTy1 — ¢ " ThoTor = 1, (4.2)

em que ¢ € C\ {0}. Na proxima se¢do, veremos que as relagoes @Il e[d2]
nao surgem do nada, na verdade, as mesmas aparecem se pensarmos
nas matrizes quanticas M3 (C) = C{T;;} como tranformagoes lineares
do plano quéntico C,[z,y] = C{z, y}/(zy — qyz).

Vejamos que existe uma estrutura de algebra de Hopf sobre
A(SLy(2)). De fato, definimos um morfismo sobre {T41,Th2, 71, T22}

por:

A {Ty1,Ti2, o1, To} —  A(SLy(2)) ® A(SLy(2))

2
Ti i — Tik & Tkj.
k=1

Pela propriedade universal da algebra livre, temos

At C{Ty;} — A(SLy(2)) ® A(SLe(2))
2
T;; — Tir ® T,

k=1

morfismo de algebras. Provemos que A satisfaz as relagoes @I e @2).
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De fato, vejamos que K(THTH) = fA)(qung), as outras relagoes sao

analogas.
AT Tio) = A(Ty)A(Th,)
2 2
= (X T ®@Tr1) (Y. Tk @ Tha)
k=1 k=1

= (T11 ®@Ti1 +Ti2 @ To1)(Thi1 @ Tha + Tho @ Tho)
= TnTn @TiuTi2+Ti1Ti2 @ Ti1Toe + Ti2T11 @ To1Th2+
+T12Tho @ To1Thss.

Por outro lado,

o~

A(qTh2T11)

gA(Tr2)A(T1)

= q(T11 @ T2 + T2 @ Ta2)(T11 @ T11 + T12 @ To1)

= qT1T1 ® TiaTh + qT11Ti2 @ T12To1 + qT12T11 @ TeoT11+
+qT12T12 @ TooTo1.

O que implica em K(TllTlg) = /(\A) (qungl).

E portanto, existe

A A(SLy(2) — A(SLy(2)) ® A(SLy(2))

2
Ti i — Tik & Tkj.
k=1

Mostremos que esta estrutura satisfaz o diagrama da comulti-

plicagdo dado na Defini¢ao[A22] Seja T;; € A(SLy(2)) e I aidentidade
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em A(SL,(2)), dai

2
=1

2
(> T @ Tiy) @ Ty,
1

I
M

I
-

o

2

3 T @ Ty ® T
1k=1

|
M

Por outro lado,

[ V)

~—
|
~

®A(E il ®T’lj)

,_.

I I
PeT D
s

(Z T @ Tiy)

Ty @ Tk @ Ty

Il
-

Il
-
B
I
-

E portanto, AQI)oA(T;;) = (I®A)oA(T;;) como queriamos.

Do mesmo modo, definimos a counidade sobre {111, T12, T21, Teo }
por:
e AT, T2, To1, T2}y — k
Tij = 0

Pela propriedade universal da algebra livre, temos

g1 C{Ti,Ti2,To1,To2} — k
Tij g 6i,j7

morfismo de 4lgebras. Provemos que € satisfaz as relagoes (£1]) e ([@2)).

De fato, vejamos que £(T11712) = /(\6)(qT12T11), as outras relagoes sdo

analogas.

E(T11Th2) = E(T11)e(T12) = 0 = E(T12)E(T11) ZZE)(quTu)
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E portanto, existe

e: A(SL,(2) — k
Ti‘ = 5@]"

Mostremos que o mesmo satisfaz a comutatividade do dia-
grama da counidade, conforme Definicao [A.221 Seja T;; € A(SLy(2)) e
I aidentidade em A(SLy(2)), dai
2
(E & I) o A(TU) = E®I(Z Ty ®le)
I=1
e(Tu) ® Ty

Il
M

~

1
= du®Ty =Ty,

2
(I®e)oA(Ty) = I® e(lZ Ty @ Tij)
=1
2

= Y Tu®e(Ty)
i=1

= Ty ® 6, =Ty,
ouseja, (e®I)oA=(I®e)oA.

Portanto, A(SLy(2)) possui uma estrutura de bidlgebra. E
sobre A(SL4(2)) damos uma estrutura de algebra de Hopf definindo a

transformacao linear

S A(SL4(2)) — A(SLy(2))

11 — Too
JAT = —q T
T = —qTy
T2 — 11
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E facil vermos que o mesmo preserva as relacoes E1] e E2] e
portanto estd bem definido. Vejamos que é o inverso por produto de

convolugdo do morfirmo identidade I4(sz,(2)) : A(SLq(2)) — A(SLq(2)).

Seja (T3j)i jeq1,2y @ matriz dos geradores de A(SLy(2)). Vi-
mos que A((Ti5)) = (Tij) ® (Ti), assim,

S Iasr,2)(Ti)) = n(S® Lasr,2))(Ti) @ (Ti;))
ulS((T35)) @ (Ti5)]

Ty  —q 'Tho @ Ti1 Tio
—qTx Ti Tor T
TooTiy — ¢ ' TioTor TooTha — g~ ' TioTho
—q1o1 T +TiTo1 —qIo1Th2 + 1122
1 0
0 1

I

=e((T3))1a(sL,(2))-

Analogamente, IA(SLq(Q))*S((Tij)) = 5((Tij))1A(SLq(2)). Por-
tanto, S satisfaz o axioma da antipoda, e assim, ¢ um anti-homomorfismo

de algebras.

Finalizamos essa se¢do abordando o grupo quintico A(SL4(2))

quando ¢ = 1. Neste caso, temos

A(SL4(2)) — A(SL(2,0)),

qg—1

em que A(SL(Q,C)) = (C[Tll,Tlg,Tgl,TQQ]/<T11T22 — T12T21 — 1> éa
algebra de fungoes coordenadas do grupo de Lie SL(2,C). A estrutura
de bialgebra sobre A(SL(2,C)) é a mesma dada sobre A(SL4(2)) e a
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antipoda é dada pelo morfismo

S A(SL4(2)) — A(SLy¢(2))

T1 — T
JAD — =T
T2 — —T
T2 — Ti

4.3 Uma abordagem geométrica de A(SL,(2))

Antes de iniciarmos o estudo das extensdes sobre o grupo
quantico A(SLy(2)), abrimos um parénteses para vermos que as re-
lagoes definidoras de A(SL4(2)) ndo surgem do nada, na verdade, sabe-
mos que matrizes com entradas complexas agem como tranformacoes
lineares sobre espagos complexos. Assim, se pensarmos nas matrizes
quanticas em C{T;;} como transformagcoes lineares do plano quantico

Cylx,y], devemos ver que as relagdes LIl e surgem naturalmente.

De fato, definimos o plano quéntico Cylz,y|, pelo quociente
da algebra livre C{z, y} pelo ideal {(xy — qyz), em que g € C. Quere-
mos definir uma coagao da algebra livre C{T};}, com A e £ definidas

anteriormente. De fato, definimos

o {z,y} — C{T;}®Cyz,y]
x = T r+T2®y
Y — T @x+Theuy.

Assim, pela propriedade universal da algebra livre, definimos
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or: Clz,y} — C{Ty;} ®Cylz,y]
T — Thr+T®y
y — T z+Te y.

Vamos reduzir 07, a uma coagio de um quociente de C{T};}

sobre C,[z,y], forcando que oL satisfaca a relacdo

61.(x)0L(y) = qdL(y)oL(x). (4.3)

Para que isto ocorra, teremos na verdade que reduzir também

o contradominio, obtendo uma aplicacao
or : Colz,y] — A(SLq(2)) ® Cyl, yl,

isto é, uma coacdo de A(SLy(2)) sobre Cy[z,y].

Analogamente, definimos uma coagdo a direita de A(SL4(2))

sobre C,[z, y]

dr: Cylr,y] — Cylz,y] @ A(SLy(2))
x = @1 +yQTh
Y = x®Te +y®The,

que satisfazendo a igualdade

Sr(7)or(y) = q@0r(y)or(x), (4.4)

Vejamos que o contradominio de fato precisa ser restrito, na
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definicdo de 0y, e dr dados acima. Da equacéo temos que

01 (2)31(y) = 4dr(y)dL ()

> Tnue@e+Teey)(Tn@r+Th Qy) =

=q(T1 @x+Tney)(Th @r+Tz2®yYy)

= T11To @ 22 + T11Toe @ vy + TioTo1 @ yx + Ti2The @ y2 =

= ¢TI0 T @ 2% + qTo1Ti2 ® zy + ¢To2T12 @ yx + qTooT11 @ y?
= TiTn @ 2% + T Toy @ xy + q~  T12To1 @ wy + TioToy @ Yy =
=TTy ® 2% 4 T Tha @ xy + TooTiy @ xy + qT2Th2 ® Y2

E portanto, temos que

T11T51 = qT51Thy;
T12T52 = qT22T12;
Ti1Too + ¢ 19T = TooTh1 + qTo1Tho. (ii)

Em que a dltima equacgao implica em

T11Tos — TooTh1 = qTo1Tho — ¢ ' Tio T

E da equagio 4] temos que

0r(@)0r(y) = 40r(y)r(2)

= @Tn+yeTn)(z@Tie+y®Tyn) =

=qr@T2+y @ Te)(x @T11 +y @ To1)

= 22 @ T Tz + yz @ ToyTha + xy @ TiiTos + y* @ ToThg =

= qr? @ TyoT11 + qry @ TioTo1 + qyz @ TooTh1 + qy? @ TooToy
= 2> @TuT+q "oy @ ToTis + 2y @ TiiTes + y* @ To1Thy =
=22 @ qT12T1 + quy @ TioTo1 + xy @ TooTh1 + y* ® qTo2To1.
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E portanto, temos que

T11T12 = qT12T11;
T21To2 = qT2T01;
Ti1Too + ¢ o1 T = TooTh1 + qTh2T01. (i)

Em que a dltima equagao implica em

T11Tos — TooTh1 = qT12To1 — ¢~ ' To1 Tho.

Por fim, de (i) e (ii),

qTo1Ti2 — ¢ ' T1oTor = qThoTo1 — ¢ o1 The
= (q+q ") To1Tio = (¢g+q¢ HTi2Tx
= T51T12 = Ti2T5.

Logo, dadas as coagoes de C{T};} em C,[z,y], vemos que as
relagoes ] e sdo satisfeitas. Seja § o ideal gerado pelas relagbes
de 6, e oz, definimos a algebra de Hopf A(SLy(2)) pelo quociente
C{T;}/3.

4.4 A(SL,(2)) como extensao de Hopf-Galois

fielmente plana

Iniciamos esta se¢ao vendo algumas propriedades algébricas

do grupo quantico A(SL,(2)).

Com base no que foi desenvolvido na Se¢ao 1] vemos que
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O seguinte resultado sera frequentemente usado no decorrer
do trabalho. O mesmo estabelece uma base para o grupo quéntico

A(SLy(2)).

Lema 4.1 O conjunto {T7\ 17575, T15T5,T5, : m,r,s € No,n € N} é

uma base para o espago vetorial A(SLq(2)).

Demonstragao: Usaremos o Lema do Diamante dado no Apéndice
Defina X = {T41,T12,T21, To2} e coloquemos as relagoes definidoras de

A(SL4(2)) no sistema de redugoes
S:{Jla 02, 03, 04, 05, 06, U7}a

em que o1 = (T12Th1, ¢ ' T11The), 02 = (T12To1, ¢~ (T11To2—1a(sL,(2))))s
o3 = (To1Th1, ¢ ' T11To1), 04 = (To1Tha, Th2T1), 05 = (To2To1, ¢~ To1Th2),
06 = (ToaTh1, ¢ ' T12T21 + 1a(sL,(2)) € 07 = (TeaTh2, ¢ 'T12T22), de
forma que a &algebra X coincida com a algebra A(SL,(2)).

Notamos que 8 = {T}, T/, T T}, com i =0oul =0, ¢éo0
conjunto dos polinémios irredutiveis sobre S e portanto, uma base para

C(X) . Ainda, sobre X' definimos uma ordem dada por

Ty < The < T2y < T
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e para monomios A, B € (X), dizemos que A < B se o comprimento
de A é menor que o de B (I(A) < I(B)), e no caso em que [(A) = (B),
usamos a ordem lexografica em X'(4),

Essa ordem é uma ordem total de semigrupos, compativel
com S e satisfazendo a condi¢do de cadeia descendente.

Resta mostrarmos que todas as ambiguidades de S dadas

abaixo sao resoluveis:

1) (02,03, T12,T21,T11) 2) (02,04, T12,To1,T12)
3) (04,01,T21,T12,T11) 4) (04,02,To1,T12,T21)
5) (05,03, T22,To1,T11) 6) (05,04, T22,To1,T12)
7) (o7,01,T22, T2, T11) 8) (07,09, T2, T12,T11)

Resolvamos a ambiguidade 1), ou seja, devemos ver quem sao

r1, 71 tais que
r1((q~ (TuTa2 = Lacse,2))))Ti1) = 71 (¢ TiaTui Toy).-

De fato, basta tomarmos r1 = 77, 561, (5L,(2)) €71 = TLa(sry(2) 1T
que a igualdade sera verificada. De modo anélogo, vemos que as demais
ambiguidades também sao resolviveis. Entao, pelo Lema do Diamante,
temos que [ é uma base para A(SL4(2)).
|
Deste momento e até o fim do trabalho, especificaremos nosso

2mi/3  raiz cubica da unidade.

grupo quantico tomando g = e
Dai, aplicando este fato ao Lema Tl a A(T}) e a (u + v)*,
dado na Sec¢ao [l temos, respectivamente, os seguintes resultados:
1. A comultiplicagdo A nos elementos da base de A(SLy(2))

é dada através das seguintes formulas:
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p,r,s D r S N _ _
'A(TﬁTfQTQSl): > Tfl Tl)\QT{tlTlTQ NT281 "T5®
Apr=0 \ A I v
I a I — A\ b T — s —v
Tfl T3 TiT5 "1y "T53;
o klm k l m ol
— - m—v
o A(THLTT55) = TATy “Toy " T T3, Toy '@
Apr=0 \ A I v
q q q

TS T TR T T,
em que m € Z%, p,r,s,k,l € Z, q¢~? = ¢ e notamos que as relacoes
de comutatividade do grupo quantico A(SL4(2)) nao sdo utilizadas por
ao invés de facilitarem, acabarem dificultando os céalculos aos quais
dependemos dessas equacoes.

2. A(TJ;) = i Tk ® T,’fj, para todo k € 37Z, uma vez que
¢ =1 "

3.  (u+v)* = u¥ +o* para todo k € 3Z, uma vez que
¢ =1

A partir de agora construiremos as ferramentas necessarias
para vermos A(SL4(2)) como uma extensdo de Hopf-Galois fielmente

plana. Iniciamos vendo as seguintes defini¢oes

Definigao 4.2 Uma sequéncia de dlgebras de Hopf (e morfismos de

dlgebras de Hopf)
B—lsp—>H

2

€ chamada exata se, e somente se, j € injetivo e m € a sobreje¢ao

canénica sobre H = P/Pj(B")P, em que BT = B(\ker(e).
Definigcao 4.3 Uma sequéncia ezata de dlgebras de Hopf

B—l-p-—T"op

€ chamada estritamente exata se, e somente se, P ¢é fielmente plano a
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direita sobre j(B) e j(B) ¢ uma subdlgebra de Hopf normal de P, ou
seja, Pj(B)T = j(B)*TP.

Nossa idéia é construirmos uma sequéncia exata de algebras
de Hopf, em que P é o grupo quantico A(SLq(2)), B = A(SL(2,C)) e H
¢ dado pelo quociente A(SLy(2))/(T;} — di;). Para tanto, consideremos

o morfismo de Frobenius

Fr: A(SL(2,C)) — A(SL.(2))

) » i, € {12}
Ty = TG

Notemos que o morfismo F'r é injetivo. Seja = € ker(F'r),

entdo, x € A(SL(2,C)) e pelo Lema 1]

T = Z mn pTT1 11573, + Z Ba,rsTi5T51 T3,

dai,
Fr(z) = Fr(3 omnpTiTHT5 + 32 BarsTi5T5:T5)
_ Z Q. p mT3nT3;D 4 Z ﬂq ” 5T132(1T2 T’T3S
=0 = Z am,n,pTl 3nT3p + Z ﬂq r, 5 T S.

E como Y v pyTHTHETE €Y By s TihTs1 s, pertencem a
base de A(SL4(2)), segue que sdo L.I. e portanto, cum.np = Bgrs =0,
para todo m,n,p,q,r, s € N, o que implica em = = 0.

Ainda, ndo ¢ dificil vermos que T} € Z(A(SL4(2))), que

A(TE) = Z T3 © T3 e que (qdet(Ty;))* = det(T}}). Com isso, pelo

Teorema 5 1 de [22], a sequéncia

s

A(SL(2,C)) 2> A(SLy(2)) —2E= A(F) (4.5)
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é uma sequéncia exata de algebras de Hopf, em que A(F') representa o
quociente A(SLy(2))/(T3 — dij)-

Visto isso, a idéia é provarmos que A(SL4(2)) é uma A(F)-
extensao de Hopf Galois fielmente plana de Fr(A(SL(2,C))). Faremos
isto de forma direta, porém, este mesmo resultado pode ser obtido uti-
lizando a dualidade entre funcoes sobre grupos e as dlgebras envolventes
universais, para a demonstragao desse fato, indicamos ([1], Proposicao
3.4.5), ([1I7], Teorema IV.4.1, Proposigao 1.8.2), [19], [25], ([33], Obser-
vacao 1.2(1)), ([34], Teorema 3.3, Observacao 1.6(1)) e ([35], Teorema
1.3).

Iniciamos este processo, estabelecendo uma base para A(F)

a partir da base estalecida para A(SLy(2)) no Lema [£11

Proposicao 4.4 O conjunto {fflff2f§1}p7T7se{07172} é uma base para
A(F), em que fn = 7TF(T11), flg = 7TF(T12), fgl = 7TF(T21) e ainda,
Tao = mp(Thz).

Demonstragao: Das relacoes definidoras do grupo quantico A(SLy(2)),
vimos que T11T%2 — qT127%1 = 1, onde 1 é a unidade em A(SL,4(2)).
Dai, aplicando o morfismo 7r temos que fufgg — ﬁgfm =1o que

implica em Ti1Ts2 = 1 + T12T51, € como ffl =1, segue que
f22 = f121 (T—F flzle)-

Assim, como {(TT,T1,Ts,, T, THT5)} gera A(SLy(2)) pelo
Lema 1] ao projetarmos, é facil vermos que fﬁf{éfjl, para todo
p,r,s €{0,1,2}, gera A(F).

Mostremos que o conjunto {Tvﬁfﬁf;l}p’r’se{o’l,g} é linear-

mente independente.
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De fato, considerando a agao de A(F') sobre ele mesmo, defi-

nimos a representagao

X : A(F) — End(C3® ® C* @ C?)

dada por
X(Th) = J©ldy® Ids,
x(T12) = Q®N®Ids,
x(Ta1) = Q®Id3s®N,
0 0 1 1 0 0 0 0 O
emqueJ=1|1 0 0 [,@=| 0 ¢t 0 |, N=]1 0 0
0 1 0 0 0 g¢? 0 1 0

e Idz é a matriz identidade de ordem 3.

Seja > aprsfﬁfﬁf;l = 0. Aplicando a representacio x,
p.rs
temos que

OZZ prs JPQ"T @ N” @ N, (4.6)

p,7,s

pois

0 = x(X aprsTHTTT5:)
prys

= > O‘pTSX(fﬁ)X(flTQ)X(TQSl)

p,r,8
= 2 apsX(T11)Px(T12) " x(T21)*
p,T,S
= Y aps(J®Ids © Id3)P(Q ® N ® Ids)™(Q © Ids ® N)*

P78

= > aps(JP@IdE @ 1dE)(Q" ® N™ ® Id)(Q° @ Id§ @ N*)

P78

= Y apsJPQITT @ N" @ N&.

p,7,s
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Por outro lado, se considerarmos funcionais lineares
hF™ : M5(C) ® M3(C) @ M3(C) — C

tais que h*'"(A®@ B®C') := AoBioCymo, em que as linhas e colunas das
matrizes sao numeradas por 0, 1 e 2 ao invés da numeragao tradicional
1, 2, 3, para todo k,I,m € {0,1,2}. E aplicarmos h¥™ na equacio

E6 temos que

0 = pkim (Z Aprs JPQTH @ N™ @ NS> = apr T (PQTHRNTRNY).
p.rs py7ys
O que implica em ap,s = 0 para todo p,r,s € {0,1,2}, uma vez que
REIM (JPQTH5 @ N™ @ N*) = 81 0710ms-

Portanto {fﬁfﬁf;l} é um conjunto linearmente indepen-
dente como queriamos e segue que {Tvﬁf{éf;l}p’ryse{o’l,g} é uma base
para A(F).

|
Usando as mesmas técnicas da demonstracao anterior, de con-

hklm

struir os funcionais lineares , podemos deduzir também o resultado

abaixo:

Proposicao 4.5 A representagio x : A(F) — End(C?* @ C* @ C3)

definida acima € fiel.

Definida a base para A(F'), temos condicOes suficientes para
mostrarmos que A(SLq(2)) é uma A(F)-extensdo de Hopf-Galois de
Fr(A(SL(2,C))), onde a coagdo & direita de A(F') sobre A(SLy(2)) é
dada pelo morfismo p : A(SLy(2)) — A(SLq(2)) ® A(F') definida por
p(Tij) == (Ia(sr,(2)) @ ™) o A(T3).
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Proposigao 4.6 A dlgebra A(SL(2,C)) das fungdes polinomiais so-
bre SL(2,C) ¢ isomorfa (via morfismo de Frobenius) a subdlgebra dos

elementos coinvariantes a direita A(SLy(2))°°AF)

Demonstragao: Para demonstrarmos o resultado, criaremos as con-
dicOes necessérias para aplicarmos o Lema 217 Afim de facilitarmos
nossa notagao, denotaremos Fr(A(SL(2,C))) por C e A(SLy(2)) por
A.

Verifiquemos primeiramente que C' é uma subélgebra de A<A(F)

Seja Tf} eC,i,j€{1,2}, dai

WT3) = (Laom)oA(TE)
= (e (Y THeTd)

n=1

= > 73:,@)77(7133‘)

2
= > Ti?;p®5"j:Ti?;‘®1A(F)'

Assim, Fr(A(SL(2,C))) = C C A®AF) E portanto, é
uma subalgebra da algebra dos coinvariantes a direita, pois vimos que
2
A(TY) :kz_:l T3 @ T,S’j, o que implica em A(C) C C ® C que por sua
vez, estd contido em A ® C.

Pelo Lema 228 existe um morfismo bijetivo

can: A®cA — AR A(F)

, para todo i, 75, k,1 € {1,2}.
Ty @Tw +— (Ti; @ 1ar))p(Th)

Por fim, vejamos que existe um morfismo de C-mo6dulos a
direita tal que s(14) = 1o, C-linear a direita, s : A — C.

De fato, definimos o morfismo s : A — C na base de A da
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seguinte forma:

ThTLTs, , sep,r, s € 3Z;
s(THT1:T5,) = )
0 , caso contréario.
TETY T3 | se k,l,m € 3Z;
k il 12+21+22 ’ (R3] )
s(T15T5,T53) =

0 , caso contréario.

para todo p,r, s, k,l,m € Ng, m > 0.

Claramente, s € um morfismo unital, uma vez que 0 é maltiplo
de 3. Ainda, como C C Z(A), segue que as estruturas de C-mo6dulo a
esquerda e a direita de A coincidem, assim, provarmos que s é C-linear
a direita tem o mesmo significado que provarmos que s é C-linear &

esquerda.

Sejam f € C e w € A, se mostrarmos que s(fw) = fs(w)

teremos nosso resultado satisfeito.

Como ambos f e w € A, podemos decompd-los na base de A,

obtendo f = fl+ f2, w=w' +w?, em que

1 _ 1 3pr3rm3s 2 __ 2 3k3ln3m

f - E prsTll T12 T21a f - E fklmT12 T21T22 ’
P78 k,l,m
m>0

1_ 1 o By 2 _ 2 Xt v
w —§ wo gI11 17575 ew —§ Wi, T75151 T5-
a,B,y A pv
v>0

Assim, mostrarmos que s(fw) = fs(w) é 0o mesmo que provar-

mos as seguintes igualdades:

—
~—
®
—~
s

>
S
—
~—
|
~
A
»
—
S
—
~—
)
S~—
»
—
~
A
g
3]
S~—
|
s
>
®
—~
g
3]
S~—
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Lembrando que ¢ = ¢~3 = 1, vejamos 1).

s (Z prs pT132TT315> ’ < Z wé,,@,’yTﬁTgT;l>>
D78 B,y

3 Z Z grswa 5. WT3p+aT3T+ﬁTSS+’Y

s(flw')

DTS, B,y
_ 1 1 3p+arm3r+8 3s+7
= > > forsWap, i1 Tip "Toy 7, se a, B,y € 3Z
psTsa, B,y

ou igual a 0 caso contrario.

Por outro lado,

fls@w')y = ¥ prs T3s ( > waﬁ'yTllT T21>
p,7,s a,B,y
3
= E f;z}rsTllpT : < Z wa,@*y T T’y>
DT85 a,B,y
= T érswang”"‘T?”*ﬁT“”, se a, 6,7 € 32,
DTS, B,y

ou igual a 0 caso contrario.

Portanto, s(flw!) = fs(w') como querfamos. Por raciocinio

analogo, podemos ver que s(f?w?) = f2s(w?).

Provemos agora 3). Para tanto, calculemos f2w!

f2w1

> fklm Y wa,@'yTllTIQT’Yl

k,l,m a,B,y
m>0

= E Z fklm aﬁ’yT ’ T3k+ﬁT3l+’y
k,l,ma,B,y

m>0
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m—o k l
Z Z fklm aﬁ'yTB T T 3 +6T3+W

k,l,m a,B,y
Im>a

+ Z Z fklm a’G'YTQ T TOl 3mT3k+’8T3l+7

klm a8y
0<3m<a

> X fhmws aBy L T~ po (Tha, Tor ) Toy AT
k,l,m o8,y

3m>a

a— m 3k 3l
+ E Z fklm aﬁ’yT ’ (Tl?)ZﬂTZ?)I)T12+6T +’Y

klm  o,B.y
0<3m<a

em que TSHTE = po(Tia, To1) e Ty = pm (T3, TS, ) representam
polinémios em Tia,To1 e TP, T, respectivamente, e que podem ser
definidos por causa da equacdo ThoTh1 = 14 — ¢'T12Ts;. Aplicando s

em f2w! temos que

a k l
S(wil) — Z Z fklm aﬁfy (T (T12,T21)T3 +,3T3+’Y)
k,l,m a,B,y
3m>a
+ Z Z fklm a,@’y (T (Tlg,ng )T3k+ﬁT3l+’y)
kJlm  o,B,y
0<3m<a
m—A\
= X X famWig,s (Tzz( )p3A(T12,T21)T3k+BT31+7)
k,l,m3X\,8,y
m>\

A—m 3(k+ 3(l+v
+ > > fmmws/\sﬂguTu( ' m (T, T51) Thg ( H)Tm( )
k,l,m 3X,3u,3v
o<m<A

= T 5 famwheysCETRTE T TR )
k,l,m3X,B8,y
m>\

3(A— m) 3(ket-p) 3 (I-+v)
+ X Y fhmWihaus T m(Tiy, Toy ) Thg Ty
k,l,m 3A3u3v
0<m<A
_ 2 1 3A3(k+p) 3(1+v) 3(m A)
= > X fklmwS)\S,uBz/T? 17T 15
k,I,m3X\,3u,3v
m>A
3(A—m) 3mp3(k+p) p3(1+v)
+ > > szmw:s/\sﬂguT T35 TP Ty Ty ',
k,l,m 3A3u3v
o<m<A
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pois s s6 esta definida para poténcias multiplas de 3, caso contrario, o
morfismo s, aplicado nos elementos 171, 112, 151, T2 vale zero.

Por outro lado,

2 1 _ 2 3k3l3m 1 333y
fAs(wh) = > fan T Ty, > W3y 5,3, 111 112 T31
k,l,m 3\,3u,3v
m>0
_ 2 1 3mA3A3(k+u) 3 (1+v)
= 2 fim 2 w3)\,3,u,,31/T22 IASAY) T
k,l,m 3A,3u,3v
m>0

_ 2 1 3(m—A) 33 3 (k+p) 3(1+v)
= > > fklmwBABuSVTZ2 T35 17711 T
k,l,m3X\,3u,3v
m>\

Y Y Wi T T T T T,
k,,m 3A3p3v
0<m<A
Entdo s(f?w!) = f2s(w') como querfamos. A demonstragao
da igualdade 2) é feita de modo analogo a 3).
Dada s, observamos que todas as condi¢oes do Lema [Z.17 sdo
satisfeitas e assim, concluimos que C' = A°AWF),
|
Pela proposicao anterior, vemos que A(SLy(2)) é uma A(F)-
extensdao de Hopf-Galois. Ainda, com base na Proposicao [B.15] dada no

Apéndice [Bl temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.7 A(SLy(2)) é uma A(F)-extensio de Hopf-Galois fiel-
mente plana de Fr(A(SL(2,C))).

Demonstragao: Mostraremos que A(SLy(2)) atende as hipGteses da
Proposigao[B.15l De fato, vemos que A(SLy(2)) é A(SL(2, C))-bimodulo,
uma vez que

THTTS = (T3 T T 3k) T 11515,
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emquem=ti+m,n=1t+nep==1+Dp.

E finitamente gerado, pois
dima(sr(2,0))(A(SLq(2))) = dimc(A(F)) = 27.
E a projetividade segue do fato de que
{THTTS Y npego1,2y S AT T Ty, 15T, Ty - m, 7,5 € Ng,n € N}

e portanto, é L.I.
Notemos que aqui, estamos considerando R = A(SL(2,C)) e
P = A(SL4(2)).
]
Por fim, vemos que a sequéncia exata dada em satisfaz as

condigdes da Definicdo [£.3]

Corolario 4.8 A sequéncia
A(SL(2,C)) = A(SLy(2)) == A(F)

€ uma sequéncia estritamente exata de dlgebras de Hopf.

Demonstragao: Como Fr(A(SL(2,C))) C Z(A(SL4(2))), segue que
> p Fr(A(SL(2,C)))S(pe) US(pa) Fr(A(SL(2,C)))p) esta con-
tido em Fr(A(SL(2,C))), para todo p € A(SLy(2)).

Logo, Fr(A(SL(2,C))) é uma subalgebra normal de A(SLy(2))
e portanto a sequéncia de algebras de Hopf é estritamente exata.
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4.5 O Quociente de A(SL,(2)) como Exten-
sao de Hopf-Galois Fendida

Nesta sec@o, provamos que o quociente A(SLq(2))/(T21), ao
qual denotamos por A, de A(SL,(2)), pode ser visto como uma exten-
sao de Hopf-Galois fendida. O foco principal serd determinar explicita-
mente o morfismo fenda e consequentemente, conseguimos determinar
uma estrutura de produto cruzado sobre A, exibindo explicitamente
o cociclo e a agao do cociclo.

As relagoes definidoras de A4 sdo dadas por:
TiTho = qT2Th1, ThoToe = qTo2Tha, TiiTee = TooThy = 1a,. (4.7)

Iniciamos vendo alguns resultados da secao anterior que con-
tinuam sendo vélidos quando quocientamos o grupo quantico A(SL4(2))
por <T21>.

Primeiramente, podemos definir uma base sobre A, a saber:

Proposicao 4.9 O conjunto {TV 11y, T& T Ykt prezirs0 € uma base

de A+.

Demonstragao: Assim como no Lema 1] usaremos o Lema do Dia-
mante dado no Apéndice [Cl Defina X = {T}1,T12, T2} e coloquemos

as relacoes definidoras de A4 no sistema de redugoes
S - {Ula 02,03, 0-4}7

emque o1 = (T11752,14, ), 02 = (To2T11,14. ), 03 = (T12T11, ¢ T11T12)
e o4 = (T12T22, qT22T12). Fazendo com que a algebra A coincida com

a algebra R dada no respectivo lema.
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Notamos que 3 = {17, T}y, T5,T}5} é o conjunto dos polinoémios
irredutiveis sobre S e portanto, uma base para C(X) .. Ainda, sobre

X definimos uma ordem dada por
T X To2 < T2

e para mondmios A, B € (X), dizemos que A < B se o comprimento
de A é menor que o de B (I(4) < I(B)), e no caso em que [(A) = I(B),

usamos a ordem lexografica em X'(4)

Essa ordem é uma ordem total de semigrupos, compativel

com S e satisfazendo a condi¢do de cadeia descendente.

Resta mostrarmos que todas as ambiguidades de S dadas

abaixo sao resolviveis:
1) (03,01, T12,T11,T22) 2) (04,09, T12,Te2,T11)
Para tanto, temos de ver se existem r1, r], 72, r5 tais que
ri(q T T Tao) = ri (Ti2la,) 72(qT22T12T11) = 15(T1214, )

De fato, tomando r1 = 771,541 Ay r} o morfismo identidade,
re =T g t fi identidad
2 = T'Tyyos14, € T NOVamente o morfismo identidade, vemos que as
ambiguidades dadas acima sao resolviveis. E entao, pelo Lema do Dia-

mante, temos que 3 é uma base para A, .
|

Com isso, vemos que a comultiplicagdo A nos elementos da
base de Ay é menos complicada do que em A(SLy(2)) e dada através

das seguintes formulas:
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u /r " T— " T—
b A(Tﬁsz) = Zo Tff” Ty ® TflTllQTzz "
= I

! l — 6l —p k+l—prmp
o A(THT}y) = Zo g IITETH T @ Tyt 1T,
Jre= m

Em que k € Z7%, p,r,l € Z; e novamente adotamos a nao sim-
plificacao das férmulas a fim de facilitar nossos céalculos futuros

com esSas express()es.

Assim como antes, queremos construir uma sequéncia exata
de algebras de Hopf, porém, P = A, = (T»1), B = By := A(SL(2,C))/(T12)
eH=Hy:=A, [(Ti; —dij)i=1,je1,2) = A(F)/{T»1). Para tanto, con-

sideramos novamente a idéia do morfismo de Frobenius, definindo,

F7‘+ . B+ — A+

Notamos que as propriedades vistas na Secéo .4 para o mor-

fismo de Frobenius continuam validas, logo, a sequéncia

FT+

By — A(SL,(2)) —> H,.

é uma sequéncia exata de algebras de Hopf.
Analogamente ao que foi demonstrado na Proposicao 4]
podemos definir uma base para Hy & partir da base definida para A .
Salientamos que o conjunto {T4T%,} pode ser reescrito como
{T2TL,} uma vez que Thy = T2, pela Proposicio @Al Na verdade, a
proposicao nos diz que fgg = ffl(lA(p) + flgfgl) e assim, tomando o

quociente por Tgl, temos de fato o proposto acima. Assim,
Proposigao 4.10 O conjunto {fﬁ,fﬁ}pwe{o@g} é uma base de H.
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A demonstracao deste fato segue tal e qual a demonstragao
da Proposi¢iao @4 e portanto, a omitiremos.
Vemos ainda que a coagdo de Hy em A; é dada de modo

usual pelo morfismo

P A+ — A+®H+
Ti' > (IA+®7T+)A(Ti‘)

e é definida na base pelas seguintes féormulas.

r r _ . o
oottt =3 | | T
h= I

l l ~ -
_ l— 2(k+l—p
o p(T5T1,) = Zo g WTETH T @ Tu( /)T1N2-
= U

Em que k € Z% e p,r,l € Zy.
Proposigao 4.11 A, é uma H -extensao de Hopf-Galois de FR(B).

Demonstragao: Assim como na Proposicido 10, a demonstragao

deste fato tem seu analogo, Proposicao [£.6, na Segao [£4l Porém, por

ser um resultado importante, indicaremos o caminho a seguir sem apre-
sentarmos os pormenores de célculos.

. . . ’ coH

Primeiro, vemos que F'ry (B4 ) é uma subalgebra de A7""".

Entao, podemos definir o morfismo

can A+®FT+(B+) A+ — A+®H+
Tij @ T = (T @ 1m,)p(Tw)

, para todo i, 75, k,1 € {1,2}.

Por fim, vemos que existe um morfismo unital, C-linear a
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direita, s : A — C dado por

P .
S(T2TE) = ThT7, , sep,r e 3Z;
0 , caso contrario.

ki ]
S(T2]€2T1l2) _ T22T12 , Se k,l S 3Z7
0 , caso contrario.

para todo p,r, k,l € Ng, £ > 0.

Assim, Fry(By) = A?M"* e portanto, o morfismo zam dado
acima é o morfismo que buscamos da definicdo de extensdes de Hopf-

Galois.

Proposigao 4.12 A, é uma H,-extensio de Hopf-Galois fendida de
Fri(By).

Demonstragao: A idéia da demonstracdo é construir um morfismo
fenda, ou seja, um morfismo de H; para A inversivel por produto
de convolucao. Para tanto, faremos uso de alguns resultados dados na

Secao 2.3.

Definimos a familia de morfismos

Yo Ay — Fri(By)
THT = THTE TP
T2]€2T112 = T2328T1?’2]"50ZT232v(k)
em que v : {0,1,2} — Z é uma func¢do qualquer, com v(0) = 0,

p=3i+p,r=3j+7 k=3s+kel=3t+1.
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Claramente, 1, € um morfismo unital, pois
3v(0
Yo(la,) = 500T11( )= Lrr, (By)-

E também é Fry (B4 )-linear a esquerda pela propria defini¢do.
Resta vermos que é inversivel por produto de convolugao. De

fato, definimos

Y, Ay — Fry(By)
T1p1T1T2 = 5 T_gv(p)S(T131 ) ’
T21€2T1l2 = 501T223v( )5(T2329T132f)

onde v, p, , k e [ sdo definidos como acima.

Os detalhes da demonstracio de que 1), ¥, = noe = 1, x1,,
sao dados no Apéndice [Dl

Entao, pelo Corolario 237, existe uma familia de morfismos

fenda v, : Hy — Ay. A saber,
D - r r -3 r v r T
’Yv(Tfle) = w(Tﬁ—F )TflTu =1y (ptrltodlpt ]2))+pT127

emque 3p+r)y +p+rle=p+r,0< [p+r2 <3.
|
Como A, é uma H,-extensao de Hopf-Galois fendida de
Fry(B4), podemos pensar na estrutura de produto cruzado existente,
ouseja, Ay ~ Fry (By)#,, Hy, onde o cociclo o, ¢ dado pela aplicagao
do Lema 223 Calculemos explicitamente o morfismo o.,.
Primeiramente, tomemos uma funcdo v : {0,1,2} — Z satis-
fazendo as condigbes do teorema anterior e tal que v(1) =0e v(2) = 1.

Assim, o morfismo fenda, calculado em {771,715}, ref0,1,2}, que € uma

174



FR,(By)-base de A, é dado por

Y(u,) = la, YTi2) = Ti YT3Ta) = Ty'T
W(Ti) = Tn WTE) = TR*TE  y(TuTh) = TiTh
WTE) = Tn'  A(TuTw) = T5°Ti  A(T3T3) = T5'Th

Assim, pelo Lema 2.23] definimos o cociclo

v Hy ® H. — Fry(By), em que:

(TlplTlrQ ® T11T12) T 3([p+rli+[k+]1+v([p+r]2)+o([k+]2))+p+k

TS (T +k T v(|r —k)r
T12+Z’Y(T11p )qBUrtlito(lr+l2))=k)r

ser+l=0our+l=3e¢
Uv(TﬁTlrz ® lelTllQ) =(e® 5)(Tf1Tf2 ® lelTllQ)v

ser+1#0e3.

Ou ainda, de forma mais explicita,

JV(Tll ® Tll) = T JV(Tll ® Tn) = T1_13

0y (Tha ® Ty Th) = ¢T°Th 0y (Tha ® THTE) = qTH

0 (T, ® T11T12) = qT;°Th 0 (T, ® T3 Tr2) = ¢T°TY
Oy (T11T12 ® T11T12) = 92T1_13T132 Oy (T11T12 ® T11T12) = qT1_13T132
‘77( T12 ® T11T1 ) = q2T1_13T132 ‘77( T12 ® T11T1 ) = qT1_13T132
o (T Tl ® TuT) = qT3°TH o, (TnTh @ THTn) = @T°TH
o (TATH @ TuTi) = ¢T5°Th o (TATH @ TR T) = ¢PTRTE.
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0y (Tha ® TD)
(T2, @ Th2)
7(T11T12 ® T12)
U,Y(T T12 ®T 5)
( )
)

Oy

9

O T1T? ® Tha
07(T11T12 ® T

U’y|0utros elementos da base

T°TE,
T°TH
T°TY,
T°TH
T°TH
TH
ERQe.

A acdo do cociclo é a trivial, uma vez que Fry(B4) esta con-

tida no centro de A, . Portanto, vemos que vale a seguinte proposicao.

Proposigao 4.13 A, é isomorfo, como comddulo dlgebra, ao produto

cruzado de Fri(By) com Hy, ou seja, Ay

que o € o cociclo.

~ Fry(By)#. Hy, em

Mais explicitamente, podemos dizer que a estrutura de alge-

bra sobre Fri(By) ® H coincide com a estrutura de algebra de A, e

pode ser dada pela férmula

(x@h) - (y®1) = ayo,(ha) @11)) @ hizp)la).
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Consideracoes Finais

Quando estudamos uma teoria dentro da Algebra, nossa ideia,
além de aprendermos sobre ela, é buscar associacoes pertinentes com
outros campos de estudo. Ou ainda, sabermos se ao definirmos certas
propriedades sobre uma estrutura, podemos obter resultados equiva-

lentes para um caso mais geral.

Porém, vemos que o CapituloBlvai no contrafluxo desta idéia,
uma vez que definimos os conceitos de extensdo para um caso mais geral
(bidlgebras), mas acabamos caindo novamente no conceito de algebras
de Hopf, desde que as condi¢des do Teorema [3.5]sejam satisfeitas, o que

torna este capitulo deveras interessante.

Um outro fator interessante a ser comentado é a escolha do
grupo quantico A(SL,(2)). Salientamos que geralmente, quando se
trata do estudo de extensoes, principalmente extensoes de Hopf-Galois,
os exemplos que usualmente aparecem sao os de demonstracgao trivial,
assim, tomar a estrutura de A(SLy(2)) como algebra de Hopf, e a partir
dai tentar construir todas as relacoes de extensoes que podemos obter,
sem contar na construcao explicita da estrutura de produto cruzado.
Cabe salientarmos que, embora nao tenha sido feito no trabalho, sobre o

grupo quantico A(SLy(2)) podemos definir uma estrutura de biproduto
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cruzado e também, dado um quociente pertinente, podemos calcular
integrais sobre A(F).

Por fim, fica a proposta de estudos futuros, uma vez que,
tanto podemos generalizar os resultados para & um anel comutativo
com unidade ao invés de corpo. Ou ainda, podemos pensar no uso de

estruturas diferentes da algebra de Hopf.
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Apéndice A
Algebras e Coalgebras

A.1 Algebras

Seja k um corpo. Assumindo conhecidos os resultados bési-
cos sobre produto tensorial, iniciamos este capitulo definindo a nogao
classica e a nocao por diagramas de dlgebra e vemos que as defini¢oes

sao equivalentes.

Definigao A.1 Uma k-dlgebra unital A é um anel com unidade que
possut uma estrutura de k-espago vetorial e para todo o € k e todo
a, b e A temos:

a-(ab) = (a-a)b=a(a-b)

em que ab representa a multiplicacdo no anel A dos elementos a e b.

Antes de darmos proseguimento ao trabalho, lembramos que
¢ : k — A definida por ¢(«) = a- 14 & um monomorfismo de anéis e é

k-linear.
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Definigao A.2 Uma k-dlgebra é uma tripla (A, u, n), em que A €
um k-espago vetorial, p : AQ A — Aen:k— A sio morfismos de

k-espagos vetoriais tais que os sequintes diagramas comutam:

A9 A0 A2 Ag A A® A
2N
pnIa 1 k®A w A®k
A®A—H>A ‘\A/

em que 4 € a identidade em A e os isomorfismos do sequndo diagrama

8ao 0s isomorfismos candnicos dados por:

Pv:A— ARk p:A—Ek®A

ar—a® 1 ar— 1. Ra

Chamamos p de multiplicagao e n de unidade. O primeiro diagrama

representa o associatividade da dlgebra e € a mesma coisa que:
po(la®p)=po(u®la) (A1)
Jd o sequndo diagrama nos fornece

po(n@Ia)op=Ia e po(la®@n)op=1I,4. (A.2)

Vejamos que as defini¢coes de algebra dadas acima sao equi-

valentes.

Seja A uma 4algebra como na Definicao [A. 1l Claramente,

M : Ax A — A dada por M(a,b) = ab é uma aplicacdo bilinear.

180



Portanto, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma
tnica p: A® A — A k-linear tal que pu(a ® b) = M(a,b) = ab. Defi-
namos n = ¢, em que ¢ é a aplicagdo k-linear dada abaixo da Defini¢do
[A1l Verifiquemos que os diagramas da Definigdo comutam. Sejam

a, b, c € A, logo:

(Ho(Ta@u)(a®b®c)=pula® ub®c)) = pla®be) = a(be).

Do mesmo modo,

(po(p®@Ia))(a®@b®c)=pula®b)@c) = ulab @ c) = (ab)c.

Portanto, po (u®I4) = po(I4 ® p), pois a(be) = (ab)c, pela

associatividade do anel. Ainda, para todo a € A,

(no(Ia@n)o)(a) = pla@n(ly)) = an(ly) = a.

Analagomente, mostramos que (o (n® I4) o) = I4. As-
sim, os diagramas comutam, e segue que (A, u,n) é uma algebra pela

Definicao

Por outro lado, seja (4, i1, ) uma élgebra pela Definigao[A2l
Entao A é um k-espago vetorial. Precisamos definir uma estrutura
de anel em A. De fato, sejam a, b € A, definimos a multiplica¢ao
ab = p(a®b). Como po(uols) = p(laop), temos que a multiplicagio
definida acima é associativa, e sendo p linear, para todo a, b, ¢ € A

temos:

(a+b)c=pu((a+b)®@c) = pula®c+b®c) = pla®c)+u(bc) = ab+be
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Do mesmo modo, vemos que a(b+ ¢) = ab+ ac. Ainda, como
& k-linear e o produto tensorial é sobre k, é facil vermos que para
todo « € k,
a-(ab) = (a-a)b=a(a-b).

Por fim, como po (I4 ®n) o = I4, segue que (1) =14 e
portanto A é uma algebra pela Definicao [Al

Este resultado nos garante que é indiferente tratarmos uma
algebra pela Defini¢do [A.]] ou pela Definigdo

Assim, quando nos referimos a uma k-algebra (A, p,n), dire-

mos somente a algebra A.
Exemplo A.3 Todo corpo k é uma dlgebra sobre si mesmo.

Exemplo A.4 (Algebra de Fungdes) Sejam k um corpo e X # 0
um conjunto. Defina F(X) ={f:X — k: f é fungio}. Entao F(X)
€ uma dlgebra com o produto, multiplicacao por escalar e soma ponto

a ponto.

Exemplo A.5 (Algebra Produto Tensorial) Sejam A e B k-dlgebras
eoap: A® B— B® A o isomorfismo denominado flip, definido por
oap(a®b) =b® a. Notemos que o indice do morfismo flip denota as
dlgebras que estdo sendo reposicionadas no produto tensorial. Isto fica

mais evidente no exemplo abaizo:

024 1 A1 Q@A RA3®A — AI®A®A;® A

a1 Qa2 ®az3®ays —— a1 Qag®az R ag,

em que A1, Ao, A3 e Ay sao espacos vetoriais sobre k. Assim, podemos

definir uma estrutura de dlgebra ao k-espaco vetorial A @ B tomando

182



baws = (La®up)ooas e unidade Nags(A) = A(1a®1p). Esta dlgebra

€ chamada dlgebra produto tensorial.

Exemplo A.6 (Algebra de grupo) Seja G um grupo com operagdo
x. A dlgebra de grupo kG € o conjunto de todas as combinagdes lineares
finitas de elementos de G com coeficientes em k, ou seja, seus elementos

sao somas finitas da forma

Z ag9;

geqG

onde assumimos que ag = 0 a menos de um nimero finito de g € G.
Entao € facil ver que kG € uma dlgebra sobre k com respeito a opera¢do

+ dada por

Z agg + Z bgg = Z(ag +bg)g,

geG geG geG

produto por escalar dado por

a Z (g9 = Z(aag)%

geG geG

e multiplicagdo dada por

(agg) * (bgh) = (agbn)gh.

Seque desta defini¢ao que a unidade da dlgebra kG € o elemento neutro

do grupo.

Exemplo A.7 (Algebra oposta A°?) Seja A wma dlgebra. Defini-
mos a fun¢do u°? = poo, em que o € o morfismo definido no exemplo

[A3 Claramente, (A, u°P,n) € uma dlgebra.
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Assim como a associatividade, podemos estabelecer a nogao

de comutatividade para uma algebra via diagramas, a saber:
Definicao A.8 Uma dlgebra (A, p,n) € dita comutativa se o diagrama

g

ARA— > AR A
PN
A

é comutativo, ou seja, oo =, em que 0 : AR A— AR A € fungdo

flip.

2

Definicao A.9 Seja A uma dlgebra. Um subespago vetorial B C A €
dito uma subdlgebra se u(B ® B) C B.

2

Definigao A.10 Seja A uma dlgebra. Um subespago vetorial I C A €
chamado:

(i) Um ideal & esquerda (& direita) se u(A ® I) C I (respec-
tivamente u(I @ A) C I);

(i) Um ideal se p(A®@I+1® A) C 1.

Definigao A.11 Sejam (A, pa,na) e (B, up,np) dlgebras. Dizemos
que f : A — B é um morfismo de dlgebras se f é um morfismo de anéis
e de espagos vetoriais tal que f(1a) = 1p. Ou , utilizando diagramas,
dizemos que uma funcdo k-linear f : A — B é um morfismo de dlgebras

se 0s sequintes diagramas sao comutativos:

AAlpep  a4—1 . p

A B k
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Antes de continuarmos a estruturar o conceito de algebras,
fazemos mencao a um lema que aparece na teoria de produto tenso-
rial para espagos vetoriais, e que utilizamos para demonstrar alguns

resultados. Ao leitor interessado em sua demonstracdo, indicamos [9].

Lema A.12 Sejam V e W espagos vetoriais e T : V — W uma fun¢ao
linear. Entdo ker(T @ T) = ker(T) @V +V @ ker(T).

Observamos que se f : A — B um morfismo de algebras,
entdao Im(f) é uma subalgebra de B e ker(f) é um ideal de A.
De fato, como fopuas =ppo (f® f), temos:

pp(Im(f) @ Im(f)) = ps(f(A)® f(A))
(npo(fef))(A®A)
(fopa)(A® A)

flpa(A® A)) € f(A) = Im(f),

o que nos mostra que I'm(f) é uma subalgebra de B.

Para mostrarmos que ker(f) é um ideal de A, notemos que
(ppo(f&f))(ker(f® f)) = {0}. e como f ¢ um morfismo de algebras,
temos que (fopa) (ker(f& f)) = {0}. Portanto, 14 (ker(f@)) C ker(f)
e segue pelo Lema [A12] que pa(ker(f) @ A+ A ® ker(f)) C ker(f).
Concluindo que ker(f) é um ideal de A.

Proposigao A.13 Sejam A uma dlgebra, I um ideal de A emw: A —
A/I a aplicagdo candnica de espagos vetoriais. Entdo:

(i) Existe uma unica estrutura de algebra em A/T tal que 7
é um morfismo de algebras;

(ii) Se f : A — B é um morfismo de algebras tal que I C
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ker(f), entdo existe um tnico morfismo de algebras f : A/I — B tal

que for = f.

Demonstragao: (i) Como ker(m) = I e I éideal de A, pelo Lema[A12]

temos que ker(m @ 7) C ker(m o u) e, pelo Teorema do Homomorfismo

para espagos vetoriais, existe uma unica aplicacdo linear 7 : A/I ®

A/I — A/I tal que o seguinte diagrama comuta:

TR

A9 A——"=A/T® A/I
Iz I3 (A3)
A - A/I

Ou seja, 71 é tal que 7i(@ ® b) = 7(u(a ® b)) = ab, para todo

a,b € A/I® A/I. Notamos que @ = a + I = 7(a), para todo a € A.

Vejamos que vale a comutatividade dos diagramas que definem uma

algebra. Sejam @,b,c € A/I.

(Lo (id@m))(a®b®7)

A((ab) ©7)

(fio (A®id)(@®b®T).

Novamente pelo Teorema do Homomorfismo, existe uma tnica

funcao linear 77 : k — A/I tal que mon = 7. Entao, para todoa € A/I,



temos:

(Fo(idamn)oy)@ = maen(ly))=7n@en(l))

m(pla ®@n(ly))) = n(a) =

2l

Analogamente, vemos que (fio (j®id) o p)(a) = a. Portanto,
(A/I,1,m) satisfaz a Defini¢ao [A2] e ¢ uma algebra. Pelo diagrama
[A4 vemos que 7 ¢ um morfismo de algebras.

(ii) Como I C ker(f), novamente pelo Teorema do Homo-
morfismo para espacos vetoriais, existe uma tnica aplicacio linear f :
A/I — B tal que form = f. Vejamos que f é morfismo de 4lgebras.
Sejam @,b € A/I, logo:

(fom@eb) = flr(ula®b) = f(ua(a®D))
= (fopa)la®b) = (upo(f@f)(a®b)
ps(f(@ ® f(b))

|
=
s}
~
S
| =
&
~
=
~—
~—
Il

e, para todo « € k temos

(fom(a) = f(r(na(@) = f(na(e)) = n5(a).

Portanto, f ¢ um morfismo de algebras.

Corolario A.14 Sejam A e B dlgebras e f : A — B um morfismo de
dlgebras. Entdo f : A/ ker(f) — Im(f) é um isomorfismo.

Definigao A.15 Seja X wm conjunto. Uma dlgebra livre é um par

(£, 1) em que £ é uma dlgebra e v : X — £ uma fungdo tal que para
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qualquer dlgebra A e toda funcdo f: X — A, existe uma unica func¢do
f: £ — A que é morfismo de dlgebras tal que foi = f, ou seja, o

sequinte diagrama € comutativo:

£
|
|
\

/ 7

X—f>A

Teorema A.16 Eziste uma dlgebra como na Definicdo e ela é

inica a menos de isomorfismo.

Demonstragao: Seja X um conjunto qualquer. Definimos uma palavra

de tamanho n em X como sendo uma n-upla (z1,z2,...,z,) € X"

Para facilitarmos nossa escrita, denotamos uma palavra (1, 2, . . .

COMO T1L2T3 ... Ly,
Uma concatenacao (denotada por -) de duas palavras z1xs . ..z,

e y1y2 -..Ym € dada por uma nova palavra zizs...TpY1y2 ... Yy de

tamanho n+m, ouseja, (z122 ... 2n) (Y1Y2 - - - Ym) = T1T2 . .. TnY1Y2 - - - Ym-

Ainda, definimos que se n = 0, entdo nossa palavra serd a
palavra vazia e a denotamos por (). A concatenagao da palavra vazia

por uma palavra qualquer é dada por
(12 ...20) -0 =0- (z120...2n) = T122 ... Tp.

Denotamos por k{X} o espaco vetorial gerado por todas as
palavras de tamanho arbitrario. Para cada palavra x; ...z, pode-
mos definir uma transformacao linear pz, ., : k{X} — k{X} que
nos elementos da base é dada exatamente pela concatenagao, ou seja,

Payoan, (Y1 Ym) = (X1 20) - (Y1 Ym) = T122 ... ToY1Y2 - - - Y-
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Consideremos

peo KX} = LX) R{XD)

(:El .. :En) = Mgz

em que L(K{X}, k{X}) ={T: k{X} — k{X} : T é transformacdao linear}.
Assim, definimos a multiplica¢do em k{X} como sendo

w: E{X}xk{X} — EX}
(z,y) = (@) (y),

para cada z,y € k{X}.

Notamos que a multiplicagao é bilinear e associativa por cons-
trugao, uma vez que a concatenacao é associativa, e, além disso, temos
que a palavra vazia representa a unidade relativa a esta multiplicagao.
Temos também ¢ : X — k{X} inclusdo canonica, em que cada elemento

de X é visto como uma palavra de uma tnica letra em k{X}.

Mostremos que (k{X},1) satisfaz a Defini¢ao [A15 e ¢ tinica

a menos de isomorfismo.

De fato, sejam A uma algebrae f: X — A uma funcdo. Defi-
nimos f : k{X} — A sobre as palavras por f(z1...2z,) = f(z1)... f(z,),
onde no lado direito da igualdade estamos considerando o produto na
algebra A. Definimos ainda f(f)) = 14. Para finalizarmos, estendemos

linearmente f & k{X} e claramente, f oi = f.

Vejamos que f é tnica. Suponhamos que exista o morfismo

de algebras g : k{X} — A tal que goi = f. Entéo, para todo elemento
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P= 2 AijeinTiy " Ti,, temos:

T i1in

o(S 5 Auanmn) = £ T Nwglen) - olon)

T 11 ln

= 22 Aiilgoi) (@) (god)(wi,)
= 22 A fl@n) - flai,)-

Por outro lado

f(Z > Ail---z’nxil"'%n)

K SRR

= ZE )\“%(foz)(x“)(foz)(xzn)
= 2 2 A fl@n) o fla).

Logo, f = g. Portanto, (k{X},i) é uma algebra livre.

Para mostrarmos a unicidade da &lgebra livre, seja (M, h)

como na definicao [A. 15l

Entdo por um lado temos i o h =7 , ou seja,

M
h l_
I3
A

Por outro lado temos h o i = h, ou seja, o seguinte diagrama,

comuta:



Portanto, (hoi)oh = h, ou seja, o seguinte diagrama comuta:

M
|
I ho

/ i
3
\

X—h>M

Porém, este diagrama também comuta com a funcdo identi-
dade In. Logo pela unicidade das fungdes, h oi = I,s. Analogamente
mostra-se que 7 0 h = Iyx}.

Teorema A.17 Seja A uma dlgebra. Entdo A € o quociente de uma

dalgebra livre.

Demonstragao: Seja X um conjunto de geradores para a algebra A.
Entao existe um unico f : k{X} — A morfismo de 4lgebras tal que o

seguinte diagrama comuta

X—FA

ou seja, f(x) = x para qualquer z € X.
Vejamos que f é sobrejetora.

Seja a € A, lOgO a ZZ Z /\7;1...7;”3?1'1 Ty, Ti € X

J
1€EN dp--ip

para todo j. Portanto, tomando y =>_ > A;,.
1EN 411y

Ty v Ty, Gk{X}

i

temos que

€N d1:ip €N i1-+ip
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Sendo f um morfismo de algebras, vimos que ker(f) é um
ideal de k{X}. Assim, pela Proposi¢ao[A13]segue que k{ X}/ ker(f) =
Im(f) = A.

]

Exemplo A.18 (Algebra Tensorial) Seja V um espago vetorial, de-
finimos a dlgebra tensorial T(V) = S Ve em que VO =k, VO =
n=0

V®...9V, para todo n > 1. Ainda, sexz =11 ®...Qv, € VO e
—_———

n vezes

y=v]®...0v. € VO definimos o produto xy por:
Y= (1®...00,)V®...0u.) =11®...0v,8V,®...0uv. € VEO+")

sendo 1y € k a unidade da dlgebra T'(V').

Defini¢ao A.19 Um par (g,[,]), em que g € um espago vetorial e [,] :
g X g— g € uma aplicacao bilinear chamada comutador ou colchete de
Lie, é dito uma dlgebra de Lie se [,] satisfaz:

(i) [z, 2] = 0, para todo z € g (anti-simetria);

(i) [z, [y, 2]] + [y, [, 2]] + [2, [z, y]] = O para todo z,y,z € g
(identidade de Jacobi).

Ainda, se g e h sdo algebras de Lie, entdao uma aplicagdo
linear f : g — b é dita ser um homomorfismo de algebras de Lie se

[f (), f(y)] = f([,y]) para todo Va,y € g.

Exemplo A.20 Se A é uma dlgebra entao o comutador dado por [z,y] =

zy — yx dd uma estrutura de dlgebra de Lie para A.

Exemplo A.21 (Algebra envolvente universal) Seja g uma dlge-
bra de Lie, construiremos uma dlgebra na qual g estd imersa e cujo

comutador de g é dado pelo comutador da dlgebra. Seja T'(g) a dlgebra
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tensorial relativa ao espago vetorial g e considere o ideal I(g) C T(g)
gerado por expressies do tipo x @y —y @ x — [x,y] para z,y € g. A dl-
gebra quociente U(g) = T'(g)/1(g) (vide Proposicio[A13), denominada
dalgebra envolvente de g.

Para vermos que existe uma injecao de g em U(g) mostremos
que

I(g) = ker(m : T(g) — U(g)) (o = {0}.

De fato, seja {e;}icq uma base de g em que Q é um conjunto
de indices totalmente ordenados. Dai, um elemento ¢ € I1(g) pode ser

escrito como wma soma finita da forma
c= Z aij ® (e; ® e; — e; ® ej — [ej, &]) @ bij,

em que a;j, by; € T(g). Como {e;}ica € uma base para g, temos que
c= Z a;; ®(e; ®e; —e; ®e;j) @b;; =0 se, e somente se, a;; =0 ou
i<jeQ
bi; = 0 para todo par (i,7).
O que implica em ¢ = 0. Assim, se supormos ¢ # 0, temos

que ¢ sempre possui um somando da forma x;; @ (ej @ e; —e; D e;) ou

(ej ®e; —e; ®ej) @ yij, e portanto ¢ € g.

A.2 Coalgebras

Uma das importancias da Defini¢do é que em sua na-
tureza categorica, esta defini¢do pode ser dualizada, nos dando uma
estrutura conhecida por codlgebras, o que serd o nosso préoximo campo

de estudos.

Definicao A.22 Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A,¢), em que C €
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um k-espaco vetorial, A : C — C Q@ C ee: C — k sdo morfismos de

k-espagos vetoriais tais que os diagramas abaizo sdo comutativos

2 _s00C
(p—l 1/1_1
A foa ke C A Cok
e®I I®e
C®CT®I>C®C®C Ol

As aplicacoes A e € sdo chamadas comultiplicacdo e counidade
da codlgebra C, respectivamente. Os isomorfismos canonicos ¢~ e p~!
sdo dados por ¢~} (a®c) = ace Y1 (c®a) = ca. A comutatividade do

diagrama do lado esquerdo é chamada coassociatividade e nos fornece
(AT oA=(I®A)oA. (A.4)

Ja a comutatividade do segundo diagrama é chamada axioma da counidade

e nos fornece
e lo(e@oA=T=9y"to(I®ec)oA (A.5)

A partir deste ponto, sempre que nos referirmos a uma k-
coalgebra (C, A, ¢) omitiremos o corpo k e as aplicagdes estruturais A

e €. Simplesmente diremos a coélgebra C.

Exemplo A.23 Sejam X um conjunto nao-vazio e kX o k-espaco ve-
torial com base X. Entdao kX € uma codlgebra com comultiplicagao A
e counidade € dadas, respectivamente, por A(x) = x Q@ x e e(x) = 1,

para qualquer © € X e estendidas por linearidade.
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Exemplo A.24 (Coalgebra da poténcia dividida) Seja C um k-

espago vetorial com base {c,,, : m € N}. Entdo C' é uma codlgebra com

comultiplicagio A e counidade ¢ dadas por A(cy,) =Y 100 ¢ @ Cm—; €

e(em) = 00,m, em que 6; ; € o delta de Kronecker. Mostremos que C é

wma codlgebra.

Notemos primeiramente que

Alem) = Z CiQCm—i = Z Cm—i®c; = Z ci®cj, para todo m € N,
i=0 i=0

Assim,

(A®I)A(em)

i+j=m

(AeD( ) ¢®c)

i+j=m

Z A(Ci) ® Cj

i+j=m

Z ch®cl®cj

i+j=m k+l=i

Z Cck ®c®cy

k+l+j=m

TRA)( D ck®cn)

k+h=m

Z Cr @ A(Ch)

k+h=m

Z Z ke ey

k+h=m I+j=h

Z Ck @ ® ¢y

k+14+j=m

Portanto, (ARI)oA = (I®A)oA. Vejamos a comutatividade
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do sequndo diagrama. Para m € N, temos:

P e®DAn) = ¢ E@ DD 6 ®em—i)
=0

m
= E e(ei) ® em—i)
=0

I
MS

Cl Cm —1

m
= § 5Ozcm i = Cm.-
=0

Analogamente mostra-se a outra igualdade. Logo, C é uma

codlgebra. Esta codlgebra € chamada codlgebra da poténcia dividida.

Exemplo A.25 No ezemplo vimos que kG € uma dlgebra, dare-
mos agora uma estrutura de codlgebra em kG. E fdcil vermos que

{9}gec C kG € uma base para kG. Assim, definimos:

A: kG — EkEGRKG

g V> gQg

e kG — k

Claramente, (kG,A,e) € uma codlgebra.

Exemplo A.26 Sejam n > 1 inteiro, M¢(n, k) um k-espago vetorial
de dimensio n® e {e;j}1<ij<n wma base de M¢(n, k) e definimos em

M¢°(n, k) uma comultiplicagio A(e;j) = Z eip @ ep; e uma counidade
1
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e(eij) = 6;5. Desta maneira, M°(n, k) € uma codlgebra, chamada codl-

gebra de matrizes. De fato, temos que

(T&A) oA)(ey) = (T0A)D eip®epy)

p=1

= Z eip @ Alep))

p=1
n n

= E €ip ® E  €pg ® €gj
p=1 g=1

= § €ip ® epq @ €.

1<p,g<n

Por outro lado,

(A DA(e;) = (A ep®epy)

p=1
= Z Aleip) ® ep;
p=1

= § €iq & €qp @ €pj

1<p,qg<n

= E €ip @ Epg @ €qj-

1<p,qg<n

1

Portanto, o primeiro diagrama comuta. Mostremos que ¢~ "o

(e®1)o A= Iyeinr)- De fato,

e e®@DA(ei;) = ¢ He®@ Do eip @ epy)
= 9071(22:1 e(€ip) @ €p;)
= 22:1 £(eip)ep;

= Y1 0ipep = eij.
Logo, M¢(n,k) é uma codlgebra.
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TYeremos agora uma notagao para Serve para reesCrevermos

Alc) = Zcm) ® c(i2), ¢ € C uma codlgebra. A esta nova notagao

chamam(i)?de Notagao de Sweedler e denotamos, para todo ¢ € C, o

elemento A(c) =) ¢(1) ® ¢(2). A notacdo de Sweedler omite o indice 4,
c

facilitando assim muitas manipulagoes algébricas envolvendo a expan-

sao no A.

Assim, pela notacdo de Sweedler temos que:

(AeDoA)) = (A (X.cqy®cp)
= e Qien M) B Cy@) © @)

Por outro lado,

(I ®A)oA)(c) (@A) (X, cq)@cw)

= e Qie C) B @) © @)

Usando a equacao [A.4] temos:

YY) cnm @ e =D, Y cu) @ @ e (Ad2)

¢ e ¢ c)

Este elemento é denotado por
AQ(C) = Z c(1) ® C(2) ® €(3)- (A13)
C

Agora, seja (C, A, e) uma coalgebra. Definimos a sequéncia

de transformagoes (A,,)n>1, da seguinte maneira

A=A, A,:C—-C®...0C
—_————

n—+1lvezes
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onde

A, =(A®I" ) oA, 1, para qualquer n > 2.

Aqui, I denota a funcdo identidade em C ® ... ® C.
—_———

n vezes
Analogamente, para qualquer n > 2, podemos escrever A, (¢) =

Z c(1) @ ... ® C(n41), conforme podemos ver em [9].
Ainda, usando a equacao [A.5] na notacdo de Sweedler, obte-

mos

Z elcy)e) == Z cayele)) (A.14)

c c

Mostremos agora que a counidade de uma codlgebra é dnica.

Proposicao A.27 Seja (C,A) um espago vetorial munido de uma co-
multiplicagdo e sejam as counidades €1 : C' — k e e : C — k tais que
(C,Ae1) e (C,A,e9) tem estrutura de codlgebra. Entdo €1 = eo.

Demonstragao: Seja ¢ € C. Como €1 e g5 sdo counidades para a
codgebra C, usando a equacado [A.14] temos que ¢ = 26(1)61(6(2)) e

c

também ¢ = Z g2(c(1))c(2)- Entdo, aplicando £, em ¢, temos:
C

ei(e) = e | Y ealcw)ew | =X e2lcn)eilce)

= Y cneile) | =elo).

E portanto, €1 = e5.

Proposigao A.28 Seja C wma codlgebra. Entao para todo ¢ € C,

valem:
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(i) 25(0(2))A(C(1)) = A(c);

c

(i) > ey ® cE(es) = Ale);

(i) > cyele) ® e@) = Ale);

c

(iv) D elcye) ® @) = (00 A)(0);

c

(v) D eleq))ele)es) = ¢

c

Demonstragao: Seja ¢ € C. Entao

(i) Pela equagio [A14] temos que ¢ = 20(1)6(0(2)), e apli-

cando A em ambos os lados dessa igualdade, obtemos:

Alc) =A (Z 6(1)6(0(2))> = ZE(C(Q))A(C(U).

c c

(ii) Temos que A(c) = Zc(l) ® c(2)- Mas como c(z) é um
elemento de C, pela equacao[AT4] c() = Z c(2)(1)e(¢(2)(2)) e portanto

€(2)

Ale) = Y ey @Y camelcee)

c @)
= DD cwy@cmecee)

c C(g)

> ) ® ) ® c).

c

Portanto, A(c) = Z c(1) ® (e )e2)-
c

(iii) A demonstragdo ¢ analoga a (ii), porém utilizamos a

equagao [A 4l para ¢(1) € C.
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(iv) Pela equagao[A14] sabemos que ¢ = Z e(cqy)e) e isto

c

implica em
=YY e @ caye =Y eleq))@) © ¢s)-
c 0(2) c
Portanto,

(00A)(c)=0 (Z eley)e) ® C(z)) =Y eleq)es) @ )

C c

(v) Pela equagao [A-14]

c= ) elea)elcm)ee@ =) _ elew)e(em)ew):
O ¢
|
Assim como na algebra, onde definimos as nog¢des de comu-
tatividade, morfismo de algebras, subalgebra e ideal, podemos fazé-
lo para as coalgebras, definindo respectivamente a cocomutatividade,

morfismo de coalgebras, subcoalgebra e coideal, como seguem.

Definicao A.29 Uma codlgebra (C,A,¢) é dita cocomutativa se o di-

agrama
C
PN
cxC p cxC
€ comutativo, ou seja, para todo c € C,
ZC(l) ® @) = (00 A)( ZC@) ® cq)-
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Definigao A.30 Sejam (C,Ac,ec) e (D, Ap,ep) duas codlgebras. Uma
funcao k-linear f : C — D € um morfismo de codlgebras se os sequintes

diagramas sao comutativos:

f

C D C D
Ik XA
ec 55}

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser reescrita

como:

Ap(f(e) =Y fle)m@f(0)@ =D flew)®f (@) = (fof)(Ac(o),
1 (A.15)

para todo c € C.

Jd a comutatividade do segundo diagrama pode ser reescrita

como:

(ep o f)(c) =ec(o), (A.16)

para todo ¢ € C.

Definigao A.31 Seja C' uma codlgebra. Um k-subespaco D C C' € dito
uma subcodlgebra se A(D) C D® D.

Claramente, se D é uma subcoalgebra, entdo (D, A|p,e|p) é

uma codalgebra.

Exemplo A.32 Seja {C;}ic; uma familia de subcodlgebras de uma
codlgebra C, entdo Z C; € uma subcodlgebra de C.

i€l
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De fato, pois

A (Z Ci) = ZA(Ci) - Z(Ci ®C;) C Zci ® ZQw
iel iel iel iel iel
Definigao A.33 Seja (C,A,e) uma codlgebra e I um k-subespago ve-
torial de C. Dizemos que I:
(i) € um coideal & esquerda (a direita) se A(I) C C ® I (res-
pectivamente A(I) C I ® C);
(ii) € um coideal se A(I) CI®@C+C®1Iee(l)={0}.

Notamos que todo coideal & esquerda e & direita € um coideal,
mas, diferentemente do que ocorre com ideais em uma &algebra, se I for
um coideal de uma codlgebra C, nao necessariamente I serd um coideal

a esquerda e a direita. O proximo exemplo ilustra esta situagao.

Exemplo A.34 Considerando o anel de polinémios k[X] que é uma

codlgebra com comultiplicacao e counidade dadas por:

AX")=(X®1+10X)", &X")=0 para n>1
A(l)=1g1 e g(1)=1,

em que 1 =1 = 1y x1-
Seja I = kX o k-subespago de k[X] gerado por X. Temos
que A(I)=1®1+1®1I ec(I) =0 e isto nos diz que I é um coideal,

mas I nao é coideal a direita e nem a esquerda.
Observamos que se C' uma coélgebra, entao todo coideal a
esquerda e a direita é uma subcodlgebra.
De fato, seja I um coideal & esquerda e a direita de C, entao
AY)CCHNI(C)=1x1,
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em que a tltima igualdade segue de ([9], Lema 1.4.5). Reciprocamente,

toda subcodlgebra é coideal & esquerda e & direita.
Proposigao A.35 Seja f : C — D um morfismo de codlgebras. En-
tao:

(i) Im(f) é uma subcodlgebra de D;

(ii) ker(f) é um coideal de C.

Demonstragao: (i) Como f é morfismo de coalgebras, entdo (f® f)o

Ac = Ap o f, ou seja, temos a comutatividade do diagrama

C D

Acl lAD

Logo,

Ap(Im(f)) = Ap(f(C))
= (Apo f)(0)
= (f@fledc)C) C(foHCeC)
= [(O)®f(C)
= Im(f)® Im(f),

ou seja, Ap(Im(f)) C Im(f) @ Im(f). Assim, Im(f) é uma subcoéal-
gebra de D.
(ii) Mostremos agora que ker(f) é um coideal de C. E claro

que (Ap o f)(ker(f)) = 0. E como f é um morfismo de coalgebras,
((f ® f) o Ac)(ker(f)) = 0, logo:

Ac(ker(f)) Cker(f ® f) =ker(f) ® C + C @ ker(f),
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em que a ultima igualdade vem do Lemal[AT2] e segue que e (ker(f)) =
(ep o f)(ker(f)) =0, pois ec = ep o f. Portanto, ker(f) é um coideal
de C.

Podemos também definir uma estrutura de coalgebra quo-

ciente.

Teorema A.36 Sejam C uma codlgebra, I um coideal e 7 : C — C/I

a aplicagdo canodnica de espagos vetoriais. Entdo

(i) Existe uma unica estrutura de coalgebra em C/I tal que

7 ¢ um morfismo de coalgebras;

(ii) Se f : C — D & um morfismo de codlgebras com I C

Ker(f) entdo existe um tinico morfismo de coalgebras f : C/I — D tal

que f = fom.
Demonstragao: (i) Como I é um coideal,
(rem)oA)I)C (ram)I®C+C®I)=0.

Lembrando que C/I®@C/I~C®C/(I®C+C®1I), temos,
pelo Teorema do Homomorfismo para espacos vetoriais, que existe uma

tinica fungao k-linear A : C/I — C/I®C/I tal que Aomr = (@) oA,

ou seja,
C u C/I
[
[
A A
[
Y
ceC prn C/lIeC/I
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é um diagrama comutativo. Temos que A(E) = ZE(U ® C(2), em que
c

¢ = n(c). E facil vermos que

Portanto, A é coassociativa. Além disso, como £(I) = 0, pelo
Teorema do Homomorfismo para espacos vetoriais, existe uma tnica

funcgao k-linear £ : C/I — k tal que £o 7 = ¢, isto é, o diagrama

C—W>C/I
s
7/
£ /5
P
k

comuta, ou seja, £(¢) = ¢(c), para todo ¢ € C. E com isso, vemos que:

Y 8@t = Y.eleq))Te) = Y .elcqaym(ee)
= W(ZCE(C(D)C(Q)) = 7(c)=c¢c.

Analogamente, " ¢(1)€(¢(2)) = ¢ Portanto, (C/I,A, ) é uma
codlgebra. A comutatividade dos diagramas acima mostram também

que 7 : C' — C/I é um morfismo de coalgebras.

(ii) Seja f : C — D & um morfismo de coalgebras tal que
I C ker f. Entao, pelo Teorema do Homorfismo para espacos vetoriais,
existe uma tnica fun¢do k-linear f : C/I — D tal que for = f, ou

seja, f(¢) = f(c), para qualquer ¢ € C. Assim,
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(Ap o f)(e)

Ap(f(e) = Ap(f(c))
= (Apof)(o)

= ((fef)elAc)(o)

= (o) (@)
= D flew) ® fle))

= Y. fE) ® f(Ea)

= (fof)(X.20) ®@%y)
= (fefHA@),

—
*
—

= (%)

enf(€) =ep(f(e)) ="ec(c) = £(0),

em que as igualdades (x) e (**) seguem do fato de que f é morfismo de

codlgebras. Logo, f é morfismo de coalgebras.

A.3 A Algebra e a Coalgebra Dual

A construgdo do espago dual de um espaco vetorial nos per-

mite construir algebras induzidas por coalgebras e vice-versa.

Sejam C uma coalgebra e A uma algebra, considere o k-espago
vetorial Homy(C, A) de todas as transformagoes lineares de C' para

A. Nosso objetivo agora é fornecer uma estrutura de algebra para

Homy(C, A).

Proposicao A.37 Sendo C e A como acima, Homy(C,A) € uma dl-
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gebra com o produto de convolugao definido por
(f*x9)(e) = (no (f ®g) o A)( Zf c))g (A.17)

para todo f, g € Homy(C, A) e c € C e com unidade dada noe.

Demonstragao: E claro que fxg € Homy(C, A), pois é a composicio
de fungobes lineares com contradominio em A. Mostremos que o produto

de convolucéo é associativo, sejam ¢ € C e f, g, h € Homy(C, A), entdo

((f +g) = h)(c) 2o (fxg)(ey)hle)

= D (Zcm f(C(1)(1))9(C(1)(2))) h(c2))
= 2 (fle)gle))hle)

= 2 fle)glee)hle))

= X Flew) (e, slemnhleen)
= 2 fle)g*h)(cw)

= (f*(g=h)(o).

Também temos que

(fxmoe)e) = 3. fleyn(ele))
= D> fleyele)n(ly)
= 2. fleayele))la
= F(XZecwele)) 1a
= f(o).

Analogamente temos que ((noe€) * f)(c) = f(c). Com isso,
Homy(C, A) se torna um anel com unidade que possui uma estrutura
de k-espaco vetorial. A relacdo de compatibilidade entre a estrutura

de espaco vetorial e o produto de convolucdo é facilmente verificada.

208



Logo, Homy(C, A) satisfaz a Definigdo [A1le portanto é uma algebra.
|

Quando A = k, obtemos o espago dual de C' que sera deno-

tado por C* = Homy(C, k). Sendo k uma algebra, temos o seguinte

coroléario.

Corolario A.38 O espago dual C* de uma codlgebra C € uma dlgebra

com a multiplicacio dada por[A 17

Dado um k-espago vetorial V', denotamos V* = Hom(V, k) o
espaco dual de V. E conhecido que os espacos V e V* determinam uma,
forma bilinear nao degenerada ( , ) : V*xV — k dada por (f,v) = f(v).

Sejam V e W k-espagos vetoriais e ¢ : V' — W uma aplicacao
k-linear. Entao a transposta de ¢ ou a transformacado dual induzida é
a aplicacdo linear ¢* : W* — V* definida por (¢*(f),v) = (f, ¢(v)) =
f(é(v)), para todo f € W* e todo v € V.

Sabemos que como k-espagos vetoriais, k£ & k* via o isomor-

fismo £ : k — k* dado por

(€(), B) = aB, (A.18)

para todo «, 3 € k. E sua inversa £~! : k* — k é dada por

NN =(f1). (A.19)

Ainda, podemos considerar V* ® V* como um subespaco de
(V ® V)* via o seguinte lema, que serd enunciado abaixo. Ao leitor

interessado, indicamos a demonstragao em ([9], p. 16 e 17).

Lema A.39 Seja V um k-espago vetorial. Entao o morfismo v : V* ®
V* — (V@ V)* dada por (o(f @ g))(v @ w) = f(v)g(w) para todo
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f, g €V* etodov, weV éuma aplicagio injetora. Além do mais,
se V possuir dimensao finita entdo ¢ € um isomorfismo se V possuir

dimensdo finita.

Como corolério deste lema, temos:

Corolario A.40 Sejam My, ..., M, k-espagos vetoriais. Entdao a apli-
cagio 0 : My ®- - QM) — (M1 ®---® M,)* definida por (0(f1®- - ®
fa))mi @ - @my) = film) ... fo(my) € injetora. Além disso, se

todos os espacos M; sao de dimensao finita, entdo 6 € um isomorfismo.

Portanto, com estas notacoes, a multiplicagao na codlgebra

dual C* torna-se A* o e a unidade torna-se €* o £.

Exemplo A.41 Consideremos C a codlgebra vista no Exemplo

A algebra dual C* tem multiplicagdo definida por (fxg)(cy,) = zn: flei)g(en—i)
e unidade 7 : kK — C*, dada por n(«)(¢c,) = adon, para todlgof, g €
C*,a € ketodon €N,

Vamos mostrar que

¢: C* — K[X]]
foo= X flen)X™,

neN

é um isomorfismo de algebras, em que k[[X]] é a &algebra das séries de

poténcia formais.

Claramente, ¢ é bijetora e k-linear. Além disso,
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o(f*g) = > (fxg)(cn)X"

neN

= (X fle)gleni)X™)

neN =0

= (X flen)X™)( 2 glen)X™)

neN meN

= o(f)o(9),

on(1) = X n()(ea) X"

neN

= > donX" =1
neN

Logo, ¢ é um isomorfismo de k-algebras.

Pelo que fizemos acima, a toda coélgebra podemos associar
uma algebra dual. Surge, naturalmente, a pergunta inversa: dada uma
algebra A podemos associar uma estrutura de coalgebra a A* usando
as transformacoes duais p* e n*?

No caso anterior, a definicdo da multiplicacdo vinha de A e

a funcao ¢
p=(A"01):C*0C* L (Ce0) 25 o
Poderiamos tentar definir uma comultiplicagdo de forma anéloga:
w* P
A=lop"): A"t (AR A L— A* ® A*

A dificuldade em fazer isto é que ¢ ndao é necessariamente
invertivel, apenas se A possuir dimensao finita.
Assim, seja A uma algebra de dimensdo finita. Definimos

A:A* - A*®@A*por A=1topu*eec: A* - kpore=¢on*,
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em que zi~!' : k* — k & dada pela equacdo [A19 Com isso, temos o

seguinte resultado:

Lema A.42 Se f € A* e A(f) :Z gi ® hq, para algum n € N, entao
i=1

Zgl ) para todo g;, h; € A* e todo a, b € A. Além

disso, se f ab) Zgj )W (b), entdo Zgi ® h; = Zgg ® h;.
( J

Demonstragao: Temos que ¢t(A(f))(a ® b) Zgl h;(b). E como

A =171 opu*, logo,
flab) = f(ula©b)) = p(f)la @ b) = Zgi(a)h b

E mais, se Zg;(a)h;. (b) = f(ab), entdo para todo a, b € A,
J
temos:

Y gioh]| (a@b) =1 (Zg@hi) (a®b).

E, pela injetividade de ¢ segue que Zgg ®h; = Zgi ® h;.
j i
|
Proposigao A.43 Seja A uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo A*
¢ uma codlgebra com comultiplicacio A = 1! o u* e com counidade

e=¢"ton*, em que 71 € dada pela equacdo [A 19

Demonstragao: Seja f € A*, entdo escrevemos A(f) = Zhi ® 9i,

para alguns h;,g; € A*, A(g;) Zgw ® gi; para alguns g”,g” € A*
J
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Z hij, ® hy, para alguns hl,, b}, € A*, logo:

(A®I)oA)f)=(AcI) <Zh ®gz> th hijy © gi-
Por outro lado,

(IR A) o A)(f) =T @A) (Zh ®g7> Zh ® gi; ® gy

Consideremos agora 6 : A*Q@A*QA* — (AQ A® A)* definido
por ((u @ v ® w))(a®@b®c) = ula)v(b)w(c). Pelo Lema [A39] 0 é
injetora. Portanto, pelo, Lema [A.42]

(Bo(A@ D)o A)(fN)la®brc) = ((th@h?k@gz))(a@b@c)

= S (@) ()i
i,k

= Y hilabigi(e)
= f((ab)o).

Por outro lado,

(PoT@A)oM)(fla®bRc) = ( (Zh ®gw®gw))(a®b®c)

= Zh a)gi;(b)gij(c)

= Zh a)g;(be)
= f( (bc)).



Como a,b,c € A e f € A* sao escolhidos arbitrariamente e
A é uma algebra associativa, pela injetividade de €, temos a coassocia-

tividade.

Além disso, como g(f) = (£~ on*)(f) = f(14), pelo Lema
[A42] temos que

(Z hﬁ(gi)) (a) = Zh a)gi(1a)

= f(alA) = f(a),

e
<Z €(hz')gv> (a) = Zhi(lA)gv:(a)
| = f(La0) = f(a)
Logo, Zhie(gi) = f = Zs(hi)gi. Portanto A* é uma
coalgebra. i ' ]

Proposigao A.44 Sejam C e D codlgebras e A e B dlgebras de di-

mensdo finita. Entdo

(i) Se f : C — D é um morfismo de coalgebras entdo seu dual

f*:D* — C* é um morfismo de algebras;

(ii) Se f : A — B é um morfismo de algebras entdo seu dual

f*:B* — A* ¢ um morfismo de coalgebras.

Demonstragao: (i) Sejam g, h € D* e ¢ € C. Como f é morfismo de
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coalgebras, temos

(f*o(g*h))(e) (g% h)(f(e))

Z g(f(e)a)h(f(c)2))
Zg (cyh(f(ee))
= Z(f*(g))(%))(f (h))(c2)

c

= (/7 (9) = (f*(h)))(e)-

Logo, f*(g * h) = (f*(g9)) * (f*(h)). Além disso, temos que
f*(ep) =epo f=ec, pois f & morfismo de codlgebras. Portanto, f*

é morfismo de algebras.

(ii) Conforme a Defini¢do [A30] precisamos mostrar que os

seguintes diagramas sao comutativos

oo [or A
B*® B* —— A*®@ A* k.
fref
Mostremos (I). Seja u € B*. Entdo
(Aa- o f*)(u) = Ap-(uo f) = Zgz ® hi,
para alguns g;, h; € A*.
Sejam também A g« (u ij ®gqj, para alguns p;,q; € B*

J
e ¢ como no Lema [A39 Ainda, sejam a € A e b € B. Pelo Lema [A.42]
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temos que:
(L((Aas o f) (W) (a®b) = Zgz hi(b) = (uo f)(ab).

Por outro lado,

(((f*®@ 7)o Ap)(u)(a®d) = (L (Z(pj o f) @ (g Of))) (a®b)

= > o Na)gof)b)
= ij(f(a))qj(f(b))
= u(f(a)f(b))

= (uo f)(ad),

em que a ultima igualdade segue do fato de f ser morfismo de dlgebras.
Como ¢ é injetiva, o primeiro diagrama comuta.

Além disso, como f é morfismo de algebras, temos
(ax o f7)(u) =ca-(uo f) = u(f(1a)) = u(lp) = ep(u).

Portanto, (ITI) comuta, e segue que f* é morfismo de coalge-

bras.

A.4 O Dual Finito de uma Algebra

Na secao anterior construimos um algebra dual C* a partir

de uma coélgebra C' e obtivemos a dualizacdo de uma algebra A para
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uma coélgebra dual A* no caso em que A tem dimensao finita. Vamos
mostrar que podemos associar uma, estrutura de codlgebra a um sube-
spago A° C A* tal que Ags|a0 = p*|a0 : A° — (A° ® A°) define uma

comultiplicacao, que é chamado dual finito de A.

Definicao A.45 Sejam A uma dlgebra e I C A um ideal de A, dizemos

que I tem codimensdo finita se dim (A/I) < +oo.

Lema A.46 Sejam V um espago vetorial e X, Y C V subespagos. Se
X e Y possuem codimensao finita, entao X NY também possui codi-

mensao finita.

Demonstragao: Seja v : V — V/X x V/Y a transformacao linear
dada por y(v) = (v+ X,v+Y). E facil ver que ker(y) = X NY.
Entao, pelo Teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais, temos
que:

V/ker(v) = Im(y) CV/X x V/Y.

Como dim(V/X) < co e dim(V/Y) < oo, segue que dim(V/(XNY)) =
dim(V/ker(y)) < 0.

|

O préximo resultado nos fornece uma caracterizagao para os

elementos do subespaco ao qual estamos querendo construir, mas antes,

lembramos o seguinte fato da algebra linear:

Lema A.47 Se um conjunto de funcionais lineares {f;}7_, de um es-
pago vetorial V' é linearmente independente entio existem {v;}?~, CV

tais que f;(vj) = d;; para i,j € {1,...,n}.

Teorema A.48 Sejam A uma dlgebra, f € A* e como no LemalA .39

Entao sao equivalentes:
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() Existem f;,g; € A*, parai € {1,...,n}, tais que f(ab) =
Z fila , para todo a, b € A;

(i) A(f) € o(A" ® A%), em que A(f) = u* (f);

(iii) Existe I C ker(f) um ideal & esquerda de A com codi-
mensao finita;

(iv) Existe J C ker(f) um ideal & direita de A com codimen-
sao finita;

(v) Existe K C ker(f) um ideal de A com codimensao finita.

Demonstragao: A sequéncia logica de nossa demonstragao sera (i) <
(ii), (i) = (iii), (i) = (iv), (iii) = (v), (iv) = (v) e (v) = (ii).

(i) < (ii)

Sejam a,b € A, entdo A(f)(a ®b) = f(ula ® b)) = f(ab).
Logo, se existirem f;,g; € A* tais que f(ab) Zfl gi(b), temos

A(f)(a®Db) = <L <Zf7 ®gi>> (a®D),

o que implica em A(f) € ((4A* ® A*).

que:

Reciprocamente, se f € A* é tal que A(f) € ((A* ® AF),
entdo existem f;,g; € A* tais que A(f) = ¢(>_, fi ® g;). Logo, para
todo a, b € A temos que f(ab) = A(f)(a®b) = Zfi(a)g (b)

(ii) = (iii) i

Seja A(f) = ¢ <Z gi ® h; |. Por propriedades do produto
tensorial, suponhamos, sem perda de generalidade, que {g;}; sdo
linearmente independentes e {h;}?_; ndo nulos.

Seja I = ﬂ ker(h;). Vejamos que I é um ideal & esquerda de

A com codimensao ﬁmta e contido em ker(f).

Provemos primeiramente que I € um ideal a esquerda de A.
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Claramente, I é um subespaco de A. Sejam b € Aec € I,

entao

0= Z gi(ab)hi(c) = f(abc) Z gi(a

paratodoa € A,. E pela independéncia linear dos g;, existem {v;}7; C
A tais que g;(vj) = d;;, disto, temos que h;(bc) = 0, para todo i €
{1,...,n}. Logo bc € I.

Mostremos que I tem codimensao finita.

De fato, como dim(A/ker(h;)) =1, para todo i € {1,...,n},
pelo Lema [A46] segue que ﬂ ker(h;) = I tem codimensao finita.

Por fim, vejamos (;ue I C ker(f).

Seja a € I, entao
f(a) = f(1aa) = Zgl 14)hi(a) = 0.

Portanto, I C ker(f).

(ii) = (iv)

A demonstragdo é analoga a demonstracao feita em ((ii) =
(iii)).

(iii) = (v)

Seja I C A um ideal & esquerda de codimensao finita que esta
contido em ker(f). Definimos 7 : A — Homy(A/I) por w(a)(b+I) =
ab+ I, para todo a, b € A.

Mostremos que 7 é um homomorfismo de algebras.

Sejam a, b, ¢ € A, temos que 7 estd bem definida, pois se

a=bentdo w(a)(c+I)=ac+1=bc+ I =mn(b)(c+I). E também,

m(ab)(c+ I) = (ab)c + I = a(bc) + I = w(a)(w(b)(c + 1)),
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o que implica em 7(ab) = w(a)w(b). Ainda, é facil vermos que w(a+0b) =
m(a) + w(b) e que m(aa) = arw(a), para todo « € k. E com isso,

conluimos que 7 é homomorfismo de algebras.

Seja K = ker(w). Pelo que mostramos acima, temos que K
¢ um ideal de A. Como dim(Homg(A/I)) = (dim(A/I))*> <ocoe T &

um homomorfismo de 4lgebras, pelo Corolario [A.14]

A/K = A/ker(m) = Im(m) C Homy(A/I).

Portanto K é um ideal de A com codimensdo finita.

Resta mostrarmos que K C ker(f). Para tanto, seja z € K.
Entdo 0+1 = w(x)(a+1I) = xa+I, ou seja, za € I paratodoa € A. Em
particular, paraa = 14. Logo, x € I C ker(f), e segue que K C ker(f).

((iv) = (v))

Novamente, a demonstragdo é andloga & demonstragio feita

em ((iii) = (v)).

(v) = (ii)

Sejam K um ideal de A como em (v) e p: A — A/K a
projegdo canonica e p* : (A/K)* — A* a transformacéo dual induzida.

Consideremos também

P ®p": (AJK) @ (A/K)" — A* @ A",

Mostremos que A(f) € Im(to (p* ® p*)). Ja sabemos que
A(f) € (A® A)*. Notemos que A(f)|agrx+kea = 0, pois como K é
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um ideal de A, temos que u(A® K + K ® A) C K e portanto

A(fIA K+ K® A)

A(f)(A® K)+ A(f)(K ® A)
= f(AK) + f(KA) =0.

Logo, pelo Teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais,
existe uma tnica transformagao linear A(f) : (A ® A)JAK+K®

A) — k tal que o seguinte diagrama comuta:

A
A® A W k

(A A)/(A®K+K®A)

em que P é a projecao canonica.

Notamos ainda que p®p: AQA — A/K®A/K é sobrejetora
(pois p & sobrejetora) e que, pelo Lema [AT2]

ker(p® p) = A®@ker(p) + ker(p) ®A=AQK + K ® A,

segue pelo Teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais, temos

que

(ARA)/(A9K+K®A) = (A®A)/ ker(p@p) = Im(p@p) = A/ KRA/K.

E ainda, que A(f) € (A® A)/(A® K + K ® A))*. Assim,

como K tem codimensao finita, segue que A/K ® A/K tem dimensao
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finita e consequentemente,
(AQA)/(AQK+K®A))" =2 (A/K® A/K)".
Denominamos por
v:(ARA)/(AK+K®A) — (A/K® A/K)*
este isomorfismo. Entao:
v(A(f)) € (A/K ® A/K)" = (A/K)* @ (A/K)*,

pois dim(A/K) < co. Eporw: (A/K @ A/K)* — (A/K)*® (A/K)*
este ultimo isomorfismo.
Temos entao o seguinte diagrama, onde as flechas horizontais

sa0 isomorfismos:

A©A N\ wo (A (AY
KoA+A®K K K

%

(A® A) ——— (A5 A)"
ou seja, p* =io (p* ®p*) owowr. Assim,

A(f) = A(f)op
= (A
— o (p*@pY) owor((f)),

portanto, A(f) € Im(io (p* @ p*)).
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Definigao A.49 Seja A uma dlgebra. Definimos o dual finito de A
como sendo o conjunto A° das funcoes f € A* tal que f satisfaz qual-

quer um dos itens do teorema[A78
Lema A.50 A° € um subespago vetorial de A*.

Demonstragao: Para mostrarmos que A° é subespaco vetorial de A*,
devemos ver que 0 € A°, e paratodo f, g € A°etodoa € k, f+g € A°
eaf € A°.

Claramente 0 € A° pois ker(0) = A, e disso obtemos que
dim(A/ ker(0)) < oo, ou seja, ker(0) tem codimensdo finita.

Sejam f, g € A°. Entao existem ideais I, J de A, I C ker(f)
e J C ker(g), tais que dim(A/I) < oo e dim(A/J) < co. Claramente,
INJ éumideal de Ae INJ C ker(f)Nker(g) C ker(f+g). Pelo Lema
A6, dim(A/(INJ)) < oo e portanto f + g € A°.

Por fim, para todo « € k, como f € A°, existe K C ker(f)
ideal de A tal que dim(A/K) < co. Mas ker(f) C ker(af), e portanto,
af € A°.

|
Finalizamos esta se¢ao mostrando que A° é de fato uma coal-

gebra.

Proposicao A.51 (A°,A,¢) é uma codlgebra. Em que A(f) = p*(f)
ee(f) = f(la).

Demonstragao: Primeiramente, mostremos que A(A°) C A° ® A°.
Seja f € A°, entao podemos escrever A(f) = Z fi®g; com f; g; € A*

3
e {fi}"_; um conjunto linearmente independente. Logo, pelo que foi

visto acima, existem a; € A, para j € {1,...,n} tais que fi(a;) = 0;;.
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Assim, para cada i € {1,...,n} temos:

gi(ab)

> dijg5(ab)
=1

em que L,, é a multiplicagao & esquerda por a;. Portanto, pelo item
(i) do Teorema [A48 segue que g; € A° para qualquer i € {1,...,n}.
Com isso, concluimos que A(f) € A° ® A*. Com raciocinio analogo
mostra-se que A(f) € A*® A°. Como A° é subespago de A* temos que
A(f)e A°@ A*NA*®@ A° = A° ® A°.

A demonstracao da coassociatividade e da counidade e analoga
a demonstracao feita na Proposicao Portanto A° é uma coélge-

bra.

A.5 Moébdulos e Comobdulos

Nesta sec¢ao, veremos o conceito de modulo sobre uma algebra
e que o mesmo pode ser dualizado, dando origem & nocao de comoédulo

sobre uma codlgebra.

Definigao A.52 Seja A uma dlgebra. Um A-mddulo & esquerda € um

par (X,7), em que X € um espago vetorial e v: A® X — X é um
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morfismo de espacos vetoriais tal que os diagramas abaizo comutam

A9Ao X 22 Aw x A X
o
nRIx ¥ ko X 5
A X —1 o x \A
X.

A definicdo de A-modulo & direita é analoga, exceto que o
morfismo « agora é dado por v: X ® A — X.

Em geral, escrevemos a - m ao invés de y(a @ m).

Na definicdo de A-mo6dulo, partimos de um espago vetorial e
de uma algebra e definimos uma operacao que relaciona as duas estru-
turas. Quando pensamos no processo de dualizacao, essa idéia persiste,

porém, utilizamos uma coalgebra ao invés de uma &lgebra.

Definicao A.53 Seja C uma codlgebra. Um C-comddulo & direita (ou
um comddulo o direita sobre C) é um par (M,p), em que M €é um
espaco vetorial e p: M — M ® C' € um morfismo de espagos vetoriais

tal que os sequintes diagramas comutam

M—r s MecC M
P ImM®A p \M@)k
M&C—>MeCeC Af
PRI M@C

A comutatividade do primeiro diagrama acima nos diz que

(I @ A)op = (p®Ic)opeadosegundo, diz que (I ®e)op éo
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isomorfismo canodnico.

Analogamente, definimos um C-como6dulo & esquerda (ou um
comodulo & esquerda sobre C), considerando o morfismo de k-espagos

vetoriais p: M — C ® M.

Assim como no caso das coalgebras, também temos uma no-
tagdo de Sweedler para coméddulos. Dado m € M, escrevemos p(m) =

Zm(o) @m®, em que m©® e M e m™) e C.

Utilizando a notacao de Sweedler, a comutatividade dos dia-

gramas acima nos diz que

Z mOemDomll) = Z mOOmOD gm0 = 3™ m® gm® gm®
(A.20)

e que

Z m@e(m™)) (A.21)

A partir de agora, dada uma coélgebra C, quando nos referir-
mos a um C-comoédulo a direita (M, p), a menos que se diga o contrario,
omitiremos o morfismo p, ao qual denominamos coacao, dizendo apenas

um C-comoédulo & direita.

Exemplo A.54 Toda codlgebra (C,A,e) é um C-comddulo a direita e

a esquerda, com p = A.

Exemplo A.55 Sejam C uma codlgebra e X um espago vetorial. En-
tio X ® C € um C-comddulo & direita, com a aplicacio p: X @ C —
X®C®C dada por p=1& A. Verifiquemos que o sequinte diagrama
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comuta:

I A
X®C X% XoCeC

Ix®A Ixgc®A

X®CoC X229 yocowcwec.

De fato, sejam v € X e c € C. Entdo:

(Ix®@A®@Ic)o(Ix®A)(z®c) = (Ix®A®Ic)(r®A(c))
= (x®A2Io)(z® () cuy®cw))

= Zx X A(C(l)) ® C(2)

= Z xR C(1)(1) & C(1)(2) ® C(2)

()

= D r®cu) @ @),
c
Por outro lado,

(Ixec @A)o(Ix @A))(z®c) = (Uxgc @A) (x® Ac))

= (Ixgc ®A)(z® (Z c) ® c(2)))

c

= Z(IX‘X’C RA)(z® 1) ® C(g))

C

= Z{E [ €(1) X A(C(g))

= §:x®qn®qmn®Qmm

C:¢(2)

= Y T®cn) @) )

Logo, o primeiro diagrama é comutativo. Resta mostrarmos
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a comutatividade do sequndo diagrama:

X®dC
Ix®y
Ix®A XRC®EK
Ixgc®e
XeCxC

Temos que

((Ixgec®e)o (IR A))(z®c)

(Ixec ®e)(z® (D cqy ®c))

(&

= (Ixgc ® 5)(2 T ®cay ® o))

= Z(IX®C ®e)(z ®cay @ cz))

C

= Zm@C(l) ®E(C(2))
= Z$®C(1)€(C(2))®1k
c
= $®ZC(1)€(C(2))®1k
c

= QRc®1

= Ix®vY(®ec).

Assim como na algebra e coalgebra, podemos definir uma
estrutura de morfismo entre dois C-comddulos. Para tanto, vejamos
primeiro que existe essa estrutura para moédulos e entdo, a dualizare-

mos.

Definigao A.56 Sejam A uma dlgebra, (X,v) e (Y, k) dois A-mddulos

a esquerda. Dizemos que uma transformagao linear f : X —Y € um
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morfismo de A-mddulos se o diagrama abaizo é comutativo:

I
Ao X —28 _Asy

X Y.

Assim, dualizamos essa noc¢ao gerando a seguinte defini¢io:

Definigao A.57 Sejam C uma codlgebra, (M, p) e (N, ¢) dois C-comddulos
a direita. Dizemos que uma transformagao linear g : M — N € um

morfismo de C-comddulos se o sequinte diagrama comuta:

M N

MC————>N®C.
9gQIc

Utilizando a notagdo de Swedler, temos:
dlg(m)) =D g(m®) @m,

para todo m € M.
Ressaltamos que, embora estejamos trabalhando com comé-
dulos & direita, estes resultados sao validos para comddulos & esquerda

também.

Definigao A.58 Seja M um C-comddulo & direita. Um subespago ve-
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torial N de M ¢é dito um C-subcomddulo o direita se p(N) C N ® C.

Seja C' uma coalgebra. Notemos que I é um C-subcomddulo
a direita de C se, e somente se, I é um coideal & direita da coalgebra
C.

De fato, como (C,A) define a estrutura de C-comédulo da
coalgebra C e I é um C-subcomodulo a direita de C, entdo A(I) C
I®C. Logo, I é coideal & direita da coalgebra C. Por outro lado, se 1
é um coideal & direita de C, entdo (I, A) é um C-subcomddulo & direita

de C.

Teorema A.59 (Teorema fundamental de comédulos) Sejam C
uma codlgebra e seja (M, p) um C-comddulo & direita. Entdo todo ele-

mento de M pertence a um subcomddulo de M de dimensao finita.

Demonstragao: Seja {c;}ic; uma base para C. Assim, para todo
m € M, temos que p(m) = >, m; ® ¢;, em que {m;} ¢ uma familia
quase nula.

Assim, definimos o subespago W = span{m,} de M. Clara-
mente, W tem dimenséo finita, pois é gerado por {m;} e {m;} é uma
familia quase nula, isto é, existem finitos indices j € I tais que m; # 0

Notemos que, para cada ¢;, A(¢;) = Zaijkcj ® ¢k, e por-

3k
tanto,

Z plmy) ® ¢, = Z m; & AijrCj @ Cg.
k i,5,k

Segue que, p(my) = Y. m; ® a;jkcj, o que implica em W ser um sub-
comddulo de dimensao finita.
Ainda, sabemos que m® 1 = ((I ® €) o p)(m) e consequente-
mente, m = Y e(c;)m; € W.
|
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Corolario A.60 (Teorema fundamental das Coalgebras) Todo el-
emento de uma codlgebra C pertence a uma subcodlgebra de dimensao

finita.

Demonstragao: Sabemos que (C, A) é um C-comddulo & direita. En-

ta0, pelo teorema anterior, dado ¢ € C, existe um subcomoédulo & direita

(isto é, um coideal & direita) de dimensdo finita V' de C contendo c.
Assim, se {v;} para i € {1,...,r} é uma base de V, temos

que, para todo i € {1,...,7},
T
A('Ul) = ZUJ‘ (24 Cii,
j=1

em que cj; € C.
Dai, aplicando A ® I¢ na expressao acima e usando a coas-

sociatividade da codlgebra, temos:

ka Q Crj & cj; = ZUJ‘ ® A(Cji).
J

k,j

Logo, A(cki) = Z ckj @ ¢ji, € portanto, o subespaco gerado

por V e por {cji}} ;_; € umja subcoalgebra de dimenséo finita contendo
c.
|
Sejam (M, p) um C-comoédulo & direita e N um C-subcomoédulo
de M. Podemos definir o quociente entre M e N através de suas es-
truturas de espagos vetoriais, em que 7 : M — M/N é a aplicagdo
canonica, definida por 7(m) = m, para todo m € M. Claramente, 7w é

linear.
Proposicao A.61 Sejam (M, p) um C-comddulo a direita e N um C'-
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subcomaodulo. Entao existe uma unica estrutura de C'-comddulo a direita

em M/N tal que m : M — M/N é um morfismo de comddulos.

Demonstragao: Como 7(N) = 0, entao:

(r®Ic) o p(N) C (1@ Io)(N® C) C 1(N) & C = 0.

Logo, N C ker((m ® Ic) o p). Portanto, existe um unico

morfismo p de k-espagos vetoriais tal que o diagrama abaixo:

M = M/N

I
|
I
I
|
T®Ic ¥
Mec—"2° . (mM/NyeC

é comutativo, isto é, por = (7 Q I¢) o p.

Assim, para todo m € M, segue que,

p(m) = (pom)(m)
((r® Ic) o p)(m)
(r® [C)(Z m® & m(l))

Z (m (0))‘ mM
= Z (0)®m

Portanto, p(m) = Zm(o) @m ¢ M/N @ C. Mostremos
que (Inyn ® A)op=(p® Ic)op
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De fato, seja m € M/N. Entao

(Uyyn @ A)op)(m) = (Iuyn ® A)(Z m® @ m)
— = 9] 1)
= Z m(®) & M) & m o)

— me) @ mV @ m®.
Por outro lado,

(peIc)op)(m) = (pan)(d>_ m?em®)
— Zﬁ(m(o))®m(1)
= T OO0 g RO gnO

= Zm(o) om® & m(2)’

m

Portanto, (Ip;/y ®@A)op = (p@1c)op, o que nos diz também

que 7 : M — M/N é um morfismo de comé6dulos.

O comodulo M/N com a estrutura dada acima é chamado

comodulo quociente de M com respeito ao subcomédulo N.

Proposigao A.62 Sejam M e N dois C-comddulos 4 direita e f :

M — N um morfismo de comddulos. Entao Im(f) é um C-subcomddulo

de N e ker(f) é um C-subcomddulo de M.

Demonstragao: Sejam pyy : M — M@ Cepy : N - N@C

os morfismos que definem as estruturas de C-comédulo sobre M e N

respectivamente.
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Como f é um morfismo de comédulos, temos que

((f @ Ic) o par)(ker(f)) = pn (f (ker(f))) = 0.

Portanto,

pu(ker(f)) € ker(f ® Io) = ker(f) @ C,

em que a ultima igualdade decorre do Lema [A12]
Assim, ker(f) é um subcomodulo de M.

Por outro lado,

pn(f(M)) = (pn o f)(M)
(felIc)opu)(M)C (fRIc)(M®C)=Im(f)®C

pn(Im(f))

e segue que, Im(f) é um subcomoédulo de N.

Teorema A.63 (Teorema do isomorfismo para comédulos) Sejam
f: M — N um morfismo de C-comddulos a direita, m : M — M/ ker(f)
ei:Im(f) — N, a projecio e a inclusio candnicas, respectivamente.
Entdo existe um tinico isomorfismo de C-comddulos f : M/ ker(f) —

Im(f) tal que o diagrama abaizo € comutativo.

M ! N
M/ ker(f) ——— Im(f).



Demonstragao: Pelo Teorema do Isomorfismo de espagos vetoriais,
existe uma Unica fungdo k-linear f : M/ker(f) — Im(f) tal que
f(m) = f(m), isto &, (io fom)(m) = f(m), para todo m € M.
Claramente, f é um isomorfismo de k-espacos vetoriais. Vejamos que
f é um morfismo de comédulos.

Sejam w : M/ker(f) — (M/ker(f)) @ C e ¥ : Im(f) —
Im(f) ® C os morfismos que definem a estrutura de comé6dulo sobre
M/ ker(f) e Im(f) respectivamente. Mostremos que o diagrama abaixo

é comutativo.

M} ker(f) Im(f)
“ [V
(M/ker(f)) © C —L2 L Im(f) @ C.
Para todo m € M/ ker(f), temos:
(Folo)ow)(m) = (Folo) Z 0) g M)
= Z f‘(m(o)) & m®
= D M) em

—
*

) Zf (0)®m
O(f(m)) = (Vo f)(m),

em que igualdade () segue do fato de que f é um morfismo de como6du-
los. Logo, (f®Ic)ow = o f, ou seja, f & um morfismo de comddulos

& direita. [
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Lema A.64 Sejam C uma codlgebra e A uma dlgebra. Se (M, p) é um

C-comddulo a direita entao M é um C*-mddulo @ esquerda.

Demonstragao: Sejam m € M e f € C*. Como p(m) = Zm(o) ®

m, entdo M se torna um C*-moédulo & esquerda via acao dada por

f-m= Z F(mM)ym©®,

Ainda, seja v : C*® M — M a acdo de C* em M, ou seja,
v(f ® m) = f-m. Como ¢ é a unidade de C*, temos que:

Y(lg- ®@m) = Zs(m(o))m(l) =m,

m

para todo m € M.

Por fim, sejam f, g € C'*, entao, para todo m € M temos:

FWfeygem) = X, (f@gmM)m®)
= Y 9mM)y(f om®)
= Em,m«» g(mM) £ (m O 1)) (0)(0)
= Y mo mOO f(mOM)g(mD), (I

Por outro lado,

V(frg)em) = S (f*g)(m®)mO)
= Zmm f(mﬁi)g(mgi)m(o)

= Yomo mOf(mi))g(m). (1)
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Porém, como M é um C-comoddulo a direita, sabemos que

(p@I)op=(I®A)op. Logo, (I) e (II) sdo iguais, e segue que:

Y((f *g) @m) =~v(f @v(g ® m)),

ou seja, (M,~) é um C*-modulo & esquerda.

Exemplo A.65 Seja C' uma codlgebra. Pelo Lema a estrutura

de comddulo de C induz uma a¢do a esquerda de C* em C' dada por
f=e=>" fle)eq (A.22)

para f € C* e c € C. Do mesmo modo, eziste uma a¢io natural

direita de C* em C, dada por
c— =Y fle)ee)- (A.23)
c

Exemplo A.66 Seja A uma dlgebra. De modo andlogo, podemos definir
uma a¢do G esquerda de A em A*. Para todoa € Aefe A*, a— f

€ o elemento de A* tal que, para todo b € A,

(@ — f)(b) = f(ba). (A.24)

Do mesmo modo, definimos uma a¢io o direita f ~— a de A
em A*, em que

(f <= a)(b) = f(ab). (A.25)
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Apéndice B

Mobdulo Plano e Fielmente

Plano

Iniciamos este capitulo relembrando as nocoes de algebra e
de modulo, para entao definirmos moédulo plano e fielmente plano, e

vermos os principais resultados envolvendo essa teoria.

Defini¢ao B.1 Uma k-dlgebra unital A é um anel com unidade que
possui uma estrutura de k-espaco vetorial e para todo o € k e todo
a, b e A temos:

a-(ab) = (a-a)b=a(a-b)

em que ab representa a multiplicagcdo no anel A dos elementos a e b.
Definigao B.2 Seja (A, 1, n) uma k-dlgebra. Um A-mddulo a esquerda

é um par (X,7), em que X é um k-espago vetorial e v : A®@ X —

X € um morfismo de k-espacos vetoriais tal que os diagramas abaizo
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comutam

A9Ao X 22 4w x A X

o

nRIx el K®X 5

PN

Fatos relembrados, passamos ao estudo dos médulos planos e

A X

X.

fielmente planos, tais médulos possuem boas propriedades com respeito
ao produto tensorial. Por se tratar de resultados auxiliares, demon-
stramos apenas os que sao utilizados diretamente na dissertagao. Ao
leitor interessado, indicamos ([20], Capitulo 2, Segdo 4).
Primeiramente, se temos um R-moédulo & direita P, com R
um anel fixado, podemos definir, a partir da propriedade universal do
produto tensorial sobre R, um funtor covariante da categoria dos R-
modulos a esquerda na categoria dos grupos abelianos, a saber, o funtor

produto tensorial:

Por( ): rMod — Ab
M — P®grM.

Mais geralmente, se P é um (.5, R)-bimodulo, temos dois fun-
tores, P®pr ( ) e ( ) ®g P, o primeiro indo da categoria dos (R, T)-
bimé6dulos na categoria dos (S, T') — bimdulos, o segundo da categoria
dos (T, S)-bimo6dulos na categoria dos (T, R)-bimo6dulos.

Um resultado importante sobre o funtor produto tensorial é
que ele preserva sequéncias exatas & esquerda, para uma demonstragao

desse resultado, veja [20].
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Teorema B.3 Seja P um R-mddulo a direita e

0O—-—K—L—-M-—0

uma sequéncia exata de R-mddulos a esquerda, entdo a sequéncia abaixo
é exata,

PrK - P®rL—>P®rM — 0.

A injetividade sé € preservada para uma classe especial de

mddulos, os modulos planos.

Defini¢ao B.4 Um R-mddulo a direita, Pr, € dito plano se o funtor
P ®pr () € exato na categoria dos R-mddulos & esquerda rIN, ou seja,

dada a sequéncia exata de R-modulos,

f g

0 rK rL rM 0,

entao,

I I
0—>Pog K popr 2% pop M ——0,

também é uma sequéncia exata de R-maodulos.

A seguir, demonstramos um resultado fundamental que car-

acteriza os médulos planos a partir de mddulos projetivos.
Lema B.5 Todo mddulo projetivo € plano.

Demonstragao: Seja Pr um R-moédulo projetivo, queremos mostrar

que Pg é plano, ou seja, dada a sequéncia exata de R-moédulos:

f g

0 rK rL rM 0,
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entao,

0—=Por K2 popr 2% pop M ——o0,

também é uma sequéncia exata de R-modulos.

Para tanto, basta mostrarmos que Ip ® f é um morfismo
injetivo, uma vez que Ip ® g é sobrejetivo e Im(Ip ® f) = ker(Ip ® g)

saem diretamente de resultados da teoria de produto tensorial.

Assim, seja Y p; ®@k; € ker(I® f), entdo Y. p; @ f(k;) = 0.
Jj=1 j=1

Agora, como Pg é projetivo, existem 7y : P — R, tal que
mA(p) # 0 apenas para uma quantidade finita de termos, e {ey}, em

que A € A é um conjunto de indices, tais que mx(e,) = 0xu €,

p=Y_ exma(p),

A€EA

o que implica em,

S ex @ ma(py) f (k) =0,
AEA
e aplicando 7, ® I a esta igualdade e usando a injetividade de f, temos
que,
0 = > mp)f(ky)
= f(2;m(p))k))
= >;m(pj)k; =0.
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Com isso, segue que:

0 = > ex®gr >, ma(pj)k;
XEA j=1

= Zn: Y. exma(py) ® kj

Jj=1XeA
n
= > pj®kj.
j=1

Portanto, Zn: p;j ® k;j = 0 como queriamos e entao temos que

ker(Ip ® f) = {0}, (g;lseja, Ip ® f é injetivo.
|
O teorema a seguir nos mostra uma série de equivaléncias, as

quais sao utilizadas para definir médulos fielmente planos, sua demons-

tragdo pode ser vista em ([20], Capitulo 2, Segao 4).

Teorema B.6 Para qualquer mddulo a direita P sobre um anel R, sdo
equivalentes:

(i) A sequéncia
M~ M g
é exata, se, e somente se,
PRp M —=P@rM —=Pxr M"

é uma sequéncia exata;

(ii) P é um modulo plano, e para qualquer R-moédulo & es-
querda M, P ®r M = 0 implica em M = 0;

(iii) P é um moédulo plano, e o morfismo ¢ : M’ — M",

na categoria dos R-modulos a esquerda (g91), é nulo se o morfismo
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induzido Ip ® ¢ : P@r M' — P ®p M" é nulo.

Definigao B.7 Se qualquer uma dessas condigées € satisfeita, dizemos

que Pr € wm mddulo fielmente plano.

No que segue, damos alguns resultados da teoria de moédulos
fielmente planos e finalizamos com um teorema que é de fundamental
importancia no Capitulo@dl Indicamos ao leitor interessado nas demon-

stragoes ([20], Capitulo 2, Secdo 4).

Proposigao B.8 Um R-mddulo a direita plano Pr é fielmente plano
se, e somente se, Pm # P, para qualquer ideal mazimal a esquerda m

de R.

Para darmos sequéncia, definamos o que significa dizer que
um moédulo é fiel. Para tanto, usaremos a noc¢ao de anulador de um

R-moédulo.

Definigao B.9 Seja R um anel e M um R-mddulo, definimos por
Apg(M) == {r € R: r-m = 0, para todo m € M} o conjunto

dos anuladores do modulo M .

Definicao B.10 Dizemos que M ¢ um R-mddulo fiel se, e somente se,

Ang (M) = {0}
Proposigao B.11 Todo mddulo fielmente plano € mddulo fiel e plano.

Consideremos agora o morfismo £ : R — .S, onde S é um anel
comutativo com unidade. Entao S pode ser visto como um R-moé6dulo

a direita via €. Vejamos quando Si é um R-moédulo fielmente plano.

Teorema B.12 Seja £ : R — S como acima. Sio equivalentes:
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(i) Sgr é fielmente plano;

(ii) Sgr é plano e para qualquer ideal a esquerda U C R,
§71(SU) =U;

(iii) Sgr é plano, e para qualquer ideal & esquerda maximal
m C R, existe um ideal & esquerda maximal m’ C S tal que m =
£ (m');

(iv) O morfismo & é injetivo e 0 R-modulo a direita (S/&(R))r
é plano.

E no caso em que R e S sdo anéis comutativos, também ¢é
equivalente:

(v) Sk é plano e para qualquer ideal primo p C R, existe um

ideal primo p’ C S tal que p = £~ 1(p).

Definigao B.13 Se o homomorfismo de anéis £ : R — S satisfaz as
condicoes do teorema anterior, dizemos que & € fielmente plano a di-

reita, ou que S € uma extensdo fielmente plana a direita de R.

Proposigao B.14 Sejam £ : R — S fielmente plana a direita e E(R) C
Z(S). Entao:

(i) Um R-modulo & esquerda M é finitamente gerado e pro-
jetivo se, e somente se, o S-modulo a esquerda S ®pr M é finitamente
gerado e projetivo;

(ii) Um R-moédulo & esquerda M ¢é plano (respectivamente
fielmente plano) se, e somente se, o S-modulo & esquerda S ®p M é

plano (respectivamente fielmente plano).

Finalizamos este apéndice mostrando que um R-mo6dulo fini-

tamente gerado e projetivo, sob certas condicoes, é fielmente plano.
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Proposigao B.15 Sejam R um anel comutativo com unidade e P um
R-mddulo projetivo finitamente gerado. Entao P é R-mddulo fielmente

plano a esquerda e a direita.

Demonstragao: Vamos fazer para a direita. Para a demonstragao a
esquerda, os resultados sao andlogos. Tomemos N é R-m6dulo, vamos
mostrar que se P@g N = 0, entdo N é o modulo nulo, ou seja, N = {0}.

Primeiramente, como P é projetivo finitamente gerado, exis-
tem {p1, - ,pn € P} e ¢1,--+ ,on € Hompg(P, R) tal que para todo
p € P, tenhamos

p=Y_ pii(p)-
=1

Com isso, podemos mostrar que a seguinte aplicacao é um

isomorfismo de R-médulos, para qualquer R-médulo M:

®: Hompr(P®rN,M) — Hompg(Pgr,Homgr(N,M))
F )

em que

®(F): P — Homg(N,M)
p = D(F)(p) : N — M
n — F(pon).

A R-linearidade e boa definicdo de ® sdo facilmente verifi-

cadas, em que a estrutura de R-médulo em Hompg(N, M) é dada por

Verifiquemos a injetividade de ®:
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Seja F' € ker(®), portanto, F(p) = 0, para todo p € P, o
que implica em F(p)(n) = 0, para todo n € N, e consequentemente,
F(p®n) =0, para todo p € P etodon € N. Como F é aditiva, temos
que F=0em P®Rpr N.

A sobrejetividade vem do fato que P é projetivo finitamente

gerado: seja f € Homg(P, Homg(N, P)), defina:

f: PxN — M
(pn) ; 0i(p) F (i) (n).

E facil vermos que f é R-bilinear, portanto, pode ser facil-

mente levantada para

f: PrRN — M

pe®n - ; i (p)f (ps) (n).

Voltando ao caso estudado, suponhamos P ® g N = 0 e seja
{z;}ier um conjunto de geradores de N, assim, para todo n € N,
n =Y. nyry. Tomemos também M = Rz o modulo livre gerado
A€A A€EA
pelos geradores de N.

Finalmente, consideremos as aplicacoes
{0ir}Yi=1,...n € Homp(P, Homg(N, M)),
AEA

tais que iy 5, (P)(1) = (Vig (P)MAcINA) ACA-

Pela sobrejetividade de ®, existe 0;, x, € Homr(P®g N, M)
tal que ®(6iy,x,) = iy, xo-

Por hipotese, P ®@r N = 0, logo Homp(P ®r N, M) = {0} e

portanto 8;, », =0, para todo ip € 1,--- ,n e todo Mg € A.
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Assim, para todon € N e todo p € P, temos:

eiow\o (p)(n) = (‘pio (p)nhoéz\oz\)/\eA = (O)/\GA-

O que implica em ¢;,(p)ny, = 0, para todo p € P, todo
Xo € Aetodoip € {1,---,n}.

E como podemos variar os p € P convenientemente, podemos
escolher p € P tal que ¢;,(p) = 1g, logo, n), = 0 para todo Ao € A, o
que nos diz que n = 0, para todo n € N, ou seja, N = 0.
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Apéndice C

Resultados Importantes de

Algebra

C.1 Lema do Diamante

O Lema do Diamante ¢ um importante resultado para encon-
trar bases em algebras cujos elementos sao expressos por polinémios
nao comutativos.

Iniciamos esta secao definindo a notacao necesséria para o
estudo do mesmo. A partir disso, enunciamos os resultados de maior
importancia para nosso estudo. Ao leitor interessado, indicamos [3]

para maiores detalhes e para as demonstragoes.

Sejam k um anel comutativo com unidade, X um conjunto,
(X)) o semigrupo livre com unidade gerado por X, e k(X) a k-algebra
livre gerada por X.

Ainda, seja S um conjunto de pares da forma o = (W, f,),
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em que W, € (X) e f, € k(X). Paracadaoc € Se A, B € (X),
definimos o k-endomorfismo 74,5 : k(X)) — k(X) tal que r4,p fixa
todos os elementos de (X) com excessdo de AW, B que é enviado em
Af,B. Ao conjunto S nomeamos sistema de redug¢des e aos morfismos
7 A0p chamamos reducaes.

Dizemos que uma reducao ra,p age trivialmente sobre um
elemento a € k(X) se o coeficiente de AW,B em a é nulo, ou seja,
raoB(a) = a. Dizemos que a é irredutivel sobre S se toda redugdo age
trivialmente sobre a. O k-submodulo de todos os elementos irredutiveis
de k(X)) sera denotado por k(X );--. Uma sequéncia finita de redugoes
T1,-+ o (Ts =TA4,0,B,;) € dita final em a se (rpo0---ory)(a) € k(X)irr.

Além disso, dizemos que a € k(X) é de redugdo finita se para
toda sequéncia infinita de redugoes 71,72, - - -, existe ig € N tal que para
todo i > i, ; age trivialmente em (r;_1 o---ory)(a). Notamos que se
a é de redugdo finita, entdo toda sequéncia maximal de redugoes {r;}
de forma que r; age néo trivialmente em (r;_1 o ---ory)(a) é finita, e
portanto, uma sequéncia final em a. Segue da prépria definicao que os
elementos de redugdo finita denotam um k-submoédulo de k({X).

Por fim, dizemos que um elemento a € k(X) é de redugao
unica se ele é de reducdo finita e a imagem de a sobre todas suas

sequéncias finais coincidirem. A este valor denotamos rg(a).

Lema C.1 No contexto acima sio vdlidas as sequintes afirmacoes:
(i) O conjunto dos elementos de reducdo unica formam um
k-submoédulo de k(X) e rs é uma aplicagdo k-linear deste submoédulo
em k{(X)p-
(ii) Suponhamos que a, b, ¢ € k({(X) sdo tais que para to-

dos os mondmios A, B, C aparecendo com coeficientes ndo nulos em
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a, b, c, respectivamente, entao, o produto ABC é de redugao dnica
(em particular, por (i), isto implica que abc é de redugdo unica). E se
r & qualquer composicao finita de redugoes, entdo ar(b)c é de reducao

tnica e rg(ar(b)c) = r(abc).

Para enunciarmos o Lema do Diamante, precisamos definir
0o que chamamos de ambiguidade de sobreposicao e ambiguidade de
inclusdo, a saber, uma quintupla (o, 7, 4, B,C), com 0,7 € S, e ele-
mentos 4, B,C € (X)\{1}, tal que W, = AB e W, = BC & chamada
ambiguidade de sobreposi¢ao. Tal ambiguidade é resolvivel se existem
composigoes de redugodes r e r’ tais que r(f,C) = r'(Af,). Esta é uma
condicao de confluéncia nos resultados das duas formas indicadas de
reduzir ABC (condicdo do diamante).

Do mesmo modo, uma quintupla (o, 7, A, B,C), em que os
elementos 0,7 € S, A, B,C € (X)\{1}, tal que W, = Be W, = ABC
é chamada ambiguidade de inclusdo. A mesma sera resolvivel se Af,C
e fr podem ser resolvidas para um elemento comum.

Definimos também uma ordem parcial de semi-grupos em
(X), a qual entendemos por uma ordem parcial < tal que B < B’
implica em ABC < AB'C, para A, B, B, C € (X). Dizemos que
essa ordem é compativel com S se para todo o € A, f, é uma combi-
nacao linear de mondmios estritamente menores que W,.

Finalizamos denotando por Is o ideal bilateral de k(X) ge-
rado por elementos da forma W, — f,. Ainda, se < é uma ordem parcial
de semi-grupos em (X) compativel com o sistema de redugdes S, e A é
um elemento qualquer de (X), I4 denota o submoédulo de k(X) gerado
por todos os elementos B(W, — f,)C tal que BW,C < A. Dizemos

que uma ambiguidade de sobreposi¢ao (respectivamente de inclusdo)
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(0,7, A, B,C) & resolvivel em relagdo a < se f,C — Af,; € Iapc (res-

pectivamente, Af,C — fr € Iapc).

Teorema C.2 (Lema do Diamante) Sejam S um sistema de redugdes
para a dlgebra livre k(X) e < uma ordem parcial de semi-grupos com-
pativel com S e satisfazendo a condi¢ao de cadeias descendentes. Entio
sao equivalentes:

(i) Todas as ambiguidades de S sdo resolviveis;

(i’) Todas as ambiguidades de S sdo resolviveis relativo a <;

(ii) Todos os elementos de k(X) sdo de redugao tnica sob S;

(iii) Um conjunto de representantes (para cada b € R, existe
tnico a € k(X) tal que b = [a]) em k(X) para os elementos da algebra
R = k(X)/Is é dado pelo k-submodulo k(X ) gerado pelos monomios
irredutiveis de (X).

Neste caso, a dlgebra R pode ser identificada com o k-submédulo

k(X )i que se torna uma dlgebra com multiplicacdo dada por a-b =

rs(ab).

C.2 Lema da Cobra

Lema C.3 (Lema da cobra) Sejam R uma anel e A, B, C, A’, B’
e C', R-mdodulos a esquerda tais que o sequinte diagrama de morfismos

de R-mddulos a esquerda é comutativo:

A B C 0,
Pl
0 Al——=pB ——=C
f g

com linhas exatas.
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Entao existe um morfismo ¢ : ker(y) — coker(a) tal que a

sequinte sequéncia € exata:

— _,

ker(«) J, ker () EN ker () 3, coker(a) ER coker(B) L coker(y),

- o ) -
em que f e g sdo as restricoes de f e g respectivamente e f e G sdo
morfismos induzidos. Ainda, se f € injetora e g' é sobrejetora entio f

é injetora e §' é sobrejetora respectivamente.

C.3 Lema de Dedekind

Lema C.4 (Lema de Dedekind) Sejam E um corpo e 01,02, - ,0p
Aut(E) distintos. Entdo eles sao linearmente independentes, isto €, ex-
istem y1,7v2, -+ ,Yn € E tais que T = v101 + -+ + Yoo = 0, implica
emy =% = - =", =0.
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Apéndice D

Demonstracao da

Proposicao 4.12

De acordo com o que vimos na demonstracao da Proposigao

412 no Capitulo @, mostremos que v, * 1, =10 & = 1, * 1h,.

Demonstragao: Provaremos o resultado para a base de A;. De fato,
sejam TT T, Ty T}, elementos da base. Consideraremos os casos em
que as poténcias p,r, k,l sdo multiplos de 3Z/{0} e o caso em que
nenhuma delas é uma poténcia de 3, os casos mistos, onde uma, duas
ou trés dessas poténcias sao miltiplos de 3 é feito de modo andlogo e
portanto, omitiremos. Iniciamos com o caso dos miultiplos de 3, assim,

p=3i, r=3j, k=3sel=3t, logo,
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by x P, (THTY)

se r # 0.

Y

= > b (T3 T ), (THTE TS )
pn=0 7!
() 3j 337 - 3 37
= 0 T131'T12?¢v(T101T102)¢U(T131T102T22J)
3J 3(i+j = 3i3i
+ iy T3 (T T, (THTHTS,)
J
by i
THETH (T TS, (T3 TY)
3(i+J - ir37
i>j +T11( J)wv(TﬂT&)wv(T{)1T102T§2)S(T§1T12j)
i<j

im37 — p3(i—i
THTH b, (TO T )b, (Tay ) TY)
3(1+7 - 4 i
AT (T TG, (T T TS)S(THTY)

i3 3(j—i 3(i+j irn3j
THTYS(Tay ™) + TH ) S(THTY)

i3 n3(i—j 3(i+7) 353
T131T12JT22( & _Tll( j)T12JT232

THIYTI - T T
i34 33 3(i+37) 35 r3i -
T131T12JT§2T11J_T11( j)ijTz?’ :OZWOE(TﬁTm)
irn3J 33 3i 3(14+7) 35 3 T
T131T12JT11JT232 - T11( j)lesz?E =0= 7705(Tf1T12)

irm3j 3(i—j 3(i+j i3
_ {iﬁﬂﬁﬂﬁ’5+ﬂf”ﬂﬁﬁﬂ

Em que (%) é valido, pois 1, e 1, atingem valores iguais a zero

para poténcias de 112 diferentes de zero e 3Z. E ainda, T11T22 = 14,

o que explica a terceira linha da equagao.

Do mesmo modo,
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3i [ 35

Boenr - 3 (V) were e
p= L
_ 37 D (TOTONS T3iT3j T3i70 T3j
- 0 wv( 11 12) ( 11 12)wv( 11-+12 22)
37 _ 306 iy
|, | P IR TRST T e (T TH TS
J

= Ev(TflTlt)Q)S(TlglinQj)T?ling1/}1) (TflTPQTSQ)

_ (it .
+¢1)(T101T102)S(T11( +J))T131T1323¢1)(T101T102T202)
i3] i3] 3(i+7 i3]

= SIHTHTHTY + ST )3T

3j p3irn3irp3J 3(i+j i3J r
= —THTHTHT,; + T22( J)T131T12J =0=mnoe(THTY,),
se r # 0.

Provemos que o mesmo resultado é valido para os elementos

da base T55 TP, de fato,

o s 3t 3t — s 3t—puN\ "7 35+3t—
Vo 0 (THTH) = P (MBI TETE T ™), (T T2 1T,

3t - 3(s+t
= 0 T235T132t¢v(T202T101T102)¢U(T22( * )Tl()Q)

3t —
oy, T35 TP b (T3 T T15) 0, (T35 T1)

s 3(s+t s s
= THETHS(To™) + THTHS(THTH)

s 3(s+t s S
T232 T132tT11( )~ T232T13fT1?’§T1?’1) =0=no 5(T2]€2T1l2)a
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se [ # 0.

Do mesmo modo,

— s do[ 3t ) - )3 3t— 35+3t—
Vo x 0 (THTH) = ZO Gy (MBI TE T T )y (Tos 21 TL)
n=0 \ p
3t ) — 35770 3t 3(s+t) -0
= 0 Y, (T3 T T3 )0 (Tog T1s)
3t A 3s3t0 353t
+ 3 Y, (155 T Tro) o (T55T75)

Do (THTY)S (T TE T, (THTE)
0, (T3s° T T TH (T9T)

Gy (THTH)S (T TH T, (THTD)
O, (T T T TH, (THTY)

s>t
s<t

s s 3(s+t 3(t—s s
< S@ETITST + ST )T T

orp3(st 3(s—t)r3s
_Tf’leBszz(g )"‘Tu(g )T232T13§

sp3(s+t 3(t—s) 3s
~THETE T + T3 T TY

s>t
s<t

s3(s+t s s
—THTE T22(9 )+ THETHTHTE = 0=noe(THT],)

t s3(st+t t K S t
—T5T5s T22( )+ THTHTHTH = 0=mnoe(T5T,)

s>t
s<t

R 3(s+t 3(s—t)\rr3s
s>t { S(T232T132t)T22( )+S(T22(9 ))T232T13§

se l #0.

Notamos que se Tis tem poténcia nula, A(Ti’}) = TZ. ® TZ.

para i = j € {1,2} e claramente,

Yo # U, (Ty5) = noe(Tij) = b, * o (Tij).
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Vejamos agora o caso onde as poténcias nao sao mualtiplas de

trés,ouseja,p:&'—i—ﬁ,r:3j+F,k=35+15el:3t+f, dai,

T
— r —
P Ty _ P+pr—p P Ty
Yy * 1, (T T75) —E Yo (Th7 T "), (T 1155y ) = 0,
pn=0 2
pois v, e 1, s6 assumem valores diferentes de zero se T tem poténcia
igual a zero ou 3Z, e neste caso, se avaliarmos 1,,, vemos que isto s6 é
fato para p = 7 ou p = r, mas que implica em 1, = 0. Por outro lado,
se avaliarmos 1, p deve assumir os valores de 0 ou 375, que zeram 1.

O mesmo argumento serve quando calculamos v, * 1/,. Portanto,
Yo * U, (THTTp) = noe(THTy) = b, * (THTT,).
Do mesmo modo,

l
_ l _ w l—uN"T k+l—pmp
wv*wu(Tzszllz) :Z wv(q““ M)Tzlclelllel )wv(TQ;— "TY,) =0,
pn=0 12

por argumento analogo ao anterior. Assim,
Py * P, (T2k2T1lQ) =no 5(T2]€2T112) =1, * w(Tzszfz)-

E com isso, fica evidenciado que o morfismo 1, dado na
Proposicao B.12 é inversivel por produto de convolugao com inversa

dada por v,,.
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