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RESUMO

Dado um grafo com linhas finitas F, vamos definir a C*-algebra as-
sociada a FE, que denotaremos por C*(FE), como sendo a C*-dlgebra
universal gerada por uma F-familia de Cuntz-Krieger. Através de um
exemplo, mostraremos que a F-familia de Cuntz-Krieger universal tem
todos os elementos ndo nulos. Como a um grafo E podem existir muitas
FE-familias de Cuntz-Krieger, e todas essas familias geram C*-dlgebras,
vamos mostrar algumas condigoes suficientes para que estas C*-algebras
sejam isomorfas a C*(E). Também estudaremos a estrutura de ideais
de C*(FE).

Palavras-chave: grafo com linhas finitas. familias de Cuntz-Krieger.
C*-algebra de grafo.






ABSTRACT

Given a row-finite graph E, we are going to define the C*-algebra as-
sociated to F, which we denote by C*(E), as the universal C*-algebra
generated by Cuntz-Krieger E-family. Through an example, we are
going to show that the universal Cuntz-Krieger E-family has all the
elements different from zero. Since there can be many Cuntz-Krieger
family associated to a graph FE, and all these families generate C*-
algebras, we are going to show sufficient conditions so that they are be
isomorphic to C*(E). We will also study the ideal structure of C*(E).
Keywords: row finite graph. Cuntz-Krieger families. graph C*-
algebra.
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INTRODUCAO

O estudo de C*-dlgebras de grafos comegou em 1980 com (2)
publicado por J. Cuntz e W. Krieger. Neste trabalho, Cuntz e Krieger
consideravam uma matriz quadrada A, com entradas em {0,1} e que
nao tinha nenhuma linha ou coluna nula, e associavam a essa matriz
uma familia de isometrias parciais em um espaco de Hilbert H. Eles
definiam a C*-algebra 04 como sendo a C*-algebra universal gerada
por uma familia de isometrias parciais, satisfazendo certas relagoes.

No mesmo ano, o trabalho (3) de autoria de M. Enomoto e Y.
Watatani, mostrava que dada uma matriz A era possivel definir um
grafo finito F4 e dado um grafo F era possivel associar uma matriz
Ag de forma que, nos dois casos, as C*-dlgebras Oy e C*(FE) fossem
isomorfas.

A partir destes trabalhos, a ideia de definir C*-algebra de grafo
finito foi estendida para outros tipos de grafos, por exemplo, os grafos
dirigidos e com linhas finitas.

Neste trabalho, um grafo dirigido E = (E?, E*, r, s) consiste em
dois conjuntos enumerdveis E® e E' e duas funcoes r,s : £ — E1,
sendo que E° é o conjunto dos vértices, E' o conjunto das arestas, e s,
as fungoes que determinam onde cada aresta comeca e termina. Vamos
dizer que F tem linhas finitas, quando cada vértice recebe apenas uma
quantidade finitas de arestas.

Dado um grafo E, associaremos a cada vértice v € E° uma
projecdo ortogonal P, e a cada aresta e € E'! uma isometria parcial S,,
sendo que tanto as projecoes como as isometrias parciais sao elementos
de alguma C*-algebra B. Dizemos que a familia {S, P} é uma E-familia
de Cuntz-Krieger se as proje¢des sdo mutuamente ortgonais e se duas
outras propriedades sao satisfeitas.

A C*-4lgebra de um grafo E, denotada por C*(E), é a C*-
algebra universal gerada por uma FE-familia de Cuntz-Krieger.

A um unico grafo E, podemos associar mais de uma E-familia de
Cuntz-Krieger e, sendo essas familias subconjuntos de C*-algebras, es-
tas geram C*-subdlgebras. Fica entao a pergunta natural: Que relagoes
existem entre essas C*-algebras? Mais especificamente, que relagao
existe entre uma C*-dlgebra dessas e a C*(E)?

O objetivo do trabalho é determinar quando uma FE-familia de
Cuntz-Krieger {T,Q} em uma C*-dlgebra B, gera uma C*-dlgebra
C*(T,Q), isomorfa a C*(E). Vamos provar dois teoremas, a saber,



o Teorema da Invaridncia da Ag¢ao de Gauge e o Teorema da Unicidade
de Cuntz-Krieger, que darao condigoes suficientes para a existéncia de
tais isomorfismos.

Esse trabalho estd dividido em quatro capitulos. No capitulo 1,
vamos introduzir os conceitos fundamentais como definicao de grafo,
de caminho, de familia de Cuntz-Krieger. Definiremos a C*-dlgebra de
grafo, a partir da teoria de C*-dlgebra universal. Um resumo desta
teoria pode ser encontrado no Apéndice B.

No Capitulo 2, mostraremos a existéncia de uma aplicagdo muito
importante, denominada de agao de gauge. Também, vamos mostrar a
existéncia de uma aplicacao entre C*(F) e C*(E) que satisfaz propri-
edades semelhantes a uma esperancga condicional. Estes sao os resul-
tados preliminares as provas dos Teoremas da Invariancia da Agao de
Gauge e da Unicidade de Cuntz-Krieger, que serao provados no proximo
capitulo. No Capitulo 3, também colocamos uma se¢ao mostrando os
isomorfismos entre as C*-dlgebras C*(E) e O4, citadas no inicio do
texto.

No capitulo 4, vamos caracterizar os ideais de C*(E).

E comum fazermos afirmacgoes durante as provas dos resultados
mais importantes. Sendo assim, vamos usar o simbolo [J para indicar
o término da prova de uma afirmacao e B para indicar o término da
prova de um lema, proposi¢ao ou teorema.

Pré-requitos sugeridos para a leitura deste trabalho: Te-
oria elementar de C*-algebra (defini¢do, exemplos, espectro, elementos
positivos,...); Representagdo de Gelfand, Teorema de Gelfand; estru-
tura de ideais da C*-dlgebra; representacao de Gelfand-Naimark-Segal;
Teorema de Gelfand-Naimark; etc...

Todos os pré-requisitos aqui citados, podem se encontrados nos
trés primeiros capitulos de (9).



1 GRAFOS DIRIGIDOS E FAMILIAS DE
CUNTZ-KRIEGER

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos iniciais sobre
grafos e familias de Cuntz-Krieger. Nosso objetivo é definir a C*-
algebra de um grafo e mostrar que esta satisfaz uma propriedade uni-
versal. Para tanto, vamos utilizar a teoria de C*-algebra universal, que
estd brevemente resumida do Apéndice B deste trabalho.

1.1 GRAFOS DIRIGIDOS

Nesta se¢ao vamos definir grafo dirigido, grafo com linhas finitas
e apresentar alguns exemplos.

Definigdo 1.1.1 Um grafo dirigido E = (E°,El,r,s) consiste em
dois conjuntos enumerdveis E° e E' e duas funcées r,s : E* — EV.
Os elementos de E° sdo chamados de vértices e os elementos de E'
sao chamados de arestas.

Para cada e € E', s(e) é o vértice onde a aresta e comeca, e
r(e) € o vértice onde a aresta e termina.

Exemplo 1.1.2 Se E° = {u,v,w}, E* = {e, f, g}, s(e) = u, r(e) =
v=1:s(g), r(g) =w=s(f) er(f) =u, podemos representar este grafo

E por:
v
Ue——w
f

Exemplo 1.1.3 Se E° = {v1,v2,v3,v4} e E' = {e1,e2,e3,e4}, s(e1) =
r(e1) =v1 = s(ea), r(ea) =r(es) =va = s(eq), s(es) = vs er(eq) = vy,
podemos representar o grafo E por:



Definicao 1.1.4 Uma aresta que comeca e termina no mesmo vértice
€ chamada de loop.
Um vértice que nao recebe nenhuma aresta é chamado de source.
Um vértice que nao emite nenhuma aresta é chamado de sink.

No grafo do Exemplo 1.1.3 temos que, a aresta e; é um loop
que comeca e termina no vértice v;. Neste caso, dizemos que e; é um
loop baseado em v1. Neste mesmo grafo, v é um source e v4 é um sink.

3

Um mesmo grafo F pode ser representado por muitos desenhos
diferentes. Neste trabalho, muitas vezes vamos fazer uso de algum
desenho para facilitar o compreendimento da teoria mas sempre nos
lembraremos que tudo o que for feito permanece quando estamos sem
o desenho.

Para fins de facilitar a notacdo, sempre que escrevermos que F é
um grafo dirigido (ou simplesmente, E' é um grafo), estaremos pensando
em E = (E°, E' r s).

Definicao 1.1.5 Seja E um grafo dirigido. Dizemos que E € um grafo
de linhas finitas se todo vértice v € EY recebe apenas uma quantidade
finita de arestas. Em outras palavras,

#{r_l(v)} < 00,
Vv € EY.

Observe que, é possivel que {r~!(v)} = . Por exemplo, se v é
source entdao {r~1(v)} = 0.

Exemplo 1.1.6 O seguinte grafo tem linhas finitas.

e e e e
4 7, 0, 0,

Exemplo 1.1.7 O seguinte grafo nao tem linhas finitas.

vj
0, 0, < (A
v,

Neste trabalho vamos considerar apenas grafos dirigidos e de li-
nhas finitas, ou seja, toda vez que falarmos em grafo, estamos pensando
em um grafo dirigido e de linhas finitas.



1.2 FAMILIAS DE CUNTZ-KRIEGER

Dado um grafo E, vamos representa-lo por operadores lineares e
limitados em B(H), em que, H é algum espago de Hilbert. A ideia é
associar a cada vértice e a cada aresta de E um operador em B(H) de
forma que esses operadores preservem propriedades do grafo F.

Definigao 1.2.1 Seja E um grafo e H um espago de Hilbert. Uma
E-familia de Cuntz-Krieger {S, P} em B(H) consiste em um conjunto
{P, : v € E} de projecées mutuamente ortogonais em B(H) e um
conjunto {S. : e € E'} de isometrias parciais em B(H) que satisfazem:

(CK1) S:Se = Py, Ve € E.
(CK2) P, = Z S5k, Vv € E° tal que v ndo é source.
eer—1(v)

Observagao 1.2.2 Como estamos considerando grafos com linhas fi-
nitas, temos a garantia de que a soma em (CK2) € finita.

Quando consideramos grafos que ndo tem linhas finitas, em ge-
ral, ndo podemos manter essa mesma definicio de familia de Cuntz-
Krieger. De fato, basta perceber que se o grafo nao tem linhas finitas
pode ocorrer da soma em (CK?2) ser infinita. Neste caso, como garantir
que essa soma, converge?

Em geral, é possivel adaptar os resultados obtidos de grafos com
linhas finitas para grafos arbitrdrios. Isso pode ser encontrado em (10).

As definicoes de projecoes mutuamente ortogonais e isometrias
parciais podem ser encontradas no Apéndice A deste trabalho. La
também estao citadas algumas propriedades que estas satisfazem, que
serao utilizadas (mencionadas ou néo) nos préximos resultados.

A seguir, vamos apresentar alguns exemplos de grafos e respec-
tivas familias de Cuntz-Krieger.

Exemplo 1.2.3 Considere o seguinte grafo E:
f
Q
T

Vamos definir uma familia de Cuntz-Krieger para E.



Considere H = 1?(N) . Neste exemplo estamos pensando N =

{0,1,2,3,---}.
Note que a E-familia de Cuntz-Krieger deve satisfazer:

S;Se = 83Sf = 8,8, = Py,
Py = ScS; + SpSt + 5455
Seja {8 }nen a base canénica de 12(N). Defina:

P,: 1*(N) — I[*(N)
On — On
S.: 1*(N) — [*(N)
571, — 5371,
Sg: P(N) —  13(N)
571, — 53n+1
Sy: 12(N) — I*(N)
5n — 53n+2
Vamos mostrar que {S, P} é uma E-familia de Cuntz-Krieger
em 1?(N).
Claro que P, € proje¢ao.
Temos que,
Sr: I*(N) — 12(N)
(Tn)nen > (20,T3,T6, T, ")
S%: 12(N) — 12(N)
(xn)nEN — ($1,$4,$7,$10,"')
Sy 12(N) — 12(N)
(xn)nEN — (x2;$5ax87xlla"')

Vamos mostrar que (CK1) € satisfeita. Seja (xp)nen € 12(N).
Temos que,

S:;Se((xn)nEN) = S:(if(), Oa vala 07 Oa X2, 07 Oa X3, 07 o ) =

= (.230,.231,33‘2,"') =

= v((xn)nEN)'



Logo, (CK1) € satisfeita para e € E*.

Analogamente, mostra-se que (CK1) € satisfeita para f,g € E'.

Vamos mostrar que (CK?2) € satisfeita. Seja (n)nen € 12(N).
Temos que,

(SES:+SfS;‘+SgS;)((xn)WEN) = Se(xO; Z3,T6, """ )+Sf($1, Ty, Ty )+

+Sy(w2, x5, 28, ) =
= (20,0,0,23,0,0,26,---) + (0,21,0,0,24,0,0, 27, - )+
+(0,0,22,0,0,25,0,0,28,- - ) =
= (z0, 71,72, T3, ) =
= Py((Tn)nen)-
Logo, (CK?2) € satisfeita. Portanto, {S, P} é uma E-famdia de Cuntz-
Krieger em B(I*(N)).

Exemplo 1.2.4 Considere o seguinte grafo E:
C

Vamos defimir uma familia de Cuntz-Krieger para E. Note que,
a familia deve satisfazer S;S. = P, = S.5%, ou seja, tomando P, como
o operador identidade devemos ter que S, é um elemento unitdrio. Seja
H=C efeR fizo. Defina,

S.: C
ezt ezt 61,0

I

Temos que, S!S.(e") = S¥(e*e?) = €. Logo, S, ¢ isometria
parcial e (CK1) € satisfeita. Também, S.S*(e'*) = S.(ete™) = e,
Logo, (CK?2) € satisfeita.

Portanto, {S, P} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(C).

Exemplo 1.2.5 Considere o sequinte grafo E,

€ € €3 v €4

3

’UU vl (%

2

Vamos determinar uma familia de Cuntz-Krieger para este grafo.

Seja {6y fnen base candnica do 1>(N). Novamente, estamos pen-
sando N ={0,1,2,---}.

Para cada i € N, defina:



Para cada i € N\{0} defina,

S.: BB(N) —» 12(N)

0 se n#1
57” — ) 7& X
d;i—1, se m=i.

Vamos mostrar que {S, P} é uma E-familia de Cuntz-Krieger
em K(I*(N)), em que K(I1?(N)) € o conjunto dos operadores compactos
de I*(N).

Claro que {P,, : i € N} € uma familia de proje¢oes mutuamente
ortogonais.

Temos que,

Sy: A(N) — I12(N)
0, se n#i—1,
On — { 0;, se m=1i—1.

Vamos mostrar que (CK1) € satisfeita. Fizve e; € E'. Temos

que,
. B 0, se n#Ei,
Seisei (6n) B { S:i(éi—l), se n =1i.
_ 0, se n#i,
) 4, se m=1
= Pv'i (571) =
- 9(67’,)(6’”)
Logo, (CK1) ¢ satisfeita.
Vamos mostrar que (CK?2) € satisfeita. Seja v; € E°. Temos
que,
Z SeS: = SeH»lng_l?
eer—1(v;)
e que,

N _ 0, se n#(+1)—1,
S€Vi+1Se7:+1 (571) - { Sei+1(5i+1)v se n= (7, + 1) —1. =

[0, se n#i,
R )

i, Se m=r1.



- Pv,; (577)

Logo, (CK?2) ¢ satisfeita.
Portanto, {S, P} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(I*(N)).
Note que, {S, P} € uma famdlia de operadores limitados e de

posto 1, ou seja, € uma familia de operadores compactos.
Portanto, {S, P} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em K (I?(N)).

Observagao 1.2.6 Até agora definimos o conceito de uma E-familia
de Cuntz-Krieger apenas em B(H), em que H € algum espago de Hilbert
H. Mas neste trabalho, estamos interessados em estudar estes concei-
tos em uma C*-dlgebra qualquer. Como os conceitos de projecoes e
isometrias parciais existem na teoria de C*-dlgebras (veja Defini¢ao
A.1.8 e Defini¢ao A.1.9) a nossa definicao de E-familia Cuntz-Krieger
permanece a mesma.

Definigao 1.2.7 Seja E um grafo e B uma C*-dlgebra. Uma E-familia
de Cuntz-Krieger {S, P} em B consiste em um conjunto {P, : v € E°}
de proje¢oes mutuamente ortogonais em B e um conjunto {S. : e € E'}
de isometrias parciais em B que satisfazem:

(CKI) SgSe = Ps(e); Ve € B,
(CK2) P, = Z S.S%, Vv € E° tal que v ndo € source.

eer—1(v)
Proposicao 1.2.8 Seja E um grafo e {S, P} uma E-famdia de Cuntz-
Krieger em uma C*-dlgebra B. Para cada e € E' temos que,
Se = Pr(e)Se = SePy(e)-
Prova: Fixe e € E'.
Vamos mostrar que Se = S.Py). Como S, é uma isometria
parcial na C*-dlgebra B temos que (veja Definigao A.1.9):
Se = SeSZSe = SePy(e)-

Vamos mostrar que Se = Py()Se. Temos que,

Pr)Se = > SpS| S =
fer=i(r(e)
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= D 587 SeSiS. =
fer=ir(e))

= D (SESPSeSD)Se.
fer—1(r(e)
Note que, para cada f € E' temos que SfS} é uma projecao.
Além disso, como Z S¢St é uma projegao, entdo pela Pro-

fer=1(r(e))
posicdo A.1.10, temos que (SfS;)(SeS:) = 0 sempre que e # f.
Segue que,

PreySe = Z (S787)(SeS:)Se = (SeS7)(SeSe)Se = (SeS;)Se = Se.
fer=1(r(e))

Portanto,
Se = Pr(e)Se = SePy(e)-

Proposicao 1.2.9 Seja E um grafo e {S, P} uma E-familia de Cuniz-
Krieger em uma C*-dlgebra B. Entdo:

1. As projegoes {S.S* : e € E'} sdo mutuamente ortogonais.
Se S;S§ #0 entdo e = f.
Se S.Sy # 0 entdo s(e) =r(f).

e

Se SeS7 # 0 entdo s(e) = s(f).
Prova:

1. Claro que {S.S? : e € E'} sdo projegdes. Vamos mostrar que sao
mutuamente ortogonais. Sejam e, f € E' tais que e # f.

Se r(e) = r(f) = v entao S.S7,5pS} sao parcelas da soma
> 8,85 =P,.
ger—1(v)

Como P, é projecao, pela Proposicao A.1.10 podemos concluir
que S5 S¢St = 0.
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Se r(e) # r(f) entao,
(SeS2)(S1SF) = Se(S: Pre)) (Pris)Sp) S} = 0.

Portanto, {S.S* : e € E'} sdo proje¢des mutuamente ortogonais.

2. Suponha que e # f. Entao pelo item 1., (SSS;)(SfS;) = 0. Logo,

S2Sy = (S75.5)(SpS357) = 57 (S5:5757)8 = 0.

3. Suponha que s(e) # r(f). Entao,

SeSf = (Seps(e))(Pr(f)Sf) = Se(PS(e)PT(f))Sf =0.

4. Suponha que s(e) # s(f). Entao,

SeSt = (SePs(e)) (Ps(1)S7) = Se(Ps(e) Po())S; = 0.

Exemplo 1.2.10 Seja E o sequinte grafo:
v

Ue—————w
f

Seja {S, P} uma E-familia de Cuntz-Krieger. Pela proposicao
anterior temos que:

SeS: = 8.5} = S48 = 5,55 = 5.5; = 0.

Observagao 1.2.11 Note que, na proposi¢ao anterior, o fato de que
s(e) = r(f) ndo implica que S.Sy # 0, bem como, o fato de que s(e) =
s(f) ndo implica que SeS} # 0.

De fato, basta por exemplo, tomar a E-familia de Cuntz-Krieger
que tem todos os elementos nulos.
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1.3 UM EXEMPLO IMPORTANTE

A seguir mostraremos que dado qualquer grafo E, sempre existe
uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(I2(N)) que tem todas as projecoes
nao nulas. A existéncia de tal familia nos permitird provar varios re-
sultados no decorrer do trabalho.

A construgao que aqui apresentaremos estd baseada em cons-
trugbes descritas em (4) e (5).

Exemplo 1.3.1 Seja E um grafo.

Vamos determinar uma E-famdlia de Cuntz-Krieger {S, P} em
B(I13(N)) da seguinte forma.

Divida o conjunto dos niimeros naturais em #{E°} subconjuntos
infinitos e disjuntos. Denomine esses subconjuntos de D,,, ondev € E°.

Para cada v € E° que ndo € source, divida o conjunto D, em
#{e € El:r(e) = v} subconguntos infinitos e disjuntos. Denomine es-
ses subconjuntos por Ry, em que f € {e € El:r(e) = v}. Note que,

D, = U Rev

{e€E':r(e)=v}

e essa uniao € disjunta.
Para cada e € E' defina uma bijecdo:

fe : Ds(e) — R..

Note que, sempre existem lais bijecoes, pois Dy(c) € Re sio sub-
conjuntos infinitos de N.

Vamos definir uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(I*(N)).
Seja {6, }nen base canénica do 12(N).

Para cada e € E' defina,

S.: P(N) —s 12(N)
On — [n S Ds(e)]éfe(n)

em que,

_ [0, se n¢ Dy,
[n € Ds(e)] = { 1, se m€ Dyg-
Para cada v € E° defina,

P BN) — (N
Sn —  [n € Dyldn
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em que,
0, se n¢D,,
1, se ne€bD,.

[n€ D,] = {
Vamos mostrar que {S, P} € uma E-familia de Cuntz-Krieger.

Afirmacao 1 O conjunto {Pv NS EO} € uma familia de projecoes
mutuamente ortogonasis.

Prova:

Vamos mostrar que P; = P,.
Fize v € E°. Sejam n,m € N.
Sen,m € D, entado,

<Pv(5n)75m> = <5n75m> = <5nan(5m)>-
Sen € D, em¢ D, entdo n #m. Logo,
<Pv(5n)7 5m> = <5n7 5m> =0= <5na 0> = <5n7 Pv(ém»
Analogamente, se n ¢ D, e m € D, temos que (P,(0y),0m) =
0= (On, Py(0m))-
Sen,m ¢ D, entdo

Portanto, PF = P,.

v

Vamos mostrar que P? = P,.
Fizev € E°. Sejan € N.
Sen € D, entao,

P2(8,) = P(3,) = 60 = Py (6,).
Sen ¢ D, entdo,
P2(8,) = P(0) = 0 = P,(8,).
Portanto, P2 = P,.

Vamos mostrar que as projecoes sao mutuamente ortogonais.
Fize v,w € E°, v # w. Sejan € N.
Sen € D, entaon ¢ D,,. Logo, P,P,(6,) = P,(0) =0.
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Sen ¢ D, entdo,
P,P,(6,) =P,(0) =0, se n¢ D,.

PT)PU)((STL) = Pv((sn) = 07 se nc Dw-

Portanto, as projecoes sao mutuamente ortogonais.

Afirmacdo 2 Para cada e € E', o adjunto do operador S. é
dado por:

St 12(N)

e

— 12(N)
b € RSy

Prova: Para verificarmos que a aplicagdo S¥ definida acima € o
operador adjunto de S, devemos mostrar que, para cada x,y € 1*(N),

(Se(@),y) = (=, 52 ())-

Porém, da linearidade e continuidade do operador S}, é sufici-
ente mostrar que,

<Se (571,); 5m> = <5n; S: (5M)>7

Vn,m € N.

Fize e € E'. Sejam n,m € N. Temos quatro casos para consi-
derar.

Sen € Dy e m € Re entao,

<Se<6n>76m>=<6fe<n>,am>:{ 0 se fimEm

{61, 5S¢ (6m)) = (dn, 5f;1(m)>

Il
—

Logo, (Se(6n),0m) = (On, SZ(6m))-
Sen € Dyey em ¢ R, entio fo(n) #m. Logo,

<Se(5n)a5m> = <5fe(n)75m> =0 ¢
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(On; 8¢ (6m)) = (6n,0) = 0.
Logo, <Se(5n)a 5m> =0= <5nv S:(dm»
Sen ¢ Dy e m ¢ R entdo,
<Se(5n)a 5m> =0= <5n7 S:(ém»
Sen ¢ Dy e m € Re, entdo -t (n) #n. Logo,
(Se(0n),0m) =0= <5n’5f§1(m)> =0.
Logo, <Se(5n); 5m> =0= <6n7 S:((Sm»

Portanto, S} é o adjunto do operador S..

Afirmagao 3 Para cada e € E', S;S. = Py().

Prova: Fizee € E'. Sejan € N.
Sen € Dy entao,

SeSe(0n) = SE(05.(n)) = On = Ps(e) (0n)-
Sen ¢ Dy entdo,
5¢8e(dn) = 52(0) = 0 = Py(e)(n).
Como S;Se e Py sao lineares e continuos, podemos concluir

que S;Se = Py(e)-
O

Note que, a afirmagdo anterior mostra que o operador S, € uma
isometria parcial e que a relagao (CK1) € satisfeita.
Afirmacgao 4 Para cada v € E° que ndo € source, temos que

Po= ) SSk

{e€E':r(e)=v}

Prova: Firev € E°. Sejan € N.
Caso 1: Sen e D,,.
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Neste caso, P,(6,,) = 6,. Por outro lado, como

D, = U Re

{e€E':r(e)=v}

e essa unido € disjunta, existe um unico f € {e cE:r(e)= v} tal
quen € Ry.

Segue que, se e € {e € E' :r(e) = v}, e £ f, entdo SeSk(6,) =
Se(0) = 0. Logo,

> 8eS:i(6n) = SpSF(0n) = bn.
{e€E':r(e)=v}

Como Z SeSE e P, sdo lineares e continuos e coinci-
{ecE:r(e)=v}
dem nos elementos da base, podemos concluir que (CK?2) € satisfeita.

Caso 2: Sen ¢ D,.
Como n ¢ D, entdo P,(d,) =0.
Como D, = U R. en ¢ D, entao, para toda aresta e
{e€E':r(e)=v}
tal que r(e) = v temos que, n ¢ R., .
Logo, se e € E' € tal que r(e) = v entdo S*(8,) = 0. Portanto,

> 8eSi(6n) =0=Py(5y).

{e€E':r(e)=v}
Portanto, a condigao (CK2) € satisfeita. O

Portanto, {S, P} é uma E-famidlia de Cuntz-Krieger em B(I?)(N).

O exemplo que acabamos de construir é extremamente impor-
tante por dois motivos: o primeiro deles, é que dado qualquer grafo,
sempre existe uma familia de Cuntz-Krieger, associada e ele; o segundo
motivo, é que dado qualquer grafo, existe pelo menos uma familia de
Cuntz-Krieger na qual as projecoes sao todas nao nulas.

1.4 CAMINHOS EM GRAFOS

Quando olhamos para um grafo é natural fazermos, mental-
mente, caminhos ou trajetos emendando arestas.
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Nesta secao, vamos definir formalmente o que é um caminho em
um grafo e provaremos algumas propriedades por ele satisfeita.

Veremos que algumas propriedades sao consequéncias diretas das
propriedades provadas para arestas. Os resultados restantes seguem
destes resultados.

Esta secao é importante, pois vai fornecer muitas ferramentas
que serao utilizadas no decorrer de todo o trabalho.

Definigao 1.4.1 Seja E um grafo. Um caminho p em E € uma sequéncia
W= piple - by, de arestas de E' tais que

s(ui) = r(it1), V1<i<n-—1.

Exemplo 1.4.2 Considere o sequinte grafo E:

A

u
f

Temos que eg é um caminho em E. Note que, ef ou gf ndo sao
caminhos.

Definigao 1.4.3 Seja p um caminho em um grafo E. O comprimento
ou tamanho do caminho p € o numero de arestas que ele contém e serd
denotado por |u|.

Por exemplo, um caminho pu = pipus--- p, tem comprimento

lul =n.
Por defini¢éo, os vértices tém comprimento 0.

Definicao 1.4.4 Seja E um grafo. Vamos denotar por E™ o conjunto
de todos os caminhos de u que tem comprimento n. Além disso,

E*=E"|J B
neN

’,

E comum encontrarmos grafos que tém caminhos de compri-
mento infinito. Observe que esses caminhos nao pertencem ao conjunto
E*

De acordo com a definicio acima, E° ¢ E' sdo os conjuntos de
caminhos de tamanho 0 e 1 respectivamente, ou seja, o conjunto dos
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vértices e o conjunto das arestas. Dessa forma, a nossa defini¢ao inicial
dos conjuntos E° e E' permanece inalterada.

Vamos estender as funcoes s, : E1 — E° para o conjunto E*,
ou seja, queremos que dado um caminho p, s(u) seja o vértice onde
esse caminho comega e () seja o vértice onde o caminho termina.

Definicao 1.4.5 Seja E um grafo e u um caminho em E. Definimos
s(p) = s(p4ypu)) € () = r(p)-
Exemplo 1.4.6 Considere o sequinte caminho p = pipaps:

M A, Hy
[ 0, 0, s

Temos que, s(p) = s(us) = vs e () = r(pa) = vo.

Se p e v sao caminhos em um grafo E tais que s(u) = r(v), entao
de acordo com a nossa definicao de caminho, uv é um caminho e, pode
ser representado por:

HY = [ipto -+ "LL‘N‘V1V2. ”V‘Vl'

Seja E um grafo e {5, P} uma E-familia de Cuntz-Krieger em al-
guma C*-dlgebra B. Estamos interessados em caracterizar os produtos
finitos de elementos da familia {5, P}.

Definicao 1.4.7 Seja {S, P} uma E-familia de Cuntz-Krieger. Para
p=papz- - fin € [Ty E definimos,

Slt = Sltl Sltz T Sltn'

Para todo v € E°, definimos S, = P,.

Observacgao 1.4.8 Se y = pipa - - - by, ndo € um caminho, ou seja, se
existe 1 < i <n tal que s(u;) # r(pit1), entdo pela Proposicio 1.2.9,
temos que S, Sy, ., = 0.

Portanto, S, =0 sempre que p ndo é um caminho.

Proposigao 1.4.9 Se p € uma caminho em um grafo E entao S;,S,, =
Py, ou seja, Sy, € uma isometria parcial.
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Prova: Seja pt = pipio - - Temos que,

S5Su = (S Sz = S )" (S Spa -+ S
-8

= S;n S;n 1 SZQ (S,“Sul)suz Sy Spn)

=50 S 1 S (Pa(ua) S ) S -+ Sp) =

= S Sin1 i (Pr(uua) Sa ) S -+ S) =

=8 S Sus (85, 5u.) s - Spy) =
- S}’inS;n . ;3 s(u2) s+ Spn) =
= S}tn‘s’ﬂn =
R
= Fs(p)
Portanto, 57,5, = Ps(,)- [ |

Proposicao 1.4.10 Se i ¢ um caminho em um grafo E entdo S, =
SuPs(y -

Prova: Como s(t) = s(p),|) temos que,

SuPs(uy = SurSua =+ Sy Pouy) = Sua Sz Sy = S

Proposigao 1.4.11 Se y é um caminho em um grafo E entio Py.(,S, =

S,..

Prova: Como P,y =P,

(1) €Ntao,

T(l‘)S T(l'l)(S/hS/w T Sun) = Sulsuz e 'SM = SH'

n

Observe que, as tltimas duas proposicoes nos dizem que, se p é
um caminho entao,

Sy = T(/L)Su = SH]DS(N)’
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ou seja, é um resultado andlogo ao da Proposigcao 1.2.8.

Corolario 1.4.12 Seja E um grafo e {S, P} uma E-familia de Cuntz-
Krieger em uma C*-dlgebra B. Sejam p,v € E*. Entao,

1. Selp| = |v| ep # v entdo S;;S, = 0. Em particular, (S.S;;)(S,5}) =
0.

2.
Sy se w=vw para algum w € E*,
S5, =4 Su. se v=pv para algum v € E*,

0, caso contrario.

3. Se S8, # 0, entdo pv ¢ um caminho em E e Sy, = S,.S,.
4. Se S8k #0, entdo s(u) = s(v).
Prova:

1. Por hipédtese, |u| = |v| = n e pp # v. Seja i o menor nimero
natural tal que p; # v4, ou seja, u; = v;, Vj < . Segue que,

S;SV = (S/uS/m e 'S/Ln)*SmSVQ Sy, =
=85 85 8% 808y, Sy, =

H2™ Bl
(andlogo & prova da Proposicao 1.4.8)
= SZn e S;; SZri71SVi—1Sl’i e S”n =

=S -85Sk Sy Sy, Sy, =

Mi—1

— g "'(S;iSVi)'”SVn —

H7l
(Proposigao 1.2.9, item 1.)
— 5% - (0)---S,, =0.

Portanto, (5,,5})(5,5;) = 0.

2. Vamos separar a demonstracao em dois casos.

Caso 1: Se n = |u| < |v|.
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Como |v| > n podemos fatorar o caminho v em dois caminhos,
v = av tal que |a] = n. Entao,

S8, = 55San. = S58aS,.

Se u = « entao,

S8, = S550Sy. = S5SaSy = Pua)Sv: = PagySue = Sy

Se 1 # « entdo pelo item 1. desta proposigao, temos que,

S48, = (8,,54)S,. = 0.
Portanto, se |u| < |v| entdo,
va _ ) Su, se v=pur,
Sudv = { 0, se v#puv.
Caso 2: Sen = |v| < |ul.

Como |u| > n podemos fatorar u em dois caminhos, p = au tal
que |a| = n. Temos que,

S, = S%,.S, = S5.555,.

Se v = a entéo,

1S, = 8% S5S, = 8% %S = S5 Paga)y = S5 Prp) = S

Se v # «a, pelo item 1. temos que,

S%S, = % 558, = 0.

Portanto,
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3. Por hipétese, 5,5, # 0, ou seja,
SprSps = Sy SnSvy - Sy, # 0.

Em particular, S, , S, # 0 e pela Proposicao 1.2.9, s(j,) =
r(v1). Portanto, s(u) = r(v) e assim, uv é um caminho.

4. Por hipétese, S,S; # 0. Em particular, S,”MS;‘V‘ # 0, e por-
tanto, pela Proposigao 1.2.9, s(i,|) = s(v)-

Logo, (1) = s(v).
|

Observagao 1.4.13 Os itens 1. e 2. do coroldrio anterior nos forne-
cem todas as possibilidades para o produto S}, S, quando p,v sdo ca-
minhos. [Essa caracterizacao serd bastante utilizada mo decorrer do
trabalho.

Observagao 1.4.14 O item 2. do Coroldrio 1.4.12 nos diz que se p, v
s@o caminhos de modo que p nao € a “parte final” de v, ou v nao € a
“parte final” de p entao, S;,S, = 0.

Por exemplo, considere o sequinte grafo:

[ e, €, e,
Uy 0y 0, [ Uy

Seja p = erese3 e v = eses. Temos que, v € um “parte” de p,
mas ndo € a “parte final”, ou seja, ndo consequimos escrever = vv'.
Neste caso, o Coroldrio 1.4.12 nos diz que s;,s, = 0.
De fato,
* _oQx* _oQx* * * _
S5, =S, Seses = 50,5.,(55,8¢,)Ses =0,

€1€2€3
pois e1 # es.

Por outro lado, se consideramos i = ejeses e v = ejea. Temos

— £t ; * _ Qx
que, p = ves. Neste caso, o Coroldrio 1.4.12 nos diz que S}, S, =S¢, .

De fato,

* _Qx* _Qx* * * _ Qx
S/LSV - 561626355253 - 563(562 (561561)562) - Se;;'

Analogamente, podemos considerar p = esez e v = ejeses. Note
que, ndo consequimos escrever v = uv'. Neste caso, o Coroldrio 1.4.12

o * J—
nos diz que S;,S, = 0.
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Analogamente, podemos considerar p = ejea e v = ejeses.
Entao, v = pes. Neste caso, o Coroldrio 1.4.12 nos diz que S;Sy, = Se,.

Corolario 1.4.15 Seja E um grafo e {S, P} uma E-famidlia de Cuntz-
Krieger em uma C*-dlgebra B. Neste caso, para pu,v,a, 8 € E* temos
que:

SMQ.S;’;, se a=vrva,
(SuSp)(SaS5) = SuSh,. se v=auv,
0, caso contrario.

Prova: Pelo item 2. do Corolario 1.4.12 temos que:

Su(S5.)S%, se v=a,
(Su85)(SaS5) =1 Su(Sa.)S3, se a=vw, =
0, caso contrario.
S’,LSEV,, se v=ar,
! 5SSy s a=va
0, caso contrario.

|
Observacao 1.4.16 Observe que, se |u| = |v| entdo ndo € possivel

escrever v = av’ ou o = vor. Portanto, pelo Coroldrio 1.4.12, item 1.
temos que:

N o _ ) SuSh se v=aq,
(susnsasy) = { S v

Corolario 1.4.17 Seja E um grafo e {S, P} uma E-famidlia de Cuntz-
Krieger em uma C*-dlgebra B. Neste caso, todo produto finito e nao
nulo de isometrias parcias S, e S; ¢ da forma S, S} para algum p,v €
E*, com s(u) = s(v).

Prova: Seja W um produto finito e nao nulo de S, e S}‘.

Como W # 0, cada sequéncia de S.’s adjacentes é nao nula, e
assim, pelo item 3. do Corolario 1.4.12, podemos agrupar esses termos
em um unico termo S,,.

Analogamente, cada sequéncia de S}’s adjacentes é nao nula, e
assim, pelo item 3. do Corolario 1.4.12, podemos grupar esses termos
em um unico termo S}.
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Feito isso ficamos com um produto finito e nao nulo de S, e S}.
Entao basta reagrupar os S,’s e os S}’s adjacentes utilizando o item
2. do Corolario 1.4.12. Entao, utilizando o Corolério 1.4.15 e o fato de
que, S}, = Pya)Sh = Ss(a)Sh, obtemos um produto S, S} # 0.

Como 5,5 # 0, pelo item 4. do Corolario 1.4.12 devemos ter

s(n) = s(v).
|

Dado um grafo E e {S, P} uma E-familia de Cuntz-Krieger em
uma C*-dlgebra B, vamos denotar por C*(S, P), a C*-dlgebra gerada
por {S, P} em B, ou seja, C*(S, P) é a menor C*-subélgebra de B que
contém {5, P}.

Corolario 1.4.18 Seja E um grafo e {S, P} uma E-familia de Cuntz-
Krieger em uma C*-dlgebra B. Entdo,

C* (8, P) =span{S,S, : p,v € E",s(u) = s(v)}.
Prova: Pelo Corolério 1.4.15 temos que,
span{S,S; : p,v e E*, s(n) =s(v)}

é uma subdlgebra de C*(S, P). Como (S,5;)" = S, 5}, entdao é uma
*_subdlgebra e assim,

span{S,Sy + p,v € E*,s(u) = s(v)}

¢ uma C*-subélgebra de C*(S, P).
Como S, = SePs*(e) = SeSS(e) e P, =P,P; = 5,5 temos que

span{s,Sy: v e B s(n) = s(v)}

contém os geradores da C*(S, P).
Portanto,

C*(8, P) =span{5,S, : p,v € E", s(u) =s(v)}.

Exemplo 1.4.19 Considere o seguinte grafo E:
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v
Uye———w
f

Seja {S, P} uma E-familia de Cuntz-Krieger na qual todas as
projecoes sao nao nulas. Temos que,

C*(S, P) =span{sus;, : p,v € E, s(p) = s(v)} =
Note que,

* * * *
(o € B s = )} = { g g G S i S
egP 10 fPegr P fPRgrPgRf-

Observe que, os unicos elementos do conjunto acima que nao
comegam no vértice w sao: P,, P, e S.S%. Porém, podemos reescre-
ver esses elementos de modo que, eles sejam iguais a elementos que
comegam em w.

Da condigao (CK?2) temos que P, = S,S;, que comega em w.

Note que, Se = SePse) = SeSgS; = SegSy. Logo, SeS; =
SeqSySgSey = SegSey que comeca em w.

Também, P, = S.5% + SgSg = SegSgg + SgSg que € soma de
elementos que comecam em w.

Logo,

. . [ Pu,ScgSeq, S8}, 8455, SegSitys Seg St |
{Sltsu'luvyeE ,S(M)—S(l/)}— { st* st;’sgs; )

eg’
=span{s,s, : p,v € E*,s(n) = s(v) =w} =
= span{sus; : M’ Ve {wa faga eg}v }

Como w € um source, se . e v sGo caminhos que comegam em w
ndo € possivel reescrever p = vw ou v = uv’. Segue que, se u,V,a, 3 €
{w’ f’ g) eg}} 6nta07

SuSh, se a=v,

S/LS;S()/SE == { 0’ se o # ”

Portanto, C*(S, P) = M4(C) (veja Proposicao C.1.1).
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1.5 A C*-ALGEBRA DE UM GRAFO

Nesta secao, vamos mostrar que dado um grafo F, sempre po-
demos considerar um conjunto de geradores {G} e um conjunto de
relagoes { R}, de modo que, seja possivel definir a C*-algebra universal
gerada pelo par {G, R}. Definiremos essa C*-dlgebra como sendo a
C*-algebra do grafo F.

Um pequeno resumo da teoria de C*-algebra universal, pode ser
encontrado no Apéndice B deste trabalho.

Definicao 1.5.1 Seja E um grafo. A C*-dlgebra do grafo E, C*(E),
é a C*-dlgebra universal gerada pelo par {G, R} dado por:

Gz{se:eEEl}U{pv:veEo},

R_ { {2 =po =1} v € B} U{puopuw = 0,Vv # w} }
U{(CK1)} U{(CK2)} '

Observagao 1.5.2 Observe que, no conjunto das relagoes estamos so-
licitando que os elementos p, sejam projecoes mutuamente ortogonais e
que as condigoes (CK1) e (CK2) sejam satisfeitas. Além disso, quando
colocamos a condigcdo (CK1), estamos impondo que os elementos s. se-
jam isometrias parciais.

Para que a C*-algebra de grafo fique bem definida para qualquer
grafo E, é necessario verificarmos que sempre existe a C*-algebra uni-
versal. Para tanto, é suficiente verificar que o par {G, R} é admissivel
(veja Definigao B.1.7).

Vamos mostrar que {G, R} é um par admissivel.

Seja D uma C*-algebra e p : G — D uma representacgdo de
{G,R}.

Como p é representagao e {p% =p,=ps:vE EO} entdao p(p.)
é uma projegao em D. Logo, ||p(py)| < 1.

Como p é representacao e (CK1) € R entao p(s}se) = p(Ps(e)),
ou seja, [1p(so)II? = lp(ses?)ll = lp(pscey)I] < 1.

Temos que, ||p(py)] < 1, Vv € E° e |p(se)| < 1, Ve € EL
Portanto, o par {G, R} é admissivel.

Portanto, dado qualquer grafo F, sempre existe a C*-algebra
universal gerada pelo par {G, R}.

Portanto, C*(E) fica bem definida.

Definicao 1.5.3 Seja E um grafo. A E-familia {s,p} que gera a
C*(E) é denominada de E-familia de Cuntz-Krieger universal.



27

Observagao 1.5.4 Dado um grafo E, definimos C*(E) como sendo a
C*-dlgebra universal gerada pelo par {G, R}. Entio, C*(E) satisfaz a
propriedade universal dada pela Teorema B.1.15. Portanto, se {s,p}
¢ a E-familia de Cuntz-Krieger universal e {T,Q} uma E-familia de
Cuntz-Krieger em uma C*-dlgebra B entdo, da propriedade universal
da C*(E) existe um dnico homomorfismo,

mro: C*(E) — B
Se — T
Do — Qv

A existéncia do homomorfismo nr,q serd denominada de propri-
edade universal da dlgebra do grafo E.

No Exemplo 1.3.1 mostramos que, dado qualquer grafo F, sem-
pre existe uma E-familia de Cuntz-Krieger {5, P} em B(I?(N)), que
tem todas as suas projegoes nao nulas.

Segue que, se {s,p} é a E-familia de Cuntz-Krieger universal,
entao da propriedade universal, existe um homorfismo,

wgp: C*(E) — B(ZQ(N))
Se — Se
Pov — P,

Note que, esse homomorfismo é uma representagao que satisfaz
o par {G, R} da Defini¢ao 1.5.1. Portanto, pela defini¢ao da norma em
C*(E), temos que:

[poll = llms.p(pu)ll = [ Pol| # 0.

Logo, p, # 0, Vo € EY. Isso significa dizer que, se {s,p} é a E-familia
de Cuntz-Krieger universal, entao as projegoes sao todas nao nulas.

Observagao 1.5.5 Uma outra importante propriedade da C*-dlgebra
universal é a unicidade (a menos de isomorfismo).

Portanto, se C é uma C*-dlgebra gerada por uma E-familia de
Cuntz-Krieger {r,w} que satisfaz a propriedade universal (ou seja, se
{T,Q} ¢ uma E-familia Cuntz Krieger em uma C*-dlgebra B entdo
existe um homomorfismo mr.q : C — B que satisfaz nr.g(re) = Te e
mr,0(wy) = Qy) entao, o homomorfismo,

Trw: CHE) — C
Se — Te
Do = Wy
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€ um isomorfismo.

Dado um grafo F, podem existir muitas F-familias de Cuntz-
Krieger. Neste sentido, a observagao anterior nos fornece uma primeira
caracterizagao para decidir quando as C*-algebras geradas sao isomor-
fas.

No Capitulo 3, estudaremos dois importantes teoremas que tra-
tam da unicidade (a menos de isomorfismo) de C*-dlgebras geradas
por familias de Cuntz-Krieger. Nesses teoremas a existéncia do isomor-
fismo dependera de caracteristicas especificas do grafo e das familias de
Cuntz-Krieger envolvidas.

Exemplo 1.5.6 Considere o sequinte grafo E,

e( o

Seja {s,p} a E-famdlia de Cuntz-Krieger universal. Essa familia
satisfaz:
SpSe = Py = SeSe-

Seque que, organizando esses elementos e essas igualdades como na
Definicao 1.5.1, podemos concluir que, C*(E) é a C*-dlgebra universal
gerada por um elemento unitdrio e sua unidade (veja Exemplo B.1.17).
Portanto,
C*(E) = C(Sh).

No Corolario 1.4.12, mostramos que se E é um grafo e {S, P}
¢ uma FE-familia de Cuntz-Krieger qualquer, se S, # 0 entao p é um
caminho.

Na préxima proposigéo, mostraremos que se {s,p} é a E-familia
de Cuntz-Krieger universal entao a reciproca deste corolario também é
verdadeira.

Proposicao 1.5.7 Seja E um grafo e {s,p} a E-familia de Cuntz-
Krieger universal. Neste caso, ejes---e, € um caminho se, e somente
S€, SeiSey " Sey, 7& 0.

Prova:
(<) Segue imediatamente do Corolario 1.4.12.

(=) Vamos mostrar que ||Se, Se, *  * Se,, || # 0.
Na se¢ao 1.3 vimos que existe uma E-familia de Cuntz-Krieger
{S, P} em B(I*(N)). Logo, existe um homomorfismo,
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wgp: C*(E) — B(I*(N))
Se — Se
Do — P,

Vamos mostrar que o operador ms p(Se,Sey - - Se,) # 0. Para
tanto, é suficiente mostrar que existe n € N tal que, mg p(Se, Se,

? s -'-sen)((sn) ;A
0 (veja como os operadores S, e P, sdo definidos no Exemplo 1.3.1)
Seja m € N. Temos que,

(7TS7P(851552 2 8¢,))(0m) = (Sey -+ Se,_,Se, ) (0m)
(Sey -+ Sepy) ([m € Ds(en)]dfen (m)) =

[m € Ds(en)} Sel o Senfl (5f€"n, (m)) =

[m € Ds(en)] Sey - Se, s ([fen( ) € DS(en—l)](Sfen 1fen(7")) =
= [m € Ds(en)][fen (m) € Ds(en 1)]5 :

Sen s (0f. fo(m) =
[m € Ds(en)][fen (m) € Ds(en_l)][fenfl fen(m) € Ds(en 2)]
Sel T Sen—3(5fen_2f€n_1f€n (m)) =

[m € Ds(en)][van (m) € Ds (en—1) ]

[fesfes + fen(m) € Dy(e)lds., 5., (m)

Fixe N € Dy, ). Vamos mostrar que

7"'S,P(Sen Sep—1 "

~ 856, )(0n) # 0.

Como N € Dy, entao [N € Dy(,)] =

Como N € Dy, entao,

fen (N) € Ren g DT(en) = Dg(en 1)
Logo, fe,(N) € Dy, _,) € assim

[fe. (V) €

Ds(en,l)] =1.
Como fen (N) € Ds(en_l) entao

fenfl(fen (N)) € Rena - Dr(en_l) = DS(en_g)'
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Logo, fe,_,(fe,(N)) € Dy(e,_,) € assim,

[fenfl(fen (N)) € Ds(en_2)] =1

Analogamente,

[fen—i fen(N) € Ds(enfifl)] = 1’V1 <i<n-— 2.

Portanto,

[n € D en)][fen (N) S Ds (en—1) ] [fleP:; fen(N) € Ds(el)] =1

Dessa forma,

(WS,P(Sel Seyt e, )) (0 [N € Ds(en)][fen(N) € Ds(en_l)] T

N) =
[f62f€3 ' fen(

)€ DS(61)]5fe1--'fen(N) =
= 0fey e fep (N)-

Portanto, mg p(Se;Sey -+ Se,) 7 0 € assim, [|Se;Sey =+ Se, || # 0
(veja Observacao B.1.13).
Portanto, se, -+ - Se, # 0.
[ ]

No Capitulo 3 deste trabalho, provaremos dois importantes teo-
remas sobre isomorfismo entre a C*(FE) e outras C*-algebras geradas
por E-familias de Cuntz-Krieger. Esses teoremas pedem que as F-
familias de Cuntz-Krieger consideradas tenham todas as suas projecoes
nao nulas.

A partir deste momento, dado um grafo F, sempre que escre-
vermos {Se,py} estamos pensando que {s,p} é a E-familia de Cuntz-
Krieger universal, a menos que se diga o contrario. Além disso, sempre
que escrevermos 7, estamos pensando no homomorfismo construido
a partir da propriedade universal de C*(E), para alguma familia {T, Q}
em uma C*-algebra B.
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2 A ACAO DE GAUGE

Neste capitulo faremos os resultados preliminares as provas dos
Teoremas de Unicidade da C*-algebra de grafo, que serao demonstrados
no Capitulo 3.

Vamos mostrar um teorema que garante a existéncia de uma
acdo continua entre S! e automorfimos C*(E) que denominaremos de
acao de gauge. A existéncia da acao de gauge nos permitird definir
uma transformacao linear contrativa entre C*(FE) e uma C*-subélgebra
desta. Essa aplicacao satisfaz relacoes semelhantes a uma esperanca
condicional.

2.1 A EXISTENCIA DA ACAO DE GAUGE

Nesta se¢ao vamos mostrar que, dado um grafo F, sempre existe
uma aplicacio entre S! e o conjunto dos automorfismos de C*(E). De-
nominaremos essa aplicagao de agao de gauge.

Defini¢ao 2.1.1 Uma ag¢do de um grupo topoldgico G em uma C*-
dlgebra A € uma funcado,
v: G —  Aut(A)
z Yz

em que,
Aut(A) :={p: A — A: ¢ € um isomorfismo},

que satisfaz, v(zw) = v, 0 Ya -

Note que, para cada z € G fixo, a aplicagdo v, : A — A é
continua.

De fato, como 7, é um isomorfismo entre C*-dlgebras entao é
injetivo. Portanto, é isométrico (veja Teorema 3.1.5, (9)) e, consequen-
temente, continuo.

Definigao 2.1.2 Seja A uma C*-dlgebra. Uma agdo v : G — Aut(A)
€ dita ser uma agdo continua se, para cada a € A, a aplica¢ao,

Yo: G —» A
z — 7:(a)

é continua.
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Neste trabalho, estamos interessados em acoes nas quais G =
S!. Note que, S' é um grupo topolégico com a operacdo usual de
multiplicacao em C e a topologia induzida pela norma euclidiana.

Observacao 2.1.3 Seja A uma C*-dlgebra e v : St — Aut(A) uma
agdo. Neste caso, y1(a) = a, Ya € A.
De fato, se w € S' temos que,

MYw = Y(1lw) = y(w).

Analogamente, Yy y1 = Y-
Segue que, v1 € a unidade do grupo Aut(A), ou seja, y1 = 1.
Portanto, y1(a) = a, Ya € A.

Teorema 2.1.4 Seja E um grafo e {s,p} a E-familia de Cuntz-Krieger
universal. Entdo, existe uma ag¢do continua vy : S* — Aut(C*(E)) que
satisfaz:

Y2(se) = 28¢ € 7V:(pv) = po,

Ve € E', Vv € E° respectivamente.

Prova:

Fixe z € SL.

Vamos mostrar que existe um automorfismo v, da C*(E) asso-
ciado a z.

Como {s,p} é E-familia de Cuntz-Krieger, é facil ver que {zs,p}
também é uma E-familia de Cuntz-Krieger.

Entao da propriedade universal da C*(E), existe um tnico ho-
momorfismo,

Vo i =Tas . CH(E) — C*(E)
Se — 2S¢
Pov — y2s

Note que, V. © Vo = Yaw, Vz,w € St.
Analogamente, {Zs, p} é uma E-familia de Cuntz-Krieger. Logo,
da propriedade universal, existe um tinico homomorfismo,

Tzsp. CY(E) — C*(E)
Se — ZSe
Dov — Dov

Segue que, Yz 0V, = Yoz = Y1 = I e Y0 =1 = T. Logo,
=t

Portanto, v, é um isomorfismo e assim, v, € Aut(C*(E)).

Defina,
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v St — Aut(C*(E))
z Yz
Note que, V.o = 72 0V Vz,w € S!. Portanto, v é uma acio
de S na C*(E).
Vamos mostrar que « é acao continua.
Fixe a € C*(E).
Vamos mostrar que a aplicagao,
Ya: S' —  C*(E)
z o 7:(a)
é continua.
Fixe zo € S*.
Fixe € > 0.
Como span{s,ss; s(u) = s(v)} é denso na C*(E), entao existe
. €
c= Z AuwSus, tal que |ja —¢|| < 3

v
Note que,

V2($p) = v2(Sp, - 'sﬂw) =7.(8,) - .,yz(suw) — Z‘”‘su,

e que,
*

a(5) = 7=(50)" = (1) s =27,
Segue que a aplicagao,

_ —|v *
w o — Y(c) = E le"l | ‘susu
%

é continua em zg.
Como a aplicagio w — 7y, (c) é continua em zg, existe § > 0 tal

que se |w — 2| < § entdo ||y (c) — Yz (0)]] < %
Como os automorfimos entre C*-dlgebras preservam normas te-
mos que,
[vw(a = o)l = lla—cl,
Vw € St.
Segue que, se |w — zg| < ¢ entéo,

17 (@) = Y20 (@) = [17 (@) = Va0 (€) + 7 (€) =72 (€) + 720 (€) =7z (@) || <

<l (@ = )l + 7€) = o (N + 720 (¢ = @)l <
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Portanto, a agao v é continua.

A acao continua,
v St — Aut(C*(E))
z .

obtida no teorema anterior é denominada de acao de gauge.
2.2 A EXISTENCIA DA APLICACAO ¢

Nesta secao, vamos mostrar que dado um grafo, é possivel definir
uma aplicagdo ¢ entre C*(E) e uma C*-subdlgebra de C*(E). Vamos
mostrar que tal aplicagao é linear, contrativa e invariante na imagem.
Além disso, ¢ satisfaz uma quarta condicao, como veremos no decorrer
da segao.

Defina, para cada funcdo continua f : S' — C,

1
dz = 2mat d
[ razi= [ e

Proposicao 2.2.1 Seja A uma C*-dlgebra e f : St — A uma funcdo
continua.

Neste caso, existe um unico elemento em A, que denotamos por
Jei [(2)dz, tal que para toda representagao m: A — B(H) vale que,

<7r ( i f(z)dz) h,k;> - /S (e (f(2))h, k) dz (2.1)
Vk,h € H.

Prova: Como A é uma C*-algebra, existe um espaco de Hilbert
H e uma representagao fiel p: A — B(H).

Afirmagao 1 A seguinte aplicagao,
(,):HxH—C
(h,k) — Jo(p(f(2))h, k)dz

é uma forma sesquilinear limitada.
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Prova: A demonstracao que (-,-) é uma forma sesquilinear de-
corre do fato de que (p(f(z))h,k) é o produto interno em H e, que
integral é uma integral de Riemann.

Vamos verificar que a aplicacdo é limitada. Como f é funcao
continua e S! é compacto entao f ¢ limitada, digamos ||f|| < c.

Sejam h,k € H. Temos que,

| et tya:

< (p(f(2))h, k)|dz <

|
Sl
< [ Iotrniiniiia <

< /Sl IFGRlIk]dz <

é/ IRl |klldz =
Sl
= clhl1k]

Portanto, |(h, k)| < c||h||||k]| e assim, (-,-) é limitada.
|

Como (+,-) é uma forma sesquilinear limitada, existe uma aplicagao
T € B(H) (veja Teorema 3.8.4, (6)) tal que,

Tm.k) = [ (R 2.2
Vh,k € H.

Afirmacao 2 T € p(A) C B(H).

Prova: Como p é uma aplicagao entre C*-algebras entao p(A)
é fechado. Logo, é suficiente mostramos que T € p(A).
Fixe ¢ > 0.
Como f : S' — A é continua, para cada t € S! existe 6; > 0 tal
que,
e lrotl<d = |f(z)— )] <e.

Como
st ¢ |J B(t:4)

test
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e S! é compacto existem t1,to,- - ,t, € S! tais que,
n
st C | JB(t;6,).
t=1

Seja {f;}"_; C C(S') uma parti¢ao da unidade para { B(t;; d¢,) }1*_;
(veja Teorema 7, (7)), ou seja,

o supp(fi) C B(ti; 0y, );
o fi(z) >0, VzeSh

n

. Zfi(z)zl, vz e S
i=1

Seja z € S'. Entéo,

<

Zfi(z)f(ti) - (Z fi(z)> f(z)

< Z fi) 1 (t) = F(2)|l =

— Z fi(2) | f(ti) = f(2)|| =

{#:2€B(t:;0+;) }

< ( Z fz‘(z)) €<
{i:2€B(t:;0¢,) }
< (Z fi(2)> €=

Portanto,

<e, VzeSh (2.3)
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Temos que,

=)
o
=
=
2
o
[\
~—
=

Segue que
(T(h), k) — < lZ( 8 fi(Z)dZ> p(f(tl))] h k> -
- /S <p (f(z) - Zfi(z)f( )) h, k> dz <
</, ( Zfl ) Il =
(p é injetiva)
Zfz )| IRl1%ld= <

(por Eq. (2.3))
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<cellhlllIll.
Logo,
’< (T X ([ sez) p(f(tm) h, k> < <llhl 1],
i=1
Vh,k € H.
Portanto,
<e

S ([ #e1az) otseo)

Assim, T € p(A) = p(A).

Como T € p(A) e p é injetiva, p~1(T) € A.

Defina,
/ f(2)dz = p~H(T).
Sl
Dado € > 0.
Pelo que fizemos na afirmacao anterior, existem tq, %o, - - -
S! tais que,
730 ([ fe) atsa)| <
=1
€,
Hf(z) =Y L)) <e
i=1
Segue que,

forers =2 (f ) s
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= (T Zl /S fil dz> m)H:

- 1 )dz | p(f(2
oy ([ ez ptsten)| <
E.

i=1
<

Portanto,

[ s~ ; ([ 5000) s

Seja m : A — B(H) uma representacgao qualquer. Vamos mos-
trar que 7 satisfaz Eq. (2.1).

<7T (/S f(z)dz) h, k> _ /S (e (f(2))h, k) dz
<7r (/S f(z)dz) h,k> - <7r [ﬁ; (/S fi(z)dz> f(m} h, k>
<7r [22 (/S fi(z)dz) f(ti)l h,k> - /S (r(F(2))h, kd=

<7r Vg F(2)dz — ; (/S fi(z)dz> f(ti)] h, k>

Z ([ #2as) tatswnny = [ iwtremiya:

St

<7r l/Sl f(z)dz — é </§1 fz(z)dz> f(tz)] h, k> +
/Sl <7r [(2_: fi<z>> f(ml h,k> - /S (D Rz

<e. (2.4)

<

+

+ <

<

+

+ <

<

+ <
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< <7r [/S f(z)dz—; </§ fi(z)dz> f(ti)l hk> +
4—/81 <7T l(; fz‘(Z)> f(ti) — f(Z)] h,k> dz <

< Wlsfﬂ@dz—;;<élﬁ®ﬁh)fmﬂ Il
+Alwﬁégmw>ﬂm—f@ﬂ|WMMWS
< | [ = =32 [ azried)| 1w+

n

SR () - £(2)

=1

) ANIIIIEERS

(por Eq. (2.4))
< e|[Allll%] + /S1 ellhlll[k]|d=

< 2e||Afl]| %]

Portanto,

<7r ( 3 f(z)dz) h,k> - /S (m(f(2))h, k)dz

Logo,
<7r< ; f(z)dz) hk> = /S (m(f(2))h, k)dz.

Vamos mostrar que [, f(z)dz ¢ tnico.
Suponha que exista a € A que satisfaz Eq. (2.1), ou seja,

< 2e|[Af[[[E]-

wwww»=/%mﬂammm4

st
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para toda representacdo m: A — B(H) e Vh,k € H.
Em particular, se 7 : A — B(H) é injetiva entdo:

(r(a)h, k) :/ (e(F(2))h, Kydz = <7r ( [ f(z)dz) h,k;>,

St

ou seja,
<7r < f(z)dz — a) h, k> =0,
Sl
Vh,k € H.
Logo,
71'( f(z)dz—a): ,
Sl

e assim,

/81 F(2)dz = a.

Portanto, [q, f(z)dz é tnico.
|

Proposicao 2.2.2 Seja A uma C*-dlgebra e f : St — A uma funcao
continua. O elemento fsl f(2)dz definido na proposicdo anterior satis-
faz as segquintes propriedades:

1. Se g:S' — A € uma funcdo continua e A € C entdo,
[ @ xg@nds= [ s@zen | g
Sl Sl Sl

2. Para todo b € A,

b< 8 f(z)dz) = /S bf(z)dz.

3. | Jor F(2)dz| < fou I f(2)]dz.

4. Se B é uma C*-dlgebra e ¢ : A — B € um homomorfismo entdo,

o( [ fe30) = [ stsnas
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5. Para todo w € S',

/S1 flwz)dz = /S1 f(z)dz.

/ adz = a.
Sl

1. Seja m: A — B(H) representagao fiel. Entéo, Vh,k € H temos
que,

6. Para todo a € A,

Prova:

(v ([ 0@+ raa: ) k) = [ s+ xg(em. Ry =

:/ (w(f(2)h, k>dz+/\/ ((g(2))h, k)dz =
st st

_ <7T (/Sl(f(z))dz> h,k> +A <7r </Sl(g(z))dz> h,k> =
. <7r ( [ f(z))dz> h, k> " <7r (x /, (Q(Z))dz> h, k> _
_ <7r ( [ stz [ W”) h’k> '
Logo,

. (/Sl(f(z) + )\g(z))dz) o (/Sl(f(z))dz + )\/Sl g(z)dz) .

Como 7 ¢ injetiva, podemos concluir que,
/ (f(z) + Ag(z))dz = / f(z)dz+ )\/ g(z)dz.
st st st

2. Seja m: A — B(H) representacao fiel. Entao, Vh,k € H temos

que,
<7T (/S bf(z)dz) h,k;> - /S (e(bf (), )z =



= [t
:/ _
s
—(0)

o (f o))
(o Lrom)as)

<7r (/S bf(z)dz) h, k> - <7r (b /S f(z)dz) h,k;>.

Como 7 é injetiva temos que,

/S1 bf(2)dz = b/§1 f(z)dz

. Na demonstracao da Proposigao 2.2.1 mostramos que existe T €
B(H) tal que,

Tm.8) = [ )k Rz,

em que, p : A — B(H) é uma representacao injetiva (veja Eq.
(2.2)).

Entao,vh, k € H temos que

(T(h), k)| =

| otremkyaz| <

/| b, E)|dz <

< [ oD nImkd: <

< /S 17 bl = =
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= Wl [ 1)z =

Em particular, Vh € H com ||kl =1 e k =T(h) # 0 (se T for,
por acaso o operador nulo, entao trivialmente a desigualdade é
satisfeita) temos que,

(T (h), T(h)[ < AT (Rl /S1 1 (2)lldz,

ou seja,

T < el [ 1l

Portanto,

T < jglnsz)udz.

Como p~!(T) = [ f(2)dz entéo,

Lo

< [ 1 las.

. Seja m: B — B(H) representagao fiel. Note que, mo¢: A —

B(H) é representacao. Segue que,

(roo ([ 1G1az)nr) = [ mostsm ka: =

= [ etz -

_ <7T ( 8 ¢(f(z))dz) h, k> .
Logo,

<7ro ¢>< 3 f(z)dz> hk> = <7r ( 3 qS(f(z))dz) h,k>,

Vh,k € H.
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Como 7 ¢ injetiva,
o( [ fe30) = [ stsnas
st st
5. Seja m: A — B(H) representacio fiel. Entdo,

<7r ( s f(wz)dz) h, k> = /S (m(f (w2))h, k)dz.

Escreva, w = ¢*™ com 6 € [0, 1].

Defina

g St — C
z = (7(f(2)h k)

Segue que,

/ (n(f (w2))h, K)dz = / (r (€29 2))h, kydz =
St St
— [ gtemit2)as =
Sl
_ /1 9(627ri0€27rit)dt _
0

- / (OO Kyt —
0

041 (fazendo s = 0 +t)
= [ e n kas -

1 0+1
- / (r(F (€2 b K)ds + / (r(F(e>7))h, K)ds =
] 1
1 ]
- / (€27 b, ) ds + / (r(f(¢27%))h, K)ds =
] 0
- / (r(f(e>7))h, K)ds =

- / (r(f(2)h, k)dz =
Sl
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= <7T ( f(z)dz) h,k‘> .
st
Logo, Vh,k € H,

(o ([ o)) = (s [ t00e) ).

Como 7 ¢ injetiva podemos concluir que,

flwz)dz = [ f(2)dz.
Sl Sl

. Fixe a € A. Defina,

Note que, f é continua.

Seja m: A — B(H) representagao fiel. Entao, Vh, k € H temos

que,
<7r </§ adz) h,k> - /S (r(a)h, k)dz = (r(a)h, k).
o ([ 0ts) ==t

Como 7 é injetiva, [, adz = a.

Logo,

Proposicao 2.2.3 Seja A uma C*-dlgebra e o : St — Aut(A) uma
acdo continua. Defina,

A*:={ac€A:a.(a)=a VzeS'}.
Neste caso, A* é uma C*-dlgebra.

Prova: Vamos mostrar que A® é uma C*-subdlgebra de A.
Sejam a,b € A% e A\ € C. Entdo, Vz € S! temos que,

az(a+ Ab) = az(a) + Aa(b) =a+ b e,
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a(ab) = a.(a)a,(b) = ab.

Portanto, A% é uma subdlgebra de A.

Note que, se a € A% entdo, a* € A®. Logo, A% é autoadjunta e
portanto, é uma x-subalgebra.

Vamos mostrar que A® é fechada. Seja (an)nen C A% tal que

lim a, = a.
n—r oo

Temos que, Vz € S,

az(a) = a; (nlggo an) =

= Jim 0.(0) =

= lim a, =
n—oo
=a.

Segue que, A® é uma x-subdlgebra fechada de A, e portanto, é
uma C*-dlgebra.
]

Definigao 2.2.4 Seja A uma C*-dlgebra e o : St — Aut(A) uma
agao continua. Denominamos de C*-dlgebra dos pontos fixos, a C*-
dlgebra A% definida na proposicao anterior.

Proposicao 2.2.5 Seja A uma C*-dlgebra e o : S* — Aut(A) uma
acdo continua. Defina,

¢: A — A
a — [ua:(a)dz

Entao:
1. ¢(a) € A°.
2. Para todo a € A%, ¢(a) = a.
8. ¢: A— A% € linear e contrativa.
4. Se ¢(a*a) =0 entdo, a = 0.
Note que, a aplicacdo ¢ : A —> A estd bem definida.

De fato, como « : S! — Aut(A) uma acio continua entdo para
cada a € A, a aplicagao,
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ag: ST — A
z —  az(a)

é continua.

Também, na Proposi¢ao 2.2.1, mostramos que existe um unico
elemento [, aq(z)dz = [ a.(a)dz.

Portanto, ¢ estd bem definida.

Prova:

1. Fixe a € A. Seja w € S'. Temos que,

aw(9(a)) = aw ( /S az(a)dz) B

= /S1 ay(a,(a))dz = / uz(a)dz =

St

/Sl a(wz)(a)dz = / a(z)(a)dz =

o
_ /S . (a)dz = 9la).

Logo, au,(p(a)) = ¢(a), Vw € St. Portanto, a € A*.

2. Seja a € A*. Entdo, a,(a) = a, Vz € S!. Segue que,

o(a) = /S1 a(a)dz = /S1 adz = a.
Portanto, ¢(a) = a.

3. Vamos mostrar que ¢ ¢é linear.

Sejam a,b € A e A € C. Temos que,

(@ + \b) = / o (a + Ab) =

St

= / az(a)dz+ N | ay(b) =
st

St

— (a) + Ad(b).

Logo, ¢ é linear.



Vamos mostrar que ¢ é contrativa. Seja a € A. Temos que,

<

ol = [, o

< [ lo-@a: -

- / laldz =
Sl

= [lall-

Portanto, ¢ é contrativa.

4. Seja a € A tal que ¢(a*a) = 0. Vamos mostrar que a = 0.

Seja m: A — B(H) representacao fiel.
Afirmacgao 1 Para todo z € St, 7(a(a)) = 0.

Prova: Seja h € H. temos que,
0 = (r(¢(a”a))h. ) =
_ <7T (/S az(a*a)dz) h, h> -
_ /S (o (aa))h, h)de =
= [ (rlosta)m(a-@)h. s =
= [ trle(@) m(o @) iz =
= [ (rlo-tah.mlota)miz =

- / (e (a))h2dz.
Sl

Segue que,

[ Irtas@niaz =o
Sl

49
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Logo, 7(a(a))h =0, ¥z € St. Como h € H é qualquer, podemos
concluir que m(a,(a)) = 0.

O

Logo 7(a(a)) = 0, Vz € S!. Em particular tomando z = 1 temos
que, 7(aq(a)) = w(a) = 0. Como 7 é injetivo, temos que a = 0.

Observacao 2.2.6 Seja E um grafo e v : St — Aut(C*(E)) a agdo
de gauge. Defina a aplicacao,

6: C*E) —  CHE)
a — o v=(a)dz.

De acordo com a proposi¢cao anterior, temos que:
1. ¢(a) € C*(E)Y;
2. Sea € C*(E)Y entdo ¢(a) = a;
3. ¢ € linear e contrativa;
4. Se ¢p(a*a) =0 entdo a = 0.

A partir deste momento, sempre que escrevermos ¢ estaremos
pensando na aplicagdo definida acima, a menos que se diga o contrdrio.

Observagao 2.2.7 Mostra-se que a aplicacao ¢ definida acima € uma
esperanca condicional.

Note que, como os itens 1., 2., 3. e 4. sdo satisfeitos, as unicas
condicoes que precisam ser verificadas para concluirmos que ¢ € uma
esperanca condicional sao:

e ¢ € positiva;
o Vb € C*(E)Y e Va € C*(E) temos que: ¢(ba) = bp(a)
e ¢(ab) = ¢(a)b.

Nao vamos mostrar esses fatos aqui, pois para este trabalho, pre-
cisamos apenas que os itens 1., 2., 3. e 4. sejam satisfeitos.
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2.3 A ALGEBRA DOS PONTOS FIXOS DA ACAO DE GAUGE

Considere um grafo E e a acdo de gauge v : S — Aut(C*(E)).
Conforme a Defini¢ao 2.2.4, C*(E)” denota a algebra dos pontos fixos,
isto é,

C*(E)" :={a€C*(E):v.(a) =a, Vz€S'}.

Nesta segao, vamos caracterizar a dlgebra dos pontos fixos C*(E)?Y
através da esperaca condicional definida na secdo anterior.

Proposigao 2.3.1 Seja E um grafo e v : St — Aut(C*(E)) a agdo
de gauge. Para qualquer subconjunto finito F C E* e para quaisquer
escalares ¢, € C temos que:

1. Se ¢ : C*(E) — C*(E)" ¢ a aplicagao dada pela Observagdao
2.2.6, entao:

* _ *
¢ Z CuvSusSy = Z CuvSuSy-

pveF {nveFilul=|v]}

2. CH(E) = span{s,si: s(u) = s(v) e |ul = v]}.

Prova:
Seja {s,p} a E-familia de Cuntz-Krieger universal.

1. Fixe um subconjunto finito FF C E*. Temos que,

¢ Z clwsﬂsz = Z Cuuﬁﬁ(sﬂsz):

w,veF w,veF

= % o [ lsusiia: =

w,veF

= E lul=lvlg o*
= Cuv /1 z Su8,dz.
S

w,veF

Note que,

l=lvlg gr gy — § Susv, se |ul=lvl,
z SuS z =
/§1 { 0, se |ul—|v|=k#0.



Portanto,

* *
¢ E CuvSus, = E CuvSpuSy-

nveFr {nveF:ul=|v|}

. Seja A? := span{s,s; : s(p) =s(v) e |u|=|v|}.
Vamos mostrar que, C*(E)? = A0,

(D) Seja a = Z cuvsust € A% e z € St Temos que,
{2 EF:|pu|=|v[}

7:(a) = 7 Yo Cusus, | =
(e Flal=lv)

= E lul=lvlg o* —
= Cuv? 5.8, =

{wveF:|pl=Iv|}

*
= § CuvSpsSy, =

{wveF:|pl=|vl}
=a.

Logo, a € C*(E)7.

Isto mostra que, A C C*(E)?. Como C*(E)” ¢ fechada entao,
A0 C C*(E)".

(Q) Seja a € C*(E)".

Note que, ¢(C*(E)) C AO.

De fato, no item 1. desta proposicao, mostramos que,

¢(span{s,s; - s(n) = s(v)}) € A C A0

Como C*(E) = span{s,s;, : s(u) = s(v)} e ¢ é continua, temos
que,

Em particular, ¢(C*(E)") C ¢(C*(E)) C AO.
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Como a € C*(E)" entao pela Proposi¢ao 2.2.5, item 2., ¢(a) = a.
Segue que, L

a=¢(a) € 9(C*(E)7) € A°.
Logo, C*(E)Y C AY.

Portanto,

C*(B)" = spanfs,s): s(u) = s(v) e |u| = |v]}.

2.4 A ESTRUTURA DA ALGEBRA DOS PONTOS FIXOS DA ACAO
DE GAUGE

Na seca@o anterior mostramos que C*(E)Y = span{s,s; : s(p) =
s(v) e |u| = |v|}. Neste segao, vamos mostrar que a algebra dos pontos
fixos estd contida em uma unido enumeravel de C*-algebras encaixadas.

Essa nova caracterizagao é importante, pois facilita a verificacao
de que certos homomorfismos, restritos a C*-dlgebra dos pontos fixos,
sao injetivos. Isso sera feito no Capitulo 3.

Definicao 2.4.1 Seja E um grafo. Para cadak € N e para cadav € E°
definimos:

1. Fi(v) = wpan{s,st  s(n) = v =s(v) e |ul = k = v}
8. Fi = spam{syst : s(u) = s(v) e |ul =k = u]}.

3. BESk ={ue B :|ul=k, ou |u <k e s(u) €source}.
4. Fap(v) = spam{suss : v € B e s(i) =v=s(v)}.

5. F<p = 3pan{s,s; : p,v € ESF e s(u) = s(v)}.

Observe que, os caminhos g € E* que pertencem ao conjunto
E<F podem ser de duas formas: ou |u| = k, ou |u| < k e s(u) é um
source. Por exemplo, considere o seguinte grafo:
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Neste grafo,
E2 - {967 gfa tga th? tt}’
ES2 = {gev gfa tga thv tta €, fa h7 U'}

Observe que, g,t ¢ ESZ, pois estas arestas nao comegam em um
source.

Note que, no conjunto F<j estamos admitindo elementos s,s;
tais que, |p| # |v|. Além disso, se s,s) € F<i(v) e |u| # |v| ent@o ou,
|p| < k, ou |v| < k. Logo, v é um source.

Por outro lado, se v ndo é source entdo F<i(v) = Fi(v).

Proposicao 2.4.2 Seja E um grafo e {s,p} a E-familia de Cuniz-
Krieger universal. Para cada k € N e para cada v € E° seja S =
{E<FNs7L(v)}. Neste caso:

1. Se S € um conjunto finito entio F<y(v) € isomorfo a Myyg,(C).
2. Se S é um conjunto infinito entio F<i(v) € isomorfo a K(1*(S)).

Prova: Primeiro observe que, S = {E<F N s71(v)} é sempre
enumeravel.
Defina,
F={sus,:p,ves}

Note que, de acordo com as Proposigoes C.1.1 e C.1.3, indepen-
dente de S ser infinito ou infinito, precisamos mostrar que:
e [ énao nulo;
e A Eq. (C.1) é satisfeita.
Vamos mostrar que F' é nao nulo.
Suponha por absurdo que F' é nulo. Entédo, se p € S temos que:

* _ * _ _ * -
$us, =0 = sy =5u80,50 =0 = psu) = 5,5, =0.
Mas isso é um absurdo, pois as projegoes da familia universal sao todas
nao nulas.
Portanto, F' é nao nulo.

Vamos mostrar que a Eq. (C.1) é satisfeita.
Sejam p, v, a, B € S. Devemos mostrar que,

.

5,85, se a=v

* ko /LB) I
5,85 5485 =

#ovoasph { 0, se a#uw.

Se v = « temos que,

* * * * * * *
SuS,SasSg = SuS,SuSg = SuPs(v)Sp = SuPvSg = SuSga-
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Por outro lado, se v # « podemos considerar duas situacoes:
lv| = laf ou [v] # |al.

Se |v| = |a|. Neste caso, como ji estamos supondo que v # a,
entao pelo Coroléario 1.4.12, s¥s, = 0.

Logo, susjsasj = 0.

Se |v| # |a| entao |v| < k ou |a| < k. Como v,a € S entdo
s(v) = s(a) = v e assim, v é um source.

Segue que, nao é possivel escrever v = ar’ ou a = var. Portanto,
pelo Coroldrio 1.4.15, s,s5sqs5 = 0.

Portanto,

.

5,85, se a=v

* * /Lﬂ) I
5,858,585 =

#ovZash { 0, se a#uw.

Dessa forma, a Eq. (C.1) esta satisfeita.
Portanto, F<j(v) é isomorfo a My sy (C) ou K (1*(5)).

Observagao 2.4.3 Sabemos que tanto Mysy(C) como K(1*(S)) sao
simples. Portanto, para k € N e v € E° fizos, temos que a C*-dlgebra
F<i(v) € simples.

Proposicao 2.4.4 Para todo k € N temos que,

F<i = @ .ng(v).

vEEC

Prova: Fixe k € N.
Observe que, E° é um conjunto enumerével, {F<j(v)},epo é
uma familia de subdlgebras de F<; e que,

F<p = span{ F<i(v) : v € E°}.

Portanto, pela Proposi¢do C.1.4, para mostrarmos que F<j =
D, c go F<i(v), ésuficiente mostrarmos que F<y(v)F<i(w) = 0 sempre
que, v # w.

Sejam v,w € E° tais que v # w.

Sejam u,v € ES* N s7(v) e a, 8 € ESF N s~ (w). Precisamos
mostrar que (s,s;)(sasj) = 0.
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Pelo Corolério 1.4.15 temos que,

SuSBy.s se v =ar,
* *\ * < —
(5u5,)(8a85) = Spa-Sh) se a=rva,
0, caso contréario.

Vamos mostrar que v = ar’ e @ = va’ ndo podem ocorrer.

Primeiro note que, v # «, pois s(v) = v # w = s(q).

Suponha por absurdo que v = av’. Entédo, s(a) = w ndo é um
source. Logo, |a] = k.

Como v = av’ e |a| = k entdo |v| > k. Absurdo.

Portanto, v # av.

Analogamente, a # va-.

Portanto,

(sp8,)(8a55) = 0,
=0.

e assim, F<p(v)F<i(w)

Proposicao 2.4.5 Para cada k € N, F<, C F<pq1.

Prova: Fixe k € N.
Vamos mostrar que os geradores de F<y, estao contidos em F<j41.
Sejam p,v € E<F tais que s(u) = v = s(v), ou seja, s,s}; € F<y.

Se v é um source entdo, por defini¢do, s,5; € F<pt1.

Se v néo é source temos que, F<i(v) = Fp(v).
Como v nao é source podemos fazer,

* *
SusSy, = SuPvS, =

— * *
=5, E 5es, | s, =

{e:r(e)=v}

— Ol —
= E 5.8¢8,5,, =

{e:r(e)=v}
= Z SpeSpe-
{e:r(e)=v}

Portanto, s,s;, € Fr41.
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Portanto,
F<r(v) C F<pta-

Como F<j, = span{F<r(v) : v € E°} e F<(v) C F<gi1 pode-
mos concluir que F<p € F<pyi.

|
Na Proposicao 2.3.1 mostramos que,
CH(BY' = pam{s,s, : s(u) =s) e |ul = v}

Temos que,

span{s,s} : s(u) = s(v) e |ul =[]} C

C U span{s,ss: p,v e ESF e s(u)=s(v)} C
keN

c spamis,sy: mve B e su) = s(v)) =
keEN

Portanto,
cr(B) c | Fen,
keN

ou seja, a C*-algebra dos pontos fixos estd contida em uma unido enu-
meravel de C*-algebras encaixadas.
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3 0S TEOREMAS DE UNICIDADE DA C*-ALGEBRA
DE GRAFO

Este é o capitulo principal deste trabalho. Aqui, vamos enunciar,
provar e dar exemplos de dois importantes teoremas que determinam
quando C*-dlgebras geradas por familias de Cuntz-Krieger sdo isomor-
fas. Mais precisamente, esses teoremas vao fornecer condicoes suficien-
tes para que uma C*-algebra gerada por uma familia de Cuntz-Krieger
seja isomorfa a C*-dlgebra do grafo.

Esses isomorfismos vao depender das familias de Cuntz-Krieger
em questao e de caracteristicas especificas do grafo.

3.1 O TEOREMA DA INVARIANCIA DA ACAO DE GAUGE

Nesta secao faremos a prova do Teorema da Invariancia da Acao
de Gauge e algumas aplicacoes do mesmo.

Antes de enunciarmos o Teorema da Invaridncia da Ac¢ao de
Gauge, precisamos fazer um pequeno lema.

Lema 3.1.1 Sejam E um grafo e {T,Q} uma E-familia de Cuntz-
Krieger em uma C*-dlgebra B tal que, Q, # 0, Yo € E° e npq :
C*(E) — B o homomorfismo obtido pela propriedade universal.

Se v : St — Aut(C*(E)) € agio de gauge, entdo a restrigdo,
mr,q : C*(E)Y — B, € uma isometria.

Prova: Lembre que, C*(E)Y C U F<k.
keN
Fixe k e Nev € E.

Afirmacao 1 Para todo s, s} € F<i(v) temos que mr,q(s,s}) #

Prova: Suponha por absurdo que existam p,v € ESF N s71(v)
tais que
Tr1,Q(sus,,) = T, 1, = 0.

Entao,
0 = T;ZLTJTV p— QS(M)QS(V) = Q?} = Q1)7

o que é um absurdo.
Portanto, Vs, s} € F<i(v) temos que mr,g(s,s;) # 0.
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O

Pela Observagao 2.4.3 temos que F<g(v) é simples. Como 7r,g
é nao nula em F<y(v) entdo, nr,q : F<i(v) — B é injetiva.
Portanto, 77, restrita a F<;(v) é isométrica.
Vamos mostrar que mr ¢ restrita a @ F<i(v) é injetiva.
veE"
Seja (ay)yepo € @ F<i(v) tal que 71 o((ay)yero) = 0.
veEE0
Fixe w € EY. Neste caso,

T7,Q (a4 (@) ve o) = 0.

Como aX a, = 0, Vv # w temos que,

w

71,0 (G @) = 0.

*
Mas ay, a;,

Logo, a,, = 0.
Portanto, a, = 0, Vv € E°, ou seja, (a,),cpo é a sequéncia nula

€ F<i(w) e mr,q é injetiva em F<i(w) entdo a

way = 0.

e assim, 77, € injetiva em @ F<i(v).
veE°®
Segue que, mr o ¢ isométrica em @ F<r(v) = Fep.
vEEC
Como F<p, € F<p41 entao mp g restrita a U F<i € injetiva, e
neN
portanto isométrica.
Logo, 7, restrita a U F<i € injetiva.
neN
Como C*(E)Y C U F<k, podemos concluir que 7r ¢ restrita a
keN
C*(E)Y é injetiva e portanto, isométrica.
|

Teorema 3.1.2 - O Teorema da Invaridncia da A¢ao de Gauge

Seja E um grafo e {T,Q} uma E-familia de Cuntz-Krieger em
uma C*-dlgebra B, com Q, # 0, Yv € E°.
Se existe uma agao continua B :S' — Aut(B) tal que,

Bz(Te) =zI. e Bz(Qv) = vi
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Ve € E' e Vv € E°, respectivamente, entio nr,q € um isomorfismo
entre C*(E) e C*(T, Q).

Prova: Como C*(T, Q) é geradapor {T, Q} = {mr,0(se), 71,0 (pv)}
entdo g : C*(E) — C*(T, Q) é sobrejetivo.
Vamos mostrar que nr, g ¢ injetivo. Para tanto, vamos mostrar

que [[rr,q(¢(a))]| < [[7r.Q(a)]-
Seja {s,p} a E-familia de Cuntz-Krieger universal.

Afirmacao 1 Seja a € span{s,s; : p,v € E* e s(u) = s(v)},

digamos,
_ *
a= E CuwSuS,.-

v

Neste caso, m7,¢(7z(a)) = B:(n7,g(a)).

Prova: Temos que,

T1,0(7:(a)) = 71,0 ('Vz <Z Cu,usu5z>> =

v

— § lul=lvlg ox | —
—WT,Q< Cu,v? SuSy | =

v

= E lul=lvl *

= Cpuw? T,T,.
v

Por outro lado,

B:(rr.q(a)) = B (Z CW,THTV*> =
ITR%

— E [pul=Iv| *
= Cu? T,T,.

787

Portanto,

m1.Q(7z(a)) = Bz(7r.q(a)).
O

Afirmagao 2 Temos que, ||7r,o(¢(a))| < ||7r,0(a)| para todo
a € span{s,s) : p,v € E* e s(p) =s(v)}.
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Prova: Temos que,

[7r.q(p(a)l =

)
St
(Proposicao 2.2.2, item 4.)
= [ #rat-@a:
St
(Proposi¢ao 2.2.2, item 3.)

< [ Imrotr-@)ldz =

(afirmagao anterior)

- / 18- (mr.@(a)) | dz =
Sl

(B é um automorfismo = ¢é isométrico)

/ 77.q(a)l|dz

= [Irr.Q(a)ll-

Portanto, ||77.¢(¢(a))|| < [7r,q(a)ll
|

Afirmacao 3 Para todo a € C*(E), ||mr,0(¢(a))|| < |I7r.0(a)]-

Prova: Seja a € C*(E). Entdao, a = lim a,, com a, €
n—oo
span{s,s}, : s(u) = s(v)}, Yn € N.
Temos que,

Irr.(@@)l = [rr.e (6 (Jm a.))|| =

= HWT,Q ( hm o(an) )H _
= || lim 7r.q(6(an))] =
= lim |rrq(d(an))] <

< i -~
< lim l7r,q(an)|
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=[[7ra (Jim ()] -

= [l7r.q(a)ll.

Seja a € C*(E) tal que mp,g(a) = 0.

Como m7.g(a) = 0 entdo mr,g(a*a) = 0. Segue que, ||7r.g(a*a)| =
0 e assim, pela afirmagao anterior, |71 o(¢(a*a))| = 0.

Como ¢(C*(E)) C C*(E)Y e mr, € isométrica em C*(E)Y temos
que, |[¢(a*a)| = 0. Logo, ¢(a*a) = 0 e assim, pela Proposigao 2.2.5,
item 4., a = 0.

Portanto, 7r,q ¢ injetivo.

Portanto, 77 ¢ é um isomorfismo entre C*(E) e C*(T, Q).

|

O Teorema da Invaridncia da Acao de Gauge nos diz que se B
¢ uma C*-algebra que contém uma FE-familia de Cuntz-Krieger com
as projecoes todas nao nulas e que tem uma acao continua 3 : S' —
Aut(B0 que satisfaz as mesmas propriedades que a agao de gauge, entao
C*(E) e C*(T, Q) sdo isomorfas. Em outras palavras, esse teorema nos
diz que a agao de gauge é Uinica.

O nome Teorema da Invariancia da Agao de Gauge, dévesse ao
fato de que, se 8 : S' — Aut(B) é uma acdo continua e satisfaz as
condigbes do Teorema, entdo mr,o(v.(a)) = B.(7r,o(a)). Em palavras,
o homomorfismo 77 g ¢é invariante pela agdo de gauge (& direita pela
acao de gauge mesmo e a esquerda pela aplicacdo 8 que se comporta
como uma agao de gauge).

O Teorema da Invariancia da Agao de Gauge é importante por
nao fazer hipdtese sobre o grafo em questao, ou seja, pode ser aplicado
a qualquer grafo que tenha linhas finitas (desde que as outras hipéteses
sejam satisfeitas obviamente).

A seguir vamos fazer uma aplicacao desse teorema.

Os grafos que nao tem sources nos permitem fazer argumentos
utilizando a propriedade (CK2), como o feito na prova da Proposigao
2.4.5. Esse tipo de argumento é uma importante ferramenta desta
teoria e, serd ainda muito utilizada neste trabalho.

Mas e quando consideramos grafos que podem ter (ou nao) sour-
ces? Neste caso, a ideia é obter a partir do grafo inicial um grafo sem
sources e sem sinks, de modo que este “contenha” o grafo original, ou
seja, de modo que exista um homomorfismo injetivo entre suas respec-
tivas C*-dlgebras.
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Seja E um grafo.
Para cada v € E° que é source, adicione ao grafo E, um caminho
da seguinte forma,

v . . . ° .t

Para cada w € E° que é sink, adicione ao grafo F, um caminho
da seguinte forma,

w . . . PR

Defina o grafo aumentado E como sendo o grafo F juntamente
com os caminhos que foram adicionados aos sources e sinks. Por exem-

plo, considere o grafo F,
w
e
8
/f \
u v
h

Neste caso, o grafo aumentado E pode ser representado por,
w

€ 8

(N

u v
h

Corolério 3.1.3 - O Coroldrio do Grafo Aumentado Seja E um
grafo e E o grafo sem sources nem sinks obtido a partir de E. Neste
caso, existe um homomorfismo injetivo ¢ : C*(E) — C*(E).

Prova: Scja {f,3} uma E-familia de Cuntz-Krieger universal.
Defina, t. = t. € gy, = Gu, Ve € E' e Vv € EV respectivamente.

Vamos mostrar que {t,q} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em
C*(E).
Como {%v, g} é uma E-familia de Cuntz-Krieger claro que, {g, :
v € EY} é uma familia de proje¢des ndo nulas e mutuamente ortogonais
e {t.: e € E'} é uma familia de isometrias parciais.

Vamos verificar que (CK1) é satisfeita. Seja e € E°. Entdo,
s(e) € E e, s

tzte = tzte = q~s(e) = Gs(e)-

Logo, (CK1) ¢ satisfeita.
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Vamos verificar que (CK?2) é satisfeita. Seja v € E° que nio é
source. Neste caso,

qv = av = Z 'tve'{: = Z ’tveﬂtv: = Z tet:.

{ecEl:r(e)=v} {e€E':r(e)=v} {e€E':r(e)=v}

Logo, (CK?2) é satisfeita. Dessa forma, {t,¢} é uma E-familia
de Cuntz-Krieger em C*(E).

Seja {s,p} a FE-familia de Cuntz-Krieger universal. Segue que,
existe um homomorfismo

Trq: C*(E) — C*(E)
Se — te
Pov — qy

Como E ¢ um grafo, pelo Teorema 2.1.4 existe uma agao 7 :
St — Aut(C*(FE)) que satisfaz:

Ve(te) = 2te € 7:(qw) = Qu,

Ve € E! e Vv € E°.
Em particular,

'YZ(te) = zte, € ’Yz(%) = Qu,

Ve € E' e Vv € E°.
Portanto, pelo Teorema da Invariancia da Agao de Gauge, temos
que, Ty q : C*(E) — C*(E) é injetivo.
Logo, definindo ¢ = m; ; temos que o corolario esta provado.
]

No Corolério 3.1.3 o fato crucial para garantir a existéncia do
homomorfismo injetivo foi a existéncia da agao de gauge dada pelo
Teorema 2.1.4.

Podemos nos perguntar se no Teorema da Invariancia da Acao
de Gauge, a hipdtese da existéncia de uma acao continua que satisfaz
condigoes semelhantes a acao de gauge nao pode ser descartada. No
préximo exemplo veremos que a resposta para essa pergunta é nao.
Antes deste exemplo, precisamos de duas definigoes.

Definicao 3.1.4 Seja E um grafo. Um ciclo em E ¢ um caminho
W= pipa - [y que Satisfaz:

1. v(n) = s(p);
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2 s(us) # s(uy), Vi

Dizemos que um ciclo j € baseado em v € E° ser(u) = v = s(u).

Exemplo 3.1.5 O caminho ejes - --e5 no grafo,
N
; / '\vz

€, e,
[ U,

3

€ um ciclo baseado em v1.
Por outro lado, o caminho ejes - --eg no grafo,

&N
U5 0,

o/
[ 7 Uy
7 [

nao € um ciclo, pois s(eg) = -+ = s(er) = vs.

Os caminhos p tais que s(u) = r(u) sdo chamados caminhos
fechados.
Claro que, todo ciclo é um caminho fechado.

Exemplo 3.1.6 Seja C,, o grafo que consiste em um dnico ciclo com
n arestas, ou seja,

Cn = ({U17U2a' o 7Un};{61762a' o aen}ara 8),

que satisfaz:
r(e;)) =v;, V1<i<nmn,

s(e;) =vig1, V1<i<n-—1,
s(en) = v1.
Por exemplo, para n = 5, podemos representar Cs como o grafo

do Exemplo 3.1.5.

Vamos mostrar que o Teorema da Invariincia da A¢do de Gauge
pode falhar se a hipétese da existéncia da agdo 3 : St — Aut(B) for
retirada.
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Defina,
Tei: 0,41 VlSZSn—l,

Ten = Ln,1,

Qvi = Ei,i; v1 S ) é n,

em que, {FE; j}1<ij<n € a base candénica de M, (C).

E facil ver que {T,Q} é uma Cy,-familia de Cuntz-Krieger em
M, (C) e satistaz Q, # 0, Vv € E°.

Entao, da propriedade universal da C*(C,,) existe um homomor-

fismo,
mro: C*(Cn) — My(C)
Se; — T.,
p?)i ’—> Ql)i
Vamos mostrar que mr,g nao € injetivo.

Note que,

T1,Q(SerSes * Se,) = TeyTey -+ Te,, = E11 = Quy = 71,Q(Poy )-

Vamos mostrar que,

SeySey * " Se, — Duy 7 0.

Para tanto, € suficiente mostrar que ||Se; Se, * - * Se,, — Py || 7 0.

No Ezemplo 1.3.1, mostramos que dado um grafo E, sempre
¢ possivel obter uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(I?(N)). Seja
{S, P} a Cy,-familia de Cuntz-Krieger construida conforme esse exem-
plo.

Considere o homomorfismo,

nsp: C*(C,) — B(I*(N))
Se; — Se,
pvi — Pv,i
Na prova da Proposigao 1.5.7 vimos que se N € Dy = Dy,
entao,

TS,P(SerSes +* Se, )(ON) = 0, for o fur (N)-
Relembrando a forma como as funcées fo, foram definidas no

Exemplo 1.3.1 podemos escolher, sem perda de generalidade, fe,, fes, -+, fe,
de modo que exista m € Dy(e,y = Dy, tal que,

ferfes++ fe (m) # m.
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Logo,
5f€1 fegr fen (M) 7& 5m

Portanto,
(75,P(SeySes ** 5e,)) (0m) # Om = (75,p(Py, ) ().
Seque que,
(75, (Sey ey =+ Se, ) — Poy) 7 0.

Portanto, ||Se,Seq * * * Se,, — Doy || # 0, € assim, Se, Sey * + * Se,, 7 Do, -
Portanto, T, nao € injetivo.

Até este momento, construimos um grafo C,, de modo que existe
uma Cy,-familia de Cuntz-Krieger {T,Q} em M, (C) que satisfaz Q.,, #
0, Vv € C2, mas o homomorfismo Tr,q ndo € injetivo!

Mas isso nao estd contradizendo o Teorema da Invariancia da
Ac¢ao de Gauge? A resposta € ndo, pois a hipdtese da existéncia da
agdo continua nao € satisfeita por M, (C).

Vamos mostrar que ndo existe uma acdo continua B : S' —
Aut(M,(C)) que satisfaz as condigoes do Teorema 3.1.2.

Suponha por absurdo que existe tal acdo. Entaio,
Qm = T€1 Te2 to Ten =

5Z(QU1):5Z(T€1T€2"'Ten) VZGSl =
Qvl = ZnTel T, - Te, Vz e St =
Q1)1 = ZnQvl Vz S Sl.

Mas isso é uma absurdo.
Portanto, nao existe tal acao.

O exemplo acima nos mostra que a hipdtese da existéncia da
acdo continua 8 no Teorema da Invariancia da A¢do de Gauge nao pode
ser descartada. Isso dificulta um pouco a aplicacao deste teorema em
exemplos concretos, pois nem sempre é tarefa facil verificar a existéncia
desta acao. Neste sentido, o segundo teorema, que vamos provar na
secao 3.3 é mais “util”, pois suas hipdteses sao mais simples de serem
verificadas.

Para encerrarmos esta se¢ao, vamos fazer um exemplo do Teo-
rema da Invaridncia da Agdo de Gauge. Para tanto, precisamos pri-
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meiro definir grafo dual.

Definigao 3.1.7 Seja E um grafo. Definimos o grafo dual de E, de-
notado por E, como sendo:

EY.— E! e Bl .= B2

3

e para cada ef € E*,

rlef)=e e slef)=f.

Por exemplo, considere o grafo E:
e U—="—-0 w

Temos que, E* = {e, f,g,h} e E* = {ee, fe,hg,gh,gf}
Neste caso, o grafo dual F pode ser representado por:

eeCe—fe—>f

&f
lé
h*g——1, 8
hg

Exemplo 3.1.8 - Ezemplo do Grafo Dual Seja E um grafo que
nao tem sources e considere o grafo dual E. Neste caso, o grafo dual
tem linhas finitas e C*(E) = C*(E).

Vamos mostrar que o grafo dual tem linhas finitas (precisamos
garantir que o grafo dual tem linhas finitas, pois queremos aplicar o
Teorema da Invaridncia da A¢ao de Gauge).

Seja e € E° = E'. Temos que,
#{r7t(e)} = #{ef :ef € B} =
=#{f € B ir(f) = s(e)} = #{r " (s(e))} < oo

Portanto, E tem linhas finitas.
Seja {s,p} a E-familia de Cuntz-Krieger universal.
Defina, R

Qe = sest, Yee E°,
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Tte :=5f8es,, Vfee E'.

Vamos mostrar que {T,Q} é uma E—famﬂm de Cuntz-Krieger
em C*(E).

Claro que, {Q. : e € EO} € uma familia de proje¢oes mutuamente
ortogonais. R

Vamos verificar que Q. # 0, Ve € EV. Suponha por absurdo que
ezista e € E° tal que Q. = s.s* = 0. Entao,

Se = 8¢5.5¢ =0 = s.=0 = pye) =5.5 =0.

Mas isso € um absurdo. R

Portanto, Q. # 0, Ye € E°. N

Vamos mostrar que (CK1) € satisfeita. Seja ef € E*. Temos
que,

TiTep = (sespsy) (sesgsy) = (spsyse)(sesysy) = (sps)psie) (spsy) =

= (SfS})(SfS}Z) = Qfo = Qf = Qs(ef)~
Logo, (CK1) € satisfeita. Isso também garante que, Ty € uma
isometria parcial, para todo ef € Bl
Vamos mostrar que (CK?2) € satisfeita.
Seja e € E° que nao é source. Isso significa dizer que, existe
wma aresta de E que termina em e, ou seja, existe pelo menos um
caminho ef € E?. Logo, s(e) ndo é um source do grafo E. Temos que,

Qe = ses; = Seps(e)SZ = Se Z SfS;; Se =
{fir(H)=s(e)}

= > selspsp)st=
{fir(H=s())

= Z se(sfs;sfs})sz =
{efefeE?}

{ef:efeE?}

Logo, (CK?2) € satisfeita.
Portanto, {T,Q} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em C*(E)
com as projecoes todas nao nulas.
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Seja {tef,qe} a E’—famﬂz'a de Cuntz-Krieger universal. Entdo,
eziste unico homomorfismo,

rrg: C*E) — C*(E)
tes — Tef
ge — Qe

Como E € um grafo, existe uma a¢ao continua (a agdo de gauge)
v : St — Aut(C*(E)) tal que:

Va(8e) = 25¢ € Vz(Pv) = Pos

Ve € E' e Vv € E°, respectivamente.
Em particular,

’YZ(Qe) = ’72(3682) = SeS: = Qea

Ve € E° e,
v:(Tep) = 'yz(sesfs}) = zsesfs} = 2Tey,

Ve € BV,
Portanto, a aplicacdo v satisfaz as condicoes do Teorema da
Invariancia da Ag¢do de Gauge. Portanto,

mr.g: C*(E) — C*(T,Q) C C*(E)

€ um isomorfismo.

Vamos mostrar que C*(T, Q) = C*(E). Para tanto, vamos mos-
trar que os geradores da C*(E) estdao contidos na C*(T, Q).

Seja v € EY. Como E ndo tem sources, temos que,

Pv = Z SESZ = Z Qe S C*(TaQ)

exr(e)=v exr(e)=v

Seja e € E'. Como E ndo tem sources temos que,

5.8¢ = Py(e) = Z SIrs
for(f)=s(e)
Logo,

Se = Z sesfsjl = Z Tey € C*(T, Q).
fir(f)=s(e) fir(f)=s(e)
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Portanto, C*(T,Q) = C*(E).
Logo, R
T™,Q * C*(E) — C*(E)

€ um isomorfismo.
3.2 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

No ano de 1980, os matematicos J. Cuntz e W. Krieger publica-
ram o trabalho (2) que tratava sobre C*-algebras geradas a partir de
uma matriz com entradas 0 e 1. Mais tarde, comecaram a surgir traba-
lhos mostrando que, dada uma matriz nas condi¢ées de Cuntz-Krieger
é possivel obter um grafo finito e, reciprocamente, dado um grafo fi-
nito que nao tem sources nem sinks, é possivel obter uma matriz nas
condicoes de Cuntz-Krieger de forma que as C*-algebras geradas sao
isomorfas.

Nesta secdo, vamos mostrar como definir uma matriz a partir
de um grafo e um grafo a partir de uma matriz e, com o auxilio dos
resultados da se¢do anterior, vamos mostrar os isomorfismos.

Definicao 3.2.1 Vamos dizer que uma matriz A = a;; € da forma
Cuntz-Krieger se A é n x n, tem entradas {0,1} e tem todas as linhas
e colunas nao nulas.

Definigao 3.2.2 Seja A uma matriz da forma Cuntz-Krieger.

Seja {S;}1, uma familia de isometrias parciais em um espago de
Hilbert H. Dizemos que essa familia é uma A-familia de Cuntz-Krieger
se:

(8:S7)(S;57) =0, sempre que i#j

S;Si= ai;8;S; Vi<i<n.
j=1

Definigao 3.2.3 A C*-dlgebra de Cuntz-Krieger da matriz A, deno-
tada por Oa, é a C*-dlgebra universal gerada por uma A-familia de
Cuntz-Krieger.

Nosso objetivo é definir um grafo F4 a partir da matriz A de
modo que, as C*-dlgebras C*(E4) e O4 sejam isomorfas.

Definigao 3.2.4 Seja A uma matriz da forma Cuntz-Krieger. Defini-
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mos o grafo E4 como sendo:
Eq:=({1,2,--- ,n},{ij : a; = 1},7,5)

em que,
r(ij) =1 e s(ij) =j.

Exemplo 3.2.5 Considere a matriz

A:

—_ o o =
o~ oo
co o
oo

Neste caso, o grafo Ea €
Ea=({1,2,3,4},{11,14,23,32,34,41},r, s),

e pode ser representado por:
HC} 2

14 41 23 32

34

Seja A uma matriz da forma Cuntz-Krieger e {S;}7 ; a A-familia
de Cuntz-Krieger universal.
Vamos definir uma F 4-familia de Cuntz-Krieger a partir da familia
{Si}i,-
Defina,
Qj:=5;S;, VjeEy,

Tij = SiSjS;, Vij € Eil
Com argumentos andlogos aos feitos no Exemplo 3.1.8 mostra-
mos que {T,Q} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em Oy4.
Seja {s,p} a Es-familia de Cuntz-Krieger universal. Da propri-
edade universal da C*(FE4) existe um homomorfismo,

T™,Q: C*(E) — Oy

pj Qg
Sij — Tij
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Vamos mostrar que 77, é um isomorfismo. Para tanto, vamos
verificar que as hipéteses do Teorema da Invaridncia da Acao de Gauge
sao satisfeitas.

Proposigao 3.2.6 Eriste uma ac¢do continua o : St — Aut(Oa) que
satisfaz o, (Qi) = Q; e a.(Ty;) = 2T;, Vi € EY e Vij € EY respectiva-
mente.

Prova: A prova desta afirmacao é andloga a prova do Teorema
2.1.4, por isso, nao sera feita aqui.
]

Temos que, {T,Q} é uma Es-familia de Cuntz-Krieger em Oz
ea: S — Aut(O,4) é uma acdo continua que satisfaz: a.(Q;) = Q;
e a,(T;;) = 2155, Vi € EY e Vij € EY respectivamente.

Portanto, a aplicagao o : S' — Aut(O4) satisfaz as hipSteses
do Teorema da Invaridncia da Acdo de Gauge. Segue que, a tunica
hipotese que ainda precisa ser verificada é a de que todas as projecoes
@; sejam nao nulas. Para mostrarmos isso, precisamos garantir que a
A-familia de Cuntz-Krieger universal {S;}"; é nao nula.

Como ja fizemos anteriormente, para garantir que a A-familia de
Cuntz-Krieger universal tem todas as isometrias ndao nulas, é suficiente
mostrar que existe uma A-familia que tem todas as isometrias nao nulas
(veja Observacao B.1.13).

Proposigao 3.2.7 Seja A uma matriz da forma Cuntz-Krieger. Neste
caso, eziste um espaco de Hilbert H e uma A-familia de Cuntz-Krieger
{F;}", em B(H) na qual, todas as isometrias parciais F; sao nao
nulas.

Prova: Seja {H;}? , uma familia de espagos de Hilbert se-

pardveis de dimensdo infinita (cada H; é uma cépia de 12(N)).
Fixe 1 <i < n.

n
Vamos considerar que @ H; C @ H;. Por exemplo, se a;; =
a;j=1 j=1
1 para j = 2,3 entao,

P uH=0eHeHe0e---00cPH,
j=1

a;j=1

Neste sentido, vamos denotar os elementos de @ H; como
(I.,;j:l

(h.j)aijzl'
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n
Defina H = @ H;. Note que, H ¢ separédvel.
j=1

aij:1

Como @ H; e H; sao espacos de Hilbert separéveis e de di-

mensdo infinita, entdo sdo isométricamente isomorfos a [?(N). Portanto,
existe um isomorfismo isométrico entre eles, digamos:

ﬁii @HJ—>HZ

Qij =1

~ =% ~—1
Como F; é uma isometria entao F; = F; .
Considere as seguintes proje¢oes canonicas:

Qi : @Hj — @ Hj.
j=1

a,ij:1
e’

n
Pi : @ Hj — Hi.

Jj=1
Considere também a inclusao canodnica:

j=1

Defina,
Fi:PH — PH,
j=1 j=1

como F; =io F; 0Q;.

n

Seja (h;)7_; € @ H;. Temos que,
j=1



76

Logo,
Fi((hj)?:l) =(0,---,0, ﬁi((hi)aij:1)7 0---,0).

Note que, é facil ver que F; é linear e limitada. Logo, {F;}*, C
B(H).
Considere a projecao canodnica,

Pi : @HJ — Hi.
j=1
Também, a inclusao canonica,
e @ — @,
a;;j=1

Neste caso,
n n
F @D H — DH,
j:l j:l

como F :Tioﬁi* oP;.
Note que,

Fi((hj)i_y) =T, 0 F; o Pi((hy)"_y) =
=T,(F; ()
——

> H

(lijzl
Vamos mostrar que {F;}* e uma A-familia de Cuntz-Krieger.
Seja 1 <i <ne (h;)} 1E@H Temos que,

j=1

FiF;((hy)i_y) = Fi(Ti o F; o Py(hy)i_y) =
—ioF,0Qio(Ti(F; (h))) =
N——

> H

aij=1



T

—i(hi) = Pi((hy)y)

Segue que, F;F; é a projecao sobre H;. Logo, se i # j temos
que (FiF7)(F;F)) = 0.

Portanto, a primeira condigao estd satisfeita.

Vamos mostrar que a segunda condicao é satisfeita. Fixe 1 <
1 <n.

Como Fj;F; € a projegao sobre H; entao,

ZCLUFJ‘F; = Z FjF;
j=1

a;;=1

é a projecgao sobre @ H;j.
(lijzl
Por outro lado,

E*F‘l((hj)?zl) = E* (07 to 507 E((h’i)aijzl)v 0--- 50) =
——
€H;

= TioFy o Pi(F((h)ay,y)) =

= ﬂ(ﬁ_lﬁi((h?)aij:l)) =

= n((hi)(li_izl) =
= Qi((h;)j=1)-

Segue que, F*F; também ¢ projecao sobre @ H;j.

Ajj=1

Portanto, F*F; = Z aijlejF;.
j=1
Portanto, {F;}7_; ¢ uma A-familia de Cuntz-Krieger em B(H).

Note que, F)j é nao nula, pois F; I/ ¢ projegao sobre I; e assim,
F;F} ¢ nao nulo.

Na afirmacao anterior mostramos que existe uma A-familia de
Cuntz-Krieger nao nula. Portanto, a A-familia de Cuntz-Krieger uni-
versal {S;}7_; é nao nula.

Segue que, a F4-familia de Cuntz-Krieger {T, Q} tem as projegoes
todas nao nulas.
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Portanto, pelo Teorema da Invariancia da Acao de Gauge,

T™r,Q : C*(EA) — Oa

¢ um isomorfismo entre C*(E4) e C*(T, Q).
Vamos mostrar que 7r,q ¢ sobrejetivo.
Fixe 1 <7 < n e considere a isometria parcial S;.
Temos que,

S; = 8578 = S; ZaiijS}‘

j=1

Por outro lado,
n n
T,Q § aijsij | = § aijTi; =
j:l j:l

j=1

Portanto, 7r,g é um isomorfismo entre C*(E4) € Oa.

Até este momento, mostramos que dada uma matriz A da forma
Cuntz-Krieger é possivel definir um grafo, a saber E4, de forma que as
C*-algebras C*(E4) e O4 sejam isomorfas.

Vamos mostrar agora que, dado um grafo finito £ que nao tem
sources nem sinks, é possivel definir uma matriz Ag da forma Cuntz-
Krieger, de modo que as C*-dlgebras C*(E4) e O4 sejam isomorfas.

Segundo o livro (10), a primeira vez que essa ideia apareceu foi
ainda no ano de 1980, no trabalho (3) de autoria de M. Enomoto e Y.
Watatani.

Definigao 3.2.8 Seja E um grafo finito que nao tem sources mem
sinks.
Escreva E® = {v1,v2,- -+ ,vgpo} e{e1, €2, - ,eprpy}.
Definimos a matriz das arestas Agp = a;; como sendo:

1, se s(e;) =r(ey),
Qe;e; = 0, se S(ez) 75 T(@j).

Exemplo 3.2.9 Considere o grafo,
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Neste caso,

Agp(e1,e1) =0 Ag(es,e1) =1 Ag(es,er) =1,

ou seja,

Fize a sequinte enumeracdo para o conjunto dos vértices e das
arestas:
U =V1;V = V2; W = VU3,

e=-ey; f =exg=e3 h=ey

Neste caso,
1 0 0 O
1 0 0 O
Ae=10 1 0 1
0 010

Observagao 3.2.11 Tomando outras enumeragoes para o conjunto dos
vértices e das arestas, encontramos matrizes Ag diferentes.

Na préxima proposicao vamos mostrar que a matriz das arestas
¢ uma matriz da forma Cuntz-Krieger.

Proposigao 3.2.12 Seja E um grafo finito que nao tem sources nem
sinks. Entdo a matriz das arestas Ag € da forma cuntz-Krieger.
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Prova: Por definicao a matriz das arestas tem entradas {0, 1}.

Fixe 1 <i < #{FE'}.

Vamos mostrar que a linha i da matriz Ag é nao nula.

Suponha por absurdo que essa linha é nula, ou seja, para todo
1< j < #{El}, Qi3 = 0.

Considere a aresta e;. Como a;; =0,1 < j < #{E'} entdo nao
existe nenhuma aresta e; tal que r(e;) = s(e;).

Logo, s(e;) é um source. Absurdo.

Portanto, todas as linhas de Ag sao nao nulas.

Analogamente, todas as colunas sao nao nulas.

Portanto, a matriz Ag é da forma cuntz-Krieger.

|

Como a matriz das arestas Ag é da forma Cuntz-Krieger, pode-
mos o considerar o grafo F4,. Entdo, pelo que fizemos anteriormente,

C*(EAE) ~204up-

Proposigao 3.2.13 Seja E um grafo finito que ndo tem sources e nem
sinks. N

Neste caso, o grafo Ea, € igual ao grafo dual E (veja Defini¢ao
3.1.7).

Prova: Observe que, por definicao, Ag = ae, ;-
Temos que,

E,%E ={e1, ez, ’e#{El}} = El;
E}4E ={eiej 1 Gere; = 1} = E?.
Ainda,

re,(eie;) = e = rp(eie;))

sEa(eiej) = ej = sg(eiej).

Portanto, os grafos sao iguais.

No Exemplo 3.1.8, mostramos que,

C*(E) = C*(E).
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Portanto,
C*(E) = C*(E) = C*(Ea,) = O4,
ou seja,
C* (E) =~ Oy,

Segue que, dado um grafo finito £ que ndo tem sources nem
sinks, é possivel definir uma matriz Ag, na forma Cuntz-Krieger, de
modo que, as C*-dlgebras C*(F) e O4 sejam isomorfas.

3.3 O TEOREMA DA UNICIDADE DE CUNTZ-KRIEGER

Neste segdo, vamos provar o Teorema da Unicidade de Cuntz-
Krieger.

Este teorema nos permite fazer alguns exemplos concretos de
isomorfismo envolvendo algebras de grafos.

Definigao 3.3.1 Seja E um grafo e p um ciclo em E. Dizemos que
uma aresta e € E' ¢ uma entrada em p se, r(e) = r(u;) para algum
1<i<lul, e e

Por exemplo, no grafo,

Z
w

7\

u 0
e

temos que a aresta z é uma entrada no ciclo gef.

Lema 3.3.2 Seja E um grafo que nao tem sources e tal que todo ciclo
de E tem uma entrada. Entdo, para cada v € E° e para cada n € N,
existe um caminho A\ € E* tal que:

1. r(A) =,
2. |\ >mn,

3. Ak 7& )\|)\‘, Vk < |)\|

Por exemplo, o caminho A = ejes - - - ey,
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e, e, e, O e

[% . o 0 .

satisfaz as condigoes do lema. Mas o caminho A = ejes---e,

Croz= =€,

v J . 2 o -0 6 .

nao satisfaz as condic¢oes do lema.

Prova: Fixev € EY e n € N.

Como o grafo F nao tem sourecs, entao v nao é source, e assim,
existe uma aresta que termina em v.

Como o grafo E nao tem sources, podemos “voltar” por essa
aresta até obter um caminho de comprimento n (e terminando em v).

Portanto, sempre existe um caminho que termina em v e tem
tamanho n.

Suponha por absurdo, que todos os caminhos A que terminam
em v e tem comprimento maior ou igual a n, sao tais que Ay = Ay
para algum k < |A|.

Isso significa que existe um caminho fechado baseado em s(\g)
(a saber, AgAgt1 -+ Anj—1)-

Seja o o caminho minimal tal que:

o r(a) = v;
e Existe um caminho fechado baseado em s(«).

Pelo que vimos anteriormente, existe um caminho fechado base-
ado em s(«). Seja B o ciclo baseado em s(«) (8 é uma parte do caminho
fechado).

Como S é um ciclo, por hipétese, existe uma entrada em /3,
digamos e, ou seja,

7“(6) = r(ﬁjo) €, € 7& ﬁia Vi<i< |6|
Seja B := B1f2 - Bjy—1-

Defina,
A=apB---gfe.

Vamos mostrar que A é um caminho que satisfaz as condigoes do
lema. Assim, chegamos a um absurdo.

Temos que, 7(A\) = r(a) = v. Também |A| > n, pois basta repetir
o ciclo 8 quantas vezes forem necessarias.

Vamos mostrar que Ay # A\ = e, Vk < [A].

Como e é uma entrada no ciclo 8 entao e # 5;, V1 <14 < |f].



83

Suponha por absurdo que e = «,, para algum ig < |a|. Entao,
s(ai,) = s(e) e,

r(aig) = r(e).

Considere o caminho v = v, Qig 41+ o) f182 -+ Bjo—1. Temos
que, v é um caminho e,

s(v) = s(Bjo—1) = r(Bj,) =r(€e) = r(cvi,) = s(cip—1)

r(v) = (o) = s(aig-1).

Logo, v é um caminho fachado baseado em s(a;,—1).

Segue que, o caminho o = o1 é tal que: r(a/) = v,
existe um caminho baseado em s(a ) e @ é menor que a.

Mas isso contradiz o fato de que a é um caminho minimal tem
um caminho fechado baseado em s(«).

Portanto, A\ # A\ = e, e assim, o caminho A satisfaz as
condigoes do lema. Absurdo!

[

A seguir faremos a prova do segundo grande teorema deste tra-
balho, conhecido como O Teorema da Unicidade de Cuntz-Krieger.

Lembre que, na prova do Teorema Invariancia de Gauge, o fator
crucial para mostrarmos que 7, € injetivo, foi mostrar que ||7r,g(¢(a))|| <
lmr,o(a)||. Na prova do préximo teorema, a dificuldade novamente é
mostrar essa desigualdade.

Teorema 3.3.3 - O Teorema da Unicidade de Cuntz-Krieger

Seja E um grafo no qual todo ciclo tem uma entrada.

Seja {T,Q} uma E-familia de Cuntz-Krieger em uma C*-dlgebra
B, tal que, Q, # 0, Vv € E.

Neste caso, o homomorfismo nr.q : C*(E) — B € um isomor-
fismo entre C*(E) e C*(T, Q).

Prova: Seja {s,p} a E-familia de Cuntz-Krieger universal.

Como 77, (C*(E)) é a C*-algebra gerada por {mr.¢(s), mr.o(p)} =
{T, Q}, é imediato que mr g : C*(E) — C*(T, Q) é sobrejetivo. A di-
ficuldade é mostrar que 77, é injetivo.

Seja ¢ : C*(E) — C*(FE) a aplicagao definida em Observagao
2.2.6.
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Para mostrarmos a injetividade, vamos dividir a prova em duas
partes.

Primeiro vamos supor que o grafo F nao tem sources e, utilizando
o lema anterior, mostraremos que ||7r,q(é(a))|| < ||7mr.(a)], Ya €
C*(F). Feito isso, basta repetir os argumentos da prova do Teorema
da Invariancia da Acao de Gauge para concluir a injetividade de 77 q.

Depois vamos considerar o grafo aumentado E, que nao tem
sources, e utilizando o que foi feito anteriormente, provaremos direta-
mente a injetividade de 77 q.

Caso Particular: O grafo F nao tem sources.

Nosso grande objetivo é mostrar que nessas condigbes (E nao
tem sources e todo ciclo de E tem uma entrada), a desigualdade

77, (p(a)|l < ll7r.q(a)]

¢ valida Ya € C*(E).

Note que, de acordo com a Afirmacao 3, feita na demsnstracdo
do Teorema da Invariancia da Acao de Gauge, é suficiente mostrar a
desigualdade acima para a € span{s,s}, : s(u) = s(v)}.

Fixe a € span{s,s}, : s(u) = s(v)} digamos,

_ *
a= E Cu,vSus,-
84

Seja F' o conjunto de todos os pares (u,v) € E* x E* tais que,
(w4, v) aparece (como {ndice) em alguma parcela de Z CpvSp Sy, OU Seja,
%

*
a= E Cr,vSus,-

(n,v)EF

Na Proposicao 2.3.1 vimos que,

da)= Y s

{(wv)eF:|ul=Iv|}

Sejak = max{|u| = [v] : (u.v) € F e |u] = |v]}.

Afirmacao 1 Para cada par (u,v) € F tal que |u| = |v], é
possivel escrever s,s; como combinacdo linear finita de Sa8j tals que
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(a,8) € E* x E* e |a| = |B] = k.

Prova: Seja (u,v) € F. Entao, s(u) = s(v) =v.
Por hipétese, o grafo E nao tem sources. Logo,

* *
SuSy = SuPvS, =

— * *
=5, E 5¢8, | s, =

{e€E':r(e)=v}

— ok
= E SuSeSeS, =

{e€E':r(e)=v}

— *
- E : SpeSpe-

{e€E':r(e)=v}

Considere o elemento s,.s}.. Temos que, s(ue) = s(ve) = s(e).
Como s(e) ndo é source podemos repetir o argumento acima.
Portanto, repetindo o argumento acima quantas vezes forem ne-
cessarias, conseguimos reescrever s,s, como combinagao linear finita
de elementos s,sj tais que (a, 8) € E* x E* e |a| = [B] = k.
O

Seja Fo conjunto formado por todos os pares (o, 3) € E* x E*
que foram obtidos a partir de um par (u,r) € F como na afirmagao
acima. Entao,

¢(a) = Z Ca,pSa8h-
(a.B)EF

Segue que, ¢(a) € Fi (veja Definicao 2.4.1). Como o grafo F
nao tem sources, entao F<j = Fj.

Na Proposigao 2.4.4, vimos que, F<j, = @ F<i(v).

veE°®
Como ¢(a) € F<g, pela forma como é definida a norma em

@ F<i(v), existe um vy € E tal que,
veEO

l6(a)]| = S o505

{(a,8)€F:s(a)=vo=5(8)}
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Seja by, = Z Ca,B5a55
{(a,B)EF:s(a)=vo=5(8)}
Seja G o conjunto formado por todos os caminhos 7 tal que 7 = «
out =, com (o,08) € F e s(a) = vy = s(8). Portanto, se 7 € G
entdo |7| =k e s(T) = vo.
Note que, G é um conjunto finito.

Nosso objetivo agora, é mostrar que existe uma projecao @) € B
que satisfaz:

o [Q@rrq(¢(a)@Ql = llmr,o(¢(a))l;
o QT,T;Q =0, sempre que (u,v) € F e |u| #|v|.

Afirmagao 2 Existe um isomorfismo entre span{s,s} : p,v €

Prova: Vamos mostrar que as condigbes da Proposicao C.1.1
sao satisfeitas.

Vamos mostrar que a familia {s,s}, : u,v € G} é ndo nula.

Suponha por absurdo que todos os elementos da familia sao nu-
los. Em particular, s,,s;, = 0 para todo y € G. Logo,

*

Sp = Spu S,u

sp=0 = HPS(M)H = ||8;:S/LH =0.
Mas isso é uma absurdo pois, as projecoes universais sempre sao nao
nulas.

Portanto, a familia é nao nula.

Claro que, ss;, = su5),.

Além disso, se p,v,a, 8 € G entao esses caminhos tém o mesmo
tamanho. Logo, pelo Corolario 1.4.12, item 1. temos que a Eq. C.1 é
satisfeita.

Portanto, existe isomorfismo entre span{s,s; : p,v € G} e
Micy(C).
|

Fixe n € N tal que n > max{|u|,|v| : (4,v) € F}. Claro que,
n > k.
Entéo pelo lema anterior, para este n € N e para vy € E° fixado
anteriormente, existe um caminho A\ € E* que satisfaz:
o r(A) = wp;
o [A=m
o )\ # /\‘)\|, VEk < |\
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Lembre que, o lema anterior tem como hipétese que o grafo nao
tenha sources. E por isso que precisamos separar a prova deste teo-
rema em duas partes, pois tudo o que vamos fazer a partir de agora,
vai depender da existéncia do caminho A nas condigoes acima.

Defina,
Q=Y TTh.

TEG

Primeiro observe que () € B é uma projecao. De fato, basta
perceber que ) é soma de projecoes que sao duas a duas ortogonais.

Afirmacao 3 Seja (u,v) € F. Entéo,
1. Se |p|=k THT,#0& 17 =p.

2. Se |p| = |v| = k entdo QT,T;Q = T,,\T;,. Em particular, se
lu| =k e s(p) # vo ouse [v| =k e s(v) # vy entdo QT,T,;Q = 0.

3. Existe um isomorfismo entre span{QT,T,;Q : u,v € G} e My (C).
4. [|Q7r,Q(bue ) QI = [[buy -

5. Se |u| # |v| entdo QT,T;Q = 0.

Prova:

1. (=) Se T}T, # 0 entao T}T,, # 0.

Suponha por absurdo que 7 # p. Como |u| = |7] entdo pelo
Coroléario 1.4.12, T*T), = 0. Absurdo.

Logo, p = .
(<) Se T = p entdo,
ITATLN? = I TXT Tl = 1 TXQuo|I” =
= 1731 = 1Tl = Qs -

Como a familia {T, Q} tem as projegoes todas nao nulas, ||Qx]| #
0 a assim, 75,7}, # 0.



2. Por hipétese, |u| = |v| = k. Temos que,

QTT;Q =Y TiTH(TT)) Y TraTh =
TEG TEG
(pelo item anterior)

=TT\ T )T T )TN =
=TinTIXTHT)y =
= u/\T:,\-
Em particular, se |u| = k e s(u) # vo entao T,» = 0. Logo,

QT T;Q = TunTjy = 0.

Analogamente, se |v| =k e s(v) # vy entdo T, = 0.
3. Vamos mostrar que as condigoes da Proposigao C.1.1 sao satisfei-
tas.

Vamos mostrar que a familia {QT,T;Q : p,v € G} é nao nula.
Suponha por absurdo que, para todo y € G temos que, QT,T,;Q =
0.

Como p € G entao 0 = QT T,;Q =T,z T},. Logo,
Tux = TinTinTux =0 = [|Qsqun | = 1T, Tunl = 0,

mas isso é um absurdo.
Portanto, a familia {QT,T;Q : u,v € G} é néo nula.
Claro que, (QT,T;Q)* = QT,T,Q.

Além disso, pelo item 2. desta afirmacao, temos que,
(QI}LT:Q)(QT(XTEQ) = T:lt)\ :AT(X/\TE)\'
Como |vA| = |a| entdo pelo Corolario 1.4.12, item 1. temos que,

TuaT3y, se vA=al,

TMAT:)\TaATE)\ = { 0 se UA 75 al.

Logo, a Eq. C.1 é satisfeita.

Portanto, existe um isomorfismo entre span{QT,T;Q : p,v € G}
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4. J& sabemos que, span{s,s; : p,v € G} e isomorfo a My gy que
¢ isomorfo a span{QT,T;Q : p,v € G}. Segue que,

1ol = > Ca,p5a55| =

{a,B€G:s(a)=vo=5(B)}

=@ > CapTaT;Q| =
{a,BEG:s()=v0=3(8)}
= |Qm7,q(buy) Q.

5. Suponha que |u| # |v|.
Temos que,

QTT,)Q = Z TATI(T,TY) Z ToAT7
TG TeG

Se |u| = ke p# 71, V7T € G, entdo pelo item 1. desta afirmacio,
TXT,=0,Vr € G. Logo, QT T;Q = 0.

Se |u| = k e p = 7, para algum 7 € G, entdo pelo item 1.,
7T, =T5. Logo,

QT T;Q =T)nIXT) Z TraT7y =
TEG

= > T (T T )T,
T€EG
Como || =k e |p| # |v| entdo |v| # k.
Vamos supor que |v| < k. O caso em que |v| > k é anélogo.

Vamos analisar o que acontece com 17,17 5. Pelo Corolario 1.4.12
temos que,

T7, se VA =Tz,
T\ Trx =1 T, se TN =1z,
0, caso contrario.
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Como |v| < k entdo vA = TAz nao pode ocorrer. De fato,

[T + A+ |2| = k4 || + 2] > [v] + | Al

Vamos mostrar que, 7TA = vAz também nao pode ocorrer. Supo-
nha por absurdo que 7A = vAz. Temos que, |v| < k, digamos que

v =3j.
Segue que,
Vi = Tj;
AL = Tjta;
A2 = Tjt2;

Ab—j = Tj(k—j) = Th}
Ak—j)+1 = A1;
Ak—j)+2 = A2;

AL = A= (k=)
Mas isso é um absurdo, pois por hipétese, A\x # Az, Yk < [A[.
Portanto, TA # vAz e assim, 1), T = 0.
Logo, QT T;Q = 0.

Se [u] # k, digamos que, |u| = j < k (se, |l = j > k é
andlogo) entao, repetindo o mesmo argumento acima, temos que

QT T;Q =0.
Portanto, se |u| # |v| entdo QT,T,;Q = 0.
0

Como span{QT,T;Q : p,v € G} = Myq(C) e span{s,s;, :
w,v € G} = Myg(C), entao existe um homomorfismo injetivo (e por-
tanto, isométrico) entre span{QT,T;Q : u,v € G} e span{s,s} : p,v €
G}.
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Afirmagao 4 [|Qmr.q(¢(a)Ql = [I7r.o(¢(a))l, em que a =
Z CuwSuSy, estd fixado desde o inicio da prova.
(n,v)EF
Prova: No Lema 3.1.1 mostramos que 7y g restrito a C*(E)7 é
isométrico. Além disso, na Proposicao 2.2.5 vimos que ¢(a) € C*(E)".
Logo,

Imr.Q(d(a)l = llg(a)ll

Na Afirmagao 2 vimos que, se |u| = |v| entao é possivel reescrever

, como combinagao linear finita de sqos} tais que |af =k = [].

Su5)
Logo,

_ * *
a = E Ca,B8aSg Tt E Cp,vSuSy-

{(.B):|e|=k=|81} {(v): |l 11}
Também vimos que, ||¢(a)|| = ||by, || em que,
by, = Z Ca,35a5-
{(a,B)eF:s(a)=vo=5(8)}

Na prova do item 2. da Afirmagao 3 vimos que, se |a| = k mas
a # 7 (ou seja, s(a) # vo), V7 € G, entdo, QToT;Q = 0.

Finalmente,
Imr.Q(d(a))ll = ll¢(a)]| =
(Lema 3.1.1)
= [, || =
(Afirmagao 4, item 4.)
= [|Qmr,q(by, QI =
(definicao de by,)
= Q Z Coz,,BiZ—‘aT‘[;< Q =

{a,B:|a|=k=]|B],s(c)=vo=5(8)}

(definicao do conjunto G)
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=@ [mro | D cassesi| | Q| =

(a,8)€G
(Afirmacao 3, item 2.)
@ {wre S cassasy | | @) =
{(a.B):|el=k=|B81}
= [|Qmr,q(¢(a)Ql.

Portanto,

I7r.q(d(a)| = [|Q7T,o(¢(a) Q-

Afirmacao 5 |77 g(¢(a))|| < ||7r,0(a)|l, para a fixado no inicio
da prova.

Prova: Temos que,

Irr.Q(d(a))ll = 1@7r.e(d(a)Ql =

= ||@rrq > Cap5ash | Q| =
{(c.8):|al=k=|B[}
(Afirmagao 4, item 5.)
= Q7,0 Z Ca,p5a8h + Z Ca,5a55 | Q| =
{(a.B):|al=k=|81} {(pv) €F:| |||}
= [l@7ro(a)Qll <
< llrr.q(a)ll-

Portanto, ||71.¢(¢(a))|| < [[7r,q(a)]l
U

Como ||7r,0(¢(a))| < ||7r,0(a)| entdo repetindo o mesmo argu-
mento usado no Teorema da Invaridncia da Acao de Gauge, mostramos
que 77, € injetiva.
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Até este momento, mostramos o caso particular do Teorema da
Unicidade de Cuntz-Krieger, ou seja, se £ é um grafo que nao tem
sources entao,

mro: C*(E) — C*(T,Q)

¢ um isomorfismo.
Vamos mostrar agora o caso geral deste teorema, ou seja, o caso
em que o grafo E pode ter sources.

Caso Geral: O grafo E pode ter sources.

Devemos mostrar que o homomorfismo 7r,q : C*(E) — B é
injetivo.

Como o grafo E pode ter sources, vamos considerar o grafo au-
mentado E. J4 sabemos que existe um homomorfismo injetivo entre
C*(E) e C*(E) (Coroldrio do grafo aumentado).

Como o grafo E nio tem sources a ideia natural é, usando o
caso particular deste teorema, definir um homomorfismo injetivo entre
C*(FE) e B. Dessa forma, fazemos a composigao desse homomorfismo
com o anterior, obtemos um homomorfismo injetivo entre C*(E) e B.
Da unicidade de 77, concluimos que 77 g ¢ injetivo.

O problema deste argumento é que, quando aumentamos o grafo
E para o grafo E aumentamos também a C*(E), de forma que, ji ndo
temos garantia de que é possivel definir uma E-familia de Cuntz-Krieger
com as projegoes nao nulas em B.

O que vamos fazer é construir uma outra C*-dlgebra e definir
nesta uma F-familia de Cuntz-Krieger, com as projecoes nao nulas, de
maneira que seja possivel “voltar” para B.

Como B é uma C*-algebra entao existe um espaco de Hilbert H
e uma representacao fiel p: B — B(H).

Como {T, Q} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em B, com @, #
0, Vv € E°, entdo {p(T), p(Q)} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em
B(H), com p(Q,) # 0, Vv € E° (pois p é injetiva).

Como {p(T), p(Q)} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(H ),

da propriedade universal existe tinico homomorfismo,
Tor)p@: C*(E) —  B(H)

Se — p(Te)

Py — P( v)

Note que, C*(7y(7) (@) = C*(p(T),p(Q)) = p(C*(T,Q)). Segue
que, se o homomorfismo 7,1) ,(@) fosse injetivo, entao a composicao
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p ! O y(T),p(@) : C*(£) — B é injetiva. Logo, da unicidade da homo-
morfismo 77 g, poderiamos concluir que 77, g é injetivo.

Portanto, o que precisamos de fato fazer, ¢ mostrar que 7,1 (@)
é injetivo. Para tanto, vamos construir um homomorfismo injetivo en-
tre C*(E) e B(H) (usando as ideias citadas acima) de forma que, esse
homomorfismo restrito a familia {s,p} ¢é igual a 7,1 (). Portanto,
da unicidade concluimos que 7,1 (@) ¢ © homomorfismo construido.

Seja Eo grafo aumentado. Como E° e E' sdo conjuntos enu-
meraveis vamos renomear os caminhos adicionados ao grafo E da se-
guinte forma:

Para cada v € E° que é source, renomeie o caminho adicionado
a v da seguinte forma,

1 2 3
DOl € . el g

ou seja, ,
S(ej)) = Uy, Vi e N7

1
v

r(el) =wvi_1, Vi€ N,i#l.

r(e,) =v;

Analogamente, para cada w € E° que é sink, renomeie o caminho
adicionado a w da seguinte forma,

w—L w, ei w, e w, -
ou seja,
5(6111)) = wj
s(el,) = wj—1, ViEN,j#1
r(el) = wj, VjeN
Segue que,
E°=E° U {v; :i e N} U {wj:jeN} e
{vEE%:w é source} {weE :w é sink}
E'=E° U {el :ieN} U {el,: j € N}.
{veEO%:v é source} {weE%:w é sink}

Vamos construir um espaco de Hilbert H e uma E-familia de
Cuntz-Krieger em B(H).
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Para cada v € E° que é source, defina H, := p(Qy)(H). Analo-
gamente, para cada w € E° que é sink, defina H,, := p(Q.)(H). Note
que, H,, H,, sao espagos de Hilbert, pois sao imagens das projecoes,
p(Qu), p(Quw) € B(H).

Note que, H,, H,, € H. Além disso, H, (| H, = {0}, sempre
que v # w.

Para cada v € E° que é source, tome uma familia de espacos de
Hilbert {H,, }ien tais que:

H, =~ H,, Vi€eN;

H,, N H, =0, Vi#j.

Note que, podemos tomar os espagos de Hilbert H,, como sendo
cépias do espago H,. Desta forma, garantimos que H,, ¢ isomorfo a
H,, Vi € N. Como H, é um espaco de Hilbert, entao H, tem base
ortonormal entdo podemos garantir que o isomorfismo é isométrico.

Analogamente, para cada w € E° que é sink, tome uma familia
de espagos de Hilbert {H,, }ien tais que:

H,, = H,, VieN;

HU),; m ij = 07 VZ # .]
Defina,

ien @ (@n) @ (@

{veEEY: v é source} \i€N {weE? w é sink} \jeEN

Vamos representar um elemento h € H por h = (hp)nen, em que
hi1 € H.

Vamos definir uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(H).

Para cada v € E°, defina:

P,: H — H
(hn)nEN — (p(Qv)(hl)aovoa o )

Note que, como {Q,},epo é uma familia de proje¢oes mutua-
mente ortogonais entao {P,},cpo também é uma familia de projegoes
mutuamente ortogonais.

Para cada v € E° que é source e para cada i € N defina:
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Pvff—>ﬁ

i

como sendo a projegao sobre H,,.
Analogamente, para cada w € E° que é sink e para cada j € N
defina:

P, H — H

como sendo a projegao sobre Hy;; .

Note que, {P,, P,,, Py, } ¢ uma familia de proje¢des mutuamente
ortogonais, com todos os elementos nao nulos.

Para cada e € E' defina,

Se: H — H
(hn)neN — (p(Te)(hl)a 07 Oa e )

Para cada v € E° que é source e para cada i € N temos que,
H, =H,=H, ,,ouseja, H,, = H,, ,. Logo, existe uma isometria
entre esses espagos, digamos S} : H,, — H,, ,.

Entéo, para cada v € E° que é source e para cada i € N defina,

H — H
(hn)nEN — (0705 7055;(hk)70507)

Sei:

i
v

com hy € Hy, e Si(hy) € Hy,_,, ou seja, Sei é a extensdo canonica de
S para o espago H.
Analogamente, para cada w € E° que é sink e para cada j €
N temos que, Hy,_, = H, = Hy,, ou seja, H,, , = H,,. Logo,
existe uma isometria entre esses espagos, digamos Sﬂ) s Hy, , — Hy;-
Defina,
S o H — H

Ew

como sendo a extensao canodnica de S, para o espago H.
Note que, {S,, Sei, Swi} € uma familia de isometrias parciais.
Vamos verificar que {S, P} é uma FE-familia de Cuntz-Krieger.

Vamos verificar a condigao (CK1). Seja e € E!.
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Se e € E' entdo, como {p(Q), p(T)} é uma E-familia de Cuntz-

Krieger em B(H), segue imediatamente que S¥S. = Py
(CK1) é satisfeita.

Se e = e! para algum source v € E° temos que:

S:j} SEf, ((hn)nEN) = S;) (Oa -0, gef, (hk)a 0,-- ) =

——

€Hy,_,
=(0,-++,0,87% Sei (hi), 0,-++) =
%,_/
Ho,

=(0,---,0, S Se’ (hi),0,--+) =

=(0,--- ,O,hk,0,~-~)

= Pv,;((hn)neN)-
See=¢él

J para algum sink w € E° é andlogo.
Portanto, (CK1) é satisfeita.

Vamos mostrar que (CK?2) ¢ satisfeita. Seja v € EP.

Se v € E° e ndo é source (pode ser sink). Neste caso,

Logo,

como

{p(T), p(Q)} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(H), segue ime-

diatamente que P, = Z SeS;, ou seja, (CK2) é satisfeita.
e€E

Se v € E° é um source do grafo E entao, quando consideramos

o grafo aumentado, a nica aresta que termina em v é el. Logo,

Ser 21 ((hn)nen) = Sex (0,-++,0, 87 (h),0,---) =

~——
€H.yy
= (5157 (h),0,---) =
————
Hv
= (h,0,---).

. L .
Segue que, Se1 Se}} ¢ a projecao canonica sobre H,. Por outro

lado,
Pv((hn)nEN) = (p(QU)(hl)v 0,--- )7
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e p(Qy)(H) é a projegao sobre o espago H,.
Portanto, podemos concluir que S.1S% = P,. Logo, (CK2) é
satisfeita.

Se v € EY é tal que v = v; entao a Unica aresta que termina em
v éa el (se v é uma source). Logo, fazendo um argumento analogo
ao feito anteriormente concluimos que S i+1 S:i“ é a projegao sobre o
espago H,,. Logo, Seiﬂ S;JH =P,,.

Se v € E? ¢ tal que v = w; entdo a Unica aresta que termina em
wj é el (se w é sink). Analogamente, concluimos que Sgi-1 S:j,l éa
projegao sobre H,,; e portanto, S ;-1 S:ﬂ,’l = Py,.

Portanto, (CK2) é satisfeita.

Portanto, {S, P} ¢ uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(H).

Seja {t,q} a E-familia de Cuntz-Krieger universal

Como {S, P} ¢ uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(H), existe
um homomorfismo,

rsp: C*(E) — B(H)
te — Se
Qv — P,.

Temos que, E é um grafo sem source e tal que cada ciclo de F
tem uma entrada (pois, os tnicos ciclos de F sao os ciclos de E). Além
disso, {S, P} ¢ uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(H) com P, # 0,
Vo € EV.

Portanto, pelo caso particular deste teorema, ms p € injetivo.

Na demonstragdo do Corolario 3.1.3 vimos que, restringindo a
familia {t, ¢} para o grafo E, obtemos uma E-familia de Cuntz-Krieger.
Ainda mais, mostramos que o homomorfismo,

Trg C*(E) — C*(E)
Se — te
p?) ’—> Qv

é injetivo.
Portanto, _
s, p o Tyg: C*(E) — B(H)

¢ um homomorfismo injetivo.
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Até agora, j4 conseguimos definir um homomorfismo injetivo en-
tre C*(F) e B(H). Como queremos definir um homomorfismo injetivo
entre C*(F) e B precisamos “voltar” para a algebra B.

Sejam ¢ : H — H inclusao canonica e p : H — H projegdo
canonica.

Afirmacao 6 Para cada a € C*(E) temos que:

L [(ms,p om.g)(@)]((hn)nen) = [(ms,p © T1,4) (@)](i(h1)), V(hn)nen €
H.

2. Sepolmg pomg)(a)] =0 entdo (mg pomq)(a) =0.

Prova: Note que, como as aplicagdes p, g, p € ¢ 4 S20 continuas,
é suficiente mostrar a afirmacao paraa € span{s,s}, : y,v € E* e s(u) =

s(v)}.

Fixe a € span{s,s} : p,v € E* e s(u) = s(v)}, digamos,
a= Z CruSusy,
v

1. Temos que,

(s,p © e q)(a) = (Ts,p 0 Ttq) (Z C/MVSMS:;> =
IR

=Ts,p <§ Cu,ututf/> =
J7R%
= E CuvSuS,y.
JIR%

Seja (hy)nen. Entao,

(Z C/L,VS/LS;> ((hn)neN) -

v

(Z (T, 1)) (h1), 0 ) :
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Por outro lado,

(ms,p 0 mt,q)(a)(i(h1)) = <Z Cu,u5u53> (i(h)) =

- (Z CHpr(TuT;)(hl), 0,0,-- ) .

v

Portanto,

[(s,p o mt,9)(@)]((hn)nen) = [(7s,p 0 71,q) (@)} (i(h1))-

2. Na prova do item anterior vimos que,

[(WS,P © Wt,q)(a)]((hn)nEN) = (Z CM,VP(TMT;)(hl)v 0,0,-- ) .

.V

Por hipédtese, po[(mg, pome 4)(a)] = 0, ou seja, Z (LT )(h) =

v
0, Vh, € H.
Portanto, (mg p o 7 4)(a) = 0.
(]
Defina,
v C*(E) — B(H)
a — pol(ms,pomg)(a))oi

Afirmagao 7 A aplicacdo v definida acima é injetiva.

Prova: Seja a € C*(E) tal que 9(a) = 0.
Entao Vhy, € H temos que,

[po (ms,p omq)(a)) o i)(h) = 0.
Seja (hp)nen € H. Temos que,

[po (mws,p o mi,q)(@)]((hn)nen) = [po (mws,p © mi,4(a)))(i(h1)) = 0.
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Logo,
[(ws.p 0 71.4) ()] ((hn)nen) = 0.

Portanto, a = 0.
O

Lembre que, {p(T), p(Q)} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em
B(H). Logo, existe um homomorfismo,

T C*(E) —  B(H)
Se — P(Te)
Puv — p(Qv)

Note que, a aplicacao ¢ satisfaz:

P(se) = p(Te) e Y(py) = p(Qu)-

Portanto, da unicidade segue que, ¢ = 7Tp(T) o(Q)-
Portanto, 7,1y, p(@) : C*(E) — B(H) é injetivo.
Segue que,

P oMy p@ P CT(E) — B
¢ um homomorfismo injetivo que satisfaz:
Pt omyr) p@)(se) = p~Hp(Te)) = Te e,

P~ ooy (@) (Pv) = P H(Pp(Qv)) = Qu.

Portanto, da unicidade do homomorfismo 77 g, temos que, 77 g
é injetivo.
|

Observe que, se E é um grafo que nao tem ciclos, entao pelo
Teorema da Unicidade de Cuntz-Krieger, a C*(E) ¢é isomorfa a toda
C*-4lgebra gerada por uma E-familia de Cuntz-Krieger cujas projecoes
sao todas nao nulas.

A seguir faremos dois exemplos do Teorema da Unicidade de
Cuntz-Krieger.

Exemplo 3.3.4 Considere o grafo F,



@
eQDg

No Ezxemplo 1.2.3 mostramos que,

Py 2(N) — (N
On — On
S.: P(N) —  2(N)
571, — 5371,
Sg: P(N) —  I3(N)
5n — 53n+1
S,: B(N) —  IA(N)
5n — 53n+2

formam uma E-familia de Cuntz-Krieger em B(I?(N)).

Seja {s,p} uma E-famdlia de Cuntz-Krieger universal e considere
a C*(E).

E natural nos perguntarmos qual € a relagdao entre C*(S,P) e
C*(E).
Temos que, todos os ciclos do grafo E tem uma entrada. De fato,
os ciclos de E sao da forma e (que tem f ou g como entrada), ou f
(que tem como entrada e ou g) e g (que tem e ou f como entrada).
Além disso, na famdlia {S, P}, a projecio P, € ndo nula.

Portanto, pelo Teorema da Unicidade de Cuntz-Krieger, C*(S, P) =
C*(E).

Exemplo 3.3.5 No Ezxemplo 1.2.5, consideramos o grafo E,

e e e e
4 7, 0, 0,

Para este grafo, consideramos a sequinte E-familia de Cuntz-
Krieger {S, P} C K(I*(N)):

P,: I*(N) — I12(N)
0, se n#i,
On — { d;, se m=1.
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para todo i € N (N{0,1,2,---}), e

Se,: I*(N) —» 12(N)
5 R { 0, se n# 2
di—1, se m=i.

para todo i € N\{0}.

Seja {s,p} a E-famdlia de Cuntz-Krieger universal. Como as
projecoes P, sdo todas nao nulas, pelo Teorema da Unicidade de Cuntz-
Krieger, podemos concluir que,

ws,p: C*(E) — K(I*(N))
Se; — Se;
p?)i '—> PT)i

“(8, P).

é um isomorfismo entre C*(E) e C*(
= K(I*(N)), ou seja, ms,p € sobreje-

Vamos mostrar C*(S, P)
tivo.

Seja {0n}nen a base canonica de 1?(N).

Para cada i,j € N defina,

Lsis;: P(N) —  PP(N)
h — 5¢ <h, 5J>
Note que, Ls;s; € linear, limitado e tem posto 1.
Para mostrarmos que mg p € sobrejetivo vamos mostrar que:
Ls;s5; pertence a imagem de ms p; todo operador de posto 1 pertence
a imagem de wg p; todo o operador de posto finito € uma soma (finita)
de operadores de posto 1, e portanto pertence a imagem de mg,p. Como

conjunto dos operados de posto finito € denso no conjunto dos opera-
dores compactos, poderemos concluir que ws p € sobrejetiva.

Afirmagdo 1 Para cada i,j € N, temos que, Ls;s, € Im(rs.p).
Prova: Fize i,j € N. Vamos mostrar que, Ls,s, € Im(rs.p).
Primeiro vamos considerar j < i, digamos que, i — j = k.

€in €in €ji(1) Ciak=i
- Ui j+1 2" UMH) [E.

Considere o elemento,

*
Seji1Sesia " Sepqun Sespn € C7(E).
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Temos que,

* ) S* S* S:J+QS*7+1

o
7TS’P(Se”’seﬁr(’cfl) 861+2897+1 €jtl—1)

Vamos mostrar que,

ei¥ej -1y ejiaPejpn

Seja n € N. Temos que,

c SZJHJ@ 1) S*7+2 S;_H ((5 ) =
{ 0 se n#(G+1) -1, _
Sg‘S:J+(k y 'S:j+2 (0j+1), se n=(+1)—1. —
{ 0 se n#j
Se, S:H(k 1) "S:_7+3 (5j+2), se n=yj.
{ 0 se n#j
S8 e Oja—n)), se n=j.

_ { 0, se n#j
Sy (0G+r)-1), se n=j.
0’ se n 7é ja
Se(

*: 6i*1)a se n=1j.

— O; se n # j’
B 67,7 se n=19
Logo,
* Qrx * * B 07 se n#]’
SeiSejJr(k*l) ' SeH—QSeH-l (6 ) - { 51'; se n= .]

Por outro lado,

07 s€E N ',
Lsi5;(0n) = 0i{on, 05) = { d;y SE M jj

Seque que, Vn € N,
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ms.p (55,85 5t )0a) = S5SE 55 (8n) = Lo, (60):

€jr(k—1)

Portanto, por linearidade e continuidade, temos que, se i < j,

x % * _
7TS7P(SE¢ S€_7+(k_1) e s€j+1) - L(s'i(sj'

Vamos considerar o caso em que i < j, digamos que j —i = k.

e; €in € iv(1) Citksj

"9 v Uiy s v o

Neste caso, basta considerar o elemento,

s¢; € C*(E).

SeiSeip1 " SeH(k,l)

Analogamente, mostramos que,
WS,P(SEiJrl T S€i+(k—1)sej) = L5i5j .

Vamos considerar o caso em que i = j.
Considere o elemento,

e C*(E).

867+1 ei+1

Seja n € N. Temos que,
[WS,P(S€Vi+1S;+1)](6n) = SeH»lS: +1( n) =
_ 0, se n#i,
Seirr(0i41), se n=i.

|0, se n#i,
1 4

i, Sse m=-1.

= Ls;5,(0n).

Portanto,
* p—
WS,P(SEiJrl s€¢+1) = L5i5j .

Portanto, Vi, j € N temos que, Ls;s5, € Im(rs.p).
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Afirmacdo 2 Sejam h,k € 12(N) tais que,

=1 =1

Neste caso, a aplicagao,

Lh,k" ZQ(N) — ZQ(N)
x —  h{z, k)

pertence a imagem de Tg p.

Prova: Seja x € I>(N). Temos que,

Lh7k(l‘) = h<$, k‘> =
= En:)\idi <~T7§n:5j5j> =
i=1 =1

i

M:
M:

=1 j=1

AiBjLs, s, (
1

if

=1y

<.

Como Ls, s, € Im(ns,p) entao Ly € Im(rs,p). O

Seja T : 1>(N) — [12(N) um operador de posto 1. Entdo, existe
h € I?(N) tal que,
T(z) = Agh,
Vz € I?(N).
Defina a aplicagao,
fr: 1*(N) — %)
x — Az

Claro que, fr € linear e limitada. Portanto, existe z € 1?(N) tal
que,

fT(x) = <Z‘, Z>a

vz € I2(N) (veja Teorema 3.8 — 1, (6)).
Segue que, Vo € I2(N), temos que,

T(z) = h(z, 2).
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Afirmacao 3 Seja T : 12(N) — 12(N) um operador de posto 1.
Entao, T € Im(wg,p).

Prova: Como T tem posto 1, existem h,z € 1*(N) tais que,
T(x) = h{z,z) = Lp .(z),

Va € I?(N).

Vamos mostrar que, Ly} € Im(7rs7p).

Se h,z sdo elementos da base canénica do 1*(N), ou sdo soma
finita de elementos da base entdo jd vimos que Ly, € Im(mg p).

Sem perda de generalidade, suponha,

h= lim h, e z= lim k,,
n—oo n—r oo

em que, hy e ky, sdo combinagoes lineares finitas de elementos da base
canonica, Yn € N.

Fize N € N. Vamos mostrar que Ly, . € Im(7rs7p).

Fize e > 0.

Como z = lim ky,, existe ng € N,ng tal que, Vn > ng,
n— o0

€
z—kyl| < —m—.
| | 31

Seja x € I?(N), ||z|| = 1. Temos que,
[ L,z (2) = Ly ko (@) = [|Bn (, 2) = B (2, k) || <

< 1hnllizlllz = Fnll < IRl

1w || +1°
Vn > ng.
Portanto,
[Lhn,> = Ly kall <e
Vn > ng.
Portanto,

lim L =1L
n—00 hN k‘ hN A

Pela afirmacgdo anterior, para cada n € N temos que o elemento
LhN,kn S Im(ﬂ57p).
Como Im(ms p) € fechada e Uim Ly k., = Ly, podemos con-
n— oo

cluir que, Ly, . € Im(mg p).
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Portanto, para cada n € N temos que Ly, , € Im(mg,p)
Um argumento andlogo mostra que,

lim Lhn,z = Lh,z'
n—oo
Portanto, Ly, , € Im(mg p).
Como T(x) = h{x,z) = Ly, , podemos concluir que T € Im(wg, p).
Portanto, todo operador de posto 1 pertence a tmagem de s p.
a

Vamos mostrar agora que todo operador de posto finito pode ser
escrito como soma de operadores de posto 1.

Afirmacdo 4 Seja T : 1(N) — 12(N) um operador de posto
finito. Neste caso, T pode ser escrito como soma finita de operadores
de posto 1.

Prova: Como T tem posto finito entdo Im(T) =V é um espago
vetorial (euclidiano) de dimensao finita, digamos dim(V) = n.

Seja {h1,ha,- -+ ,hy} base ortonormal para V.

Para cada 1 < ¢ < n, defina, P, : V. — V como sendo a
projecao sobre h;.

Como P; é um operador de posto 1 entdo P; o T também tem
posto 1.

Além disso,

Y PioT=(Pi+Py+-+P)oT=T
=1

Portanto, T é soma de operadores de posto 1.
|

Como todo operador de posto finito € soma finita de operadores
de posto 1 (que pertendem a imagem de wg p), podemos concluir que,
todo operador de posto finito pertence a imagem de g p.

Como o conjunto dos operadores de posto finito € denso em
K(I*(N)) (veja Teorema 2.4.5, (9)) e Im(ns p) é fechada, podemos
concluir que mg p € sobrejetora.

Portanto, para o grafo E,
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temos que,
! C*(E) = K(I*(N)).

Corolario 3.3.6 Seja E um grafo no qual todo ciclo tem uma entrada.

Se{S, P} e{T, Q} sao E-familia de Cuntz-Krieger em C*-dlgebras
B e C respectivamente, entdo existe um isomorfismo 1 : C*(S, P) —
C*(T, Q) que satisfaz:

w(Se) =T, e w(Pv) = Qq,
Ve € E! e Vv € E.

Prova: Por hipétese, todo o ciclo de F tem uma entrada. Logo,
pelo Teorema da Unicidade de Cuntz-Krieger, ms p e 71 g sao isomor-
fismos.

Defina, ¢ := mr g o 71'5713_1.

|

Observagao 3.3.7 O Teorema da Unicidade de Cuntz-Krieger pode
ndo valer se a hipdtese de que todo ciclo tenha uma entrada nao for
satisfeita. Por exemplo, considere o grafo Cs,

AN
; / \vz

e, e,
Uy (A

3

Note que, o ciclo ejes---e5 nao tem entrada.

No Ezxemplo 3.1.6 vimos que existe uma Cs-familia de Cuntz-
Krieger em M5(C) que tem todas as proje¢oes nao nulas, mas de forma
que o homomorfismo mr.qg : C*(Cs) — M5(C) nao € injetivo. Logo,
as C*(Cs) ndao € isomorfa a C*(T, Q).
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4 OS IDEAIS DA C*-ALGEBRA DE GRAFO

Conhecer os ideais do espago no qual trabalhamos pode nos aju-
dar a, por exemplo, decicir se uma aplicagao nao nula é injetiva ou nao.
Por outro lado, determinar todos os ideais de estruturas tao abstratas
como C*-algebras de grafos é uma tarefa dificil de se realizar.

Neste capitulo vamos analisar os ideais de uma algebra de grafo.
Uma consequéncia deste estudo é conseguir decidir se uma C*-algebra
de grafo é simples, apenas observando caracteristicas do grafo em questao
e nao os seus ideais.

Por convencao, quando escrevermos ideais, estamos pensando em
ideais bilaterais e fechados, a menos que se diga o contrario.

4.1 GRAFOS COFINAIS

Nesta se¢ao, vamos mostrar um teorema que permite concluir se
uma algebra de grafo é simples apenas analisando se o grafo satisfaz
duas condigbes: todo ciclo tem uma entrada e o grafo é cofinal.

Definicao 4.1.1 Seja E um grafo e v,w € E°. Dizemos que, v < w
se existe um caminho p € E* tal que s(p) = w e r(p) = v.

Considere o seguinte grafo,

Temos que,
v < w, pois s(ef) =w e r(ef) = v;
v < wu, pois s(e) =uer(e) =v
u < v, pois s(g) =v e r(g) =u;
u < w, pois s(f) =wer(f) =u.

Observagao 4.1.2 A relagao “<” € reflexiva e transitiva mas ndao €
antissimétrica.

De fato, basta considerar um ciclo p = pipo -« by baseado em
v. Fize i <|n|—1.

Temos que, v < s(u;) e s(u;) < v, pois basta considerar os
cammhos, Mo -+ g € i1 i42 *** Un-
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Logo, a relagao “<” nao € uma relagdo de ordem.
Definigao 4.1.3 Seja E um grafo. Definimos,
E*® :={p:p €um caminho e |u|= oo},
Es® .= E®U{uc E*:|ul <oo e s(u) € source}.
Definigao 4.1.4 Seja E um grafo.

Dizemos que E € cofinal se para todo p € ES® e v € E°, existe
um vértice w em p tal que v < w.

Exemplo 4.1.5 O seguinte grafo é cofinal,

L
Por outro lado, o grafo,
G

nao € cofinal. De fato, se considerarmos o caminho p = eee - - - baseado
em v e o vértice w temos que, nao existe caminho que comega em v e
termina em w

Teorema 4.1.6 - O Teorema do Grafo Cofinal Seja E um grafo
no qual todo ciclo tem uma entrada. Se E € cofinal entao C*(E) é
simples.

Prova:
Afirmagao 1 Seja A uma C*-algebra. Neste caso, todo ideal de
A é o nicleo de alguma representagao de A.

Prova: Seja I um ideal de A.

Como A/I é uma C*-§lgebra, existe um espago de Hilbert H e
uma representagao injetiva, p : A/I — B(H).

Seja m : A — A/I aplicagdo candnica. Vamos mostrar que
I =Xker(pom).

(C) Se a € I entao ww(a) =0+ I. Logo, pom(a) =0.

(D) Se a € ker(pow) entdo pom(a) = 0. Como p é injetiva entao
m(a) =0, ou seja, a + I =0+ I. Portanto, a € I.

Portanto, I = ker(p o 7).
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Seja p : C*(F) — B(H) uma representagao, em que H é um
espacgo de Hilbert.

Sem perda de generalidade suponha que p é nao nula (se todas
as representagoes sao nulas entdo o unico ideal de C*(FE) é a prépria
C*(E)).

Seja {s,p} a E-familia de Cuntz-Krieger universal. Como p é
representacgao entdo {p(s), p(p)} = {9, P} é uma E-familia de Cuntz-
Krieger em B(H).

Vamos mostrar que P, # 0, Vv € E°.

Suponha por absurdo que P, = 0, Vv € EY. Neste caso, para
cada e € E' temos S’ S, = Py = 0. Logo,

I1Sell* = 1S25e =0 = Se =0.
Segue que, p(p,) =0 e p(s.) =0, Vv € E° e Ve € E' respectiva-
mente, ou seja, p é nula, o que é um absurdo.

Segue que, existe pelo menos um vy € E° tal que P,, # 0.
Seja w € E°. Vamos mostrar que P, # 0.

Caso 1: Se vy é source.
Neste caso, vg € E<*®. Como o grafo E é cofinal existe um
caminho « € E* tal que s(a) = vp e r(a) = w. Temos que,
SiSa=Pu #0 = ||Sal? = S35 0 = Sa #0.
Como So # 0 € Sq = Pp(q)Sa entao Py, # 0.
Caso 2: Se vy nao é source.

Se vg ndo é source, podemos escolher e € E! tal que r(e) = vg e
SeSk # 0.

De fato, se para toda aresta e € E' com 7(e) = vy tivermos que
S¢S = 0 entao, por (CK2), P,, =0, o que é um absurdo.

Como S.S; # 0 entao Py # 0. De fato, se Py = 0 entao,

SES: = Seps(e)S;< =0,

mas isso é um absurdo.
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Portanto, Py # 0.

Se s(e) nao é source entdo podemos repetir o argumento acima.

Esse processo termina se encontramos um source ou pode conti-
nuar infinitamente. Seja p o caminho obtido nesse processo (note que,
|| = oo ou |p] < oo e s(u) é um source). Note que, por construcdo
Ps(,ui) # 0, Vi.

Como p € ES*® e E é cofinal entdo existe um caminho « tal que
s(a) = s(p;) para algum j, e r(a) = w.

Como s(a) = s(u;) entdo Pyny = Py, # 0. Logo, S3S. =
Pya) # 0 e assim, S, # 0.

Como S, = P,S, e Sy # 0 entdao P, # 0.

Portanto, P, # 0.

Se s(e) é um source entdao basta considerar y = e e repetir o
argumento acima.
Portanto, P,, # 0 para todo w € E°.

Segue que, {S, P} é uma E-familia de Cuntz-Krieger com P, #
0, Vv € EY. Por hipétese, todo ciclo do grafo E tem uma entrada.
Portanto, pelo Teorema 3.3.3, mg p ¢ injetivo.

Logo, p é injetivo.

Como p é qualquer podemos concluir que toda representagao de
C*(F) é injetiva.

Portanto, C*(E) é simples.

]

Exemplo 4.1.7 Nos Ezemplo 1.2.3 e 3.3.4 consideramos o grafo,

f
%
e mostramos que a C*(E) = C*(S, P), em que {S, P} é uma E-familia
de Cuntz-Krieger em B(I1*(N)).

Note que, o grafo E € cofinal e todo ciclo tem uma entrada.
Portanto, pelo Teorema do Grafo Cofinal, C*(E) € simples.

e

8

Exemplo 4.1.8 Vamos considerar novamente o grafo E,

€1 € €; €y
(%) Y, 0, Y,
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Esse grafo nao tem ciclos e é cofinal. Portanto, pelo Teorema
do Grafo Cofinal, C*(E) € simples.

Observe que, jd era esperado que C*(E) fosse simples. De fato,
no Ezemplo 5.3.5, vimos que C*(E) = K(I*(N)) e, como sabemos
K(I1*(N)) € simples (veja Exemplo 3.2.2, (9)).

Exemplo 4.1.9 Dizemos que um grafo E € transitivo se Yv,w € E°
tivermos que v < w e w < 0.
Note que, se E € um grafo transitivo e nao € um grafo formado
por um unico ciclo, entao E satisfaz as condi¢oes do Teorema 4.1.6.
Por exemplo, o grafo,

€ transitivo. Logo, a C*-dlgebra deste grafo é simples.

Nesta secao, caracterizamos os ideais de C*-algebras de grafos
cofinais. Para os grafos que nao sao cofinais, ainda conseguimos uma
boa caracterizacao para os ideais, desde que algumas condigoes sejam
satisfeitas.

4.2 CONJUNTOS HEREDITARIOS E SATURADOS E A CONDIGAO
(K)

Neste secao vamos considerar subconjuntos de vértices de um
grafo e classificd-los em hereditarios e saturados.

Fixado um subconjunto de vértices, vamos estudar quando é
possivel definir um novo grafo desconsiderando esse subconjunto, e
quais sao as propriedades da C*-dlgebra desse novo grafo.

Definigao 4.2.1 Seja E um grafo e I um ideal da C*(E). Definimos
Hy como sendo o conjunto,

Hy:={veE’:p, eI}

Seja E um grafo e I C C*(E) um ideal.
Seja {s,p} a E-familia de Cuntz-Krieger universal.
Vamos mostrar que,

E\H; := {E°\H;,s Y(E°\H;),r, s}
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define um grafo. Para tanto, basta verificarmos que se e € s~1(E®\ H),
ou seja, se s(e) ¢ Hy entdo r(e) ¢ Hj.

Suponha por absurdo que r(e) € Hy, ou seja, py() € I. Como I
é ideal temos que,

Se = Pr(e)Se cl = Ps(e) = 8:56 S Ia

ou seja, s(e) € Hr. Mas isso é um absurdo.
Portanto, r(e) ¢ H; e assim, E\H; é um grafo.

Considere a aplicagdo canénica 7 : C*(E) — C*(E)/I.

Como {s,p} é E-familia de Cuntz-Krieger entdo {n(s),n(p)} é
uma E\ Hr-familia de Cuntz-Krieger em C*(E)/I com 7(gy,) # 0, Vv €
EO\H;.

De fato,

se v Hy = py¢l = po+1#0+1 = 7(p,) #0.

Portanto, dado um grafo £ e I C C*(E) um ideal, podemos
considerar o conjunto H; definido acima e a partir deste, construir um
novo grafo E\H; e uma F\H;-familia de Cuntz-Krieger, {7(s), 7(p)}
em C*(E)/I, com todas as proje¢oes nao nulas. Entao, podemos nos
perguntar qual é a relagao entre a C*(E\Hy) e C*(E)/I.

Em breve, discutiremos uma condicao suficiente, para garantir
que C*(E\H1) e C*(E)/I sejam isomorfas.

Definigao 4.2.2 Seja E um grafo. Dizemos que um subconjunto H C
EV ¢ hereditdrio sew € H e v € EY sdo tais que w < v entdo v € H.

Definicao 4.2.3 Seja E um grafo. Dizemos que um subconjunto H C
E° ¢ saturado se para todo v € E° que satisfaz:

r~tw) #0 e {s(e) : r(e) = v} C H,
tivermos que v € H.

Note que, dado um grafo E, os conjuntos EY e () sdo hereditérios
e saturados. Dizemos que, E? e () sdo os conjuntos saturados e here-
ditarios triviais.

Exemplo 4.2.4 Considere o sequinte grafo,

ecz,fw
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Temos que,
o {v} € hereditdrio.

e {w} nao € hereditdrio, pois w < v e v ¢ {w}.

e {v} ndo € saturado, pois o vértice w satisfaz: v~ (w) # ()

e {s(e):r(e) =w} = {v} C{v}, mas w ¢ {v}.

o {w} € saturado, pois ndo existe nenhum vértice que sa-
tisfaz as condi¢des da Definicao 4.2.3 e ndo pertence a {w}.

Exemplo 4.2.5 Considere o sequinte grafo,

ECM f v 8 w

Temos que, {v,w} € hereditdrio e saturado.
De fato, note que, para o vértice u temos que,

{s(e) : r(e) = u} = {u,v} € {v,w}.

Lema 4.2.6 Seja E um grafo e I C C*(F) um ideal ndo nulo. Neste
caso, Hy € hereditdrio e saturado.

Prova: Seja {s,p} E-familia de Cuntz-Krieger universal.

Vamos mostrar que Hy é hereditario.

Seja w € Hy e v € E° tal que w < v.

Como w € Hy entao p,, € 1.

Como w < v existe um caminho o € E* tal que s(a) = v e
r(a) =w

Como I é um ideal temos que,

Sa = PwSa €I = py, = 5584 € 1.
Como p, € I entao v € Hy e assim, H; é hereditario.

Vamos mostrar que Hj é saturado.
Seja v € EY tal que, r~1(v) # 0 e {s(e) : r(e) = v} C H;. Entao,
se e € B! é tal que r(e) = v temos que Psey € 1. Logo,

Se = SePs(e) € I = sescel = py= Z ses € 1.
eer—1(v)

Portanto, v € Hy e assim, H; é saturado.
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Definicao 4.2.7 Seja E um grafo.
Dizemos que E satisfaz a condigcio (k) se para todo vértice v €
E° tivermos que:

1. ou nao existe ciclo baseado em v;

2. ou existem dois caminhos distintos p,v € E* tais que, s(u) = v =
r(p) es(v) =v=rv), s() v Vi <|p| es(v;) #v Vi<|v].

Observagao 4.2.8 Note que, no item 2. da defini¢cdo acima, estamos
considerando que os caminhos p e v podem (ou ndo) ser ciclos.

Exemplo 4.2.9 Se E é um grafo que nao tem ciclos entao trivialmente
temos que E satisfaz a condigao (k).

Exemplo 4.2.10 O seguinte grafo,

ECM f 0 g w

nao satisfaz a condi¢ao (k), pois existe um tunico ciclo baseado no
vértice u.

No grafo acima, temos que os caminhos 4 =e e v = eee--- sao
distintos, porém eles nao satisfazem a condigao s(p;) # v Vi < |u| e
s(vi) #v Vi < |y
Exemplo 4.2.11 O grafo,

satisfaz a condigao (k).

Exemplo 4.2.12 O grafo,
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satisfaz a condig¢ao (k).

De fato, temos dois ciclos distintos baseados no vértice u (a sa-
ber, ge e f) e, um ciclo e um caminho fechado baseados no vértice v (a
saber, eg e efqg respectivamente).

Observagao 4.2.13 Se E € um grafo que satisfaz a condigdio (k) entao
todo ciclo de E tem uma entrada.

De fato, basta perceber que se i € um ciclo em E baseado em v,
como o grafo E satisfaz a condicdo (k) existe um caminho v distinto
de 1, que satisfaz as condi¢des da Defini¢do 4.2.7.

Como p € diferente de v e r(u) = v = r(v), seja i o menor
numero natural tal que p; # v;.

Segue que, v; € uma entrada do ciclo .

Nao € verdade que se E € um grafo no qual todo ciclo tem uma
entrada entdo E satisfaz a condigdo (k). Por exemplo, considere o

grafo,
v

NS

Note que, esse grafo € tal que todo ciclo tem uma entrada, mas
ndo satisfaz a condigao (k).

Definicao 4.2.14 Seja E um grafo e H C E° um conjunto saturado
e hereditdrio. Definimos o grafo E\H como sendo:

E\H := {E°\H,s Y (E°\H),r,s}.

Vamos verificar que, nas condi¢oes acima E\H define um grafo.

De fato, como H é hereditario e 7(e) < s(e), Ve € E', temos que
se s(e) ¢ H entdo r(e) ¢ H. Portanto, E\H é um grafo.

No préximo lema vamos relacionar a condi¢ao (k) com os sub-
conjuntos hereditarios e saturados de um grafo E.

Lema 4.2.15 Um grafo E satisfaz a condicio (k) se, e somente se,
para todo subconjunto hereditdrio e saturado H C E°, todo o ciclo do
grafo E\H tem uma entrada.

Prova: (=) Seja H C EY hereditario e saturado.
Seja p um ciclo no grafo E'\ H baseado em v € (E\H)? = E°\ H.
Vamos mostrar que g tem uma entrada em E\H.
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Como g é um ciclo em F\H, em particular, g é um ciclo em
E. Por hipétese, E satisfaz a condi¢ao (k). Logo, existe um caminho
v € E* tal que:
* puF v
o s(v)=v=r{);
o s(v;) #v, Yy <y
Como r(u) = v =r(v) e u # v, escolha 0 menor nimero natural
i tal que p; # v;.
Segue que, v; é uma entrada do ciclo p no grafo E.
Vamos mostrar que v; é uma entrada de p no grafo E\H, ou
seja, v; € (E\H)! = s71(E°\H).
Suponha por absurdo que s(v;) € H. Neste caso, considerando
o caminho 3 = viy1 ---v),| temos que, r(3) = r(viz1) = s(v;) e s(B) =
5(vjy) = v, ou seja, s(v;) < v. Como H ¢ hereditdrio e s(v;) € H,
temos que v € H. Absurdo.
Portanto, v; € (E\H)! e assim, o ciclo 1 tem uma entrada em
E\H.

(<) Se o grafo E nao tem ciclos, entéo o resultado estd demons-
trado.

Sejav € E° e uum ciclo baseado em v. Vamos mostrar que existe
um caminho v € E* que satisfaz a segunda condigdo da Definigao 4.2.7.

Defina o seguinte conjunto:

H={wekE:w£v},

ou seja, H é o conjunto de todos os vértices tais que, nao existe cami-
nho que comeca em v e termina em w.

Afirmacgao 1 O conjunto H é hereditério e saturado.

Prova: Vamos mostrar que H ¢é hereditario.

Seja w € H e z € E° tal que w < 2. Devemos mostrar que
z € H, ou seja, z £ v.

Suponha por absurdo que z < v. Neste caso, w < z < v, 0 que
é um absurdo.

Portanto, H ¢é hereditario.

Vamos mostrar que H é saturado.
Seja w € E° tal que, rt(w) # 0 e {s(e) : r(e) = w} C H.
Vamos mostrar que w € H.
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Suponha por absurdo que w ¢ H, ou seja, w < v. Entao, existe
um caminho o € E* tal que s(a) = v e r(a) = w.

Considere a aresta o;. Como r(ay) = w e, por hipStese {s(e) :
r(e) = w} C H entdo s(a1) € H.

Como s(a1) € H, s(aq) <wv e H é hereditario entdo v € H. Mas
isso é um absurdo.

Portanto, w € H e assim, H é saturado.

U

Como H é hereditério e saturado, por hipédtese, todo o ciclo de
E\H tem uma entrada.

Vamos mostrar que g é um ciclo em E\H.

Como s(p) = v, s(ui) <wv, V1 <4 < |u|, H é hereditério e v ¢ H
temos que, s(u;) ¢ H, V1 <1 <|pl.

Logo, p é um ciclo em E\H.

Segue que, existe e € (E\H)' que é uma entrada em j, ou seja,
#(€) = r{p13), para algum 1 < § < |u, e e # .

Como e € (E\H)! entdo s(e) ¢ H. Logo, s(e) < v.

Se s(e) = v entdo o caminho,

V:,Ul"',uj—le

satisfaz a segunda condigao da Defini¢ao 4.2.7.
Se s(e) # v, como s(e) < v existe um caminho « (se tiver mais
de um, escolha o menor deles) tal que s(a) = v e r(a) = s(e). Logo, o
caminho
V=Uuy - pj—1€x

satisfaz as condigoes da Definigao 4.2.7.

Portanto, o grafo F satisfaz a condigao (k).
|

Observagao 4.2.16 Seja E um grafo que satusfaz a condi¢iao (k).
Seja I C C*(E) um ideal ndo nulo. Entao, Hy € hereditdrio e saturado
e pelo lema anterior, todo o ciclo de E\H tem uma entrada.

Seja {s,p} a E-familia de Cuntz-Krieger universal e : C*(E) —
C*(E)/I aplicagao candnica.

Jd vimos que, {n(s),w(p)} é uma E\H -familia de Cuntz-Krieger
em C*(E)/I com as projegies todas nao nulas.

Como todo ciclo do grafo E\H; tem entrada, pelo Teorema da
Unicidade de Cuntz-Krieger, C*(E\Hy) € isomorfa a C*(w(s),m(p)) =
C*(E)/I.
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Portanto, se o grafo E satisfaz a condi¢io (k) e I C C*(E) €
um ideal nao nulo entdo,

C*(E\H;) = C*(E)/I.

Observagao 4.2.17 Na Observagdo 4.2.13 vimos que se E € um grafo
que satisfaz a condigao (k), entdo todo ciclo de E tem entrada.

Nesta mesma observacdo, vimos que nao € verdade, que se todo
ciclo de E tem entrada entio E satisfaz a condi¢ao (k). Porém, o
lema anterior nos fornece uma condi¢do suficiente para que isso seja
verdade.

De fato, pelo lema anterior, se E € um grafo no qual todo ci-
clo tem uma entrada e tal que E $6 possui subconjuntos saturados e
hereditdrios triviais entio, E satisfaz a condigao (k).

Considere o grafo F,

(o

Vimos que, {v,w} é um subconjunto saturado e hereditdrio de
E° e que o grafo E\ H nao satisfaz a condicio (k).

Uma outra forma de concluir que o grafo F nao satisfaz a condicao
(k) é, usando o Lema 4.2.15, perceber que no grafo F\H,

eC

w

o ciclo e nao tem entrada.

Teorema 4.2.18 Seja E um grafo que satisfaz a condigio (k) e {s,p}
a E-familia de Cuntz-Krieger universal.
Para cada H C E°, seja Iy o ideal gerado por {p, :v € H}.
Neste caso, a aplicacio H — Iy € uma bijecao entre o conjunto
dos subconjuntos saturados e hereditdrios de E° e o conjunto dos ideais

de C*(E).
Prova: Defina,

H :={H C E° : H é hereditrio e saturado}

Z:={ICC*(E):I éideal}.
Seja,
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v. H — 7
H’—)IH

Vamos mostrar que ¥ é sobrejetiva.

Seja I € T.
No Lema 4.2.6 mostramos que H; é hereditario e saturado.
Vamos mostrar que,

I =V(H[) = Iy,.

Sabemos que Hy = {v : p, € T}.

Segue que, se p, € Iy, entao v € Hy e assim, p, € 1.
Logo, Iy, C I.

Vamos mostrar que I C Iy, .

Note que, se p, € I entao v € H; e assim, p, € Iy,. Porém, isso
nao garante que I C Iy, .

Considere as seguintes aplicagbes candnicas:
g C*(E) — C*E)/I
¢ CHE) — CH(B)/In,
Considere a aplicacao

g/t CH(B)/In, — C*(E)/I
a+ Iy — a+1

Vamos mostrar que ¢'//#1 estd bem definida. Sejam a+Ig,,d+
Iy, € C*(E) /Iy, tais que, a+ Iy, = a'+1Ig,. Entdo,a—a’ € Iy, C 1.
Logo,

JdMNir(a+TIg))=a+1=d +1=q¢""(d +1Iy,).
Portanto, ¢//'#1 est4 bem definida.

Como I é um ideal da C*(E), vimos no inicio desta segao {¢’(s), ¢’ (p)}
é uma FE\ Hj-familia de Cuntz-Krieger em C*(FE)/I com as projegoes
todas nao nulas.

Da mesma forma, como I, é um ideal de C*(E) entdo {q¢'#1 (s.), ¢"1 (p,)}
éuma E\ Hy,, -familia de Cuntz-Krieger em C*(E) /Iy, com as projegoes
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todas ndo nulas.

Afirmacao 1 Temos que {¢'71(s), ¢'"1 (p)} é uma E\ H;-familia
de Cuntz-Krieger em C*(E)/Iy, com as projegdes todas nao nulas.

Prova: Primeiro note que,
E\H; C E°\Hy,, .
De fato, como Iy, C I temos que:
se vgH = py¢l = po¢ly, = vé¢Hy,.

Logo, EO\H[ g EO\HIHI-

Vamos verificar que (CK1) é satisfeita. Seja e € (E\Hr)!, ou
seja, s(e) € EO\H C EO\HIHI. Portanto, (CK1) é satisfeita.

Vamos verificar que (CK?2) é satisfeita. Seja v € EY\ H;. Temos
que7

q"mrp, = > "1 (sp)q"M (sp)" =
FEB\HIy Vir(f)=v

= > g (sp)g" (sp)" =

fis(f)e(EONHry ) e r(f)=v

= > g1 (s7)q"1 (s)"+
fis(f)e(EO\H;) e r(f)=v

+ > g (sp)g"n (sp)*

fis(f)e(EONHrg J\(E°\H1) e r(f)=v

Note que, se f é tal que s(f) € (EO\HIHI) \(E°\H;) entao

s(f) ¢ (E°\Hy), ou seja, s(f) € H;. Logo, Ps(s) € In,-
Portanto,

a1 (sg) = ¢"1 (spps(s)) = 0.

Segue que,

Pv = > g (sp)q" (sp)*

f:s(f)E(EO\H;) e r(f)=v

Portanto, (CK2) é satisfeita.
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O

Como {q'1(s),q' 1 (p)} e {¢'(s),q" (p)} sdo E\H-familias de
Cuntz-Krieger em C*(E)/Ig, e C*(E)/I respectivamente, podemos
considerar os homomorfismos:

p="Tgi(s)qlpy: CT(E\H) — C*(E)/I

Se — ql(se)

Do — ¢ (po)
0 =7 1, (s),a" (p): C*(E\H)) — C*(E)/In,
Se [ m— qIHI (se)
Po — ¢ (py)

Por hipétese, F satisfaz a condigao (k). Como H; é saturado
e hereditédrio entao pelo Lema 4.2.6, todo ciclo de F\ H; tem uma en-
trada.

Como todo o ciclo de E\H; tem uma entrada e {g’(s), ¢ (p)} e
{q'711(s), ¢"71 (p)} sdo E\ Hr-familias de Cuntz-Krieger com as projecdes
todas nao nulas, pelo Teorema da Unicidade de Cuntz-Krieger, temos
que § e p sao injetivos.

Afirmagao 2 p = g o 6.
Prova: Seja a € C*(E\Hy). Temos que,
pla) =q'(a) =a+1,
Por outro lado,
¢!/ 71 0 8(a) = ¢!/ 1 (a + Iy, =+ 1.

Portanto,
qI/IHI 08 = p.

O

Afirmacado 3 A aplicagao 0 : C*(E\H;) — C*(E)/Iy, é so-
brejetiva.

Prova: Primeiro note que a C*(E) /Iy, é gerada por:

{pv+IH1 P Do ¢ IHI}U{36+IH1 P Se ¢ IHI}'
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Segue que, para mostrarmos que § é sobrejetiva, é suficiente mostrarmos
que todos os geradores da C*(E)/Iy, sao atingidos.
Temos que, se p, ¢ Iy, entdo v ¢ H; e assim,

Po + IHI = 5(}%)-

Por outro lado, se s, ¢ Iy, entao py(.) ¢ Iu, e assim, s(e) ¢ H.
Logo,
Se + I, = 6(se).

Portanto, § é sobrejetiva.
O

Como p = ¢"/1H1 04, p é injetiva e § é sobrejetiva, é facil ver que,
q'/TH1 & injetiva.

Afirmacao 4 [ = Iy, .

Prova: Ja vimos que, Iy, C 1.
Lembre que, aplicagao
¢/t C*(E)/Iy, — C*(E)/I
a+ Iy, — a+1

é injetiva.

Sejaa € I. Entao, a+1=0+1.

Suponha por absurdo que a ¢ Iyy,. Neste caso, a+ Iy, # 0+1g,.
Entéao, como ¢'/T4r é injetiva,

a+1=q M (q+1Iy,)#0+1.
Absurdo.

Portanto, a € Iy, , e assim, Iy, C I.
O

Portanto, dado I € Z, consideramos o conjunto H; que é satu-
rado e hereditario e mostramos que I = I'y,. Segue que,

U(Hp)=1g, =1,
ou seja, ¥ é sobrejetiva.

Vamos mostrar que a aplicacao W é injetiva.
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Afirmacao 5 Se H € H entdo H = {v: p, € Iy }.

Prova:
(Q) Sejaw € H.

Como Iy é o ideal gerado por {p, :v € H} e py, € {ppy:v € H}
entao py, € Iy.

Logo, w € {v:p, € Iy}.

(D) Seja {t,q} a E\H-familia de Cuntz-Krieger universal.

Defina,

i te, se s(e) ¢ H, o 7] @ se v ¢ H,
0, se s(e)e H K 0, se veH.

Vamos mostrar que {t,§} é uma E-familia de Cuntz-Krieger em

Claro que, {, : v € E°} é uma familia de projecoes ortogonais.

Vamos mostrar que (CK1) é satisfeita. Seja e € E1. Temos que,

'tv*'tv _ tztev s€ 5(6) ¢ Ha _ ds(e), S€ 5(6) ¢ Ha _ 'qv
ere 0, se s(e)e H 0, se s(e)e H s():

Logo, (CK1) ¢ satisfeita.

Vamos mostrar que (CK?2) é satisfeita. Seja v € E° tal que v
nao é source em E.

Caso 1: Seve H.

Neste caso, ¢, = 0. Por outro lado, se e € E! é tal que r(e) = v
entdo, como H ¢é hereditdrio e r(e) < s(e) temos que s(e) € H. Logo,
te = 0. Assim,

ecr—1(v)
Caso 2: Sev ¢ H.

Vamos mostrar que v ndo é um source em E\H.
Suponha por absurdo que v é um source em FE\H. Isso significa
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dizer que nao existe aresta e € (E\H)! tal que r(e) = v, ou seja, se
r(e) = v entao s(e) € H. Segue que,

r~tw) # 0 e {s(e): r(e) =v} C H.

Como H é saturado, temos que v € H. Absurdo.
Portanto, se v ¢ H entdo v ndo é source em E\H.

Temos que, v ¢ H e v ndo é source em E\H. Logo,

qv = Z tetz.
{e:s(e)¢H e r(e)=v}

Por outro lado,

Z ?eftv: = Z tetz+ Z tet: =qv = ’qvv~

{e:r(e)=v} {e:s(e)¢H e r(e)=v} {e:s(e)€H e r(e)=v}
Portanto, (CK2) é satisfeita.

Portanto, {t,§} ¢ uma E-familia de Cuntz-Krieger em C*(E\H).

Considere o homomorfismo,

s CN(E) — C*({?\H)
Se — te
Dy — Qv

Note que,
seveEH = ¢, =0 = m7:p) =q =0 = py € ker(mz 7).

Segue que, Iy C ker(rz -).

Devemos mostrar que {v tpy €1 H} C H. Vamos mostrar que
He C ({v:py, € Iyg})e.

Se w € H® entdo Gy = quw # 0, ou seja, py, ¢ ker(ﬂ;ﬁ). Como
Iy C ker(mz z) temos que py, & In.

Logo, pw € ({v:py € In})©.

Portanto,

{vip, €Iy} =H.
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Finalmente, sejam Hi, Hy C H tais que V(H;) = ¥(H,), ou
seja, I, = Ip,.

Pela afirmacao anterior, {v:p, € Iy, } = Hy e {v:p, € Iy, } =
Hs.

Segue que, se v € H; entdo, p, € Iy, = Iy, e assim, v € Hs.
Logo, H1 C Hos.

Analogamente, Hy C H;.

Portanto, H; = Hs e assim, ¥ é injetiva.

Portanto, existe uma bijecao entre o conjunto dos ideais fechados
da C*(E) e os subconjuntos hereditarios e saturados de E°.
|

Observagao 4.2.19 No teorema anterior vimos que, se E ¢ um grafo
que satisfaz a condigdo (k) entao todo ideal da C*(E) € da forma Ip,
em que H é um subconjunto saturado e hereditdrio de E°. Isso signi-
fica que, se o grafo E s6 possui subconjuntos saturados e hereditdrios
triviais, entdo os unicos ideiais de C*(E) sao Iy = {0} e Igo = C*(E).

Portanto, se um grafo E satisfaz a condicao (k) e sé sé possui
subconjuntos saturados e hereditdrios triviais, entao a C*(E) € simples.

Exemplo 4.2.20 Considere o sequinte grafo,

A

u
f

Temos que, {w} e {v,w} sdo os tinicos subconjuntos de E° que sdo he-
reditdrios. Porém, esses conjuntos nao sao saturados. Logo, os unicos
conjuntos saturados e hereditdrios sio o {0} e o EY.

Além disso, como o grafo E ndo tem ciclos, entdo a condi¢cdo
(k) € satisfeita.

Portanto, pelo Teorema 4.2.18, C*(E) ¢ simples.

Lembre que, no Exemplo 1.4.19 mostramos que dada qualquer
famidlia de Cuntz-Krieger {S, P} para este grafo, com as proje¢oes todas
nao nulas, temos que,

C*(S,P) = My(C).
Portanto, C*(E) = M4(C).
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Observe que, como My(C) é simples jd era de se esperar que
C*(E) também fosse simples.

Observagao 4.2.21 O Teorema 4.2.18 pode ndo valer se a hipdtese
da condigao (k) for retirada.
Por exemplo, considere o grafo E,

NS

O grafo E ¢é o tipico exemplo de um grafo que ndo satisfaz a
condi¢do (k).

Os tnicos subconjuntos saturados e hereditdrios de E° sdo os
triviais, porém a C*(E) ndo é simples. De fato, no Exemplo B.1.17
mostramos que C*(E) = C(S') que nao € simples.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos um pouco da teoria de grafos, sob
o ponto de vista da andlise funcional. Para simplificar o estudo, consi-
deramos apenas uma classe especial de grafos, denominados de grafos
com linhas finitas, que sdo os grafos, nos quais cada vértice recebe
apenas uma quantidade finitas de arestas.

Como os conceitos aqui apresentados, em geral nao sao vistos
nos cursos de graduagao e pds graduagao, tivemos a preocupagao de
fazer sempre que possivel, exemplos detalhados e também desenhos
para ilustrar defini¢Ges e teoremas.

Nosso foco, foi definir a C*-dlgebra do grafo a partir da teoria
de C*-édlgebra universal, o que nos permitiu tirar bons resultados de-
rivados da propriedade universal. Para tanto, introduzimos o conceito
de familia de Cuntz-Krieger para um grafo.

Logo nos primeiros exemplos, percebemos que, dado um grafo,
podem existir mais de uma familia de Cuntz-Krieger associada a ele.
Sendo essas familias subconjuntos de C*-algebras, podemos conside-
rar as C*-algebras por elas geradas. Deste modo, precisamos decidir
quando essas C'*-algebras sao “iguais” e principalmente, quando sao
“iguais” a C*-dlgebra do grafo (definida via C*-algebra universal). Isso
foi feito no Teorema da Invariancia da Acao de Gauge e no Teorema
da Unicidade de Cuntz-Krieger, no capitulo 3.

Neste sentido, buscamos apresentar alguns exemplos de grafos
cujas C*-dlgebras sao isomorfas a C*-algebras muito conhecidas, como
por exemplo, a C*-algebra das matrizes quadradas ou dos operadores
compactos do [2(N).

Também fizemos um breve estudo sobre os ideais da C*-algebra
de um grafo no Capitulo 4. Esse estudo é importante, pois permite
determinarmos os ideais da C*-algebra do grafo apenas observando
caracteristicas do grafo em questao.

Neste trabalho, nao abordamos os grafos que nao tém linhas fini-
tas. Sendo assim, podemos deixar como proposta para futuros estudos
a generalizagao dos resultados aqui apresentados, bem como de outros,
para grafos arbitrarios.
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APENDICE A - Projegoes e Isometrias Parciais






135

Al

Definigao A.1.1 Seja H um espago de Hilbert. Um operador linear
P : H — H ¢ uma projecao se existe um subespaco vetorial fechado
Y C H tal que:

1. Y = P(H);
2. Y!t = KerP;
3. P restrito a' Y € o operador identidade em Y .

Proposicao A.1.2 Seja H um espaco de Hilbert. Um operador linear
P : H — H ¢ uma projecio se, e somente se, P* = P ¢ P2 = P.

Prova: A prova desta proposigao pode ser encontrada em (6). B

Defini¢ao A.1.3 Uma familia {P, : n € N} de operadores num
espago de Hilbert H € um conjunto de projecoes mutuamente ortogonais
se:

1. P2 =P, , Vn €N;

2. Pt =P,, Vn €N;

3. PoP,, =0,Vn,m € N,n # m,
sao satisfeitas.

Definigao A.1.4 Seja H um espago de Hilbert. Um operador linear
S : H — H ¢é uma isometria de ||S(h)|| = ||h||, Vh € H.

Proposigao A.1.5 Seja H um espago de Hilbert. Um operador linear
S : H — H € uma isometria se, e somente se, S*S = 1I.

Prova:
(=) Se S é uma isometria entdo ||S(h)|| = ||h||, VR € H, ou
seja, (S(h), S(H)) = (h,h), Vh € H. Logo,

(h, §*S(h)—h) = (h, S*S(h))—(h, h) = (S(h), S(h))—(h, h) = 0,

Vh € H.
Logo, §*S =1
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(<) Se §*S = I entao,
(S(h),S(h)) = (h,5*S(h)) = (h, h),

Vh € H.
Logo, S é uma isometria. |

Definicao A.1.6 Um operador T em um espacgo de Hilbert H € uma
isometria parcial se T restrito a ker(T)* é uma isometria.

Proposigao A.1.7 Seja T um operador linear e limitado em um espago
de Hilbert H. Neste caso, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. T ¢ isometria parcial.
T*T ¢ uma projecao.
Tr*T =T.

TT* ¢ uma projecao.

Svo e e

TTT* =T*.

Prova: A prova desta proposigao pode ser encontrada em (10).
|

Definigao A.1.8 Seja A uma C*-dlgebra e a € A. Dizemos que a €
uma projecdo se a®? = a = a*.

Definigao A.1.9 Seja A uma C*-dlgebra. Dizemos que a € A é uma
isometria parcial se a = aa*a. Dizemos que, a*a € a projecao inicial
de a e que aa™ € a projecao final de a.

Proposicao A.1.10 Sejam {P; : 1 < ¢ < n} proje¢es em uma
n

C*-dlgebra A. Entao, ZP,- € projecdo se, e somente se, P;P; = 0
=1

sempre que © 7# J.

Prova: A prova desta proposigao pode ser encontrada em (10).
|
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B.1

A C*-élgebra universal é uma C™*-algebra gerada por um con-
junto qualquer e por uma familia de relagbes, e que possui uma pro-
priedade universal. Neste caso, a propriedade universal é a existéncia,
sobre determinadas circunstancias, de um tnico homomorfimo entre
C™*-algebras.

A existéncia da propriedade universal é uma ferramenta bastante
util, pois permite estender fungoes entre C*-algebras para homomorfis-
mos (e isomorfismos!) e nos permite provar muitos resultados da Teoria
de C*-élgebras.

Neste trabalho, praticamente todos os resultados seguem do fato
de que a C*-dlgebra de um grafo é uma C*-algebra universal.

Nesta secao, vamos fazer um resumo sobre a construgao da algebra
universal e apresentar alguns exemplos. Este resumo estd baseado nas
dissertagoes (8) e (1).

Seja G um conjunto qualquer. Vamos chamar G de conjunto
dos geradores.
Defina G* = {g* : g € G}.

Note que, “*” ainda nao tem nenhum significado matematico.

Vamos “enxergar” os elementos de G e G* como “letras de um
alfabeto”. Entao podemos pensar nas palavras finitas escritas com essas
“letras”. Denote o conjunto de todas essas palavras por Fg, ou seja,

Fg:={rira--rp:1r, E GUG" e k < oco}.
Por exemplo, se G = {a, b, ¢} entdo G* = {a*, b*, c*}. Entao,
abe, ab*ba, c*ab, aabc*cba , ccca®bba

sao palavras que pertencem a Fg.
Note que, Fg é um conjunto com infinitos elementos.

Vamos agora definir duas operagoes no conjunto Fg: a operacgao
involugao e a operacao produto. Defina a operacao produto por:

Fe X Fg — Fe
(rire - Tn, 8182+ Sm) > TiT2: - TpS1S2°*Sm

Em palavras, a operagao produto é a concatenagao de palavras.

Defina a operacao involugao por:
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* Feo e
rir9 Ty +H——> T
em que,
. _ *
p*— ] 9in se ri =g; € G*,
i — * . _
g gr, se 1T;=g; €G.
Vamos considerar combinagdes lineares formais finitas com esca-
lares complexas e elementos de Fg. Defina,

finita
Bp, = span{ Z Ara: A E€ECer =r1,r2, ++ Tn, GFG}.
A€eC

E f4cil verificar que Bpr, é um espaco vetorial. Observe que,
estamos pensando nas operagoes de adigao e multiplicagao por escalar
da seguinte forma:

+: Br. X Br, — Brg
finita finita finita finita
SIECHS S IS S
AeC pecC AeC BeC
e7
(CXBFG — BFG
finita finita
(ﬂ, > Am) — > (BA)A
AeC aeC

Estamos na seguinte situacao: a partir de um conjunto qualquer
G, definimos dois outros conjuntos, G* e Fg, e quatro operagoes. Com
tudo isso, foi possivel construir um espago vetorial, que chamamos de
Bp,.

Como o nosso objetivo é definir uma C*-dlgebra, vamos definir
mais duas operagoes em Bp, de modo a torna-lo uma *-dlgebra.

Defina,
* BFG — BFG
finita finita
N L *
Yoo — ) g
AeC AeC

onde X é o conjugado do nimero complexo .

BFG XBFG — BFG

finita finita finita finita

Z AT, Z Bsga — Z Z ()\,@)’I‘)\'S@

aeC BeC AeC peC
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W
.

Estamos usando a mesma notacao para indicar a operagao
produto em diferentes niveis da nossa construgao, com a certeza que
isso nao causard confusao ao leitor. Por exemplo, na definicao acima,
a notagao “-” da esquerda representa o produto da algebra e “.” da
direita representa a concatenacao de palavras em Bp,.

Com as operagoes acima é facil ver Br, é uma *-algebra.

Nosso objetivo e definir uma C*-algebra a partir do conjunto
G. O que conseguimos fazer até aqui foi definir uma *-algebra, que
chamamos de Bp,. Para obtermos a C*-algebra precisamos definir
uma norma que seja uma C*-norma.

A ideia para definir a C*-norma de um elemento a € Bp, ¢é
considerar uma familia especial de fungoes (que denominaremos de re-
presentagoes) e tomar o supremo sobre as normas dessa familia avaliada
em a.

Proposigao B.1.1 Sejam G um conjunto de geradores, D uma C*-
dlgebra e p : G —> D wuma funcao. Neste caso, existe uma funcdo
p : Brp, — D, extensdo linear de p para Br,,.

Prova: (Essa demonstragao foi retirada de (8).

Defina p da seguinte forma:

Para todo g € G, defina p(g) = p(9).

Para todo g € G*, defina p(g) = (p(g))*, onde a operagao *
do lado direta da igualdade é a involugao da C*-algebra D.

Para todo ri7rg - -1, € Fg, defina

Brira -+ 1) = p(r1) - p(ra) - -+ p(rn),

onde a operacao “-” do lado direito da igualdade é o produto da C*-
algebra D.
finita
Para cada x = Z Arx € Bp,, defina
AeC
finita finita
ﬁ( Z )\7')\> = Z Ap(7y).
AecC AecC

Com p assim definida, fica facil verificar que p é extencéo linear
de p para Br,.
[
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Observagao B.1.2 A aplicacio p : Br, — D também satisfaz:
p(zy) = p(x)p(y) e p(z*) = (p(x))”
YV (S BFG.

A Proposicao B.1.1 é muito importante pois nos permite estenter
uma funcao qualquer entre o conjunto G e a C*-dlgebra D para um
homomorfismo entre as *-dlgebras B, e D.

Defini¢ao B.1.3 Uma relagdo é um par (x,m) € Br, X Rt. Vamos
denotar por R o conjunto de todas as relacdes.

Definicao B.1.4 Sejam G um conjunto, R um conjunto de relagoes,
D uma C*-dlgebra e p : G —> D uma fungao.

Dizemos que p € uma representacdo de G que satisfaz R se, para
quaisquer (x,m) € R tivermos que,

llp(z)||p <,

em que p € a extensdo linear de p definida na Proposi¢ao B.1.1.
Vamos escrever p satisfaz (G, R) para dizermos que p € uma
representacdo de G que satisfaz R.

Exemplo B.1.5 Seja G = {a} ¢e R = {(a — a*,0)}.
Vamos definir uma representagdo que satisfaz (G, R).
Fize X € R. Defina a seguinte funcao,

p: G — C
a —> A

Vamos mostrar que p € uma representacdo que satisfaz (G, R).
Temos que,

|5(a — a*)| = |p(a) — p(a®)| = |A — X = [A— A| = 0.
Como p é um homomorfismo e | - | € uma norma, € claro que,

|p(x — x*)| = 0, Va € Bp,.
Portanto, p é uma representacio que satisfaz {G, R}.

Exemplo B.1.6 Seja G = {u,e} e,

R = {(ue—u,0), (eu—u,0), (ece—e,0),(e—e*,0), (v u—e, 0)}.
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Defina,
p: G — C
u — 1
e — 1
Neste caso, p é uma representacao de (G, R).

Definicao B.1.7 Sejam G um conjunto de geradores e R um conjunto
de relagoes.

Dizemos que o par (G, R) € admissivel se, para todo g € G,
existe uma constante cg € R tal que, para toda representacdo p que
satisfaz (G, R), tivermos que,

le(g)|l < cg-

Exemplo B.1.8 Sejam G = {z} ¢ R = {(z — =*,0), (x — z%,0)}.
Vamos verificar que o par (G, R) é admissivel.

Seja D uma C*-dlgebra e p : G — D uma representacdo que
satisfaz (G, R).

Vamos mostrar que existe uma constante c; € R tal que ||p(z)] <
Cx.

Como p satisfaz (G, R) temos que,

lo(z —2*)| = 0 ¢ [lp(z — )|l = 0.

Segque que, p(x)* = p(x) = p(x)?%, ou seja, p(x) é uma
projecao na C*-dlgebra D. Logo, ||p(x)|| = 0 ou ||p(x)|| = 1.

Portanto, tomando ¢ = 1 temos que ||p(x)| < 1.

Como p € uma representa¢do qualquer, podemos concluir que
(G, R) ¢é admissivel.

Nossa intencao é definir a norma em Bp, como sendo o supremo
sobre todas as normas das representagoes que satisfazem (G, R). Para
tanto, precisamos garantir que o supremo exista.

Na proxima proposi¢ao, daremos uma condicao suficiente para
garantir que esse supremo exista.

Proposicao B.1.9 Se (G, R) é um par admisivel entdo
{||p(x)|| : p € representagio de (G, R), p € a extensdo linar de p para Bp.}

€ limitado superiormente.
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Prova: Seja x € Bf,,, digamos,

Ny
T = g Aixq,
=1

onde V1 < 7 < n, temos que,

i

L i
x; =riry-r, € Fg.

Seja p uma representacao que satisfaz (G, R).
Como (G, R) é admissivel para cada 'r; € G U G* que aparece
um alguma palavra r;, para 1 < ¢ < n,, existe uma constante c,.: tal
J

que [[p(r)| < cys.
Segue que,

pla:) = |Ip(riry - )l =
= [1p(r))A(ry) - p(r)ll <
< A DA - Ip(r)Il <
S CLiCpi * Cpi 1= Cg; .
1 2 n

Logo,

1@ <D IAilllp@)ll < D Ailes, = ke

=1 i=1
Como a constate k, ndo depende da escolha da representacao p
podemos concluir que,

{l|p(x)|| : p é representagéo de (G, R)}

¢é limitado superiormente por kg.
|

A Proposigao B.1 garante que se o par (G, R) é admissivel entao
existe

sup llp()]]-
)}

{p: é representagao de (G,R

Neste ponto, ja temos condicoes de definir uma semi-norma em
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Br,.
Seja (G, R) um par admissivel. Defina,

Al P G — B(H) : p é representacao que satisfaz (G, R),
"7 | H é espaco de Hilbert ’

Definigao B.1.10 Seja A uma C*-dlgebra. Dizemos que uma aplicagao,
I-0: A4 — R
€ uma C™-seminorma se sao verificadas.
1. || - || € wma seminorma.
2. |lab] < [lalllb]l, ¥a,b € A.
3. |la*|| = ||a]|, Ya € A.
4. lla*all = ||la||*, Va € A.
Proposicao B.1.11 A aplicacao,
- Bre — Rt

z +— sup|p(z)l
pEA

€ uma C*-seminorma em Bp,.

Observe que a aplicacao ||| - ||| estd bem definida, pois j& mos-
tramos que sup ||p(x)]| < oo.
pEA

Prova: A demonstragdo segue imediatamente dos fatos de p

ser um homomorfismo entre C*-algebras e || - || ser uma C*-norma em
B(H).

|

Nao podemos garantir que |||+||| ¢ uma norma, pois se |||z||| = 0

nao temos nenhuma garantia de que £ = 0 (pois podemos ter p(x) = 0
para todas as representagoes).

A tnica coisa que falta para tornar ||| - ||| uma C*-norma é ga-
rantir que se |||||| = 0 entdo & = 0. Entdo, podemos organizar os
nossos conjuntos de modo a forgar que isso aconteca.
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Defina,
N :={z € Br, : |||z||| = 0}.

E f4cil perceber que N é um ideal autoadjunto em Bp,. Entao
Br. /N é uma *-ilgebra.
Portanto, a aplicagao:

I-ll: Bps/N — RF
c+ N — ll=ll|

é uma C*-norma em Bp, /N

Observe que, a aplicacdo || - || definida acima estd bem definida.
De fato, de a+N = a’+N entdoa—a’ € N, e assim ||la—a’||| = 0.
Logo,

lla + Nl = lla" + MI[ = [lllalll = [lla’ll] < llla — a’[]] = 0.

Portanto, || - || estd bem definida.

Definicao B.1.12 A C*-dlgebra universal gerada por G e as relacdes
R, denotada por C*(G, R) ¢ o completamento de Br, /N na norma
Il - 1I. ou seja,

C*(G,R) := BN

Observagao B.1.13 A forma como a norma foi definida na C*-dlgebra
universal € muito importante. Por exemplo, suponha que quiséssemos
mostrar que determinado elemento da C*-dlgebra universal € nao nulo.
Uma possivel saida é definir uma representa¢do que ndo se anule nesse
elemento. Desta forma, podemos garantir que o supremo sobre as nor-
mas de todas as representacoes aplicadas nesse elemento é maior do
que 0, e portanto, a norma do elemento é nao nula.

Essa ideia de definir uma representagdo nao nula serd utilizada
neste trabalho (por exemplo, veja a Proposi¢ao 1.5.7 ).

Até aqui, conseguimos construir uma C*-dlgebra a partir de um
conjunto qualquer. Falta mostrar que essa algebra satisfaz uma propri-
edade universal.

Teorema B.1.14 - A Propriedade Universal

Sejam 1 : G — C*(G, R) aplicag¢io canonica, e p : G —>
B(H) uma representacio de (G, R).

Neste caso, existe um unico homomorfismo w : C*(G, R) —>
B(H) tal que o diagrama abaizo comuta.



147

P

G B(H)
i A
C*(G,R)
Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em (8).
[

No proximo teorema, vamos mostrar que a propriedade universal
continua valendo se substituimos B(H ) por qualquer outra C*-dlgebra

A.

Teorema B.1.15 Sejam A uma C*-dlgebra e 6 : G —> A uma
representagdo que satisfaz (G, R).

Neste caso, existe um unico homomorfismo w : C*(G, R) —>
A tal que o diagrama abaizo comuta.

0

4
\ S

C*(G,k)

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em (8).
[

Teorema B.1.16 - Unicidade da C*-dlgebra universal.

Seja C uma C*-dlgebra e & : G — C uma representacdo que
satisfaz (G, R).

Se para qualquer representacdo p : G —> A existe um dnico
homomorfismo 7w : C — A tal que o diagrama abairo comuta,

entao C*(G, R) = C.

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em (8).
[
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Com esses trés teoremas, podemos concluir que dado um con-
junto G qualquer, podemos considerar uma familia de relagoes R nesse
conjunto de forma que, se o par (G, R) for admissivel, é possivel de-
finir uma C™-algebra gerada por G que satisfaz as condi¢ées R, que
denominamos de C*(G, R). Além disso, essa C*-4lgebra satisfaz uma
propriedade universal e é Unica, a menos de isomorfismos.

A seguir apresentaremos um exemplo de C*-algebra universal.

Vamos considerar um conjunto G com dois elementos e uma
familia de relagoes que torna um desses elementos uma unidade e o ou-
tro um elemento unitario. Vamos mostrar que a C*-algebra universal
gerada é isomorfa a C(S?).

Exemplo B.1.17 Considere:
G = {e,u}.

| (v*u — uu*,0), (u*u — €,0), (uu* — e,0),
R= { (euw — u,0), (ue — u,0), (ee — e,0), (e* — e, 0) }

Vamos verificar que o par (G, R) é admissivel.
Seja p : G —> A uma representacdo de (G, R). Neste caso,

[p(ee — )l =0 = p(e?*) = p(e),

lo(e™ —e)l =0 = p(e*) = p(e).
Logo, p(e) € uma projecao em A e assim, ||p(e)|| < 1.

Também,
lp(u*u —e)|| =0 = [[p(u*u)| = |lp(e)ll.
Logo,
Ip(w)]I? = lp(u*u)|| = lIp(e)]] < 1.
Portanto, tomando ¢, = 1 = ce podemos concluir que o par

(G, R) é admissivel.
Portanto, existe a C*-dlgebra universal. Vamos denota-ld por

C*({e,u}).

Note que, u é um elemento normal da C*({e,u}).
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Portanto, existe um isomorfismo isométrico (veja Teorema 2.1.13,(9)),
¥ : C(o(u)) — C*({e,u}).

Vamos mostrar que o (u) = St.

Como u € um elemento unitdrio entao o(u) C S*.
Fize X € St. Vamos mostrar que X € o (u).
Defina,

Ia:

I

Efdcil ver que fx € uma representacdo que satisfaz (G, R).

Portanto, da propriedade universal da C*(e,u) existe um ho-
momorfismo wy : C*({e,u}) — C.

Seque que,

m(u—Ae) = A —A1=0.

Afirmacao 1 O elemento u — Xe nao é um elemento inversivel

da C*({e,u}).

Prova: Suponha por absurdo que u — Ae € inversivel. Entdo,
existe um elemento x € C*({e,u}) tal que,

(u—Ae)x = z(u— Xe) =e.
Como 7 € um homomorfismo temos que,
1 =ma(e) = ma((u—Ae)x) = ma(u—Ae)mx(x) = (A—=ALl)mx(x) = 0.
Absurdo.

Logo, u — Ae ndo é um elemento inversivel da C*({e,u}).
O

Como u — Ae ¢ inv(C*({e,u})) temos que X € o(u).
Logo, o(u) = S e assim,

C*({e,u}) =2 C(sY).
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APENDICE C - Algebras de Matrizes
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C1

Neste secao vamos estudar alguns resultados sobre as C*-dlgebras
geradas por um subconjunto S (finito ou, infinito e enumeravel) de uma
C™*-algebra, que satisfaz propriedades semelhantes as propriedades da
base canonica do espago das matrizes, ou seja,

* Ei,ma se j=mn,
Eij=Eji ¢ EijEnm= { 0, se j#n.

Na literatura, as C*-algebras que satisfazem essa propriedades
sao denominadas de dlgebras de matrizes.

Note que, quando o conjunto de geradores é finito e satisfaz a
condicdo acima, entao a C*-algebra gerada é o subespaco vetorial ge-
rado. De fato, basta perceber que quando fazemos os produtos sempre
obtemos ou 0, ou um elemento que ja pertencia ao conjunto dos gera-
dores.

Neste caso, a C*-algebra gerada é isomorfa ao espaco das matri-
zes quadradas de tamanho #{geradores} com entradas complexas.

Quando o conjunto de geradores é infinito e satisfaz a condigao
acima, a C*-édlgebra gerada é isomorfa ao espago dos operadores com-
pactos em algum espacgo de Hilbert.

Proposicao C.1.1 Seja S = {p1, pa2,- -+ , LN} um conjunto de indices.
Seja {bu,p; }1<i,j<n uma familia nao nula em uma C*-dlgebra
B que satisfaz:

se n=m,
se n # m.

% b i Mg
(Brins)™ = bujp: € buip, by = { #0,”]’ (C.1)
Seja By = span{b,,;, :1<1i4,j < N}.
Neste caso, By =2 My (C).

Prova:
Afirmagao 1 Para todo 1 < 4,57 < N, by, # 0.

Prova: Como {by,,, }ijes ¢ uma familia nao nula, existe
t0,Jo € S tal que by, u; # 0.

Suponha por absurdo que existe k,I € S tal que by, ., = 0.
Entao,

buiomie = OuisgrnOpsepnOpipzy = 0,
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0 que é um absurdo.
Portanto, by, 7 0, V1 < 1,5 < N.
O

Vamos mostrar que {by,,; : 1 < 4,7 < N} é linearmente
independente.
Sejam {A; ;}1<ij<n C C tal que,

N
> Xijbuu; = 0.

1,5=1

Segue que,
N

0= Z Xiibpspabpip; =

%,5=1

N
0= Z A17.7’blllll“j =
Jj=1

N
0= Z A1,50p1 s Opr . =

i=1
0=A1,1bu,p,-
Como b, 7# 0 temos que, Aq,; = 0.
Analogamente A\; ; =0, V1 < ¢,7 < N.
Portanto, {by,,, : V1 < 4,5 < N ¢é linearmente independente.
Defina,
’lp: BN — MN((C)
bIJ"iHj — Ei,j
Note que, ¥ é um homomorfismo.
Analogamente,
¢: MnN(C) — Bpn
Eij > buy,
Note que, ¢ é um homomorfismo e ¢ = 1.

Portanto, By =2 My (C).
[ |

Coroléario C.1.2 A C*-dlgebra BN definida na Proposicio C.1.1 é
simples, ou seja, sO possui ideais triviais.
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Prova: Suponha por absurdo que existe um ideal I em By nao
trivial.

Como % é um isomorfismo, entao 1 (I) é um ideal de My (C).
Mas My (C) é simples, entao ¥ (I) = {0} ou ¥(I) = Mn(C).

Se ¥ (I) = {0} entao I C ker(¢) = {0}. Absurdo.

Se ¢ (I) = Mpn(C) entdo I = Bpn. Absurdo.

Portanto, Bn é simples.

|

Se o conjunto de geradores é finito entdo ja temos que a C*-
algebra por ele gerada estd bem caracterizada.

Vamos considerar agora um conjunto de geradores infinito, mas
enumeravel, e tentaremos caracterizar a C*-algebra gerada.

Proposicao C.1.3 Seja S = {p1, pa,- -+ } um conjunto de indices.
Seja {bu;p; Yui,u;es uma familia nao nula em uma C*-dlgebra
B que satisfaz a Eq. C.1.
Seja
V= W{buiug‘ D iy My € S}
Neste caso, existe um espaco de Hilbert H tal que V =2 K(H),

onde K(H) ¢é o conjunto dos operadores lineares, continuos e compac-
tos de H.

Prova: Primeiro note que, como {by,u; }i,jes ¢ uma familia
nao nula entao by, ,; # 0, Vi,j € S.

Defina H := 12(S). Note que, H é um espaco de Hilbert.

Seja {huys Ry, -+ + } a base candnica de H = 12(S).

Defina,

Ly, H —» H
h +— hu(h,hy,).

E facil ver que Ly, € B(H),Vi,j € S. Além disso, esses
operadores tém posto 1. Portanto,

{Lpip; + 1,3 € S} C K(1%(S)).
Temos que,
LuiujLunum (h) = L#iuj (h#n <h’ hum>) =

= hy, (hp, ((hyhy,)), hw) =
= hy, ((hyhy, ) )Py, s hyy) =
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:{ hy.(h,hu,.), se n=yj,

0, se n#Ej
— Lypn(h), se n=j,
o, se n #j.

Segue que, o conjunto {Ly,; ... : Mi, b5 € S} satisfaz a propri-
edade C.1.

Para cada N € N, defina a C*-4lgebra,
By :=span{L,,,; : pispp; €S e 1 < 4,5 < N}

Pelo corolédrio anterior, By € simples.
Para cada N € N defina,

’le: BN — \ %
Ly, — by,

Note que, ¥ é ndo nula. Logo, ker(¢¥)n) # Bn. Como By é
simples, podemos concluir que ¥ é injetiva, e portanto, isométrica.
Observe que, VIV € N temos que 941 restrita a By € igual a

PN
Defina,

v |JBn — \%
NeN
b — PN (b),

onde NN é algum nimero natural tal que b € By .
Como N1 restrita a By é igual a 1N entdo 1 estd bem
definida.
Como para cada N € N, ¥, é injetiva e By C Bn41, temos
que, 1 ¢é injetiva e portanto, isométrica na U Bn.
NEN

Segue que podemos estender 1) para U By isométricamente.

NeN
Portanto,

¥: JBv — V
NeN

é injetiva.
Claramente, 1) é sobrejetiva. Portanto, ¥ é um isomorfismo.



157

Analogamente ao que vimos no Exemplo 3.3.5, temos que
K(1*(S)) = span{Ly,., : i,j € N}.

Portanto,
K(lz(S)) =V.

A prova do Proposicao C.1.3 nos fornece duas informagoes re-
levantes. A primeira delas é que, se existir um elemento nao nulo na
familia de geradores, entdo todos sdo nao nulos. A segunda é que a
C*algebra gerada ¢é isomorfa a K (12(S)), onde S ¢ o conjunto de
indices do conjunto dos geradores.

Proposicao C.1.4 Seja B uma C*-dlgebra e (Bp)nen uma familia

de C*-subdalgebras de B que satisfazem: Bp B, = 0, Vn # m. Neste

caso, existe um isomorfismo entre @ B, espan{B, : n € N}.
neN

Prova: A prova desta proposigao pode ser encontrada em (10).
|
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