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Resumo

Este trabalho tem como objetivo mostrar a grande variedade de assuntos
(na matematica) nos quais o teorema de pitagoras é importante. Para isto estudaremos
algumas de suas aplicagoes no calculo, na trigonometria, na geometria e na teoria de

numeros.
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Introducao

Da vida de Pitagoras quase nada pode ser afirmado com certeza, ja que
ele foi objeto de uma série de relatos tardios e fantasiosos, como referentes a suas
viagens e a seus contatos com as culturas orientais. Parece certo, contudo, que o
Filésofo e matematico grego nasceu no ano de 571 a.C. ou 570 a.C. na cidade de
Samos, fundou uma escola mistica e filoséfica em Crotona (colonia grega na peninsula
itdlica), cujos principios foram determinantes para evolugao geral da matemadtica e da
filosofia ocidental cujo principais enfoques eram: harmonia matematica, doutrina dos

numeros e dualismo cosmico essencial.

Figura 1: Pitagoras cunhado em moeda

Os pitagdricos (seguidores da escola Pitagdrica) interessavam-se pelo estudo
das propriedades dos niimeros - para eles o nimero (sinonimo de harmonia) era conside-
rado como esséncia das coisas - € constituido entao da soma de pares e impares, nocoes

opostas (limitado e ilimitado) respectivamente nimeros pares e impares expressando



as relagoes que se encontram em permanente processo de mutagao, criando a teoria da
harmonia das esferas (o cosmos é regido por relagoes matematicas).

A observacao dos astros sugeriu-lhes a idéia de que uma ordem domina
o universo. Evidencia disso estariam no dia e noite, no alterar-se das estacoes e no
movimento circular e perfeito das estrelas, por isso o mundo poderia ser chamado de
cosmos, termo que contem as idéias de ordem, de correspondéncia e de beleza. Nessa
cosmovisao também concluiram que a terra é esférica, estrela entre as estrelas que se
movem ao redor de um fogo central. Alguns pitagdricos chegaram até a falar da rotacao
da Terra sobre seu eixo, mas a maior descoberta de Pitagoras ou de seus discipulos
(j& que ha obscuridades que cerca o pitagorismo devido ao cardter esotérico e secreto
da escola) deu-se no dominio da geometria e se refere as relagdes entre os lados do
triangulo retangulo.

O teorema que leva o nome de pitdgoras tem o seguinte enunciado: ”Seja
ANABC um triangulo retangulo cujos catetos medem a e b, e a hipotenusa mede ¢ entao
a?+b? = .

Pitagoras foi expulso de Crotona e passou a morar em Metaponto, onde
morreu provavelmente em 497 a. C. ou 496 a.C..

O Teorema de Pitagoras tem este nome porque supoem-se que Pitagoras
foi o primeiro a demonstra-lo. Hoje em dia este teorema tem muitas demonstragoes
conhecidas, 54 delas podem ser encontradas em [W2].

Apesar da aparente simplicidade deste teorema ele é importante em diversas
dreas da matemadtica, desde o calculo do comprimento de vetores em R? e R? além de
motivar a definicao usual de norma em R".

Neste trabalho mostramos duas demonstragoes curiosas do teorema de Pita-
goras, uma dada por Leonardo da Vinci e a outra dada pelo ex-presidente dos Estados
Unidos o General James Abram Garfield. Também algumas aplicagoes no célculo, na

trigonometria, na geometria e em teoria dos nimeros.



Capitulo 1

Demonstracoes do Teorema de

Pitagoras

1.1 A Demonstracao do Presidente

O Presidente dos Estados Unidos General James Abram Garfield (durante
apenas 4 meses pois foi assassinado em 1881) apreciava Matematica.

Varios anos antes de tornar-se presidente, por volta de 1857, apresentou
uma prova do teorema de Pitagoras baseada na figura 1.1, no New England Journal of

Education.

p A 'S,
b
c
E
c
a
A b B

Figura 1.1: trapézio do presidente



Utilizaremos a figura 1.1 apresentada pelo presidente para demonstrar o

Teorema de Pitagoras.

Demonstracao 1.1. Como os triangulos AABE e ADEC tém os trés lados iguais,

entao pelo caso LLL eles sao congruentes, e portanto:
/ABE = /CED e ZAEB = /ECD

A soma dos angulos internos do triangulo NAEB serd:

LAEB + ZABE + /EAB = 180°

O angulo ZEAB € reto por construcao e como ZABE = ZCED temos:

LAEB + ZABE +90° = 180° = ZAEB+ ZABE = 90°

ZAEB + /CED = 90° (L.1)

A soma dos angulos internos do triangulo ACEB serd:

ZBEC + ZAEB + ZCED = 180°

Pela equacao 1.1 temos:
/ZBEC +90° =180° = ZBEC =90°

Assim o triangulo ACEB ¢ retangulo.
Portanto as dreas dos triangulos NAEB, ABEC e ACED sao:

a.b c? a.b
Apags = 7, AABEC = 5 € AACED = 7



A soma das dres dos triangulos NAEB, ABEC e ACED serd igual a drea

do trapézio ABCD com bases a, b e altura a + b, entao

ab & ab (a+b)

— t — 4+ — = ) b
5 + 5 + 5 5 (a+b)
A a’+2.ab+1v?
ab+ — =
2 2
c? a? b?
b+ —=— b+ =
a —i—2 2+a +2
c? a? b?
2 327732

¢ =a’+0b

1.2 Demonstracao de da Vinci

Leonardo da Vinci (1452 - 1519) era um génio renascentista, com conhec-
imentos sobre campos muito variados, tinha pensamento ousado e original, sendo um
homem tanto de acao quanto de contemplagao, ao mesmo tempo artista e engenheiro.
E freqiientemente considerado um matematico, mas nao fez nenhuma contribuicao im-
portante para o desenvolvimento desta ciéncia. Ele realizou uma prova do teorema de

pitagoras baseada na figura abaixo:
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Demonstracao 1.2. I)Vamos provar que os quadrildteros JABCD e ODEF A sao
congruentes.

Seja a figura abaixo:

Como os triangulos ANABG e AAFG tem os trés lados iguais , entao, pelo
caso LLL de congruéncia de triangulos, eles sao congruentes.

Analogamente os triangulos ABGC e AFGE sao congruentes e os triangulos
AGCD e AGED sao congruentes.

Assim os quadrilateros JABCD e ODEF A sao congruentes.

IT) Vamos provar que os quadrildteros OGFHI e OIJEG sao congruentes.

Observe a figura abaizo:




Os triangulos AFGE e AHIJ tem os trés lados iguais , entao pelo caso

LLL de congruéncia de triangulos:

/FGE =~ /JIH (1.2)
/EFG = /IJH (1.3)
/FEG >~ /IHJ (1.4)

Queremos agora mostrar que os triangulos NIJM = AFGL sao congru-

entes.

Observe a figura abaizo:

.r. ' '
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Por construcdo, o quadrildtero OF EH.J ¢é um quadrado, e portanto FE ||

HJ, assim, usando o teorema de Tales temos:
LFLG =~ /HML (1.5)
Como os angulos ZHML e ZIMJ sao opostos pelo vértice, entao:

/IMJ~/HML= /FLG (1.6)



No triangulo ANJMI :

LIMI + ZIJM + £ZJIM = 180° (1.7)
No triangulo ANFGL:

ZFLG+ /GFL+ /ZFGL = 180° (1.8)

Usando as equagoes (1.5) e (1.3), pois os angulos ZGFL e ZEFG sao 0s mesmos,
bem como os angulos ZIJH e ZIJM também sao os mesmos.

Logo:

LJIM = /FGL (1.9)

E pela equagao (1.6):
/IMJ~ /FLG (1.10)

Das equagdes (1.9) e (1.10) e como 1.J = FG, temos que pelo caso ALA de
congruéncia de triangulos AIJM = AFGL.

Queremos agora mostrar que os triangulos AHIM = AEGL sao congru-
entes.

Observe a figura abaizo:




Por construgdo, o quadrildtero OFEHJ é um quadrado, e portanto FE ||

HJ, assim, usando o teorema de Tales temos:

/ELG= /JML (1.11)

Como os angulos ZJML e ZHMI sdo opostos pelo vértice, entao

/ELG =~ /JML = /HMI (1.12)

No triangulo ANHIM :

ZHMI + ZIHM + ZHIM = 180° (1.13)

No triangulo AEGL:

/ELG + /GEL + /EGL = 180° (1.14)

Usando as equagoes (1.4) e (1.12), pois os angulos ZGEL e ZGEF sao os
mesmos, bem como os angulos ZJML e ZHMI também sao os mesmos.

Logo:

/HIM = /EGL (1.15)

E pela equagao (1.12):
/HMI = /ELG (1.16)

Das equagoes (1.15) e (1.16) e como TH = GE, temos que pelo caso ALA
de congruéncia de triangulos AHIM = NEGL.

Queremos agora mostrar que os triangulos NAHFL = AEJM sao congru-
entes.

Observe a figura abaizo:

10



entes.

Os triangulos AMIJ e AFGL sdo congruentes, entdo, FL = MJ.

Mas os angulos ZHFL = ZEJM pois sao angulos reto, por construcao.
Os lados FH e EJ sdo congruentes, lados do quadrado OEFH.J.
Portanto, pelo caso LAL de congruéncia de triangulos NHFL = AEJM.

Queremos agora mostrar que os triangulos NAEML = ANLHM sao congru-

Observe a figura abaizo:

Os triangulos NHMI e AELG sao congruentes, entio, HM = EL.
Os triangulos AHFL e AEM.J sio congruentes, entdo, EM = HL.

11



O lado LM é comum aos triangulos AEML = ANLHM.
Portanto, pelo caso LLL de congruencia de triangulos AEML = ANLHM .
Assim como: ANIJM = ANFGL, AHIM = ANEGL, AHFL = AEJM e

AEML = ALHM.

Observe a figura abaizo:

Os quadrilateros GFHI e IJEG sao congruentes como queriamos mostrar.

II1) Vamos provar que os quadriliteros OAFED e OGFHI sao congru-

entes.
Construa um triangulo retangulo AFHN de lados a, b e ¢, como na figura:

r1
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Queremos mostrar que GF e FN sdo colineares, IH ¢ NH tambem sdo

colineares.

Por construgao, o triangulo ANAHEFN e AEFG sao congruentes, entdo:

/HFN = /GFEF e ZFHN = /ZFEFG, mas os angulos ZFNH = /ZEGF sao re-
tos, assim:
/HFN+/FHN + /FNH = 180°
ZHFN + ZGFE + 90° = 180°

Como o angulo ZHFE ¢ reto, pois € um dos angulos do quadrado, entdo:
/HFN+ /GFFE+ Z/HFFE = 180°

E portanto GF e FN estdo na mesma reta.
Andlogamente HI e HN sdo colineares. (ndo serd provado)

Construa um triangulo retangulo AFOE de lados a, b e ¢, como na figura:

Queremos mostrar que AE e EO sdo colineares, DE e EO tambem sdo

colineares.
Por construcao, o triangulo AEFO e AEFG sao congruentes, entio: ZEFO =

ZGEF e /ZFEO = ZEFG, mas os angulos ZEOF = /EGF sao retos, assim:

13



LEFO+ ZFEO + ZEOF = 180°
LEFO+ ZEFG+ ZEOF = 180°

Como o angulo ZAFG € reto, pois € um dos angulos do triangulo NAFG,

entao:
/ZHFN + /GFE + ZAFG = 180°
E portanto AF e FO estio na mesma reta.
Andlogamente DE e EO sdo colineares.(ndo serd provado)
Considere os agora os triangulos AGIN e ANADQO que sdo congruentes,
POIS:

GN =a+b=A0

IN =a+b= DO
LEOF = /ENH (retos)

Mas os triangulos AEFG = ANEHN, por construcao.
Assim os quadrilateros DAFED e OGFHI sdo congruentes.
Temos JABCD = OAFED por I), OGFHI = OIJEG por II), assim

sao congruentes entre si, por III).

Logo os hexagonos ABCDEF e GFHIJE tem dreas iguais.

Portanto:

ab 5 o, ab ab , ab
=7 2 = =7
5 +a”+ 0"+ 5 5 +c” + 5

a’ + b =2
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Capitulo 2

Teorema de Pitagoras no Calculo

Na fisica elementar, estuda-se o movimento harmonico simples de uma
particula presa a uma mola com forca restauradora F' = —kx. Nesta secao deduzire-
mos, usando o Teorema de Pitagoras, que um bloco com massa m forcado a se mover
em um canal horizontal sobre a acao de uma mola de constante elastica k sofre uma

forca do tipo F = —\z3. Também calcularemos o volume de uma cunha cilindrica.

2.1 O oscilador nao-linear z3

Seja m a massa do bloco e [y o comprimento da mola de constante elastica

k (como na figura).

Figura 2.1: Diagrama do oscilador 23

Demonstracao 2.1. Assuma a forca de atrito desconsiderdvel e que o limite eldstico
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da mola nunca € excedido.

Seja l o comprimento da mola quando a massa m € deslocada uma distancia

x de sua posicao de equilibrio.

Pelo Teorema de Pitdgoras (conforme a figura 2.1) | = \/x? + [2.

Pela Lei de Hook, a for¢a que a mola exerce sobre a massa m tem magnitude:

2
F=—kAl=—k(l—1) = —k (\/x2+l§—l0) = —kl (,/”;—2+1—1) (2.1)
0

Do cdlculo Diferencial sabe-se que:

—1
(1+z)p—1+pz+}%22+... quandop e R e —1<z<1

Tomando-se p = 5 € z = <%> tem-se

Usaremos agora a aprorimac¢ao

2 2
1+(2) = +1 z
lo 2 \
Assim,
122 122 kax?
F=-klg|l+=%5—-1)==klj| == | = —— 2.2
0(+2l§ ) 0(253) 200 (2:2)

A forca responsdvel pelo movimento da massa m, ao longo do canal, € a

componente de F' paralela ao canal, isto €, F, = —F.cosf, onde

i T T

vB+a o iy (—)2 b
_%<1+ (%1) (%)2+L271_1><%>4+> %%
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Finalmente

ou

L] L] L] 3
2.2  Volume de uma cunha cilindrica V = 28 3tgo‘

O sélido que esta acima do plano XY, abaixo do plano v que passa pela
origem e faz um angulo o com o plano XY e dentro do cilindro circular de raio R e
centro na reta perpendicular ao plano XY que passa pela origem é chamado de cunha

cilindrica.

(_’1‘

/
B

Figura 2.2: Cunha cilindrica

Demonstracao 2.2. Tomamos como eizo OX a reta intersecao do plano v com o
plano XY e OY a reta perpendicular ao plano XY e que passa pela origem O.
A intercsecdao do plano XY com o cilindro circular é uma circunferéncia e

sua equacao serd x° + % = R?

17



A formula para o volume da cunha é obtida por fatiamento.

A drea da se¢io ABC, onde AB || OY e BC L XY, assim ANABC ¢é

retangulo, e:
AB.BC
Ap = 5 (2.3)

Sendo | a hipotenusa do AABC' e como AB = y,temos:

cos o = Y == Y
l CoS (v
BC
sina = e = BC =l[.sin«
BC = P ytan a
coSs o

Portanto:

_ yytana  y’tana

A
o 9 9

(2.4)

Considere 0 AOBA que € retangulo, com hipotenusa R e catetos x e y.

Figura 2.3: Aplicando Pitagoras

Assim pelo Teorema de Pitdgoras temos:

18



R*=2" 4+ = ¢y*=R* - 2* (2.5)

Pelo seguinte teorema ( Tomas G.B. Célculo - vol I - 10° edigao, 2002 pég
398. Finney-Weir-Geordano): O volume de um sélido compreendido entre os planos
x=aex=>b, cuja drea da se¢ao transversal por x € uma fungdo integrdvel S(x) € o

numero:

o= / Sy

Assim o volume da cunha cilindrica serd:

R(p2_ .2
v / (R* — z°) tan «v e (2.6)
0

2

3

R
V= tana/ (R* — 2?) dx = tan o R*r — %) &
0

R 2R%
V =tana(R® — 5 tan (0 — 0) = %

19



Capitulo 3

Teorema de Pitagoras na

Trigonometria

section Lei dos Cossenos
Seja o triangulo AABC' cujos lados opostos aos vértice A B e C' medem

respectivamente a b e c,onde a é o angulo entre os lados AB e AC entdo:
a? = +b% — 2bc. cos a

Demonstracao 3.1. Caso 1) Lei dos cossenos em um triangulo acutangulo.

A m p b C
Figura 3.1: triangulo acutangulo

Consideremos os ANDCB e NADB onde h € a altura e m a medida do

20



segmento AD, aplicando o Teorema de Pitdgoras, temos:

a?> = h*+ (b—m)? (3.1)

= h?+m? (3.2)

Agora isolando h* na equagdo (5.1), obtemos:

Substituindo h* na equagio (3.1):

a?=c—m?*+(b-—m):=c—m?*+ (b —2bm +m?) =

= —m?+b—2bm+m? =+ b2 —2bm

Entao:
a® =+ b* —2bm (3.3)
m
cosa = — = m=cosa.c (3.4)
c

Logo por (3.3) e (3.4):

a’? = 2 + b? — 2be. cos a

Caso2) Lei dos cossenos em um triangulo obtusangulo.

E n A b

Figura 3.2: triangulo obtusangulo
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Consideremos 0os NECB e NAEB onde Hé a altura e n a medida do

segmento AE.

Aplicando o Teorema de Pitdagoras, temos:
a*=H*+ (b+n)?

A=H>+n?> => H*=*-n?

Substituindo H* na equagao (3.5):

a?=c—n*+(b+n)?=c—n*+ (b*+2bn+n?) =

= —n?+ 2 +2n+n®>=c+b+2bn

Entao:

a’> =+ b+ 2bn

Temos também que:

cos(m —a) = - cos(m — a).c
c

Sabemos que cos(m — ) = —cosa, entdo:

n = —cosa.c
logo por (3.7) e (3.8):

a® = + b* + 2be.(— cos a)

a®> = 4+ b — 2bc. cos o

22
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Aplicagao do Teorema da Lei dos Cosenos: Lemniscata
Um ponto se desloca de tal modo que o produto de suas dinstancias a

A(—a,0) e B(a,0) dd sempre a?.Encotrar o lugar geométrico desses pontos.

L 2

A O, B o X

Figura 3.3: Lemniscata

Demonstracao 3.2. seja a distancia entre a origem O(0,0) e o ponto P igual a r e
6 o dangulo formado entre OB e OP, entdo P(r,0).

Assim, aplicando a lei dos cossenos temos:

AP = A0" + 1 — 2ar. cos(m — 0)

Como cos(m — 0) = —cos b, entao:

ﬁQ =a®+ 1%+ 2ar.cosb

AP = Va2 + 12+ 2ar. cos 0 (3.9)

ﬁg = B_O2 + 7% — 2ar.cos

PB =+/a? +r% — 2ar.cosf (3.10)

23



Portanto:

AP.PB = /(a2 + 12 + 2ar. cos )./ (a2 + r2 + 2ar. cos 0)

Como por hipdtese AP.PB = a?, entdo:

a® = /(a4 r2 + 2ar. cos #).(a% + r2 — 2ar. cos f)

a* = (a* + 1 + 2ar.cos 0)?.(a* + r? — 2ar. cos 0)

(a® + 1% 4 2ar. cos 0).(a* + r* — 2ar.cosf) —a* =0

a*+a’r? —2a® cos 0+ a’r? +r* — 2ar® cos 0+ 2a> cos 0 + 2ar> cos 0 — 4a*r? cos? O —a = 0

2a%r? +r* — 4a®r? cos® § = 0

r*(2a* + r* — 4a® cos* ) = 0

r?(r* — 2a*((—1) + 2cos?6) =0

Como cos 20 = [(—1) + 2 cos? §],entao:

r?(r® — 2a*cos26) = 0
r? — 2a*cos20 = 0

r? = 2a%c0s20

24



Portanto o lugar geométrico desse pontos serd a curva dada em coordenadas

polares r? = 2a%cos26. Que mostramos na figura abaizo (com a = 1):

4]
2]

4 SNt 4
21

5 .d.

Figura 3.4: Lemniscata
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Capitulo 4

Resolvendo Problemas Propostos

Utilizando o Teorema de Pitagoras

4.1 Problema I

Agua mineral foi encontrada em um sitio retangular quando se perfurava
um poco artesiano.Cisternas foram construidas como na figura abaixo. Foram medidas
as distancia entre o poco e trés das quatro cisternas.Qual a distancia entre poco e a

quarta cisterna?

cisterna i cisterna 2
65m
2i8m
pogo
d 18 Em
cistarna 4 cisternal

Figura 4.1: sitio retangular
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Sejam a = 21, b = 18 e ¢ = 6.A distancia d entre o poco e a cisterna 4 sera:

d=Va2+b —c2=+v212+182 —62 =729 = 27TKm

De fato iremos provar que a relacao a® + b*> = d? 4 ¢* é sempre vélida.

Demonstracao 4.1. Sejam m a medida dos segmentos DG e AH , n a medida dos
segmentos GC' e HB, o a medida dos segmentos FC e GE e p a medida dos segmentos

HE e BF, como na figura:

Figura 4.2: sitio retangular

Considere os triangulos ADGE , NACGE, AEFB e o NAEH, aplicando

o Teorema de Pitdgoras temos respectivamente as sequintes relagoes:

a® = n*+ o* (4.1)
d*> =m? + o (4.2)
& =p*+n? (4.3)
b = p? +m? (4.4)

27



Se subtrairmos (4.2) de (4.1) somarmos com (4.4) e novamente subtrairmos

(4,3), teremos:

A=+ - =n2+0"— (m*+ %) + (p*+m?) — (p* +n?)

> —d*+ b0~ =n*+0"—m? -0 +p*+m?—p*—n?)

-+ —-*=0
a’+ b =d%+ &2
[ |

E se a cisterna estiver fora do sitio retangular ainda sera valida a relacao

a’ + b =2+ d*?

cisterna cicterna £

cisteing 4 cisternag ¥

Figura 4.3: sitio retangular

A resposta é sim, como mostraremos a seguir:
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Demonstracao 4.2. Sejam m a medida dos segmentos DC e AB , o a medida do
segmento CG e a medida do segmento BF, q a medida dos segmentos EG e e pF'E

como na figura:

A m

Figura 4.4: sitio retangular

Considere os triangulos ACGE , ADGE, NAFE e o ABEF, aplicando

o Teorema de Pitdgoras temos respectivamente as sequintes relagoes:

d? = ¢ + o* (4.5)
a®=(m+0)*+¢ (4.6)
& =p*+ (m+o0)? (4.7)

V' =p®+0° (4.8)

Se subtrairmos (4.5) de (4.6) somarmos com (4.7) e novamente subtrairmos (4.8),

teremos:
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d2—a2+62—b2:q2+02—[(m+0)2—|—q2]—|—p2—|—(m—|—0)2—p2—02

& —a*+ =0 =¢+0 —(m+0)°— ¢ +p°+ (m+0)° —p* -0
& —a*+c—-0*=0
4= b2 1 g
[
Note que neste problema I conseguimos duas formas de expressar o nimero

inteiro 729 como soma de dois quadrados:

729 = 182 + 212

729 = 27 + 62

O problema de escrever um ntimero inteiro como soma de quadrados tem
sido objeto de estudo de varios grandes matematicos, como Fermat, Euler, Lagrange,
Gauss e neste século por H. Minkowski, e é parte importante da teoria de ntimeros.

Apresentaremos trés resultados decorentes deste estudo e cujas provas po-
dem ser encontradas em [3], como:

R I: Sejam m e n dois inteiros positivos que podem ser escritos como soma
de dois quadrados(isto é, existem a,b,c,d € Z tais que m = a® +b?, n = ¢* + d?). Entao

m.n também pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Demonstracao 4.3. Se temos a,b,c,d € Z tais que:
m=a’>+b’en=c"+d*
Entao:
m.n = (a* 4+ V*).(¢* + &%) = a*¢® + a*d® + b + b*d*
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= a2 + a2d® + b2 + V*d? + 2abed — 2abed =

= (a®c® + 2abed + b*d?) + (a®d* + —2abed + b*c?) = (ac + bd)? + (ad — be)?

E portanto:
m.n = (ac + bd)* + (ad — bc)?

R II:( Euler)Todo primo p da forma 4k + 1 pode ser decomposto de uma

Unica maneira como

p=a’+0b

onde a,b € Z e 0 <a,b<./p.

R III:Seja n em Z, existem a, b em Z, tais que n = a® + b?, se e somente
se, todos os fatores primos de n que sao da forma 4k 4+ 1 aparecem na decomposicao
em fatores primos de primos de n com expoente par.

Exemplo: Ache o nimero inteiro positivo que tem pelo menos trés repre-
sentagoes diferentes como soma de dois quadrados( independente do sinal e ordem de
representagao).

O ponto de partida para achar este nimero ¢é a escolha um inteiro positivo
que tenha trés fatores primos distintos na forma padrao, cada um da forma 4k + 1.

Resolucao:seja os niimeros primos da forma 4k + 1:
20=47+1 13=43+1 b=41+1

entao numero procurado é:

1885 = 29.13.5
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De fato o niimero 1885 pode ser escrito de trés formas diferentes como soma

de dois quadrados. Se usarmos o R II, obteremos:
29 = 5% 4 22 13=23"+2° 5=2"+1°
entao
1885 = 29.13.5 = (5% + 2%).(3% 4 2%).(2° + 1?) (4.9)

agora por R I:

1° forma:
1885 = 29.13.5 = (5% + 2%).(3% +22).(2 + 1?) =

=[(53+22)% +(5.2—-23)%.(22 +1?) =
=[(154+4)* + (10 — 6)*].(2° + 1*) = (19> + 4°).(2* + 1?) =
= [(19.2 +4.1)* + (19.1 — 4.2)%] = (38 +4)? + (19 — 8)* = 427 + 11?

2° forma:

1885 = 29.13.5 = (5% + 22).(3* + 2%).(2* + 1%) =
= (5°+2°).[(3 +2°).(2° + 1?)] =
= (5°4+22).[(3.242.1)%4-(3.1-2.2)%] = (524-2%).[(64+2)?+(3—4)] = (524+2%).[8%+(~1)?] =
= [5.8+2.(= )]+ [5.(—1) — 2.8]* = (40 — 2)* 4+ [(—5) — 16]* = 382 + (—21)?

3° forma:

1885 = 29.5.13 = (5% + 2%).(2° + 1%).(3* + 2%) =
= [(5% +2%).(22 + 1?)].(3* + 2%) =
= [(5.242.1)%+(5.1—-2.2)%].(3%4+2%) = [(10+2)*+(5—4)?].(3+2%) = [12°+(-1)%].(3°+2?) =
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=[12.3 + (=1).2* + [12.2 — (=1).3]* = (36 — 2)* + (24 + 3)* = 34* + 27*

Portanto as tres formas de escrever 1885 como soma de dois quadrados, sao:

1885 = 422 + 11% = 1764 + 121 (4.10)
1885 = 382 + (—21)% = 1444 + 441 (4.11)
1885 = 34% 4+ 27% = 1156 + 729 (4.12)

Alguns exercicios propostos ao leitor:

. Mostre que os nimeros da forma 2", com n = 1,2, 3, .., podem ser escritos como

soma de dois quadrados.

, , . ~ 1
. Um ntimero n é chamado "numero trangular quando n = % para algum
m € Z7.Mostre que quando n é niimero triangular entao 4n + 1 é soma de dois

quadrados.

. Ntimeros naturais da forma f, = 2*" + 1, comn € N sdo chamados Nimeros de
Fermat. Mostre que os nimeros de fermat podem ser escritos como soma de dois

quadrados.

. Mostre que entre quaisquer quatro niimeros inteiros consecutivos pelo menos um

nao pode ser escrito como soma de dois quadrados.
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Capitulo 5

Ternos Pitagoricos

5.1 Ternos Pitagoricas

Os numeros inteiros positivos a, b e ¢ formam um terno pitagérico quando:

A =a®+ v

Um problema interessante ¢ encontrar um terno pitagorico em que a hipotenusa
¢ um numero consecutivo a um dos catetos.
O procedimento abaixo apresentado ensina como obter uma terno pitagorico

com esta propriedade:
1°)Escolha um nimero inteiro impar a > 0;

2 2
NGt b a2 | e e . a
2°)Seja b = | %] = maior inteiro menor que ou igual a %

. 2 . . . . 2
3°)Seja ¢ = [% ] = menor inteiro maior que ou igual a %

2

Agora faca ¢® = a® + b? e certamente a, b e ¢ serdo uma terna pitagérico.
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Exemplo:

Se a = 17, que é impar, entao:

1 2
b= —7 = —289 = 144,5
2 2

onde o maior inteiro menor ou igual a 144, 5 sera 144.

172 289
I VYN
€T 2 )

e 0 menor inteiro maior ou igual a 144,5 é 145.

Como a = 17, b = 144 e ¢ = 145, entao:

A =a®+ v

=174+ 144> = ¢=+/280+ 20736 = v/21025 = 145

Logo a, b e ¢ formam um terno pitagdrico.

De fato vamos mostrar que esta férmula é sempre valida.
2

[S1=a"+15]

Demonstracao 5.1. Considere a = 2n + 1, que € um nimero impar e n um niumero

inteiro positivo. Entao pelo procedimento apresentado:

2 2n +1)? An? +4n + 1 1
= () = |y I e g L —ant

=)

2 2 1) 4n? + 4 1 1
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Como n é wm nimero inteiro positivo entdo 2n®+2n e 2n?+2n+1 também
sao mumeros inteiros positivos. Bem como € facil perceber que ¢ e b sao miumeros
consecutivos.

Resta ainda provar que ¢® = a® + b*:

? = (2n+1)?+(2n%+2n)? = 4> F2n+1+4n* +8n*+4n? = 4n*+-8n*+8n*+-2n+1 = (2n*+2n+1)?

Logo o procedimento serd valido sempre.
|

O assunto de ternos pitagéricos é abrangente, muitos sao os problemas e
resultados existentes nesta area da matematica.

Ainda explorando o problema anterior ,por exemplo, até o presemte mo-
mento niguém apresentou uma solugao para o seguinte problema:

”Existem infinitos trios pitagoricos onde a hipotesusa e um dos catetos sao
numeros primos. ”
Exemplo: os trios (3,4,5) e (5,12,13) satisfazem o problema.

Abaixo enunciamos alguns dos muitos problemas sobre triangulos pitagdricos

que tomaram a atencao de muitos matematicos através dos séculos.

Definicao 5.1. Se em um triangulo retangulo as medidas dos trés lados sao nimeros

inteiros a,b,c > 0 entao este triangulo é dito ser um triangulo pitagdrico.

Note que se trés nimeros a,b,c € R sao tais que a? + b*> = ¢? entao dado

a € R temos (a.a)? + (a.b)? = (a.c)?. Este fato motiva a seguinte definigao:

Definicao 5.2. Um triangulo pitagorico primitivo € um triangulo pitagorico cujos com-

primentos dos lados a,b, c sao primos entre si.

5.2 Problemas

Como alguns problemas relacionados com triangulos Pitagéricos. Alguns

dos problemas abaixo, apesar do enunciado simples, sao muito dificeis de resolver. A
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solugao destes nao é dada neste trabalho (alguns nao tem soluc¢ao descoberta ainda).

10.

Se A é um inteiro dado, de quantos triangulos pitagéricos primitivos ele pode ser

um cateto?

Se A é um inteiro dado, de quantos triangulos pitagdricos, quer primitivos ou nao

primitivos, ele pode ser um cateto?

Que forma deve ter um inteiro para ser a hipotenusa de um triangulo pitagdrico,
primitivo ou nao primitivo, e de quantos triangulos ele pode ser a hipotenusa em

cada caso?

. Se A é um inteiro dado, de quantos triangulos pitagéricos ele pode ser um cateto

ou a hipotenusa?

Encontre um ntumero, digamos o menor, que pode ser cateto de um ntmero

especifico de triangulos pitagoricos, por exemplo, 1000 deles.

Encontre um numero que pode ser a hipotenusa somente, ou de novo, ou um

cateto ou a hipotenusa de talvez exatamente 1000000 tais triangulos.

Encontre triangulos Pitagoricos cujos catetos diferem pela unidade e encon-
tre formulas para obte-los sistematicamente. Encontre os primeiros 100 destes

triangulos.
Encontre trés ou mais triangulos Pitagoricos que tenham areas iguais.

Encontre o triangulo pitagdrico primitivo com perimetro minimo cuja area exceda

1000000.

Encontre o tinico triangulo Pitagorico primitivo no qual cada uma das medidas

dos trés lados esta entre 2000 e 3000.
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Capitulo 6

Teorema de Pitot

6.1 Teorema de Pitot

Em todo quadrilatero circunscritivel, a soma de dois lados opostos é igual

a soma dos outros dois lados.

Figura 6.1: quadrilatero circunscrito

AD+ BC =AB+CD
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Demonstracao 6.1. O quadrilitero JABCD circuncrito a circunferéncia Cr cen-
trada em O de raio R.

Seja E o ponto de intercecdo do lado AB e a circunferéncia Cr, F o ponto
de intercecdo do lado BD e a circunferéncia Cr, G o ponto de intercecio do lado DC
e a circunferéncia Cr e H o ponto de intercecdo do lado CA e a circunferéncia Chp,

como na figura abaixo:

C G D

Figura 6.2: quadrilatero circunscrito

Considere as medidas:

AF=a1 EB=ay BF=0b; FD=10b
DG:Cl GC:CQ CH:dl HA:dQ
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c d, ' d, D

Figura 6.3: quadrilatero circunscrito

Considere os oito triangulos retangulos AEOB, ABOF, AFOD, ADOG,
AGOC,ANCOH, NHOA e ANAOE, aplicando o teorema de pitdgoras em cada um deles

obteremos respectivamente as sequintes relagoes:

OB?* = R* 4+ a2 = a = OB* — R?
OB? = R* +b? = 2 = OB* — R?
OD? = R* + b3 = b3 = OD? — R?
OD?>=R*+d; = d; =0D* - R?
OC? = R? + d2 = d2 = OC? — R?
OC?* =R*+ = ¢ =0C? - R?
OA* = R* + ¢35 = ci = OA” — R?
OA®> = R* + a} = a} = OA® — R?

Assim pelas equagoes acima temos:
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ai=0B*—-R*=c; = a; =
a5=0B>-R*=1b = ay = b,
d?=0B> - R*=02=d, = by
d5=0B*-R*=c =dy=c,

somarmos as equagoes 6.1, 6,6.3 e 6.4, obtemos:

a2+a1+d1+d2:b1+bg+01+62

(CLQ + a1) + (d1 + d2) = (b1 + bQ) + (61 + 02)
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Capitulo 7

A reciproca do Teorema de

Pitagoras

2

Teorema 7.1. Se a,b,c sdo nimeros positivos tais que ¢* = a® + b?, entdo existe um

triangulo retangulo NABC' tal que AB =¢, BC =a e AC =0

Demonstracao 7.1. Vamos provar que existe um triangulo de lados a, b e c. Usando

o fato que a,b,c sao maiores que 0 temos:

=+l =<+ 2= < (a+b)=c<a+b
= -bV=d<d=>a<c=a<b+tc

=c—-d=b<P=b<c=b<a+c

Como o comprimento de cada lado € menor que a soma dos comprimentos
dos outros dois lados € possivel construir um triangulo de lados a,b e c.

Seja NABC um triangulo cujos lados medem a,b e ¢ tal que o vértice C
estd sobre a origem e o lado BC estd sobre o eivo x como na figura. (Marcamos o
ponto A no lado direito do eizo y mas este pode estar do lado esquerdo do eixo ou sobre
ele)

Escrevendo os pontos A, B e C' em coordenadas cartesianas temos:
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C a B

Figura 7.1: Triangulo AABC

A

(7, s)

(0, 0) a (a, 0)

Figura 7.2: Triangulo AABC em coordenadas cartesianas

Vamos mostrar que A estd sobre o eixo v.

v? = [dist((r,5),(0,0))]* = (r —0)? + (s — 0)* = b* = r* + &

¢ = [dist((r,s), (a,0)]* = (r —a)* + (s — 0> = =r* +s* +a* — 2ar
Por hipotese, a® + b* = ¢%. Dai,

A+ =r’+s2+d®—2ar=ad’>+r*+s>=r>+s>+a®>—2ar

—2ar=0=a=o0our=0.

Por hipotese a # 0, entao r = 0, ou seja o vértice A estd sobre o eizo y e
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assim NABC' € retangulo.
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Capitulo 8

Generalizacao de Thabit ibn
Qurra (836 - 901) do Teorema de

Pitagoras

Teorema 8.1. Seja AABC um triangulo qualquer. Se B’ e C' estdo no segmento BC
e /AB'B = /AC'C = /A, entao AB?> + AC? = BC(BB' + CC").

Demonstracao 8.1. Podemos ter B' a direita de C', B' = C" ou B’ a esquerda de

C', como mostra a figura

Figura 8.1: Posigoes relativas de B’ e C’

Os triangulos NABC e NABB’ sio semelhantes pois ZABB' = /ABC e
/AB'B = /BAC. Entao
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AB BC AC
BB’ AB B'A

= AB*= BC.B'B (8.1)

Por outro lado os triangulos NABC e AACC" sao semelhantes pois ZACC' =
/ZACB e ZAC'C = /BAC. Entao

AB BC AC
ACT  AC  CCY

= AC? = BC.CC' (8.2)

Desta maneira, das equacoes 8.1 e 8.2, temos:

AB? + AC?* = BC.BB' + BC.CC' = BC(BB' + C(C")
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Capitulo 9

Lei do paralelogramo

Teorema 9.1. Seja JABCD um paralelogramo de diagonais AC' e BD e lados medindo

a e b,como na figura entao

a® +a® +b* + b* = AC* + BD? (9.1)

A b B

Figura 9.1: Triangulo AABC

Demonstracao 9.1. A soma dos angulos internos de um quadrildtero é 2w, assim

ata+p+=2r=20a+p)=2rn=>a+f=m=a=71—0.
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Usando a lei dos cossenos no triangulos ANABD e ABCA temos

BD? = a® + b* — 2ab.cosa (9.2)

AC? = a® + b* — 2ab.cosf = a® + b* — 2ab.(—cos(m — 3)) = a* + b* + 2ab.cosa. (9.3)
Somando as equacoes temos
BD? + AC? = a®> + b* — 2cosa + a® + b* + 2cosa = a® + a* + b? + b%.

O teorema a seguir é uma consequéncia da lei do paralelogramo e expressa

o comprimento de uma mediana do triangulo em funcao dos lados a, b, ¢ deste.

Teorema 9.2. Seja AABC um tridangulo e M o ponto médio do segmento AB, como

na figura, entao:

\/2(a2 +b2) — 2
2

CM = (9.4)

C

M
A . B

Figura 9.2: Triangulo AABC
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Demonstracao 9.2. Seja D o simétrico de C em relacao a M como na figura abaizo

C

D
Figura 9.3: Triangulo AABC

Como ABCD ¢€ convexo, CM = MD e AM = MB, ou seja as diagonais
do quadrilditero ADBC' se interseptam nos respectivos pontos médios, entao ADBC' é

um paralelogramo. Portanto pela Lei do Paralelogramo temos

CD? + AB? = AC? + AD? + BD? + BC?
(2CM)? + = b? +a* + b* +a* = 2(a® + b?)

\/2(a2 + b2) — 2
2

CM =
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Conclusao

Durante minha vida escolar sempre tive dificuldades em trigonometria e
disposicao para estudar geometria.

Quando proposto o assunto deste trabalho, percebi que seria a oportunidade
de enfrentar obstaculos e preencher algumas lacunas da minha formagao matematica.
Bem como, adquirir conhecimentos em diversas areas da matematica.

Hoje sinto-me satisfeita com os resultados obtidos e deslumbrada com a
diversidade de problemas qua sao solucionados utilizando o Teorema de pitédgoras.

Tentamos escrever este trabalho de forma sutil e de agradével leitura, o que
o tornou prazeroso sua realizacao.

Aprendi que se ha limites, eles foram feitos para serem superados sempre.
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