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Introducao

E indescritivel o niimero de aplicacoes existentes nas diversas areas da ciéncia em que oS

contetidos de Algebra Linear estao presentes.

Este trabalho de conclusao de curso tem como objetivo oferecer aos alunos de graduacao a

possibilidade de conhecerem um novo contetido relacionado a Algebra Linear: equagoes polino-
miais matriciais. Mais adiante sera visto que uma equagao polinomial matricial nada mais é do
que uma equagao polinomial cujos coeficientes sao matrizes quadradas.

O trabalho esta dividido em cinco capitulos, sendo que o primeiro contera definicoes, te-

oremas, proposigoes e observacoes de contelidos vistos nas disciplinas de Algebra Linear. Os
mesmos serao de fundamental importancia para a abordagem efetiva de polinémios matriciais.

O segundo capitulo apresenta algumas formas de resolugao de equagoes polinomiais de ter-
ceiro e quarto grau, contendo também fatos histéricos que envolveram estas descobertas de
resolugoes. O mesmo tem como objetivo servir de motivacao para o estudo de equagoes polino-
miais matriciais. Afinal, se existe solucado para equagoes polinomiais com coeficientes escalares
por que nao se questionar a respeito de solugoes de equagoes polinémios com coeficientes ma-
triciais?

O terceiro capitulo contém algumas relages entre equacoes polinomiais e Algebra Linear.
Nele ¢é introduzido o conceito de matriz companheira que nao é apresentado no decorrer do
curso de graduagao. Este conceito é de extrema importancia para que de fato o tema central
possa ser estudado.

E por fim, os dois tltimos capitulos apresentam definigoes, observacoes, teoremas, corolarios
e a resolucao de algumas equagoes polinomiais matriciais de primeiro e segundo grau. Com o
decorrer do quarto capitulo ficard claro o quao dificil e trabalhoso pode vir a se tornar o objetivo
de encontrar a solucao de uma equagao polinomial matricial. Assim sendo, o trabalho ficara
restrito a equacoes polinomiais matriciais quadraticas, cuja abordagem das solucoes acontece
efetivamente no quinto capitulo.

De modo geral, a expectativa é que este estudo sugira novos trabalhos nesta area, de forma
que solugoes de equagoes polinomiais de grau superior possam também ser estudadas.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo apresenta um conjunto de conceitos e resultados preliminares que serao utili-
zados no decorrer deste trabalho.

Serao citadas algumas definigoes, alguns teoremas e conseqiiéncias que servirao de alicerce
nos préximos capitulos. Vale salientar que a apresentagao dos teoremas é puramente descritiva,

uma vez que parte-se do pressuposto que as demonstragoes sao vistas nas disciplinas de Algebra

e Algebra Linear.

1.1 Equacoes Polinomiais

O objetivo desta se¢ao é de apresentar algumas defini¢Ges e resultados tedricos que explicam
o problema de encontrar solugoes de equagoes polinomiais.

Definicao 1 Uma equagdo polinomial algébrica de grau n € toda igualdade matemdtica da
forma P(xz) =0, em que

P(x) :anl’n‘i‘an—l:ﬂnil +...+a2x2+a1x+ao, an 7507

€ um polinomio de grau n e an,ap_1,...,02,a01,09 SG0 numeros reais ou complexos chamados
coeficientes.

Defini¢ao 2 Raiz ou zero da equagdo P(x) sdo os valores reais ou complexos da varidvel x que,
quando substituidos, tornam verdadeira a equag¢ao P(x) = 0.

Exemplo 1 A raiz de equagao de primeiro grau ar+b=0, a#0€éx=— —.
a

p ~ 2 _ ~ _ —btVb2—14
Exemplo 2 As raizes da equagdo do sequndo grau ar“+br+c=0, a#0sdo x = —=5—".



O problema de determinar as raizes de uma equacao polinomial de grau maior que dois
é mais complexo e nem sempre possivel de expressar via férmulas envolvendo radicais. Ainda
assim, existem resultados tedricos que fornecem informagoes sobre o niimero de raizes existentes.
Isto é explicado nos teoremas seguintes:

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra) Toda equacao algébrica a uma varidvel,
de grau n (n > 1) admite pelo menos uma raiz compleza.
Demonstragao: A demonstragao do teorema, pode ser encontrada em [7] e [8].

Agora serd enunciado um teorema relacionado a decomposigdo de uma equagao polinomial

algébrica.

Teorema 2 (Teorema da Decomposigao) Todo polinémio P(z) = ana™ + ap_12" 1+ ...+
azx? +a1x +ag de grau n (n > 1), pode ser decomposto em um fator igual ao coeficiente de x™
e n fatores de forma (x — o), onde «; sao raizes de P(x), isto é:

P(z) =ap(x —aq)(z — a2)...(x — ay)
Demonstracao: E conseqiiéncia direta do Teorema 1 e do algoritmo da divisao para po-
lindmios.
O teorema seguinte trata das raizes conjugadas de uma equacgao polinomial.
Teorema 3 Se um nimero complexo (a + bi) € raiz da equacao algébrica P(xz) =0, de coefici-
entes reais, o complexo conjugado (a — bi) é também raiz da mesma equagao.

Demonstracao:

Seja a equacao P(r) = apx™ + 12" 1 4 ...+ asx® + a1x + ap de coeficientes reais que
admite a raiz z = a + bi, isto é P(z) = 0. Serd provado que Z = a — bi também é raiz desta
equagao, isto é, P(z) = 0.

Substituindo z = a + bi em P(z) = 0, tem-se: a,2" + ap_12"" '+ ...+ a1z +ag =0

0=0 =apz"+ap_12"1+...+a1z+ag
=0, "+ a1Vl 4+ . +arz+ag

JR— J— _1 —_
=an (2) +an1(2)  +..4a(z)+ao

= Z = a — bi satisfaz a equagao P(z) = 0. O

Conseqiiéncias do teorema (3):

e Se o nuimero (a + bi) é uma raiz com multiplicidade m, o nimero conjugado (a — bi) é
também raiz com a mesma multiplicidade.

e As raizes complexas ndo reais ocorrem aos pares. Portanto, toda equacao de grau impar,
com coeficientes reais, admite pelo menos uma raiz real.



1.2 Alguns Conceitos da Algebra Linear

Esta secao destina-se a descrever conceitos, defini¢oes e teoremas da Algebra Linear. Serao
enfatizados alguns topicos relacionados a matrizes, determinantes, sistemas lineares, autovalores
e autovetores, entre outros.

1.2.1 Matrizes

Primeiramente serao abordados conceitos e teoremas que envolvem uma das ferramentas
mais importantes da Matematica: matrizes. Esta serd essencial para abordarmos o problema
do polindmio matricial. Porém, ficara subentendido que o leitor conheca as notagoes, operacoes
e conceitos basicos como diagonal principal de matrizes e transposta de uma matriz, além de
como transformar uma matriz na forma escada e trabalhar com matrizes em bloco.

Uma matriz A = (aij)nxn € dita:

e Identidade
a; =1, i=j
Se K R
{ Qi5 = 0, 2 7& J-
Isto é, os elementos da diagonal principal sao iguais a um e os demais elementos sao iguais
a zero. A matriz identidade serd denotada por I.
e Triangular Superior
Se Qij = 0, 1> 7.
Ou seja, se os elementos abaixo da diagonal principal sao iguais a zero.
e Triangular Inferior
Se aij = 0, 1< J.
Ou seja, se os elementos acima da diagonal principal sao iguais a zero.
e Diagonal
Se a;; = 0, sempre que i # j.
Isto é, os elementos fora da diagonal principal sdo iguais a zero. A matriz diagonal é
triangular inferior e triangular superior e sera denotada por A.
e Ortogonal
Se AAT = ATA=1.
Ou seja, a matriz multiplicada pela sua transposta, ou vice-versa, é igual a matriz iden-
tidade.
e Simétrica
Se A= AT

Ou seja, a matriz ¢ igual a sua transposta, isto é, a;; = aj;.



e Definida Positiva

Uma matriz simétrica real A é dita definida positiva se 27 Az > 0 para todo vetor = em
R"™ diferente de zero.

Sao validos os seguintes resultados sobre matrizes definidas-positiva:

1. Seja A uma matriz real simétrica de ordem n. Entao, A é definida positiva se e
somente se todos os seus autovalores sao positivos.

2. A é definida positiva se e somente se é simétrica e a forma escalonada de A tem todos
0s pivos maiores que zero.

A caracteristica de que todos os autovalores de uma matriz simétrica positiva definida
s@o positivos pode ser usada, segundo [12], para provar algumas propriedades dentre as quais
destacam-se as seguintes (veja [10, 12, 13)):

e Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entao A é invertivel.

e Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entao det(A) > 0.

Outro importante topico que sera tratado aqui serd a inversao de matrizes. Com o decorrer
dos proximos capitulos a percepgao de que este fator é extremamente necesséario para a resolugao
do problema polinomial matricial ficara evidente.

Definicao 3 Uma matriz Apxn € chamada nao-singular (ou invertivel) se existe uma matriz
B xn tal que

AB=BA=1.
A matriz B é chamada de inversa de A. Se nao existe uma tal matriz B satisfazendo as
igualdades acima, entdo A € chamada singular (ou ndo invertivel). A inversa da matriz A €

denotada por A™1.

Assim, quando A é invertivel, tem-se AA™! = A"1A=1.

Outro assunto de grande importancia e que é necessdrio fazer algumas referéncias esté
relacionado a determinantes. Determinante nada mais é do que um numero real associado
a toda matriz quadrada. O valor do determinante vai esclarecer se a matriz é invertivel ou
nao. Como este trabalho fard uso de resultados que envolvem determinantes, serao revistos
alguns destes resultados, porém os métodos de calcular o determinante de uma matriz nao
serao apresentados, mas citados em algumas passagens do trabalho. Fica subentendido que o
leitor conhega tais métodos uma vez que os mesmos sao trabalhados desde o ensino médio.

Listamos a seguir alguns resultados sobre determinantes e cujas demonstragdes podem ser
encontradas em [9, 12, 13].

e Uma matriz A, é singular se e somente se det(A) = 0.
e Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n entao det(AB) = det(A)det(B).

e Os determinantes de uma matriz e de sua transposta sao iguais.



e Se duas linhas (colunas) da matriz A forem iguais entao det(A) = 0.
e Se uma linha (coluna) da matriz A consiste de zeros, entao det(A) = 0.

e Se uma matriz A é triangular inferior ou superior, entdo o determinante é o produto dos
elementos sobre a diagonal principal.

1.2.2 Sistemas de Equacoes Lineares

A revisao tratard agora de sistemas lineares, um instrumento que é utilizado em mais de i

de todos os problemas matemadticos encontrados em aplicacoes da ciéncia e industria [12]. A
resolucao de tais sistemas esté presente, entre outras, em dreas como Administracdo, Economia,
Sociologia, Ecologia,Engenharia e Fisica.

Definicao 4 Uma equagdo linear em n incdgnitas € uma equagdo da forma
ai1ry + asxs + ... +apr, = b
onde ai,as,...,an €b sdo niumeros reais e xi,xs, ..., Ty, SAGO VATIdVELS.
Um sistema linear de m equacdes e n incognitas € um sistema da sequinte forma:
a1171 + a1222 + - - + a1y, = by

a21x1 + a2 + - - + agp Ty, = b
(1.1)

Am1%1 + Ama®2 + - + ATy = by,

sendo 11,2, ...,y as incognitas, a;; os coeficientes e b; os termos independentes do sistema
linear.

Matricialmente, o sistema acima pode ser escrito como

Ax = b,
em que
ajl a2 - Ay x1 by
az1 a2 -+ a2, T2 bo
A fry s xr= s b pry .
ml Gm2 - dmn mxn Tn nx1 bm mx1
O vetor b é dito “lado direito”do sistema (1.1).
A matriz
a1 ajp -+ alp ;- by
agy  ax - azy o by | )
] ) = [ A:b ]
L Gm1 aGm2 - Gmn : bm

é chamada matriz aumentada do sistema.



Definicao 5 O posto de uma matriz A — denotado por posto (A) — € a dimensao do seu espago
linha, ou melhor, ¢ o numero de linhas nao nulas da matriz, apds colocd-la na forma escada.

Teorema 4 Considere o sistema Ax = b, onde A é uma matriz quadrada de ordem n. Entdo:

Se o posto de { Ab ] > posto (A), o sistema de equagdes é inconsistente ou incompativel,

ou seja, nao admite solugado.

Se o posto de [ A ] = posto (A) = n, sendo n o nimero de incégnitas do sistema, entao

o sistema € chamado consistente ou compativel e tem solucdo unica.

Se o posto de { Ab } = posto (A) < n entao o sistema € dito consistente ou compativel e

admite infinitas solug¢oes que dependem de [n — posto (A)] varidveis livres.

Os conceitos de espacos linha e coluna sao tteis no estudo de sistemas lineares. Por este
motivo esta serd a préxima definicdo a ser mencionada. Deve-se lembrar que conceitos como
vetores, espago e subespaco vetorial e dimensao nao serao revistos, ficando assim, a pesquisa, a
cargo do leitor caso surjam duvidas.

)

Definicao 6 Se A ¢ uma matriz m X n, o subespago de R" gerados pelos vetores linha de A é
chamado de espago linha de A. O subespaco de R™ gerado pelos vetores coluna de A é chamado
de espaco coluna de A.

O sistema Ax = b pode ser escrito na forma:

an a2 ain b1
a1 a2 Qon bo

1 . + @9 . +t o, . =1 . (1.2)
Am1 Am2 Amn bm

Segue de (1.2) que o sistema Az = b é compativel, ou seja, admite solucao se e somente
se b pode ser escrito como uma combinacdo linear dos vetores colunas de A. Temos entéo, a
seguinte caracterizacgao de sistemas compativeis [12]:

Ax = b é compativel se e somente se b pertence ao espaco coluna de A,

que é uma outra forma de descrever o segundo item do teorema 4.

Os préximos conceitos a serem trabalhados serao os de dependéncia e independéncia linear.
Definicao 7 Os vetores vi,ve, ..., vy em um espaco vetorial V' sao ditos linearmente dependen-
tes se existem escalares cy,ca, ..., c, nao todos nulos, tais que:

c1v1 + covg + ... + cpv, = 0.



Os vetores v1, 03, ..., vy em um espaco vetorial V' sao ditos linearmente independentes se 0s
unicos escalares c1, ca, ..., Cy , tais que:

civ1 + covo + ... +cpv, =0
saoci =co=..=c, =0.
Teorema 5 Sejam x1,x2,..., Ty, n vetores em R™. Se X = (z1,22,...,2n) € a matriz cuja

Jj—ésima coluna € xj;, entao os vetores x1,T2,..., Ty sao linearmente dependentes se e somente
se X € singular.

Demonstracao: A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [12].

1.2.3 Autovalores e Autovetores

Agora serao abordados resultados referentes a autovalores e autovetores. Estes possuem
muitas aplicagoes em Engenharia, principalmente no que se refere as telecomunicacoes, anélise
de turbuléncia, equilibrio(resisténcia de materiais), entre outros [10, 12, 13].

Informalmente falando, um autovetor é um vetor que nao muda a sua direcao quando mul-
tiplicado por A, e seu autovalor é o tamanho da sua expansao ou contracido neste processo

.

Definicao 8 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Um escalar A € um autovalor ou valor
caracteristico de A se existe um vetor ndao-nulo x tal que Az = Ax. O vetor x é um autovetor
ou vetor caracteristico associado a .

Definigao 9 Seja A € C" ", matriz n X n cujas entradas sao nimeros complexos. O par (x,\)
€ chamado autopar da matriz A, se x #0 e Ax = \x.

Observacgoes

e Qualquer multiplo nao-nulo de z é um autovetor.

e A equagdo Ax = Az pode ser colocada na forma (A — AI)z = 0. Esta equacao terd uma
solucado nao-trivial se e somente se A — I for singular ou, equivalentemente,

det(A — AI) =0. (1.3)
Expandindo o determinante obtém-se um polindmio de grau n na variavel A:
p(A) = det(A — ).

Esse polinomio é chamado de polinémio caracteristico e a equagao (1.3) é a equagdo
caracteristica da matriz.

e Os autovalores da matriz A e de AT sdo os mesmos.



e Os autovalores de uma matriz diagonal, triangular inferior ou triangular superior estao
na sua diagonal principal.

e O conjunto de autovalores de A é chamado de espectro de A, é denotado por A\(A). Isto é,
AMA) = {\]| Az = Az}

= {Conjunto dos autovalores de A}
= Espectro da matriz

A relagado entre o polindmio caracteristico de uma matriz com seus autovalores pode ser
percebida no teorema abaixo:

Teorema 6 Os autovalores de A sdo as raizes do polinémio caracteristico de A.

Demonstragao: A demonstracao pode ser encontrada em [9)].

Definigao 10 (Auto-Espago associado a um autovalor de uma matriz A) Seja A um
autovalor fixzo de A. O conjunto formado por todos os autovetores de A associados com A
e o vetor nulo € um subespaco de R™, chamado auto-espaco associado com X. O auto-espaco
associado a A serd denotado por V).

Multiplicidade algébrica de A é o nimero de vezes que A aparece como raiz da equagao
caracteristica.

Multiplicidade geométrica de A é a dimensao do auto-espago associado a A, isto é, a dimensao
de V)\.

Um resultado importante com relagao a autovetores é que em certos casos eles podem formar

um conjunto LI (linearmente independentes). Isto é descrito no teorema a seguir.

Teorema 7 Se A, Ao, ..., \p sao autovalores distintos de uma matriz Apxn, com autovetores
associados 1, T3, ..., Tk, entdo T1i,Ta,..., T SGo linearmente independentes.

Demonstragao: A demonstragio pode ser encontrada em [10, 12, 13].

Defini¢ao 11 (Diagonalizacao) Uma matriz Ay, x, € diagonalizdavel se existirem uma matriz

invertivel Ve uma matriz diagonal A satisfazendo VYAV = A. Neste caso, diz-se que V
diagonaliza a matriz A.

Seguem alguns teoremas importantes que explicam melhor quando uma matriz pode ser
diagonalizével e cujas demonstracoes podem ser encontradas em [12].

Teorema 8 Uma matriz Apxn € diagonalizavel se e somente se A tem n autovetores linear-
mente independentes.



Observacoes

e Se A é diagonalizdvel, entao os vetores colunas da matriz V que diagonaliza A sdo os
autovetores de A e os elementos diagonais de A sdo os autovalores associados.

e Se A énxnetem n autovalores distintos, entao A é diagonalizavel. Se os autovalores nao
forem distintos, A pode ou néao ser diagonalizavel, dependendo se tem ou nao n autovetores
linearmente independentes.

e Se A é diagonalizavel, entdo A pode ser fatorada num produto VAV 1,

Baseado nos Teoremas 7 e 8 obtém-se o seguinte resultado:

Teorema 9 Uma matriz A € diagonalizdvel se todas as raizes de seu polinémio caracteristico
forem reais e distintas.

Existem casos de matrizes quadradas em que AB = BA. Quando isto ocorrer, sera dito que
as matrizes A e B sdo matrizes comutaveis. Este serd um fator importante para resolver um
caso muito particular do problema de encontrar as raizes de uma equacao polinomial matricial
quadratica. Para que duas matrizes comutem ¢é necessario, porém nao suficiente, que as matrizes
A e B sejam quadradas e de mesma ordem.

O resultado abaixo fornece condigoes necessarias e suficientes para que duas matrizes comu-
tem.

Proposicao 1 Sejam A e B duas matrizes quadradas diagonalizdveis. Entao, A e B comutam,
ou seja, AB = BA, se e somente se A e B tem 0s mesmos autovetores.

Demonstracao: Suponha que A e B tém os mesmos autovetores. Como A e B sao diago-
nalizaveis, entdo deve-se ter A = VA V™' e B = VAV ™! onde Ay é a matriz diagonal de
autovalores de A e Ay é a matriz diagonal de autovalores de B. Portanto,

AB = (VA VY (VA VT
= VAl(V71V)A2V71
= VAlAQV_l
= VA2A1V71
= (VALV DY (VA VY
= BA.

Isto demonstra que as matrizes A e B comutam. A prova da condicao suficiente é mais
elaborada e nao serd incluida aqui; ela pode ser encontrada em [10, pag. 421]. U

Teorema 10 (Teorema Espectral para Matrizes Simétricas) Uma matriz simétrica A

pode ser fatorada em A = QAQT, com autovetores ortogonais e unitdrios na matriz Q e o0s
autovalores na matriz diagonal A.

Demonstracao: A demonstragao do teorema enunciado acima bem como defini¢oes referentes
a autovetores ortogonais e unitdrios podem ser encontrados em [12, 13].
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Capitulo 2

Notas historicas e a resolucao das
equacoes cubicas e quarticas

Neste capitulo serao abordadas as resolugoes das equacoes de terceiro e quarto graus. Pri-
meiramente serd apresentado, de forma resumida, um pouco do contexto histérico que envolve
esta grande descoberta. A histéria, detalhada por completo, pode ser encontrada em [2] e [3].

2.1 Introducao

Talvez o feito matematico mais importante do século XVI tenha sido a descoberta, por
matematicos italianos, da solucao algébrica das equagoes cubica e quartica.

Em sintese, o que parece ter acontecido foi que, por volta de 1515, Scipione del Ferro
(1465-1562), professor de matematica da Universidade de Bolonha, resolveu algébricamente a
equacao cubica

23 +ax =b.

Scipione nao publicou o resultado mas, antes de morrer, revelou a solugao de tal problema a
Antoénio Fior, seu discipulo.

Por volta de 1535, Nicolo Fontana de Brescia(1500-1557), mais conhecido como Tarta-
glia(gago, em italiano), devido a um ferimento sofrido na regiao da garganta quando crianca,
ferimento este que afetou sua fala, anunciou ter descoberto uma solugao algébrica para a equagao
ctbica

22+ ex? =d.

Fior nao acreditou que Tartaglia soubesse realmente resolver tais equacoes e por isso o
desafiou para uma disputa que envolvia a resolucao de equacoes ctbicas. Tais confrontos eram
freqlientes na época e, muitas vezes, para um matematico permanecer atuando como professor
era necessario que o mesmo tivesse um bom desempenho nesses encontros. Nesta disputa,
Tartaglia conseguiu resolver todos os problemas propostos por Fior, que por sinal eram do tipo
x> + ax = b. Fior, ao contririo nao havia resolvido a maior parte dos propostos por Tartaglia.
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Assim, no dia marcado, constatou-se que Tartaglia sabia resolver dois tipos de cubicas,
sendo que Fior s6 sabia um. Por esse motivo, Tartaglia triunfou plenamente.

Essa noticia chegou até Girolamo Cardano (1501-1576) praticante de Medicina em Milao.
Cardano convidou Tartaglia para ir até sua casa, e 14, com muita insisténcia, conseguiu que lhe
fosse revelado o segredo da resolucao das equagoes do terceiro grau[2]. Tartaglia lhe ensinou
a regra, embora nao tenha fornecido a demonstragao, pedindo em troca o juramento de que
Cardano jamais publicaria esse segredo.

Conhecendo esse método, Cardano achou uma demonstracao que a justificasse. Ele também
estimulou seu secretario e discipulo Ludovico Ferrari (1522-1565) a trabalhar com a equagao de
quarto grau. Este, encontrou o método de resolucao com a devida demonstracao.

Com a posse de ambas as solucoes, no ano de 1545 em Nuremberg, Cardano publicou uma

obra intitulada “Ars Magna”, um grande tratado em latim de Algebra7 e 14 estavam as regras
de resolucao das equagodes do terceiro e quarto graus.

2.2 Resolucao de Tartaglia para a equacao de terceiro grau

Nesta primeira secao serd apresentada a maneira com que Tartaglia obteve a solucao da
equacao de terceiro grau. Obviamente, houve a utilizagao de métodos e notagoes atuais para
que o entendimento do processo ficasse mais simples para o leitor. A explicacdo também pode
ser obtida em [3].

Seja a equacgao de terceiro grau:

ar® +bx? +cx +d=0, a#0. (2.1)

Primeiramente deve-se tornar a equagao (2.1) na forma y3 + py = ¢. Para que isso possa
acontecer, é necessario seguir os seguintes passos:

e Dividir a equagao geral (2.1) por a, obtendo assim uma nova equagao:

d

b
B+ 222+ Se+ =0 (2.2)
a a a

b
e Substituir  de (2.2) por y — 3g COm 0 objetivo de anular o termo de 2° grau.
a
Entao, fazendo a mudanca de varidveis em (2.2) obtém-se:
b\* L b\’ L by L4,
4 3a a Y 3a a Y 3a a
Desenvolvendo as poténcias indicadas tem-se:
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s (e VN, _( 2 b d
y a 3a2)7 27a3  3a? a

Tome agora:

c b2 253 be d

P=a7 32 © T Twd T

Depois de realizadas as transformacoes citadas acima, recai-se numa equacao de terceiro
grau, escrita na forma:
3 _
Yy +py=gq (2.3)
Sera necessario recordar agora a férmula do cubo de um binémio:

(u —v)? = u® — 3uv + 3uw? —v?

(u —v)? = =3uv(u —v) + (u® — v3)

(u —v)? + 3uv(u — v) = u® — 03 (2.4)

Comparando a equacao (2.3) com a equacao (2.4), tem-se:

3 3

p = 3uv = uv:g
q=u’—v

Se for possivel escolher u e v de modo que verifiquem: wv = g e q=u?—v3 arelacio (2.4)

ficara:
(u—v)3+p(u—v) =gq

o que significa que, se forem encontrados valores de u e v que satisfacam o sistema acima e
tomando y = u — v, esta serd uma solucao da equacao dada.

Para que se encontre os valores de u e v deve-se considerar novamente as equagoes:
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Fazendo agora: u? = U e v3 =V, tem-se:

Basta agora tomar U e —V como raizes de uma equacgao. Assim, de acordo com o
Teorema 2 do Capitulo 1, tem-se:

(Y —U)(Y +V)=0

Y24YV YU -UV =0
Y24Y(V-U)-UV =0

=) = ven--(3)

3

Lembre que: , entao essa equacao ficara da forma:

3

Ao resolver esta equagao pela formula de Béskara, obtém-se:
_d +4/a* —4(5)3

sendo que as duas raizes, U e —V, mencionadas acima serao:

1T < ()

Sabe-se também que y =u — v e

wW=U=u=vU

e, além disso, que
vP=V=v=VV.

Entéo: y = VU — V'V é a solucdo enunciada por Tartaglia.

Desta maneira, substituindo os respectivos valores de U e V, sera obtida a seguinte expressao:

AT T
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E esta é a conhecida férmula de Tartaglia ou de Cardano, envolvendo apenas algumas
mudancas de variaveis.

- a
Depois de encontrado o valor da varidvel y basta substitui-lo na equacao x = y — 3 para

encontrar assim o valor das raizes da equacao (2.1). Esta transformagao era conhecida somente
por Tartaglia, ou seja, ele sabia um método que poderia resolver qualquer equacao de terceiro
grau. E foi esse o fator decisivo no duelo com Fior.

Veja dois exemplos de como encontrar as raizes de uma equacao de terceiro grau utilizando
a resolucao de Tartaglia:

Exemplo 3

Seja a equacao polinomial:
23 +92% + 242 +16 =0 (2.5)

Observe que: a=1, b=9, c =24 e d = 16.
- , . 9 .
O primeiro passo serd fazer a mudanca de varidvel x =y — 3 ou simplesmente z =y — 3.

Tem-se assim:

(y—32+9(y—3)2+24(y—3)+16 =0

(v —9y% + 27y — 27) + 9% — 54y + 81+ 24y — 72+ 16 =0
y?—3y—2=0

Y’ — 3y =2

De acordo com Tartaglia , uma das raizes de (2.5) é fornecida pela férmula:

=6 () ) - ()
onde, neste caso, p= —3 e q= 2.

) GO ()
y= {14 VIO 1P+ {1 - VIR T (1P

Portanto y; = 2 é raiz de 3> — 3y = 2. Como x =y — 3 = 1 = —1 é raiz de (2.5).

Agora, utilizando o teorema (2) tem-se: 22 + 8z + 16. As raizes desta nova equacio podem
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ser encontradas pela férmula de Baskara. Realizando os respectivos cdlculos é obtida a raiz
T9 = —4, cuja multiplicidade é dois.

Exemplo 4
Considere a equacao polinomial:
234322 32 -45=0 (2.6)

Tem-se: a=1, b=3, c= -3 ed = —45.

Fazendo a mudanca de varidavel x = y — 1, obtém-se uma nova equagao, porém sem o termo
de segundo grau. Esta equacao é:

y® — 6y — 40 = 0.

De acordo com a resolugao de Tartaglia para equagoes de terceiro grau, esta seria uma nova
equacgao, onde p = —6 e ¢ = 40.

Para que o método fique realmente claro, o processo sera realizado passo a passo, mas sempre
visando obter as raizes da equagao (2.6).

Usando a férmula de Tartaglia, cujo desenvolvimento foi mostrado anteriormente, tem-se:

SIOR O ERIEGRC)

y:</20+\/400—8+ </20—\/400—8

<
I
_—w

y:

_—w

y:{"/20+\/3572+€/20—\/@

y = i’/2o+ 14v2 + {’/20— 14v2

y = 3,414213562 + 0, 585786437

y=4

Portanto y; = 4 é uma raiz de y3 — 6y — 40 = 0.

Como foi realizada a mudancga de varidvel x =y — 1, tem-se que x1 =4 — 1 = 3 é uma das
raizes de (2.6).

Apés, usando o teorema (2) obtém-se um novo polinémio de segundo grau, x2 + 6x + 15,
cujas raizes (2.6) podem ser calculadas agora através da férmula de Béskara.

Realizando esses célculos, obtém-se: zo = —3 + V/6i ¢ 23 = —3 — /6i.
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2.3 Uma outra abordagem das equacoes de terceiro grau

Esta e a préxima se¢ao apresentam uma outra maneira de resolver as equagoes de terceiro e
quarto graus. A forma de resolugdo que serd citada a seguir foi apresentada a Elon Lages Lima
em 1987, por um de seus alunos. O artigo podera ser encontrado em [4].

Dada a equacao geral de 2° grau:

2+ br4c=0 (2.7)

Primeiramente é necessario relembrar a seguinte propriedade: se x1 e xo s@o as raizes da
equagao(2.7), sabe-se que:

{ 1+ 1o =—b .
ou ainda que:

r1+z9 =95
1T = C

1T = P

de modo que S= soma das raizes e P= produto das raizes.

A afirmagado acima pode ser facilmente verificada. Ora, se x1 e x5 sdo raizes da equagao
(2.7), entao de acordo com o Teorema 2 visto no Capitulo 1, a mesma pode ser escrita como
(x — x1)(z — 22) = 0. Resolvendo esta expressao obtém-se: (z2 — zxy — x21 + 2122) = 0, € esta

pode ser reescrita como:

z? - (1 +x2)z + 2122 =0 (2.8)

Usando as varidveis S e P, conforme visto acima, podemos escrever a equagao (2.8) da
seguinte forma:

2> Sz +P=0 (2.9)

A motivacao deste método de resolugdo de equacoes do terceiro grau vem do calculo da
expressao y = /r; + /z,, onde x; e xy sdo raizes da equacao (2.9). De fato,

y = Vo, + Y, = y? (V) + Vwy)?
y3 z1 + z2 + 3Tz (V) + Jxy)
y* = S+3VPy

Esta igualdade também pode ser expressa como:
y3 —3VPy—S=0 (2.10)

Desta forma, para encontrar o valor de y sera necessario resolver a equagao cibica acima. Entao,
dada uma equacao de terceiro grau é possivel escrever suas raizes como soma de raizes cibicas
de raizes de uma equagao de segundo grau. Isso pode ser feito seguindo-se o esquema abaixo:
Dada a equacio de terceiro grau a3 + ax? + bz + ¢ = 0, o primeiro passo é a mudanca
y a e~
de varidvel, z =y — 3 a fim de anular o termo de segundo grau. Fazendo essa substituigao

recai-se numa equagao do tipo:
Y +py+q=0 (2.11)
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semelhante a equacao da resolugao do método de Tartaglia.

Comparando as equagoes (2.10) e (2.11) , é necessério obter:

p:—3€/13 € q=-_5,

ou, em outras palavras, deve-se determinar P e S de forma que se x1 e x5 sdo raizes da equagao
22 — Sz + P =0, entdo V1, + Yz, satisfaz a equagao v} +py+q=0.

Assim, obtém-se:

3
S=—q
P’
ou seja, x1 € T9 sao raizes de z? + qxr — o7 =0.

Dal, por Béskara, encontra-se os valores das raizes x; e x2 como segue abaixo:

43
—aE @+ o —a . [ra\?, (p\®
. 2 T 5) T3

Desta maneira segue-se que:

S ERE)
T 5 + 9 + 3
ey
275 2) T3
Assim, como y = /x, + /74, segue que:

e R ER ORE)

satisfaz 12 + py + ¢ = 0.

2.4 Uma abordagem para resolver as equacoes de quarto grau

A dultima secao deste capitulo transcreve a solucao da equagao de quarto grau, partindo do
mesmo principio da segdo anterior. Este artigo encontra-se em [4], e antes dele ser publicado,
o aluno de Elon descobriu que este método de resolucao da equagdo de quarto grau também
havia sido estudado, desenvolvido e publicado por Euler em [5].

Considere a equacao do terceiro grau:
23— Sz 4 Syxr — P =0 (2.12)

de raizes x1, T2, T3, que satisfazem:
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e r1taotxzz3=2>5

® 1172 + 1173 + X223 = Sy

e rirox3 =P

A andlise das afirmagoes acima segue o raciocinio analogo visto anteriormente na abordagem

das equagoes de terceiro grau. Por este motivo os cédlculos ficarao a cargo do leitor, caso haja
necessidade.

Seja y = /x; + /x5 + /24, entao

y2 = (ﬁl + \/52 + \/53)2 = y2 =21 +x9+ 23+ 2(\/x1$2 +VTiws + \/xgxg).

Como a soma das raizes foi chamada de S, tem-se:

2 2
(y 5 S) = (V/T122 + /7123 + \/x2x3)2.

Desenvolvendo o quadrado obtém-se:

2 S 2
<y 5 ) = 2179 + 1123 + 123 + 2(\/T12273) (VT1 + Ty + VT3),

ou seja:

Q_S 2
(y 5 > :Sd+2\/ﬁy.

Desenvolvendo este bindmio obtém-se a seguinte expressao:

yt —25y? — 8V Py + 52— 45, =0 (2.13)

Portanto, dada a equacao z* + ax3 + bx? + cx + d = 0, 0 método inicia com a mudanca de

variavel r =y — %, a fim de obter uma equacao do tipo:
y* + k1y® + kay + k3 = 0. (2.14)
Comparando as equagoes (2.13) e (2.14), deve-se tomar S, P, e Sy tal que:

. k1:—25é5:_7kl

2
. k2:—8\/13:>P:(ké2>

k2 — 4k
. k3=S2—4Sd:>Sd=11763.
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Assim, voltando para a equagao original (2.12) tem-se:

k k2 — 4k ko 2
3_ Mo (KT ZAR3) - (R2)
x 2x —|—< 16 >33 <8> 0,

e resolvendo-a, pelo processo visto na segao anterior, as raizes x1, T2 e x3 sao obtidas tais que:
Yy =T, + Vx9 + /15 satisfaz a equagao: vt + k1 + koy + k3 = 0.
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Capitulo 3

Relacionando equacoes polinomiais e
Algebra Linear

Neste capitulo, a conexao entre Equagoes Polinomiais e conteidos da Algebra Linear, como
autovalores e autovetores, se tornarao evidentes.

3.1 Matriz Companheira

E fundamental neste trabalho, que se defina uma nova modalidade de matriz - matriz

companbheira - cuja abordagem nao é introduzida no decorrer das disciplinas de Algebra Linear.
Apés, serd enunciado e demonstrado um teorema indispensdvel ao estudo que serd feito nos
préximos capitulos.

Definicao 12 Uma matriz Cy,x, € dita MATRIZ COMPANHEIRA se ela € da forma:

[0 0 0 0 —ag |
100 O —ay
010 O —as
C=1l001 o0 —a3
L0 00 - 1 —apna |, ..
onde ag, G1,...,0n,_1 SGO NUMETOS TEALS.

Uma importante propriedade desta matriz é que ela permite estabelecer uma conexao entre
o problema de encontrar raizes de polindmios monicos e o problema de autovalores matriciais,
como pode ser visto no préximo teorema. Um polindmio na varidvel ¢ é dito moénico se o
coeficiente da poténcia de maior ordem em ¢ é a unidade.

Teorema 11 As raizes do polinémio p(t) = t" 4 an_1t" ' 4 ap_ot" 24 - + a1t + ao, a; € R,
1=0,1,...,n—1 sdo os autovalores da matriz companheira C.
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Demonstragao: Sera assumido que ag # 0, caso contrario p(t) teria uma raiz nula e a anélise
poderia ser feita utilizando-se um polindmio moénico de grau n — 1.

Os autovalores de uma matriz A sao calculados ao resolver det(A — AI) = 0. Portanto, serd
utilizado este fato para efetivamente comecar a provar o teorema enunciado acima.

Basta provar que p(t) é o polinémio caracteristico de C, ou seja

p(t) = det(C — ).

Para isto, observe que:

A 0 0 0 —agp

1 =X 0 o - —aq

0 1 =X 0 - —a2
det(C—)\I) = 0 0 1 N N —as3

0 0 0 - 1 —ap1-X|

Se A # 0, entdo serd realizada uma operagao elementar para zerar o elemento na posicao
(2,1). Com esta operagao obtém-se:

A 0 0 0 - —ay

0 A 0 0 .- —%_g

0 1 =XAx 0 - —ay
det(C=AD=| g o0 1 —» ... s

0 0 0 - 1 —agi-X|_ -

Repetindo esse processo “(n—2)”vezes, e aplicando o desenvolvimento do determinante pela
expansao em cofatores tem-se:

A 00 La g,
1 -A 0 o
Qet(C—A) = —A| 0 1 —x - —a
00 L=t = A o e
A0 %N T
1A o
= (=N)? '
0 1 —Aan—-1 — A

Apés “(n — 2)”passos obtém-se a seguinte igualdade:
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- (_ASQZ - )\31*3 -t an—?)

det(C —\I) = (=A)"2.
1 (—an,1 - )\)
= (_)\)n—2 ) [ A (=ap-1—-A) — (_)\292 - )\2173 — = ap-2) }
= ("2 [ MHapa A A58 Sy e tans |

= (—D"2N)" 2 [ N tan1 A 52+ 525+ Fap |
= ()" [ AN"+ap1- A" a0 A" 24 an3 A"+ +ar- At ap |
Fazendo agora det(C' — AI) = 0, verifica-se que:

Nt an 1 X" an o AP an 3 NP4 tar- A+ ag=0

E entao pode-se concluir que A é raiz do polindémio p(t).

Conseqiiéncias:

1. As raizes do polinémio podem ser calculadas através dos autovalores da matriz compa-
nheira associada. Na pratica, isto pode ser feito utilizando-se pacotes computacionais tais
como MATLAB ou MATHEMATICA.

2. Outra matriz companheira associada a p(t) é:

0 1 0 0
0 1 0 0
BT — 0 0 0 1
: : : : . 0
0 0 0 o - 1
—ag —ap —a2 —az - —0p—1

L 4 nXxXn

As raizes de p(t) sdo os autovalores de E pois, como foi citado no primeiro capitulo, os
autovalores de uma matriz e sua transposta sao os mesmos.

3. Se todas as raizes de p(t) sdo simples, ou seja, se a multiplicidade algébrica de cada raize
de p(t) é igual a um, entdao E e C tém autovalores distintos e portanto, de acordo com
o Teorema 7 do Capitulo 1, tém n autovetores linearmente independentes. Logo FE pode
ser diagonalizada (veja Teorema 8).

Neste caso F ¢é diagonalizdvel com matriz de autovetores dada por:

1 1 1 e 1
A1 Ao A3 ‘e An
)\12 )\22 A32 . )\TLZ
V=]wv v2 vg - v, |= . . : .
/\17}—1 )\2{1—1 )\35—1 o )\n{1—1
N e Ve Ve S——
L v1 V2 v3 Un .
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Isto é, E = VAV™! em que A é a matriz diagonal formada pelos n autovalores de E, ou

seja:
A 0 0 0
0 X O 0
A= 0 0 A3 0
| 0 0 0 An |
Para verificar isto, observe que:
E=VAV! < EV =VA
A 0 0
0 X O
<:>E[v1 vy V3 - vn]:[vl Vo U3 ’Un] 0 0 A3
L 0 0 0
= [ Evi Evs Evg E’Un ] = [ ALU1 Ao Ag?)g )\n’l)n ]
S
Ai
A2
< Fv; =XNwv; onde, 1=1,2,....,.m e v; = .
>\i7:a—2
-1
Ain - nx1
De fato,
[0 1 0 0 0 11 1 1
0 1 0 0 )\2.2
s
FEv; = 0 0 0 1 Z <
: : 0 3_2
0 0 0 0 1 A"
)\‘n,1
| —Go —ai —az —as —Qpn-1 | L7
_ A -
A2
Ai®
EUZ' = .
)\iT.L_l
| —ap —a1hi — - —an N

Como \; é raiz de p(t) (visto no Teorema 11), segue-se que:

M4 AT a4 N a N Fag =0

= A= —ag — a1Xi — apA® — - — apo N2 = ap !
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Substituindo a equac@o (3.1) na dltima linha da matriz Ev;, calculada anteriormente,
obtém-se:

i 1
A2 A
>\i3 )\iQ
Ev; = ) =\ )
)\iﬁfl )\,n—2
T
A n—1
)\Zn 4 nx1 L )\Zn dnx1
Portanto, Fv; = \v;. O
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Capitulo 4

Equacoes Polinomiais Matriciais

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas idéias introdutérias que permitam, pri-
meiramente, entender o problema de encontrar solucoes de certas equagoes polinomiais com
coeficientes matriciais, e em segundo lugar, apresentar alguns resultados que ajudarao a descre-
ver um método de resolucao de equagoes polinomiais matriciais quadraticas, que serd abordado
no proximo capitulo.

Para tanto, inicia- se com alguns fatos histéricos sobre equagoes polinomiais com coeficientes
escalares, e em seguida serao apresentados dois exemplos que tornarao evidente os obstaculos
que sao encontrados no estudo do problema. O estudo de equactes polinomiais matriciais
quadraticas vira apds uma breve apresentacao de alguns conceitos e resultados tedricos sobre
polindmios matriciais.

4.1 Motivacao e formulacao do problema

Nos capitulos anteriores mostrou-se que se as equagoes forem de 2°, 3° ou 4° grau, entao
suas raizes sdo encontradas por radicais, fazendo-se apenas algumas mudancas de varidveis,
no caso de equagoes de 3° e 4° graus. Quanto as equagoes de quinto grau, Euler(1707-1783),
baseado no fato de que a resolugao de uma equacao quértica se reduz a resolucao de uma cibica
associada a ela, tentou igualmente, porém desta vez sem sucesso, reduzir a resolu¢ao de uma
equacao quintica geral a de uma quartica associada. Apods muitos anos de estudos, o médico
italiano Paolo Ruffini(1765-1822) procurou provar, embora sem muito éxito, que as raizes das
equagoes gerais de grau cinco, ou maior, ndao podem ser expressas por meio de radicais em
termos dos coeficientes respectivos. Entao, em 1797, Carl Friedrich Gauss, durante sua tese de

doutorado deu a primeira demonstracio satisfatéria do Teorema Fundamental da Algebra[2],
veja Teorema 1.

Mas, a questao principal e que é foco deste trabalho é como encontrar solugoes para equagoes
polinomiais de grau m do tipo

Pp(X) = ApX™ + Ay 1 XM 4 A1 X+ A =0, (4.1)

com A; e R 45 =0,...,m, A, #0,e X € RI¥4,
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Ou seja, qual a matriz X que satisfaz P, (X) =0, 0 € R7*??

Conforme serd apresentado mais adiante, o problema é dificil e pode ou nao ter solugao.
Quando uma tal X existe satisfazendo a equagao (4.1), ela é dita solvente de P,,(X). Para
ilustrar o grau de dificuldade do problema serao considerados dois exemplos envolvendo equacgoes
polinomiais matriciais de primeiro grau.

Exemplo 5
Seja P1(X) = A1 X + Ao, com
1 =2 3 -2
w=[ e w57
Observe que PI(X) =0 A1 X +A4)=0< A1 X = —Ao.

A1 X = — Ay pode ser escrito como:
1 =2 T T2 | _
-3 6 To1 Tog |
Note que este é um sistema da forma AX = B, onde A = Ay e B = —Aq. Considere agora:
X:{leXg} e 32[31532]7
de forma que
Xlz[3311]7X2:[»’612]’31:[511}’32:[512]
x91 T2 ba1 baa
Entao, é claro que A1 X = -4y & [ A1 X7 A X } = [ B; ' By } . Portanto, para se
obter a solucdo de A; X = —A( serd necessario encontrar solugoes que satisfacam:

I) AlezBl e II) AlXQZBQ

Anélise do primeiro sistema de equacoes:

I) A\ X, =B
I

Repare que [3711 } :[_g]e [3311 ] :[
x21 -3 Ta1

] sao solucdes da equacao 1.
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Perceba que o sistema I admite infinitas solugbes. Para que isto fique claro, é necessario
fazer algumas operagoes elementares com o objetivo de encontrar o posto da matriz [ Aq ] e

de[AlgBl].

Primeiramente serd realizado o cdlculo do posto da matriz A;, posto(4;).

(al=] ]~ T ] e restean =1

Agora ser4 feito o célculo do posto ( Ay : By ) :

1 -2 : =3 1 -2 : -3 }
[AIEBI]: . ~ . = posto(A; : By ) =1.
-3 6 : 9 0O 0 : 0

Observe que o posto da matriz aumentada é igual ao posto da matriz Ay, além disso, o
posto de ambas é menor que o nimero de incégnitas do sistema(que é dois) e por esse motivo
o sistema I admite infinitas solugoes, conforme visto no Teorema 4 do Capitulo 1.

Agora sera resolvida a segunda equagao:

1 -2 X192 . 2
-3 6 99 o -5
Sera necessario, novamente, utilizar o posto das matrizes para chegar a alguma conclusao.
E sabido que o posto da matriz Ay é 1, calculado anteriormente. Portanto, basta encontrar o
posto( Ay : Bs). Realizando as mudancas adequadas encontra-se que:
1 -2 : 2 1 -2

[AlfBQ]Z _ ~ 2 = posto (A1 : By) = 2.
-3 6 : =5 0 0 : 1

J4 que neste segundo caso, o posto da matriz aumentada (A; : By) é maior que o posto da
matriz A, o sistema de equagbes é inconsistente, ou seja, nao admite solugao alguma.

O sistema geral foi decomposto em dois sistemas “menores”, a fim de facilitar o trabalho.
Como uma das duas equagdes que compoem o sistema geral nao admite solugao, embora a outra
possua infinitas solugoes, entao podemos concluir que o problema original também nao possui
solugao.

Exemplo 6

Seja agora P;(X) = A1 X + Ap, com



Analogamente ao exemplo anterior, tem- se que P (X) =0 < A1 X+A490=0< 41X = —A,.
1 -2 11 T12 o -3 2
o IR | B B gy

Novamente este é um sistema da forma AX = B, onde A = A; e B = —A. Para obter as
solucoes desejadas deve-se considerar agora os seguintes sistemas de equacoes lineares e fazer o
mesmo estudo do exemplo anterior:

I) AlezBl (§] II) AlXQZBQ

O primeiro sistema de equagoes é:
1 -2 11 . -3
-3 5 a1 N 9
Novamente serd preciso calcular o posto de [ Ay ] e de [ A By } . Seguindo o mesmo
raciocinio do exemplo anterior o primeiro célculo serd o posto(Aj).

[Al]:[_é _§]~[é _f];»posto(Al)zz.

O segundo passo serd calcular o posto ( Ay : By ) :

[AlfBl]: ~ ‘ = posto (A1 : By) = 2.
-3 5 9 0 1 : 0

Agora sera necessério resolver a segunda equacgao:

ERIEIE

Como o posto da matriz A; ja foi encontrado acima, agora serd encontrado o posto de

[ Ayt By } Efetuando as operacoes elementares apropriadas obtém-se:

1 -2 : 2 1 =2 : 2 )
[AlfBg]: ~ = posto( Ay : By) = 2.

-3 5 : =5 0o 1 : —1

Repare que o posto da matriz [ Ay } é igual ao posto da matriz aumentada. Além disso,

o numero de linhas nao-nulas em cada um dos sistemas apds a transformacao para a forma
escada é igual ao ntimero de incégnitas do sistema original. Por isso, de acordo com o Teorema
4 do Capitulo 1, o sistema admite uma tnica solugao e assim, a equagdo polinomial P;(X) =0
também tem uma tnica solugao.
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Estes exemplos simples mostram que o problema de encontrar raizes para equacoes polino-
miais com coeficientes matriciais pode nao ter solucao sendo, portanto, um problema dificil de
ser resolvido. Por isso, o foco deste trabalho ficara restrito unicamente a equagoes polinomiais
matriciais quadraticas.

4.2 Nocoes basicas sobre polinomios matriciais

O estudo de equagoOes polinomiais matriciais comegou por volta de cinco séculos atras.
Porém, a preocupagdo com equagoes polinomiais envolvendo matrizes e/ou polinémios com
coeficientes matriciais ¢ relativamente recente [1]. Um polinémio matricial de grau m (também
chamado de A-matriz) é uma funcao de valor matricial da forma

Pr(\) = Ap ™ + Ay N AN+ A, (4.2)

em que os coeficientes A; sdo matrizes g X ¢ e A,;, # 0. (Aqui, obviamente 0 é a matriz nula).
Além disso, P, () serd uma matriz ¢ x ¢ cujas entradas sdo polinomios escalares de grau menor
ou igual a m.

No que se refere a polindmios matriciais, existem dois problemas que destacam-se. O pri-
meiro, no qual este trabalho foi direcionado, tem o objetivo de encontrar matrizes X € C?*4
tal que

Pn(X)=ApX™ + Ay 1 X" 4 4+ A40=0 (4.3)

e o segundo, que fornecerd auxilio para que o problema acima seja resolvido, é de encontrar
escalares A tal que

det (P (X)) = 0. (4.4)

Como este trabalho tratard unicamente de equacOes polinomiais matriciais quadraticas, o
problema de encontrar um solvente (ou raiz) para P, (X) reduz-se a:

Py(X)=AX*+ 41X +Ag=0

Observagao

Se A,, é nao-singular a equacao P,,(X) = 0 pode ser transformada numa outra equivalente
da forma:
M(X)=X"+ B 1 X" '+ .. +By=0, (4.5)

onde B; = A-YA;, parai=0,...,m. Neste caso, M(X) ¢ dito polinémio monico.

Se X é uma matriz escalar, X = A\I, entdo P na equacao (4.3) torna-se a A-matriz ou um
polindémio matricial na varidvel complexa A descrito em (4.2), e o problema de encontrar pares
(Nz), AeR, x€RY x+#0, tal que

PNz =0, (4.6)
é chamado de problema de autovalor polinomial matricial.

O principal obstaculo ao se encontrar os solventes (ou raizes) de um polinémio matricial
esta no fato de que nao ha um resultado que garanta a existéncia de solugoes, como o Teorema
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Fundamental da Algebra, véalido para polinémios escalares. Para estudar como isto pode ser
feito, necessita-se formalizar o conceito de autovalor para polindmios matriciais.

Definigao 13 Dizemos que N\ € um autovalor do polindmio matricial quadrdtico Pp,(\) se
det(Pn()\)) = 0. Este serd chamado de polindmio caracteristico de Py, ()\) e denotado por
p(A\). Dizemos também que x # 0 (vetor ¢ X 1) é um autovetor associado a \ se Pp,(\)xz = 0.

Observagoes:

e Resolver P,,,(A\)z = 0 é o mesmo que resolver um sistema homogéneo com ¢ equagoes.
e Como os coeficientes A; sdo ¢ X ¢, a equacdo caracteristica,
p(A) = det(Pn (X)) =0

possui grau menor ou igual a mgq, onde m é o grau do polinémio P,,(\) e ¢ é o tamanho
dos coeficientes A;s. Assim, o ntimero de autovalores existentes também serd dado pelo
grau de p(A). Como o trabalho restringe-se a equagoes polinomiais quadréticas, o grau de
p(A) serd menor ou igual a 2¢. Ou seja, considerando a equacao quadratica existird, no
maximo, 2q autovalores.

e Se Ay for igual & matriz nula (Ay = 0) e Ay = —1I, a equagao caracteristica reduz-se
a det(Ag — AI) = 0. Neste caso, P, () possui grau um e o problema de autovalor é
simplesmente o problema de autovalor- autovetor matricial padrao. Analogamente, se x é
um autovetor associado a A, Pp,(\)z = 0 reduz-se a (A9 — A )z = 0 ou equivalentemente
Apx = Az (veja Definigao 9).

Um exemplo que ilustra o dltimo item acima é o seguinte:

Exemplo 7

Seja Py(A) = AsA2 + A\ + A, com Ay — 0, A — —T, ¢ Ag = [ ; :? }

Entao Py(\) = —AI + Ag <= P3(\) = Ap — AI. Inicialmente serd necessario encontrar os
autovalores da matriz. Para isso serd utilizada a equagao caracteristica.

2—A -3

det(Ag—A) =0 <= 9 _5_

=0 <= (2-XN(-5-XN—-(2)(-3)=0
Efetuando os cédlculos obtém-se a seguinte equacdo: A2 + 3\ —4 = 0. As raizes desta,
encontradas a partir da férmula de Baskara, sdo: A\j = —4 e Ay = 1.

Agora, serao calculados os autovetores associados aos dois autovalores encontrados acima.
Para tal procedimento serd usada a equagao: (Ag—AI)x = 0. Os autovetores x; serdo denotados

neste exemplo por z; = [u; us]”.
O autovetor associado a A\; = —4 é dado por: (Ag+41)z; = 0, ou posto na forma matricial
€omo:
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Ao resolver este sistema homogéneo obtém-se que o autovetor associado ao autovalor Ay = —4

1
éx = [ 21;11 } , tomando-se u1 = 1 tem-se: x1 = [ 9 ] .

Procedendo analogamente, obtém-se que o autovetor xo associado ao autovalor Ao = 1 é

=[],

Veja que os autovalores sao distintos. Desta maneira, de acordo com o Teorema 7 visto no
Capitulo 1, conclui-se que os autovetores sao linearmente independentes e, por isso, a matriz
Ag é diagonalizavel e pode ser decomposta em V1AgV = A ou Ag = VAV L.

e No Capitulo 3 foi visto que a todo polinémio escalar monico (ou seja, com o coeficiente
do termo de maior grau igual a um) estd associada uma matriz companheira. Por exemplo, se

p(\) = A2 + a1\ + ag é um polindémio escalar quadratico, a matriz companheira associada é:

C:[ 0 1 ]
TG0 a1 Jg9y9

Neste caso, se A\j e Ay sdo raizes distintas de p(\), entdao os autovetores de C, correspondentes
respectivamente aos autovalores acima, serao:

[A] - el

Desta forma, os autovetores sao linearmente independentes e C' pode ser escrita como
C =VAV~L ou seja,

)\1 0 -1
C = Tr1 T2 Tr1 T2
ERIIR IR
No caso de polindémios matriciais monicos, isto é, quando o coeficiente do termo de maior
grau é a matriz identidade, existe um resultado analogo, mas envolvendo matrizes compa-
nheiras em blocos. Assim, caso o polinémio seja um polinémio quadratico monico, isto é,
Py(A\) = A2I + A1\ + A, a matriz companheira associada em bloco serd da forma:

0 I

Ca= [ " Ay | —A;

:| 2q%x2q

Se x; é um autovetor de P(\) associado a um autovalor \;, isto é, se Py(\;)z; = 0, entao
0s \; sao autovalores de C'y com autovetores associados v; da forma:

.
v; = ¢ (4.7)
[ Aili qul
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Analogamente ao polinémio escalar quadratico, se todos os \; de Py(\) sao simples, entao
Cy é diagonalizavel. Ainda mais, se v; € C?? é um autovetor de Cy associado a \;, entdo vale
que:

A1
I i) e X9
Cy = a

= -1
)\11‘1 )\QI‘Q e )\qu‘gq

A2g
ou seja, Cy = VAV™L

A nivel de curiosidade, uma vez que néo serd estudado este caso, se o polindémio matricial
fosse de terceiro grau, ou seja, P3(\) = AT + A2 + A1\ + A entdo a matriz companheira
associada seria:

0 I 0
Ca= 0 0 1
—Ag | —A1 | —A 3qx3q

Os autovetores v; desta matriz seriam encontrados da mesma maneira, isto é, C4v; = A\jv;
e teriam a seguinte forma:

Ly
v; = /\ifri

()\i)zl‘i 3gx1

Da mesma maneira que os outros exemplos citados acima, se os autovalores forem todos
distintos entao a matriz companheira de um polinomio de terceiro grau podera ser diagonalizada
em Cy = VAV~ A matriz dos autovetores estard apresentada como segue:

I X9 e T3q
V= )\1$1 )\2$2 e )\3q$3q
(AM)%z1 (N2)?za ... (N3q)?T3,

3q%x3q

Com o seguinte exemplo, de um polinémio quadratico moénico, ficara claro como os auto-
valores de P5(\) sdo os mesmos que o da matriz companheira a ele associado. Além disso, os
autovetores do polinéomio também apresentarao relagao com os autovetores da matriz compa-
nheira, como foi citado anteriormente. Acompanhe o exemplo abaixo:

Exemplo 8

_ -1.2 0. -1 :
Seja Py(A) = IA2 + A1\ + Ay, com Alz{ 19 ?g]er:[—Qi —(1)2}
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Ao substituir os respectivos valores e fazendo os cédlculos obtém-se:

10 ~1.2 03 ~1.6 0.6
R() = [ 01 ]Ahr [ 1.2 1.2 ])‘Jr [ —2.4 1.6}

[ A2-12Xx-16  03X\+06
P = [ 120 —24 A2+ 120 - 1.6 ]

e Cilculo dos autovalores:

Para que X seja autovalor de P(\) é necessério que det(P2())) = 0. Desta forma:

AN —12X—16  0.3A+0.6
det(P>(3)) = det([ 120 - 24 A2412)0— 16 D

= (A2 =120 = 1.6)(A\% + 1.2\ — 1.6) — (1.2X\ — 2.4)(0.3\ + 0.6)
=M -5\ +4
Fazendo agora det(P2())) = 0 tem-se que:

M_5X24+4=0 (4.8)

Fazendo a = A2, tem-se: a? — 5a +4 = 0. Ao resolver esta equacdo de segundo grau
encontra-se como raizes os seguintes valores: a; = 1 e ao = 4. Voltando para a equacao em
funcao de A\ obtém-se as raizes de ()\4 —5A2 4+ 4) = 0. Estas sdo dadas por: A\ = 1, Ay = —1,
A3 =2e A\ = —2 . Estes sao os autovalores de Py(\).

e Célculo dos autovetores:

A maneira com que os autovetores de P»(\) s@o encontrados é andloga ao do exemplo
anterior, por este motivo apenas serd calculado um dos autovetores (o autovetor associado ao
autovalor \; = 1), enquanto que os demais serao citados, ficando o célculo a critério do leitor,
caso haja necessidade. Colocando P2(A1)z1 na forma matricial tem-se:

PyO)a1 = [A2—12X—-16 0.3\ +0.6 U
2ATL = 120 =24  A24+122—1.6 | | uo

[ (1)2—1.2(1) - 1.6 0.3(1) +0.6 U
1.2(1) — 2.4 (1)2+1.2(1) - 1.6 ] [ ug }

=18 09w
T —12 06 ] | u

Assim sendo, o autovetor associado a A\ = 1 é obtido resolvendo-se o sistema P5(A1)x; = 0,
ou seja, basta resolver o sistema homogéneo com duas equagoes e duas incégnitas a seguir:

—1.8u; +0.9u2 =0
—1.2u; + 0.6ue =0
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U1

Fazendo isto, obtém-se que o autovetor associado ao autovalor Ay = 1éx1 = [ 9
u1

] . Tomando-

se u; = 1, obtém-se: x1 = [ ; ]

Procedendo de maneira andloga, encontra-se que os autovetores de P5(\) associados, res-
pectivamente, a seus autovalores sao:

1 1
>\1=1—>$1=[2}, )\2:—1—>x2:[_2]
(4.9)
1 0
)\3—2—”63—[0}, A4——2—>x4—[1}

Outra maneira de encontrar os autovalores e autovetores é através de C4. Primeiramente
sera formada a matriz companheira. Neste caso, ela é dada por:

0 0 1 0

o 0 11 | o 0 0 1
AT A [ =4, | T |16 —06] 12 —03
2.4 16| —-1.2 —-1.2

e Calculo dos autovalores associados a C'4:

Para obter os autovalores é necessario que det(Cs — AI) = 0. Sendo assim, (C4 — M) é
dada por:

-2 0 1 0

0 =X 0 1

1.6 —0.6 1.2—X\ -0.3
24 16 -12 —-12-A

(Ca— M) =

Usando o desenvolvimento do determinante pelo cofator para iniciar o célculo de
det(C4 — AI) obtém-se:

-2 0 1 0

0 =X 0 1

1.6 —-06 12—\ -0.3
24 1.6 -12 —-12-X

det(Cy — AI) =

-2 0 1 0 - 1
= (-1)*-N\)|-06 1.2—Xx -03 |[+(-DH16 —-06 —0.3
1.6 —-1.2 —12-2X 24 1.6 —1.2-)\
-2 0 1 0 -\ 1
= (-\) -06 1.2—-X -03 [+[1.6 —0.6 —0.3 (4.10)

1.6 -12 —-12-A 24 16 —-12-X
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Convém lembrar que existem varias formas de calcular o determinante acima. A regra utili-

zada para obter os resultados neste trabalho foi a de Sarrus. Calculando o primeiro determinante
tem-se:

)\ 0 1
—0.6 1.2—X —03 | = —A+34\—-1.20
1.6 1.2 —12-)\

Calculando o outro determinante, obtém-se:

0 -\ 1
1.6 —06 —0.3 = —1.6A2 —1.20\+4
24 16 —12-2\

Voltando ao determinante original (4.10) e substituindo os valores calculados acima tem-se que:

det(Ca — AI) = (=N)[=A3+ 3.4\ — 1.20] + [-1.6A% — 1.20\ + 4]
= M _34)024+120\—1.6)2—-1.20\+4
= M5\ +14

Fazendo det(Ca — AI) = 0 obtém-se:

M5 44=0 (4.11)

Comparando-se (4.8) com (4.11) verifica-se que det(Pa2(\)) = det(Ca — AI) = 0. Logo
conclui-se que os autovalores de P(\) sao os mesmos que o da matriz companheira associada.
e Calculo dos autovetores:

Para verificar que os autovetores de C4 s@o como em (4.7) serao utilizados os procedimentos
dos exemplos anteriores. Os autovetores de C'4 serdao denotados por v; = [t1 to t3 t4]T.

Entao para A\; = 1 tem-se

-1 0 1 0 t1 0

- 0 -1 0 1 ta | |0

(Ca=ADu =016 06 02 —03 ts 1|0
24 16 —-12 -—-22 t4 0

Resolvendo este sistema homogéneo obtém-se que:

ty t1 1
v] = t2 = 20 . Tomando-se t; = 1, obtém-se v; = 2
t3 t 1

ty 2ty 2

. . . T 1
Isto verifica que o autovetor associado a A1 é da forma: v; = [ A\ ! ] , com xrp = [ 9 ]
171
4x1

sendo o autovetor de P»(\), conforme visto em (4.9).

Procedendo analogamente prova-se que todos os autovetores de C4 sao de fato como em
(4.7).
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Como os autovalores sao simples, ou seja, possuem multiplicidade algébrica igual a um,
de acordo com o Teorema 7, visto no Capitulo 1, se os autovalores sdao todos distintos entao
os autovetores da matriz sdo linearmente independentes. Assim, de acordo com o Teorema 8,
também do Capitulo 1, pode-se diagonalizar a matriz companheira, tornando-a da forma:

Cy =VAV!
1 1 1 0 1 0 0 0
]2 -2 0 1 0 -1 0 0] V-1
1 -1 2 0 0 2 0
2 2 0 -2 0 0 0 -2

Vale ressaltar que neste processo, a matriz V' é formada pelos autovetores e a matriz A é
formada pelos autovalores associados a matriz companheira Cy4.

Caso os autovalores nao fossem todos distintos, a matriz poderia ou nao ser diagonalizavel.
Existem casos em que a multiplicidade algébrica de um autovalor é maior que um, mas mesmo
assim, os autovetores correspondentes formam um conjunto linearmente independentes. Estes
aspectos fogem dos objetivos deste trabalho e nao serao abordados.
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Capitulo 5

Existencia e construcao de solventes

Conforme foi comentado no capitulo anterior, encontrar solventes para uma equagao po-
linomial matricial é um problema dificil. Por isso, apenas o caso quadratico serd analisado,
incluindo uma generalizagao da bem conhecida férmula de Bdskara (vélida para para equagoes
escalares quadraticas) para resolver equagdes matriciais quadraticas.

5.1 A férmula de Baskara para equacoes polinomiais matriciais
quadraticas

Uma questao natural que aparece é se a férmula usual para as raizes de uma equacgao escalar
quadratica pode ser generalizada para encontrar solventes de equacoes polinomiais matriciais
quadraticas. Isto é, a questao é se equacao matricial quadratica

AX?+ BX +C =0, (5.1)
pode ser resolvida usando a féormula de Bédskara. A resposta é sim, mas sob certas condices.
Para discutir o assunto necessita-se de alguns conceitos.

Definicao 14 Uma matriz real By, xy € raiz quadrada de wma matriz real A, x, quando B> = A.

O exemplo mais trivial que pode ser dado é de uma matriz diagonal com entradas positivas.
Apenas serd necessdario extrair a raiz dos elementos de sua diagonal. Veja a verificagdo disto no
exemplo a seguir:

9 0 0
Se A= |0 16 0 [, entao, dentre varias possibilidades, uma raiz quadrada de A é:
0 0 25
V9 00 300
B= 0 V16 0 =(0 4 0|,
0 0 25 005
visto que,
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300 300 9 0 0
B2=BB=|0 4 0 04 0|=]016 01]=A
005 005 0 0 25

3 0 0
B=|0 -4 0
0 0 5

Este exemplo simples mostra que uma matriz quadrada pode admitir muitas raizes quadra-
das. A partir disso, se B é uma raiz quadrada de A, ela serd denotada por A/2.

Proposigao 2 Toda matriz quadrada diagonalizdvel com autovalores positivos admite raiz qua-

drada.

Demonstracao: Seja A uma matriz quadrada diagonalizavel. Entao:
A =VAV!
— VAzAzV !
= VA2V VA2V !
= BB
= B2,

Desta forma, se B = VA%VA, entdo pode-se concluir que B? = A, ou seja, B = VAV §
uma raiz quadrada de A.

Veja agora um exemplo que ilustra a Proposi¢ao 2 enunciada acima:

Exemplo 9

. 5 1
SeJaA—[2 4].

e Célculo dos autovalores de A:

5—A 1

det(A—AI):O:»‘ 2y

’:0 =(B-N4d-)N-2=0
=20—5A—4\A+ X2 —-2=0

=X -9\+18=0

Ao resolver esta equacdo de segundo grau, obtém-se os seguintes valores para o escalar
lambda: A1 =6 e Ay = 3. Note que A é uma matriz quadrada com autovalores positivos.
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]7 o autovetor associado ao autovalor A\; = 6.

(A—6D)z; =0 [526 416][22}:[8}

= 2=l

Resolvendo o sistema homogéneo com duas equacoes e duas incégnitas

e Calculo dos autovetores: Seja 1 = [u1 ug
Entao

—u1+uy =0
2u1—2uQ:O ’

. . . U1
obtém-se que o autovetor associado ao autovalor Ay = 6 é da forma x1 = [ v
1

] e serd tomado o

autovetor, r1 = [ ] . Procedendo de maneira andloga, verifica-se que um autovetor associado

1

ao autovalor Ao =3 é 9 = [ _; ]

Portanto, uma matriz de autovetores de A é: V = [ } _; ] .

Observe que os autovetores de V' sao linearmente independentes, portanto A pode ser dia-
gonalizada.

e Célculo de V1

Sera considerado o fato de que para obter-se a inversa da matriz V deve-se satisfazer a

igualdade:
-1 1 1 a c| |10
Vv _I‘:’L 2 |lbd]T |01

Ao desenvolver a multiplicagdo de matrizes obtém-se as seguintes igualdades:

a+b=1 c+d=0
a—2=0 ¢ Ye—2d=1

Resolvendo estes sistemas obtém-se:

wWIlN
Lol

1
e d= —3 Portanto, a matriz inversa de V é V—1 =

Wi
Wl

Realizando-se as operacoes basicas com estas matrizes, fica facil verificar que:

2 1
4 [1 1][60]]3 3|
e I N
3 3



e Calculo de B, ou seja, matriz raiz quadrada de A.

De acordo com a demonstracao da Proposicao 2, pode se verificar que a matriz raiz quadrada

de A é dada por: VA2V-L, Isto é:

w
w

|1 2] ]

Wl
Wl

2V6+v3 V63

B = 3 3
2v6 —2v3 V6+2V3

3 3

p_V3[2v2+1 v2-1

T3 [ 2v2—-2 V242

e Verificacao de que A = BB.

Agora serd verificado que a matriz B encontrada acima realmente é raiz quadrada de A, ou
seja, A = BB.

BB:1[2¢§+1 \/§_1H2\/§+1 Va1
3

22 -2 V242 2V/2 -2 V242

1715 3 5 1
BB_?,[ 6 12}_[2 4}‘A'

Proposicao 3 Toda matriz simétrica real com autovalores positivos possui raiz quadrada.

Demonstracgao: Basta usar o Teorema Espectral para Matrizes Simétricas (visto no Capitulo
1) e a Proposicao 2.

Observe uma ilustracdo da Proposicao 3 citada, lembrando que o objetivo serd encontrar
B = VA%V_l, tal que A = BB.

Exemplo 10

2 =2

SeJaA:{_2 5

} , uma matriz simétrica real.

e Célculo dos autovalores de A:
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-2

2\
det(A—AI)_O:»‘ sy

’:o = (2-N6-\)—-4=0
=10—22—5 A+ X2 —-4=0
= A -—7A+6=0

Analogamente ao exemplo anterior, ao resolver-se esta equagao de segundo grau, sao obtidas
as seguintes raizes: \y =1 e Ay = 6. Note que A é uma matriz quadrada com autovalores

positivos.

T o autovetor associado ao autovalor

e Calculo dos autovetores: Considere 1 = [u; ug
A1 = 1. Assim, tem-se:

e e | I B
eI

Resolvendo o sistema homogéneo com duas equagoes e duas incégnitas

’U,1—2’U,2=0
—2uy +4us =0’

U2 ‘
€ sera

obtém-se que os autovetores associados ao autovalor A\; = 1 sao da forma z; = [
U2

2 . [ :
tomado o autovetor r; = [ 1 } . Procedendo de maneira analoga, verifica-se que um autovetor
. . 1 . .
associado ao autovalor Ay = 6 é x9 = 9 | Portanto, uma matriz de autovetores de A é

2 1 - .
V= [ 1 9 ] . Note que os autovetores de V' sao linearmente independentes, portanto A pode

ser diagonalizada.

e Célculo de V1

Procedendo como no exemplo anterior verifica-se que a matriz inversa de V' é

v [2 8 ] epaavav = [ 2 3] [8 0] [ 20 )

e Célculo da matriz raiz quadrada de A:

Como A é quadrada, ela tem autovalores positivos e pode ser diagonalizada, entao de acordo

com a Proposicao 2, A admite raiz quadrada. Esta é dada por B = VA%V_l7 ou seja:
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446  2-2V6
B_[2 1H\/I 0“2/5 1/5}_ 5 >
5 5

e Verificagdo de que A = BB.
[ 4+V6 2-2V6 4+v6 2-2V6

5 5 5 5
2-2v6 1+4V6 2-2v6 1+4V6
L 5 5 5 5

[ 50/25 —50/25 ] [ 2 -2
BB = | —50/25 125/25 } - [ -2 5 ] =4

BB =

O seguinte resultado descreve sob quais condigoes a férmula de Baskara vale para a equagao
matricial quadratica.

Teorema 12 (Generalizando a férmula de Baskara) Se A =1, B e C sao diagonalizdveis

e B comuta com C, ou seja, BC = CB, e B?> —4C tem uma raiz quadrada, entdo podemos
encontrar um solvente da equacdo (5.1) através da férmula:

11
§=—3B+ VB —4C. (5.2)

Demonstragao: Basta provar que (5.2) satisfaz P(S) = 15 + BS + C = 0. De fato, como B
e C' comutam, usando a Proposigao (1) do capitulo (1), elas tem os mesmos autovetores. Seja
entao

B=VAV™Y C=VAV (5.3)

Agora observe que para duas matrizes quadradas arbitrarias M, N tem-se:
(M —N)>=M?—-MN - NM + N2

Usando este resultado segue

5% =4B? - {BVB?—4C — ;VB?> —4CB + 3(B? — 40).
(5.4)

=3B%*— ;BVB?—4C — 1VB> - 4CB - C.

Agora repare que, como B? — 4C' possui uma raiz quadrada, usando (5.3), tem-se que

B? —4C = VAV —4VAV T = (V\/A2 — 4NV ) (VA /A2 — 40V,

e portanto

VB2 —4AC =V /A3 — 4y VT (5.5)
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Usando (5.5) segue que

BVB2 —4C =VAVIWV /A2 —4A, VT
= VAlx/A% —4A5 v-1
= V\/A% —4Ay A1V*1
=V /A2 —4A VIVA VL
=+VB%-4C B.

Na terceira igualdade foi usado o fato de que A; e /A3 — 4A9 comutam porque elas sdo diago-
nais. Usando este fato e (5.4), tem-se que

5% = %BQ - %B B2 —4C - C. (5.6)

Assim,

P(S) =152+BS+0
:%B2 B\/BQ 4C — C+B—fB+ \/32 407 +

=0.

Portanto, o valor de S dado em (5.2) é de fato um solvente (ou solugao) da equagao polino-
mial matricial quadratica. ]

Sera abordado agora um exemplo que ira ilustrar este caso especial para o céalculo da solugao
de uma equacgao polinomial matricial.

Exemplo 11

. . . 10 13 7 2 1
Con81dereassegu1ntesmatrlzes.A—[0 1],3—[ 7 13:|,GC—|:1 2].

e Comutatividade das matrizes B e C:

Primeiramente sera verificado que B e C comutam, ou seja, BC' = C'B.

po_ |13 T][2 1] _[2+7 13+14]_[33 27
"l 7 13|12 | 14413 7+2 | |27 33
cp_[21][18 T]_[26+7 14+13]_[33 27
12 713 [ 13414 742 | |27 33

Portanto BC = CB.

e Célculo dos autovalores e autovetores de B? — 4C"

Por simplicidade a matriz B — 4C passard a ser chamada de matriz G.
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218 182 8 4 210 178
—R2 _ A0 — _ -
G=5 a0 [182 218] [4 8] [178 210]‘

A equacgao caracteristica é:

210 — A 178

det(G—AI):0:>‘ 78 910 -

‘ =0 = (210 —\)(210 — \) — (178)(178) = 0
= 44100 — 210\ — 210\ + \2 — 31684 = 0

= A2 — 420\ + 12416 =0

Assim, os autovalores sdo \; = 388 e Ay = 32. Verifica-se que a matriz V de autovetores
de GG e sua inversa sdo:

[ d] e )

o [1 177388 o][1/2 1/2 ] [210 1787
Observe que VAV _{1 ~1 0 32|12 —1j2 || 178 210 | =&

Note que G é uma matriz simétrica real com autovalores positivos, portanto de acordo com
a Proposicao 3 a matriz A possui raiz quadrada. Esta é dada por:

i | R | S

[ VIT+2v2 VIT-2V2
_[@—2\/5 @Hx/i]

[N

=VA

N

G

Assim, de acordo com o Teorema 12, a solucio da equacéo polinomial AX? + BX + C = 0,
onde A =1, BC = CB, e B> — 4C admite raiz quadrada, é dada por:

1 1
=——-B+-(B*-14
S 5 +2( C)

N

No exemplo que estd sendo considerado, a solucao é:

¢ _ 1[1 7] 1[VIT+2v2 VOT-2V2
__{ 7 13] 2[@—2\/5 VT +2v/2

2
—134+VOT+2V2 —7T+/97—2V2
2 2

T VT —2v2 —13+ V9T + 22
2 2

Suponha agora que A = B = I. Entao a equacgao (5.1) sera:

X2+ X+C=0.
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Neste caso, se (I? — 4C') possui uma raiz quadrada, a férmula (5.2) é aplicavel e a solucio serd

dada por S = —%I + %(I — 40)%. Veja dois exemplos abaixo que ilustram esta situagao:

Exemplo 12

EN[eY

Considere as seguintes matrizes: A=B=1e C =

e . [10 307 [ 40
=1 40_[01+28_29'

e Célculo dos autovalores e autovetores de G:

NO|—=

Como G é uma matriz triangular inferior, os autovalores a ela associados sao \; = 4 e
Ao = 9. Usando esses autovalores, verifica-se que a matriz V' de autovetores de G é:

Note que os autovetores de G sao linearmente independentes, portanto, G pode ser diago-
nalizada, isto é, pode ser decomposta como: G = VAV L

e Matriz inversa de V:

Procedendo analogamente como nos exemplos anteriores tem-se:

(SN
S

vol=

\
(SN
—

e Célculo de G%:

De acordo com a Proposicdo 2, G = I? — 4C admite raiz quadrada. Esta é dada por:

3 0], 2.0
Gh—vasvt = | vioo ’
11t 0 V9 -2 1
S
B 2
[ =5 3.
= (I —4C)2.
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e Solucgao:

A solucdo da equacdo polinomial matricial: X2 + X + C = 0 sera:

1
-3 0 1 20 5 0
S = +§ =
0o —1 -2 3 -1 1
1
5 0
e Verificacao de que S = é solucao de X2+ X + C = 0.
1
-1
-1 1 1 3
5 0 5 0 5 0 -3 0
SZ+S+C = + +
1 1 1 1
| -5 1 -5 1 -5 1 -2
-1 1
7 0 -7 0
= +
3 3
[ —10 1 0 1
[0 o0
L0 0"

Assim, fica verificado que a matriz S acima é solucdo da equagdo polinomial matricial:
X’+X+C=0.

Exemplo 13

Considere agora as seguintes matrizes: A=B=1e (C = [ _3 _1 ] .

10 -8 4 9 —4
— 72 — — — =
Neste caso G =1 4C [0 1] [ 3 _4] [—8 5]
e Autovalores e autovetores:

Os célculos dos autovalores e autovetores serdo omitidos, mas o processo para obter os
mesmos é andlogo aos exemplos anteriores. Através da equacao caracteristica verifica-se que
os autovalores sao Ay = 13 e Ay = 1. A matriz V formada pelos autovetores associados aos
autovalores encontrados acima é:

v — 11
-]

Pode-se decompor a matriz G em VAV ™!, afinal seus autovetores sdo linearmente indepen-
dentes.
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e Matriz inversa de V:

Ao realizar-se os cdlculos necessédrios encontra-se que a matriz inversa de V é:

Wi
Wl

vl=

L=
W=

e Célculo de G2:

A Proposicao 2, garante que G = VAV ~! admite raiz quadrada. Esta é obtida ao efetuar-se:
1
VA2VL

2 1
oo 1 Vi3 0]] 3 3
Gz =VAzV [—1 QH oﬁ] L
3 3

2 1

I ERGER! 3 73

| =13 2 11

3 3

2v13+1 V1341
3 3

_ 2V/1342 V1342
3 3

= (I —4C)2.
e Solugao:

A solucdo da equacdo polinomial matricial: X2 + X + C = 0 seréa:

r_1 0] 2V/13+1  _ V13+1
2 1 3 3
X = + B
0 -1 21342 V1342
- 2 - T3 3
r_1 0] 2v/13+1  _ V/13+1
2 6 6
= +
0 _% _ 21342 V1342
- - 6 6

2v13—-2 V1341
6 6

_ 2V/1342 VI3—1
6 6

VI3—1 V1341
3 6

V1341 V13—1
3 6
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VI3—1 V1341
6

3
e Verificagao de que X = é solugao de X2+ X +C = 0.
_ V1341 V13-1
3 6
[ VB v P VI3-1 /T34l
3 6 3 6 —92 1
X?+X+C = + + [ 5 _1 }
/1341 V13-1 /1341 V13—1 o
L 3 6 3 6

6—v13+v13 _ 6+v13—+13
3 6

-2 1
|7
—64+v13—/13 6—v13+v13 o
3 6

100
100
Logo, a matriz X encontrada é solucio da equacdo polinomial matricial: X2 4+ X + C = 0.

Uma observagao pertinente a ser feita refere-se ao fato que se I — 4C' for positiva definida,
entao o solvente também é.

5.2 Existéncia e construcao de solventes para a equagao matri-

cial quadratica baseado no problema quadratico de autova-
lores

Devido ao grau de dificuldade do problema, serdao descritas apenas condigoes suficientes que
garantam a existéncia de solucao. No caso geral serd feito uso do seguinte teorema.

Teorema 13 Se P, (\) tem n autovetores linearmente independentes, x1,x3, ..., Ty, COTTESPON-

dentes a autovalores A1, \a, ..., A, entdo VAV L é um solvente de P,,(X), onde V é a matriz
formada pelos autovetores colocados em coluna e A € a matriz diagonal formada pelos autova-
lores correspondentes.

A prova do teorema pode ser encontrada em [11]. O seguinte coroldrio, cuja prova também
pode ser encontrada em [11], descreve algumas condigoes sob as quais o nimero de solventes
pode ser conhecido exatamente.

Coroldrio 1 Se P,,(\) tem mn autovalores distintos, e o conjunto dos autovetores satisfazem
a condi¢do de Haar (isto é: cada subconjunto de n autovetores é linearmente independentes),

entao existem exatamente < W;Ln ) solventes (ou solugdes) diferentes.

O polinémio quadrético é neste caso

Py(\) = AN + BA+C =0.
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Serdo considerados os coeficientes n x n. E conhecido da secao (4.2) que se A é nao singular,
entao o polindbmio matricial possui 2n autovalores ja que neste caso, a equagao caracteristica
p(A) = det(Py()\)) = 0 ¢ de grau 2n. Se A é singular, entdo det(Pn,(\)) tem grau menor que
2n e portanto Py, (A) possui um nimero menor que 2n de autovalores.

O seguinte resultado mostra como solugoes podem ser construidas através dos auto-pares
de P,,(\). Este é um teorema muito especial.

Teorema 14 Se o problema quadrdtico de autovalores possui n autovetores linearmente inde-
pendentes x;,1 = 1,...,n correspondendo a autovalores A\;,i = 1,...,n, entdo uma solucdo ¢ dada
por:

S=VAV!, V =[z1,...,2p], A = diag(\;) (5.7)

Demonstracao: Como {\;, xz;} sdo autopares do polinémio quadrético, tem-se que

(MA+\B+C)z; =0 para i=1,...,n. (5.8)
Isto pode ser escrito como
Ty

Colocando as n relagoes (5.8) em n colunas vem
[Az1 A} + Bai A + C2q |Azo)3 + Bradg + Cxg | -+ | Axp A2 + Bry Ay + Can) = [0]0] -+ |0].

Usando a igualdade (5.9), a igualdade acima pode ser reescrita como
AVA%?+ BVA+CV =0.
Multiplicando por V= (pois por definicdo de V, provém que V é ndo-singular) obtém-se:
AVA2V=' + BVAV-L + C =0.

Introduzindo S = VAV ~! e observando que S? = VA2V !, segue da relacio acima que S é um
solvente de P»()), o que conclui a prova do teorema. O

Observagao 1 O teorema acima sugere que para encontrar solventes da equa¢do matricial

quadratica, autopares {\;,x;} de Py(X\) devem ser calculados. E conveniente lembrar que neste
caso, existem no mdximo 2n autopares, sendo n a dimensao dos coeficientes do polinomio. Feito
isto, devem ser escolhidos grupos diferentes de n autovetores linearmente independentes e seus
respectivos autovalores associados. Cada grupo € entdo utilizado para formar uma matriz S
como em (5.7) que é, pelo teorema acima, um solvente para a equagio quadrdtica.

A seguir alguns exemplos numéricos serao dados para ilustrar o cdlculo de solventes seguindo
o resultado do teorema e o espirito da observagao acima.
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Exemplo 14

Considere o polinémio Pa(\) = IN? + A\ + Ay, sendo
-1 -6 0 12
Al_[ 2—9] er_[_2 14}

Repare que neste caso m = 2 e n = 2. Assim, P»(\) é uma matriz com seus elementos sendo
22—\ —6X + 12 ]

polinémios de grau menor ou a 2. Isto é: Py(\) = [ N2 A2 N+ 14

A equagao caracteristica deste polindomio matricial det(P2(A)) = 0 é dada por:

22—\ —6\ + 12

—2 A2_ogatr14|=0 = (=N =N+ 14)] — [(2X = 2)(=6A +12)] = 0

< A — 1023 4+ 3502 — 50\ + 24 = 0.

Ao resolver a equagao acima pelo método de Ruffini, encontra-se como raizes: A\ = 1, Ay = 2,
A3 =3 e M\ = 4. Estas raizes de acordo com o que foi visto anteriormente sao os autovalores
de P5(\). Observe que o grau de det(P2()\)) = mn = 4 e o nimero de autovalores encontrados
também foi 4.

e Célculo dos autovetores associados (os autovetores siao elementos do R?):

1) A =1= Py(A)z1 =0
5% 58] (3] ]

0 6 up | |0 _ 11 = arbitrario
[0 6]{u2}—[0}:>0u1+61@—0:> me

1 .
Portanto, x1 = [ 0 } é autovetor associado a A1 =1

2) /\2 :2:>P2()\2)$2 =0
20 (75} o 0 o U1:0
{2 0][u2}_{0}:>2u1+0u2_0:> ug = arbitrdrio

Portanto, xo = [ (1)

} é autovetor associado a Ay = 2

3) /\323:>P2<)\3>1’3:0
6 6][u] [O B B
|:4 _4:||:u2]—|:0]:>6U1—GUQ—OéU1—UQ
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Portanto, x3 = [ } é autovetor associado a A3 = 3

1

4) )\4 =4 = Pg()\4)l‘4 =0

12 —12][w ] _JO B 3 3
|:6 _6 :||:u2:|—[0:|:>12ul 12us = 0 = w1 = ug

Portanto, x4 = [ } é autovetor associado a Ay = 4

1

Resumindo, os autovalores e autovetores associados sao descritos por:

dinl

Procedendo conforme sugerido segundo na Observagao 1, como neste caso n = 2, procura-se
grupos diferentes de 2 autovetores linearmente independentes e respectivos autovalores. Segue
entao que existem as seguintes possibilidades:

> {$1,$2} e {)\1,)\2} > {.7}2,.7}3} e {)\2, )\3}
> {a:l,xg} e {)\1,)\3} > {xg,:&;} e {)\2, )\4}
> {.%1,.%4} e {)\1,)\4}

Observe que os autovetores dos pares x1 e xg sdo iguais aos de x1 e x4, porém os autova-
lores associados a cada um deles sao distintos. Isto permitira formar dois solventes diferentes.
Considere entao, as seguintes matrizes cujas colunas sao os autovetores segundo as associagoes
feitas acima.

X1 = [z1 | zo]oxo X3 = [z | 23]ax2 X5 = [z1 | Z4oxo

Xo = [z1 : x3]2x2 Xy = [z2 © 24]2x2

Agora observe que da primeira possibilidade, isto é, dos autopares {A1,z1} e {\a, 22}, tem-se:

° . . Pg()\l)xl =0
Prauto = par :{An, 1} — { (IN? + A1\ + Ag)z1 =0
(%)
PQ()\Q)CEQ =0

2%auto — par :{Ag, w2} — { (IN3+ A1do + Ag)za = 0

Os auto-pares (x) podem ser escritos numa forma mais conveniente como
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(IN 4 Ad+ AgJen © (DA Auda + Ag)ay | = (050

Separando o primeiro membro como a soma de trés parcelas vem

[I.%'l/\% IfEQ)\%] + [All'l)\l 5A1$2)\2] + [onl EAUI'Q] = [O 0]

Esta equacao é equivalente a

I [e1izs] [ M Ag ]2 + Ai[z1izo] [ M Ag ] + Aofzrizs] = 0 0]

Em forma matricial tem-se
IXlA% + AleAl + AoXl =0, (510)

em que X é a matriz de autovetores introduzida anteriormente e A; a matriz de autovalores cor-
respondentes. Note que X7 é invertivel, pois é uma matriz formada por dois vetores linearmente

independentes. Multiplicando ambos os termos da equagao (5.10) por Xf L obtém-se:
XXV A A X+ A X X =0
XA X T 4+ A XA X+ A =0 (5.11)
Seja S = XlAlel entao tem-se que:
52 = (XlAlel) (XlAlel): X A3X !
Dali, substituindo em (5.11) tem-se:

[15% 4+ AiS + Ag = 0]

Isto demonstra que S = XM X 1 1'¢é um solvente da equacio matricial quadrética. Como

A . 1 0 1 0 5
X1:[$12x2]2|:0 1:|, A1:|:0 2] € Xllzf,

obtém-se que
. -1 [10
S =X1MX; —[0 S

Verificagdo numérica:

2
1 0]1[10 -1 —67[1 0 0 12
2 —
e I el
_[o -2 [ 0o 12]_fo o0
T2 -14 —2 14 |0 0]
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Seguindo o mesmo procedimento, agora podem ser consideradas as outras possibilidades:

B[ s ] [2] e w8
R R ) B A
felo )= [21] a3 0
S PRPSE P R P
Observe que Xg = [ T3 b a4 } nao pode ser considerado, pois os autovetores que formam

esta matriz sao linearmente dependentes, ou seja, det(Xg) = 0 e portanto, a matriz é singular e

nao admite inversa. Note também que apesar de que X9 = X5 e X3 = X4, devido ao fato das
matrizes dos autovalores associados serem distintas, as solugoes também serao distintas.

Veja a resolucao das demais solugoes, sendo que os calculos das matrizes inversas correspon-
dentes serao omitidos:

e A segunda possibilidade surge ao serem associados os auto-pares {1, z1} e {3, z3}. Veja:

. [11 J10 o 1 -1
o-lo] m=los] e fo ]
> Célculo de Z = XA0 X!
o[ ][ o] ][ 3L —r)_[1 2
101 0 3 0 1| [0 3 0 11 |0 3
> Verificacio de que Z é solucio de P2(\), ou seja, Z2 + A1 Z + Ag =0

- 2

1 2 -1 —6 1 2 0 12
2 -
A e R

_[r 8] [ 2], ] 01
“ 109 2 —23 -2 14
_[o 127 [ 012]_[0 0
T2 -4 2 14| [0 0

} ¢é a segunda solugao encontradal!

1

Portanto, Z = [ 0 3
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e Observe agora que a terceira solucao pode ser encontrada ao associar os seguintes auto-
pares: {\a,x2} e {A3,23}.

. [0 1 20 s [-11
fo=|1 0] m=[05] e &= 0]
> Céleulo de Y = X3A3X;"!
fo1][20][-1 1] [o3][-11] [30
Y=11 100 3 10| |23 10| |1 2

> Verificacio de que Y é solucdo de Y2 + A;Y + Ay =0

- 12
30 -1 —-61[3 0 0 12
2 —
N e R e I Y B
(9 0] -9 -12 0 12
R 4_+[—3 —18}+[—2 14}
9 0'+ -9 0 0 0
5 4] -5 —4 | |00

Logo, Y = [ i’ g ] é outra solucao!

e A préxima solucdo pode ser encontrada ao associar os autopares {\o, z2} € {A\yg, 24}

. [0 1 [20 o4 [-1 1
AN TR PR I
> Calculo de W = XAy X!
0112 0][-11 0 47[-11 4 0

11

0 4

10

2 4

10

|

Il

I ol=l il ]|

> Verificacio de que W é solucio de W2 4+ AW + Ay =0

W2+ A4 W + Ag

Portanto, W = [

—_402+ —1 =6]1[4 0],
12 2 2 —9 2 2

[ 16 0 —-16 —12 0 12
T 12 4]*[—10 —18}+[—2 14
[0 —12 L 0o12]_foo
T2 -4 -2 141100

4
2
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9 } é mais uma solucdo do problema

2 2

|

0 12
2 14

|
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e A 1ltima solugao do problema ¢ obtida ao considerar os autopares {A1,z1} e {4, 24}.

. [11 10 1 [1 -1
S C e FR I S Fi

> Céleulo de U = X5A5 X,

g1 1][Lr o)1 —1]_[1 4]t —1]_[1 3
101 0 4 0 1| |0 4 0 11 |0 4
> Verificacio numérica de que U é solucdo de U% + AU + Ag =0

- 2

1 3 -1 —6 1 3 0 12
2 —
A i e

o]+l e[ 2]

[an}

16 2 —30 -2 14
[0 —12 L] oz]_foo0
T2 -4 -2 14 ][00

1
0 4

Assim sendo, U = [

] é outra solucdo para o exemplo!

Resumindo, as possiveis solucbes para o problema, cuja apresentacao foi citada acima, sao:

S =X M X! Y = X3A3X; ! U= Xs5A5X5"
Z = XQAQX;l W = X4A4X;1

Portanto, sdo 5 solucoes!

Um outro exemplo que ilustra esta situacao, porém abordado de forma resumida, é o que
segue abaixo:

Exemplo 15

Considere o polinomio matricial Py(\) = A2A? + A1\ + Ag, sabendo que:

0 6 0 1 -6 0 1 00
A=10 6 0|, A44=|2 =T 0 e Ao=|0 1 0
0 01 0 00 0 01

Neste caso m = 2 e n = 3. Assim, P(\) é uma matriz com seus elementos sendo polinémios
de grau menor ou igual a 2. Isto é:

A+1  6X2 =6 0
Po(AN) = 2X 6 X2—-TA+1 0
0 0 A +1
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e Célculo dos autovalores;

A+1  6X2—6) 0
det(Po(\)) =0<=| 2\ 6)\2—-7A+1 0 |=0
0 0 A2 +1

Usando a expansao em cofatores obtém-se:

At1 6A2— 6|

~_1\3+3/)2 —
(=17 +1) 2X 6A2—TA+1

0

= N+ D[N+ 1)(6A2—=TA+1) — (2X)(6A% —6)1)] =0
= A2+ 1D)[6A3 = TAZ+ XA +622 —TA+1— 1203 + 1223 =0
= (AN +1)[-6X°+11N2 —6A+1] =0

Utilizando a propriedade det(AB) = det(A)det(B), vista no primeiro capitulo, tem-se:
det(A)det(B) = 0, ou seja, det(A) = 0 ou det(B) = 0. Considere det(A) = X2 + 1 e
det(B) = —6A3 + 1122 — 6\ + 1. Assim,

e Caso det(A) =0:
Entdo as raizes da equacio A2 +1 =0sd0: A\ =i e Ao = —i.
e Caso det(B) = 0:

Entdao: —6X3 +11X%2 — 6) + 1 = 0. As rafzes desta equacdo sdo encontradas através da

resolugao de Tartaglia, vista no Capitulo 2. Ao aplicar a mesma, obtém-se as seguintes

1 1
raizes: A3 = ok Ay = 3 e s = 1.

Note que, neste exemplo, o grau de det(P2(\)) e o niimero de autovalores encontrados sao
iguais a 5.

e Verificagdo dos autovalores de det(A) = A2 +1 = 0:

LA =i
(V-1*+1=0

2. Mg = —i
(—vV-1)2+1=0

e Verificagdo dos autovalores de det(B) = —6A% + 11A\2 — 6\ + 1 = 0:

1
2
o) ) o) ] g S R
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1
3
COREIORTON EEETE S PR

[—6(1)3 +11(1)2 = 6(1)+ 1] = —6+11—6+1=—12+12=0

e Célculo dos autovetores associados (os autovetores sido elementos do R3):

1) M =1= Pg()q)ml =0

1+i —6()—6 0] [ w 0
2% —7i—-5 0| |u |=]0
0 00| us 0

Ao resolver o sistema linear formado por essas matrizes, obtém-se que: us = 0 e uqg = 0.
Além disso, é ficil observar que u3 pode assumir qualquer valor.

0
Portanto, z1 = | 0 | é autovetor associado a A\; = 1.
1

2) /\2 = —1= PQ()\Q)LUQ =0

1—i —6(:)+6 0 Ul 0
—24 7i+5 0 ug | =1 0
0 00 U3 0
0
Resolvendo o sistema, tem-se que: xo = | 0 | é autovetor associado a Ay = —i.
1

3) /\3 = % = PQ()\3)J?3 =0

3/2 =3/2 071 [ w 0
1 -1 0| |u|=]0
0 0 5/4 ] us 0

Ao resolver este sistema, obtém-se u1 = ug e uz = 0.

1
Portanto, xr3 = | 1 | é autovetor associado a A3 = %
0
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4) A= % = PQ()\4):L'4 =0

4/3 —4/3 0 u 0
2/3 —2/3 0 u | =10
0 0 10/9 | | us 0

Observando o sistema matricial formado acima é facil verificar que: uq = uo e ug = 0.

1
Portanto, x4 = | 1 | é autovetor associado a \y = %
0
5) As=1= PQ()\5)$5 =0
2 00 Uy 0
2 00 uy | =10
0 0 2 us 0

Neste caso, observa-se que: u; = 0, ug = 0 e ug pode assumir valor arbitrério.

0
Portanto, x5 = | 1 | é autovetor associado a A5 = 1.
0

Resumindo, tem-se:

1 1 2 3 4 5
)\i 1 —1 % % 1
0 0 1 1 0

T 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0

Trios de autovetores linearmente independentes:

> x1,x3€xs5 > x1,%4 €25
> Z9,x3€x5 > X9 ,T4€Ts5

Note que os autovetores que formam os trios x1 , 3 € T5 sao iguais aos de x1 , T4 € =5,
porém os autovalores associados a cada um deles sao distintos.

Como z; € R?, entdo existem no maximo grupos de trés vetores cada que sdo linearmente
independentes.
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Considere as matrizes X;s com as matrizes de seus respectivos autovalores.

] ) 010 i 0 0
X1 = x1 1 w3 i w5 | = 01 1|=A=]01/20
) 100 0 0 1|
[0 1 0] i 0 0]
X2: e T4 I5 = 11 :>A2: 0 1/3 0
' Lt l 0 0 1
[0 1 0] [~ 0 0]
X3:[a:2 ©oxg x;,}: 01 1| =A3= 0 1/2 0
[ 1 0 0] | 0 0 1]
[0 1 0] [ —i 0 0]
X4:[x25x45x5}: 01 1|=M=| 01/30
[ 1.0 0| 0 0 1|

Estas, de acordo com o exemplo anterior, fornecem as solucbes para o problema. O estudo
mais detalhado das possiveis solucoes é abordado abaixo:

e A primeira solugao é por:
5 s —1
S=X1MX1 o,

Realizando os cdlculos necessarios, encontra-se que a matriz inversa de X é dada por:

) 0 01
X;t=| 100
-1 10
> CélculodeS:)f'lAle_l
[0 1 0 7 0 0 0 0 1
S = 11 0 1/2 0 1 00
| 1. 00 0 0 1 -1 1 0
[0 1/2 0 0 0 1
=10 1/2 1 1 00
2 0 0 -1 1 0
[ 1/2 0 0
=| -1/2 10
| 0 0 =2

> Verificagao:

Agora, serd verificado que a matriz S encontrada acima é solugao de Py(A) = A% + AN+ Ap = 0,
ou seja, se A25% 4+ A1S + Ay = 0.
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0 6 0 1/2 0 0 1 -6 0 1/2 0 0 1 00
PS) =|060||-1210| +]2 -7o0||-1/210[+|010
o0 1] 0o o 0 00 0 0 i 00 1
[0 6 0] 1/4 0 0 7/2 —6 0 1 00
o6 o|| =341 of|+|92 —To|+|010
00 1] 0o 0 -1 0 00 00 1
[ -9/2 6 0 9/2 —6 0
= —9/2 6 0|+]|92 -6 0
0 0 -1 0 0 1
[0 0 0
=100 0
0 0 0
1/2 0 0
Portanto, S= | —1/2 1 0 | é um solucao da equagao polinomial matricial P»(\) = 0.
0 0 =2

e Qutra possivel solugao é encontrada ao considerar-se a matriz Xo. Note que X; = Xo,
-1 _ -1
portanto X" = X, .

> Céleulo de Z = XoAy X!

010 i 0 0 0 01
Z =101 1 0 1/3 0 1 00
|1 0 0 0 0 1 -1 1 0
[0 1/3 0 0 01
=10 1/3 1 1 0 0
L7 0 0 -1 1 0
[ 1/3 0 0
=1 -2/3 10
0 0 1

- 1 r 2

06 0 1/3 0 0 1 -6 0 1/3 0 0 100
P(Z) =]0 6 —2/3 10| +|2 —7o0||-2310|+|010

(00 1 || 0 0 i 0 0 0 0 0 i 00 1

06 07 1/9 0 0 13/3 —6 0 100

=06 0| -891 0|+]|16/3 -7 0|+]0 10

oo 1| 0 0 -1 0 00 00 1
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[ —48/9 6 0 16/3 —6 0
=| —-48/9 6 O |+ | 16/3 —6 0
0 0 -1 0 0 1
[0 0 0
=100 0
10 0 0
1/3 0 0
Assim, Z = | —=2/3 1 0 | é outra solugao para o exemplo.
0 0 ¢

e A terceira solucdo é encontrada ao considerar-se a matriz X3. Note que a matriz inversa
¢ a mesma que a considerada anteriormente.

> Célculo de Y = X3A3X; "

[0 1 0 -3 0 0 0 01
Y =101 1 0 1/2 0 1 00
| 1. 0 0 0O 0 1 -1 1 0
0 1/2 0 0 01
= 0 1/2 1 1 00
- 0 0 -1 1 0
/2 0 0
=|-1/2 1 0
0 0 —2

2

0 6 0 /2 0 0 1 -6 0 /2 0 0 10
PRY) =106 0 -1/2 1 0| +|2 =70 -1/2 1 0|+ |01

(00 1] 0 0 —i 0 00 0 0 —i 0 0

[0 6 0[] 1/4 0 0 7/2 —6 0 100

=106 0 -3/41 0|+]9/2 -7 0|+[0 10

(00 1] 0 0 -1 0 0 0 00 1

[ —18/4 6 0 9/2 —6 0

=| -18/4 6 0 |+|9/2 -6 0

| 0 0 -1 0 0 1

[0 0 0

=100 0

|0 0 0
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/2 0 0
Assim, Y= | —1/2 1 0 | é outra solugao para o exemplo.
0 0 —i

e A tltima solucdo para o problema estd relacionada & matriz X4. A matriz inversa também
é a mesma que a considerada anteriormente.

> Calculo de W = XAy X!

(01 07— 0 0 001
W o=|011 0 1/3 0 100
1.0 0 0 0 1]]|-110
0 1/3 0 001
= 0 1/3 1 100
| —i 0 0] -110
1/3 0 0
= | -2/31 0
0 0 —i

> Verificacio de que W ¢é solucdo de Py(\), isto é, AoW?2 + AyW + Ag =0

[0 6 0] 1/3 0 0 2 1 -6 0 /3 0 0 10
PB(W) =106 0 -2/3 1 0 +12 -7 0 -2/3 1 0 |+|0 1
00 1) 0 0 — 0 00 0 0 —¢ 00
[0 6 0] 1/9 0 0 13/3 =6 0 1 00
=106 0 -8/9 1 0 |+]|16/3 =7 0|+[0 10
00 1] 0 0 -1 0 00 0 01
[ —48/9 6 0 16/3 —6 0
=| —48/9 6 0|+ | 16/3 —6 0
|0 0 —1 0 0 1
[0 0 0
=10 00
| 0 0 0
/3 0 0
Logo, W = | —=2/3 1 0 | também é solugao para o problema.
0 0 —i

Existem casos que nao formam solucdo para o problema. Um exemplo disso é:

Xs = |2 ' a9 ° a3 } Observe que dois dos autovetores que formam esta matriz sao

linearmente dependentes. Com isto, det(f(5) = 0 e portanto, a matriz é singular e nao admite
inversa.

Portanto, conclui-se que o problema admite quatro solucoes.
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No problema quadratico de autovalores, os autovetores associados a autovalores distintos
podem nao ser linearmente independentes, e neste caso a teoria se complica. Por isto, a de-
terminagao precisa do numero de solventes da equacao matricial quadrédtica é um problema
que precisa de mais estudo e foge do objetivo inicial deste trabalho. O leitor pode encontrar
referéncias adicionais sobre isto em [10, 11].
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Consideracoes Finais

O maior beneficio gerado por uma pesquisa, como o trabalho de conclusao de curso, é a pos-
sibilidade criada para aperfeicoar alguns conhecimentos mateméticos adquiridos, especialmente
durante a graduagao, e a oportunidade de adquirir outros conhecimentos mais complexos, cuja
abordagem nao ocorre neste periodo.

O objetivo primordial deste trabalho foi possibilitar as pessoas interessadas a obtencao de
uma pequena parte de conhecimento a respeito de equagoes polinomiais matriciais quadraticas
e difundir parte da teoria fundamental utilizada para tratar de tal assunto.

Embora nao estejam presentes, as aplicacoes envolvendo esse tema sao intmeras, especial-
mente no que se refere a controle de sistemas dindmicos/andlise. Entretanto, foi observado que
o problema de encontrar os solventes de uma equacao polinomial com coeficientes matriciais é
de dificil resolugao. Em diversas situacoes verificou-se que existem casos especiais, com matrizes
especificas que amenizam o trabalho e cuja solugao é citada, mas nem sempre é simples e de
facil compreensao. Por esse motivo, o trabalho ficou restrito a equagbes polinomiais matriciais
de segundo grau.

Espera-se que novos trabalhos surjam a partir deste, e que o problema de encontrar solventes
para equacoes polinomiais matriciais possa ser ampliado para equagoes de grau superior.

Por fim, constatou-se que realmente os conhecimentos matemaéticos formam um emaranhado,
uma teia. Todos eles estao interligados e a construcao de um novo conhecimento s6 acontece
pelo fato de existirem outros que o justificam e o sustentam.
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