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Introducao

Neste trabalho, vamos mostrar de maneira simples alguns dos algoritmos de Pro-
gramagao Nao Linear, de modo que, qualquer pessoa com um pouco de conhecimento
em Algebra Linear e Calculo possa compreendé-los.

O objetivo desses algoritmos é minimizar uma funcao nao linear, ou seja, encon-
trar um ponto Z tal que f(Z) < f(x) para todo x € R. Estudaremos algoritmos de
minimizacao em §, em R”, e em R2.

Os modelos usados na Programacao Linear, sao, como o nome diz, lineares. Em
grande parte das aplicagoes, modelos lineares refletem apenas aproximagoes dos mo-
delos reais. Fenonemos fisicos ou economicos sao geralmente melhor representados por
modelos nao lineares. Por isso a importancia da Programagao Nao Linear. O problema
central da Programagao Nao Linear é minimizar uma funcao nao linear, encontrando
uma solucao com uma certa precisao.

Descreveremos os algoritmos, explicando como e porque funcionam. Para todos os
algoritmos faremos a implementacao em Matlab.

A maneira como se desenvolve o trabalho é a seguinte:

No primeiro capitulo estudaremos métodos de busca na reta (Secao Aurea e Armijo).

No segundo, veremos o método de Cauchy que é um método de minimizacao em
R". Faremos uma comparagao entre o método de Cauchy usando Secao Aurea e o
método de Cauchy usando Armijo.

No terceiro capitulo faremos um estudo do método de Newton, também um método
de minimizacao em R", e faremos a mesma comparacao do capitulo anterior.

No ultimo capitulo, estudaremos um pouco de busca bidirecional. Este método usa
as vantagens do método de Cauchy e Newton, fazendo a minimizagao sobre o subespaco
gerado pelas diregoes de Cauchy e de Newton.

No primeiro capitulo, apresentamos exemplos de fun¢des em ¥, mostrando as
iteragoes de cada método. Nos outros capitulos, apresentamos exemplos de funcoes

mostrando as suas curvas de nivel e as iteracoes de cada método.



Capitulo 1

Métodos de Busca na Reta

O objetivo deste capitulo é estudar métodos para a minimizacao de uma funcao

0 : R, — R unimodal, ou seja,

inimizar 0 1.1
minimizar (x) (1.1)

Descreve-se dois métodos de busca unidirecional. O método da secao aurea, que
trata da busca unidirecional exata e o método de armijo, que procura uma boa reducao

da fungao ao longo da direcao.

1.1 O Método da Secao Aurea

O algoritmo de segao durea inicia com uma busca que identifica um intervalo [a,b]
no qual a fungao possui um minimo. Depois, este intervalo inicial é reduzido até que
o minimo seja identificado com a precisao desejada. O método aplica-se a funcoes
unimodais.

Definigao: 6 : ®, — R é uma funcao unimodal se e somente se existe um
T € (0,400) tal que 6(z) > 0(z) em [0,Z] e decresce, e O(x) > 0(Z) em [ZT,+00) e
cresce. Em outras palavras, 0 é estritamente decrescente a esquerda de 7, e estritamente
crescente a direita de 7.

Nesta se¢ao suporemos que é dada uma fungao 6 : ®, — R unimodal.



Figura 1.1: Exemplos de funcoes unimodais: 0 = 22 — 2z — 3 e § = 2?

1.1.1 Determinacao de um Intervalo Inicial

Por hipétese, 6 é unimodal e portanto tem um tnico ponto de minimo £ € R,.
Precisamos encontrar um intervalo [a, b], que contém &.

Iniciamos com um palpite inicial p > 0 e com a = 0.

Se a fungdo cresceu no ponto p, ou seja, 6(p) > 6(0), o intervalo [0 , p] contém o
ponto de minimo. Fazemos b = p e o algoritmo péra com [0, b].

Caso contrério, expandimos o intervalo, fazendo b = 2p e a = p, até que 6(b) > 0(a).

N

Figura 1.2: Determinagao de um intervalo inicial

Algoritmo:
Se 0(p) > 0(0),a = 0;b = p; FIM

Senao

Enquanto 6(b) < 0(k), fazemos:



Em todas as iteragoes, 6(k) < (a), logo a < £. Quando o processo para, 0(b) > 0(k)
e portanto b > €. Disso concluimos que £ € [a, b].
Ap6s identificar um intervalo que contém o minimo, podemos passar a fase de

refinamento deste intervalo.

1.1.2 O Algoritmo da Secgao Aurea dado um Intervalo Inicial

Nesta fase temos [a,b] (intervalo inicial), definimos € > 0 como o erro méximo
tolerado e o tamanho do intervalo [ = b — a.

O objetivo desta fase é encontrar T € [a,b] tal que |z — £| < €, ou seja, queremos
encontrar £ aproximadamente com precisao de pelo menos e.

Esse algoritmo necessita de dois pontos m; e my interiores ao intervalo [a,b] em

cada iteracao, dividindo assim [ em trés partes.

my = a+ vl

mo = a+ wl
Escolhemos v e w segundo a se¢ao aurea do segmento [ = b — a, ou seja,

v+w=1ev=w?
Entao w? 4+ w =1

V5 —1
2

w = (o caso negativo nao é considerado)
w=0,62ev=0,38.
Logo: m1 =a+ 0,38l e my = a+ 0,621

O algoritmo, a cada iteragao, reduz o tamanho do intervalo [a, b], sendo os pontos

v e w definidos segundo a secao aurea do segmento [ = b — a.
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Figura 1.3: Intervalo inicial e os pontos intermedidrios m1 e m2 da primeira iteragao

Suponhamos que em uma iteracao temos os pontos a, mi, ms e b, e na iteragao
seguinte, @, my,ms e b.

Entdo, b —a = w(b — a).

Sempre teremos 1My = my ou My = Mg, pois v = w?. Desta forma serd necessario
apenas um calculo de funcao a cada iteracao. Dai, a razao pela qual usamos a sec¢ao
aurea para definir v e w.

O método da secao aurea fica assim:

l=b-—a;

Enquanto [ > 2¢, ou seja, enquanto nao se alcancar a precisao desejada, fazemos:

m =a + O, 38l
mo = a+ 0, 62(
E para reduzir o intervalo:

Se O(my) < 6(my)

b:mg
meo = My
l=b—a

11



my = a + 0, 38!
Senao

a=my

mp = My

l=b—a

me = a+ 0,62]

(a+b)
7 -

O algoritmo para quando [ < 2¢, e teremos T =
Z é o ponto de minimo com precisao de pelo menos ¢.

Na primeira iteragao, sabemos pela fase anterior, que £ € [a,b]. A cada iteragao,
existem duas possibilidades:
Se O(my) < 6(my), como b > my e a fungao é unimodal, 6(b) > 0(my). Logo, £ € [a, ms)].
Assim, define-se o novo intervalo [a, b] contendo &.
Se #(my) > 0(my), como a < my e a fun¢ao é unimodal, 6(a) > 0(m;). Logo, £ €
[m1,b]. Assim define-se o novo intervalo [a, b] contendo €.

Ou seja, a cada iteragao do método, o ponto de minimo & € [a, b].

A Figura (1.4) ilustra a reduc@o do intervalo [a, b] em 4 iteragoes.

5

AN

-4 L . f 1 1 1 1 I
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5

Figura 1.4: Diminuicao do intervalo apds algumas iteragoes
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1.1.3 Implementacao do Algoritmo de Secao Aurea em Mat-

lab

Em Matlab o algoritmo fica assim:
%Sejam dados a funcdo € e a precisdo €, queremos encontrar um intervalo [a, 0]

contendo o minimo.

p=1; % palpite inicial.
a=_0;
k= p;
b = 2%p;
WHILE
0(b) < 0(k);
a = k;
k = b;
b = 2%k;
END

%Definido [a, b], vamos refinar a busca por Secio Aurea.

it = 0; %contador de iteragoes.
epsilon = ¢; Y%precisao desejada
l=b-—a; % intervalo para a busca.

mi =a+038xl; mo=a-+0.62xl;
01 =0(mq); 602 =6(my);
WHILE
[ >2xe¢
IF
01 > 62,
a = msq;
my1 = Ma;

13



01 = 62,
l=0b—a;

me = a+ 0.62 % [;

02 = 0(my);
ELSE

b = mo;

Mo = Mma,

02 = 01,

l=b—a;

my; = a—+ 0.38x[;

01 = 0(my);
END
l=b—a;
it =it + 1,
END
(a+b)

% T é o ponto de minimo da fungao com precisao de pelo menos ¢.

14



A Secao Aurea

A secdo durea é um dos mais famosos problemas da geometria, estando presente
no corpo humano, nas flores, nos televisores, revistas, livros, etc.

O nome segao durea foi dado por Leonardo da Vinci (1452 - 1519), genial artista
florentino, autor de Gioconda e da Ceia.

Quando um segmento AB estd dividido por um ponto M tal que:

AM _ MB

AB = AM

diz-se que AB esta dividido em média e extrema razdo. Essa divisdo chama-se
secao aurea do segmento AB. A construgao da segao durea, equivale a resolucao
de uma equacao quadratica:

Seja AM=x ¢ AB=a.

Entao pela propriedade da segao aurea, temos:

z _ azz
a xr

Logo:

2?4+ar—a®>=0

T = %‘“/g Como a > 0, o caso negativo nao é considerado, e
()

Assim, um segmento AB com comprimento a, tem o seu dureo de comprimento

a(¥5).

1.2 O Método de Armijo

Nesta se¢ao vamos estudar o método de Armijo para encontrar um passo de descida
de uma funcao, ou seja, queremos encontrar um ponto em que a fungao decresce “bas-

tante” em relagao ao ponto inicial. Esta abordagem ¢é bastante utilizada e de simples

implementagao.

Seja 0 : Ry — R uma funcdo continuamente diferencidavel com 6'(0) < 0, nao

necessariamente unimodal.

O método de Armijo evita passos grandes com pouco decréscimo da funcao, porém

15



passos pequenos podem ocorrer. Para isso temos que encontrar A tal que:
O(X) < 0(0) + ard'(0).

onde a € (0, 1), (em geral usamos a = 0.5).

A condicao exige que o decréscimo na funcao # seja proporcional ao tamanho do
passo.

Ressaltamos que o método de Armijo nao minimiza a funcao, apenas tenta achar
uma boa reducao desta.

Este método avalia a derivada da fungdo no ponto A = 0 e define metade (se
a = 0,5) desta aproximacdo linear. Um ponto A é “melhor” que o ponto inicial se
satisfaz a condicao de decréscimo suficiente 6(A\) < 6(0) + ard’'(0).

A Figura (1.5) ilustra, para uma fungao 6, a aproximagao linear no ponto 0 e metade
desta aproximacao.

200

100 B

50 B

ol % |
theta(0)+ 1/2.lambda.theta (0)
501 i
theta(0)+lambda.theta’(0)
-100 I I I I I I
-2 0 2 4 6 8 10 12

Figura 1.5: Aproximacao linear da fungao em xy (em verde) e a metade da aproximagao

linear em xy (em vermelho)
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1.2.1 O Algoritmo de Armijo

E dado um valor para a (em geral 0.5) e calculamos o derivada da funcao em 0, tal
que 0'(0) < 0.

Sabemos que, para A pequeno:
O(N\) = 6(0) + A0'(0).
(Aproximacao linear da fungao em 0).

Se #'(0) < 0, para A suficientemente pequeno:

O(\) < 6(0) + %9’(0)
O método procura um valor para A que satisfaga a desigualdade acima.
Inicia-se o algoritmo com um palpite “grande” para o passo: A = p
Se para esse valor de A obtermos

00\ > 0(0) + %9'(0)

reduzimos o valor de \: \ = 2

N

O procedimento se repete até que

o) < 0(0) + 20'(0),
ou seja, enquanto o valor da funcao em A for maior que a metade da aproximacao linear
da fungao em zy, reduzimos o valor de .
O algoritmo de Armijo em forma compacta fica assim:
A =p (palpite inicial), a =0.5
Enquanto 6(\) > 6(0) + 36'(0)

A=2.

17



200

100~ 9

50+ B

Pto de Armijo

0 = —
theta(0)+ 1/2.lambda.theta’(0)

-50 | | | | I I
-2 0 2 4 6 8 10 12

Figura 1.6: Iteracoes do Método: O ponto em rosa satisfaz a condicao de Armijo

1.2.2 Implementacao do Algoritmo de Armijo em Matlab
Em matlab o algoritmo fica assim:
% Definimos a fungao 6 na qual queremos fazer a busca unidirecional , « € (0, 1),

e um palpite p (em geral usamos p = 1).

it =0; % contador de iteracoes.

A=p;
WHILE
0(X) > 0(0) + ard'(0);
A=3;
END
it =it + 1;

18



1.2.3 Buscas Unidirecionais em R"

Seja dadas f : " — R, um ponto inicial xg e uma direcao d € R", o problema de

busca sera:

L J
minimizar f(xo + Ad)

Para este problema podem ser utilizados os métodos de busca unidirecional estu-
dados nas se¢oes anteriores, definindo

A>0—0\) = f(zo+ ) e 0(0)=Vf(xy)ld.

19



Capitulo 2

O Método de Cauchy

Neste capitulo iremos estudar o método de Cauchy, um dos mais antigos dos algo-
ritmos de minimizacao, desenvolvido por Cauchy em 1847.

Este método, a cada iteracao, usa a direcao de maximo declive da funcao em um

ponto dado.

O problema de minimizagao irrestrita é:
minimizar f(z) (2.1)
rER™

onde f: R — R é diferencidvel com derivadas continuas (fungao de classe C1.)

Ou seja, queremos encontrar, se existir, Z € R" tal que f(z) = min{f(z),z € R"}.

2.1 Condicoes Necessarias de Otimalidade

Seja f : R® — R de classe C*.

Nosso objetivo é encontrar um ponto z € R" tal que (Vo € R") f(x) > f(Z).

O ponto Z é um minimizador local se existe uma vizinhanca V de Z tal que
(Vo € V) f(2) > £(@).

Teorema 1 (Condi¢ao de otimalidade de primeira ordem). Se & ¢ um mini-

mizador local de (2.1), entdo V f(x) =0

20



Demonstragao: Suponha que Z é um minimizador local. Seja d € R"™ uma diregao

arbitraria, d # 0. Como f é diferenciavel, temos:
f(@+ M) = f(2) + A\Vf(@) d+ o(z,))
(Aproximacao de primeira ordem)

com lim oz, ))
A0 A

Entao, para \ # 0,

=0

o, f@AM) - f(7) 0T, )
Viz)d= ) -

Por definicao de minimizador local, para A suficientemente pequeno, temos:

f(@+Ad) - f(z) 20

Tomando limites, obtemos:

Vi@E)Td=0
Repetindo para a direcao —d, obtemos

Vi@)d <o,
e portanto

VfE)'d=0.
Logo, para qualquer direcao d € R",

V@) d=

e portanto Vf(z) =0. B

Teorema 2 (Condigao de otimalidade de segunda ordem). Se f € de classe C?,

e T um minimizador local, entdo a hessiana H f(ZT) é semi definida positiva.

Demonstragao: Suponha que z é minimizador local e considere uma direcao ar-
bitraria d € R".

)\2

f(+ M) = f(z) + \Vf(z)"d+ ?dTHf(:I:)d + 02(N)

21



(Aproximacao de segunda ordem)

Ug()\) _ O

com lim
A—0

Pelo teorema anterior, Vf(z) =0

Para A # 0, temos

d"Hf(z)d  f(z+ M) — f(z) oV
2 B A2 A2
Por hipétese, f(z + Ad) — f(Z) = 0. Tomando limites ficamos com

dTHf(z)d

(Vd € R") 5

=0

O que ¢ a definicao de matriz semi definida positiva. Bl

Nosso objetivo é encontrar Z tal que V f(Z) = 0, mas isso ndo garante que Z seja
minimizador local. Z pode ser maximizador local ou ponto de inflexao. Por isso,

precisamos estudar as condicoes suficientes de otimalidade.

2.2 Condicoes Suficientes de Otimalidade

Teorema 3. Suponha que para T € R", Vf(z) =0 e Hf(Z) é definida positiva. Entdo

T € minimizador local de (2.1).

Demonstragao: Seja S ={d e R/ || d ||= 1}
Uma matriz é definida positiva se e s6 se (Vd € S) df Ad > 0
A funcao d € S + d¥Ad é continua no conjunto compacto S, e portanto, tem

minimizador d € S, ou seja,
(VvdeS) d"Ad > a=d" Ad >0
(v é 0 menor autovalor de A).

Com A = Hf(z), temos: (Vd € ),

A2 A2
?dTHf(f)d +0(N\?) = 0(2) + =a+a(\?)

f(Z+ M) = f(z) + AV f(z)Td+ 5

22



dividindo por A2, para A > 0:

(YA€ S) f@“jg‘f@) =5+

Para A € [0, \] suficientemente pequeno, temos:
f(Z+ M) — f(z) >0

Portanto f(z) < f(z),Vz, tal que ||z — 7 ||< A

Logo,  é minimizador local. B

2.3 Direcao de Maximo Declive

A cada iteragao deve-se encontrar uma direcao d, em que a funcao “cai bastante”,
e minimizar esta func¢ao ao longo desta direcao. Para esta minimizacao usamos as
buscas unidirecionais (Secao Aurea e Armijo). A diregao que usamos para resolver esse
problema ¢ a direcao de maximo declive.

A direcao de maximo declive é a direcao que resolve

mh”lcilﬁnizar Vf(x)'d
=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:
| V@) d < V) ||l

sendo que, quando V f(z) e d sao colineares, ocorre a igualdade.

Logo, o minimo sera atingido por

V@)
| V() |
Por conveniéncia, trabalharemos com a dire¢ao de méaximo declive d = —V f(x),

sem normaliza-la.
Ou seja, a diregao de maximo declive é a diregao oposta ao gradiente da funcao no

ponto z, ja que o gradiente aponta para a direcao de maior crescimento da funcao.

23



2.4 O Algoritmo de Cauchy

Definiremos ponto desejavel, um ponto x tal que V f(x) = 0.

Sao dados f: R™ — R de classe C! e um ponto inicial 2o € R".

Enquanto z* nao for desejével (ou seja, enquanto V f(z*) # 0), calculamos a direcao
oposta ao gradiente, ou seja, d = —V f(z*)

Fazemos a busca unidirecional, encontrando, assim, A (se existir).

Se nao existir, o problema nao tem solucao.

Agora, fazemos x**! := 2% + \d

Em resumo, enquanto nao acharmos um ponto desejavel, “procuramos” a diregao
de méximo declive, ou seja, d = —V f(z*), fazemos uma busca unidirecional ao longo

dessa direc¢ao, encontrando o tamanho do passo. Repetimos o procedimento enquanto

V(z) #0.

2.5 Implementacao do Algoritmo de Cauchy em Mat-
lab

Em matlab o algoritmo de Cauchy fica assim:
% Definimos a funcao f que queremos minimizar, um ponto inicial zo € R™ e o erro
mMAaximo e.
WHILE
IVF(E")] <&
d=—Vf(z*);
% Agora, fazemos uma busca unidirecional ao longo de d, usando Secao Aurea ou
Armijo, encontrando assim, .
ot =2k 4 X« d;

END

24



2.6 Comparacao do Método de Cauchy usando Secao
Aurea com o Método de Cauchy usando Armijo

Agora, faremos uma comparacao entre o método de Cauchy usando busca unidire-
cional de Secao Aurea e o método de Cauchy usando busca unidirecional de Armijo,
através de dois exemplos. Um usa como funcao critério a fungao penalidade e o outro

usa como fungao critério a funcao “banana”.

Exemplo 1. Comparacao do método de Cauchy usando a busca unidirecional de Armijo
com o método de Cauchy usando a busca unidirecional de Se¢ao /furea, tendo como

fungao critério a fun¢ao penalidade — > logs, onde s =b— A'x.

I I I I I I I I I
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5

Figura 2.1: Iteracoes do método de Cauchy com busca unidirecional de Secao Aurea

usando a fungao penalidade.
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15-

Figura 2.2: Iteragoes do método de Cauchy com busca de Armijo usando a funcao

penalidade.

Para uma precisao de € = 107 o método de Cauchy com busca unidirecional de
Secao Aurea, faz 2336 iteracoes até atingir a precisao desejada, precisando, para isso,
fazer 49895 calculos de fungoes e 2336 célculos de gradientes. Ja o método de Cauchy
com busca unidirecional de Armijo, precisa de 1857 iteracoes para atingir a precisao,
precisando para isso fazer 38243 calculos de fungoes e 1857 calculos de gradientes.

Neste caso, usando a funcao penalidade, vemos que o nimero de iteracoes e de
calculos de fungoes e gradientes é muito grande. O método de Cauchy com Armijo se
mostra mais eficaz, fazendo menos iteragoes e menos calculos para alcancar a precisao.

Agora veremos, no caso da fungao penalidade, como se “comporta” a norma do

gradiente nos dois métodos.
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N Norma do gradiente
T T

10

10° |t

W
10" F ",

10

10 I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 2.3: Comparacao entre as normas dos gradientes do método de Cauchy usando

busca unidirecional de Se¢ao Aurea (vermelho) e usando busca unidirecional de Armijo

(verde).

A Figura (2.3) mostra o comportamento da norma do gradiente nos dois casos.
Em vermelho, mostra-se o “decrescimento” da norma do gradiente para o método de
Cauchy usando Secao Aurea. A norma do gradiente do método de Cauchy com Armijo
¢ mostrada em verde. Percebemos claramente que o gradiente da fungao no método de

Cauchy com Armijo “cai” mais depressa do que com Secao Aurea.

Exemplo 2. Compara¢ao do método de Cauchy usando a busca unidirecional de Armijo
com o método de Cauchy usando a busca unidirecional de Sec¢ao /furea, tendo como

fungdo critério a fungao “banana” f(x1,x9) = 2(xe — 22)* + (1 — x1)%
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Figura 2.4: Iteracoes do método de Cauchy com busca unidirecional de Se¢ao Aurea

usando a fungao “banana’.

35r

251

15

Figura 2.5: Iteragoes do método de Cauchy com busca unidirecional de Armijo usando

a funcao “banana’.

Para uma precisao de ¢ = 1073, o método de Cauchy com busca unidirecional de
Secao Aurea, faz 150 iteracoes até atingir a precisao desejada, precisando fazer 3904

calculos de funcoes e 150 calculos de gradientes. Ja o método de Cauchy com busca
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unidirecional de Armijo, precisa de 106 iteracoes até atingir a precisao, fazendo para
isto, 867 célculos de fungoes e 106 calculos de gradientes.
Neste caso, usando a funcao banana, o método de Cauchy usando Armijo é mais
eficaz, faz menos iteragoes, menos calculos de fun¢oes e menos cédlculos de gradientes.
Agora veremos, no caso da funcao “banana”, como se “comporta”’ a norma do

gradiente nos dois métodos.

Norma do gradiente
10 T T T

1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 2.6: Comparagao entre a norma do gradiente do método de Cauchy usando
busca unidirecional de Secio Aurea (vermelho) e usando busca unidirecional de Armijo

(verde).

A Figura (2.6) mostra o “decrescimento” da norma do gradiente nos dois métodos.
Em vermelho mostra-se o comportamento da norma do gradiente no método de Cauchy
com Segao Aurea, e em verde, o comportamento do gradiente no método de Cauchy
com Armijo que, como vemos, “cai” mais depressa do que no outro método.

E preciso lembrar que essa comparacao depende muito do ponto inicial que é
tomado, sendo que essa comparacao somente é valida para estes exemplos, podendo
ser bem diferente para outras funcoes e outros pontos iniciais.

Portanto, nao hé vantagens em usar uma busca unidirecional exata, que, como

vimos, é menos eficiente que a busca de Armijo, em geral faz mais iteracoes, além de

precisar fazer mais calculos de funcgoes e gradientes que o método de Armijo.
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Cauchy

Matematico e fisico-matematico, nasceu no dia 21 de agosto de 1789 e faleceu
no dia 23 de maio de 1857. Numerosos termos matemaéticos tém o seu nome,
por exemplo, o teorema integral de Cauchy, o método de cauchy, que estamos
estudando, entre outros. Cauchy foi o primeiro a fazer um estudo das condigoes
para a convergéncia de séries infinitas. Escreveu mais de setenta memorias,

abordando quase todos os ramos da matematica.
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Capitulo 3

O Método de Newton

O método que estudaremos neste capitulo, deriva do método de Newton para re-
solver sistemas de equacoes.
Este método tem estrutura idéntica ao método de Cauchy. O problema de mini-

mizacao irrestrita continua sendo:
minimizar f(z) (3.1)
TER™

onde f: R" — R é diferencidvel de classe C2.

O método usa a direcao obtida pela minimizagao da aproximacao quadratica em
todo o espaco, se essa direcao existir. Se nao existir, o método falha.

Aproximacoes quadréaticas nao sao somente melhores que aproximacoes lineares,
mas ganham importancia a medida que se aproximam de um minimizador local de

f(.). Também neste método, um ponto = é considerado desejavel, se V f(z) = 0.

3.1 Minimizacao de uma Quadratica em R"

Dada uma funcao f : R® — R, de classe C? e uma direcao d € R", perto de um

ponto ¥ podemos aproximar f pela expansao do polindémio de Taylor:

Foa®) = 7 + V(Y d + L H )
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Tomando a derivada dessa expressao e igualando a zero, temos:
V(@) + H(2")d = 0.

Se H(z") for nao singular, H!(z*) existe e entao,
d= —H™ 2"V f(a")

Se H(x*) é definida positiva, entdo esta direcio aponta de z* na direcao de z que
minimiza a aproximacao quadratica de f.

Geralmente f nao é quadratica. Porém aproximacoes quadraticas sao razodaveis
sobretudo perto de solugoes do problema (3.1). Quando f for quadratica, o método
convergira em uma sé iteragao.

Quando a hessiana H(z*) é definida positiva, o método de Newton costuma ser
excelente. Quando H (x*) nao é definida positiva, a dire¢io pode nao ser de descida, e
a busca unidirecional ao longo de d resulta em A\ = 0: o método falha. Se z* estiver
préximo de um minimizador local Z de (3.1), o método é muito eficiente convergindo
rapidamente.

Sua implementacao é dificultada pelo fato de nem sempre a hessiana ser definida
positiva e pelo fato de ser necessario calcular a matriz hessiana, o que geralmente é

muito “caro” computacionalmente.

3.2 O Algoritmo de Newton

Definimos ponto desejavel, um ponto z tal que V f(x) = 0.

Sao dados f: R" — R de classe C? e um ponto inicial x5 € R".

Enquanto x* nao for desejavel (ou seja, enquanto V f(z*) # 0), calculamos a diregao
d resolvendo o sistema H(2*)d = —V f(z¥).

(Este passo é bem-definido somente se o sistema tem solugao.)

Fazemos a busca unidirecional, encontrando, assim, A (se existir).

Se A = 0, o método falha.
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Agora, fazemos zF*! := 2% + \d

Em resumo, enquanto nao acharmos um ponto desejavel, calculamos a diregao
de Newton, fazemos uma busca unidirecional ao longo dessa direcao, encontrando o
tamanho do passo. Repetimos o procedimento até que Vf(z) = 0, ou até que o

método falhe.

3.3 Implementacao do Algoritmo de Newton em

Matlab

Em matlab o algoritmo de Newton fica assim:
% Definimos a funcao f que queremos minimizar, um ponto inicial zo € R™ e o erro
maximo e.
WHILE
IVFEh) <€
d = —H(a")\Vf(z*);
% Agora, fazemos uma busca unidirecional ao longo de d, usando Secao Aurea ou
Armijo, encontrando assim, .
o =2k £ X« d;

END

3.4 Comparacao do Método de Newton usando Secao
Aurea com o Método de Newton usando Armijo

Agora, faremos uma comparacao entre o método de Newton usando busca unidire-
cional de Se¢ao Aurea e o método de Newton usando busca unidirecional de Armijo,
através de dois exemplos. O primeiro exemplo usa como funcao critério a funcao pe-

nalidade e o outro usa como fungao critério a funcao “banana”.

Exemplo 3. Comparacio do método de Newton usando a busca unidirecional de
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Armijo com o método de Newton usando a busca unidirecional de Se¢ao Aurea, tendo

como fungao critério a funcao penalidade — > logs, onde s =b — A'x.

Figura 3.1: Iteracoes do método de Newton com busca unidirecional de Secao Aurea

usando a funcao penalidade.

—2F

Figura 3.2: Iteragoes do método de Newton com busca unidirecional de Armijo usando

a funcao penalidade.

Para uma precisao de ¢ = 1072, o método de Newton com busca unidirecional de
Secao Aurea, faz 7 iteracoes até atingir a precisao desejada, precisando, para isso, fazer

182 calculos de funcgoes, 7 cdlculos de gradientes e 7 calculos de hessianas. Ja o método
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de Newton com busca unidirecional de Armijo, precisa de 8 iteragdes para alcangar
a precisao, fazendo 14 calculos de funcoes, 8 cdlculos de gradientes e 8 calculos de
hessianas.

Neste caso, usando a funcao penalidade, o método de Newton com Secao Aurea
faz menos iteracoes, mas o método de Newton com Armijo faz bem menos cédlculos de
funcoes.

Agora veremos, no caso da funcao penalidade, como se “comporta” a norma do
gradiente nos dois métodos.

Norma do gradiente
10 T T

10° F ~ 1

10" q

10 b

107 \ 1

10°F \ i

10° 1 1 1 1 1 1

Figura 3.3: Comparacao entre as normas dos gradientes do método de Newton usando

busca unidirecional de Secao Aurea e usando busca unidirecional Armijo.

A Figura (3.3) mostra o comportamento da norma do gradiente nos dois casos.
Em vermelho, mostra-se o “decrescimento” da norma do gradiente para o método de
Newton usando Secao Aurea. A norma do gradiente do método de Newton com Armijo
é mostrada em verde. Percebemos que o gradiente no método de Newton com Segao

Aurea “cai” mais depressa que no outro método.

Exemplo 4. Comparacao do método de Newton usando a busca unidirecional de
Armaijo com o método de Newton usando a busca unidirecional de Se¢ao Aurea, tendo

como fungao critério a fun¢ao “banana” f(xy,x2) = 2(xe — 23)? + (1 — 21)%
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Figura 3.4: Iteracoes do método de Newton com busca unidirecional de Secao Aurea

usando a funcao “banana”.
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Figura 3.5: Iteragoes do método de Newton com busca unidirecional de Armijo usando

a funcao “banana”.

Para uma precisao de ¢ = 1073, o método de Newton com busca unidirecional
de Secao Aurea, faz 5 iteracoes até atingir a precisao desejada, precisando fazer 120
calculos de funcoes, 5 calculos de gradientes e 5 calculos de hessianas. J4 o método de
Newton com busca unidirecional de Armijo, precisa também de 5 iteragoes até atingir

a precisao, fazendo para isto, 8 cdlculos de funcgoes, 5 calculos de gradientes e 5 calculos
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de hessianas.

Neste caso, usando a funcao “banana”, os dois métodos fazem o mesmo nimero
de iteragoes, mas o método de Newton com Armijo precisa fazer menos célculos de
funcoes.

Agora veremos, no caso da funcao “banana”, como se “comporta”’ a norma do

gradiente nos dois métodos.

Norma do gradiente
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Figura 3.6: Comparacgao entre a norma dos gradientes do método de Newton usando

busca unidirecional de Se¢ao Aurea e usando busca unidirecional Armijo.

A Figura (3.6) mostra o “decrescimento” da norma do gradiente nos dois métodos.
Em vermelho mostra-se o comportamento da norma do gradiente no método de Newton
com Segao Aurea, e em verde, o comportamento do gradiente no método de Newton
com Armijo. Neste caso, os comportamentos sao semelhantes.

Lembramos novamente, que essa comparagao depende muito do ponto inicial que é
tomado, sendo que essa comparacao somente é valida para estes exemplos. Para outras
funcoes e outros pontos iniciais, a comparacao muda.

Como vimos, através dos dois exemplos, o método de Newton com Armijo é mais
eficaz do que o método de Newton com Secao Aurea. Vejamos porque:

Na reta, se 6 é quadratica, e sendo p um minimizador de 6, sabemos que:
0(p) = 6(0) + 0.50'(0),

37



Em R", se d é a direcio de Newton a partir de ¥, para uma funcao quadrética f

com hessiana positiva, teremos:
f@® 4+ d) = f(a") +0.5f (2", d)

Se f nao é quadrdtica mas H f(z") é definida positiva, e se o modelo quadratico é

uma boa aproximagcao para f, entao:

f(z® +d) = f(2F) +0.5f (2F, d)
e para « < 0.5 (digamos o = 0.3)

flah +d) < f(a") + af'(a", d)

Com isso cocluimos que Newton com Armijo é mais eficaz do que Newton com
Secao Aurea.

Como podemos perceber, o método de Newton é muito mais eficaz que o método
de Cauchy, faz bem menos iteragoes e muito menos calculos de fungoes e gradientes.
O incoveniente deste método é que, como ja falamos, a direcao d nem sempre é uma
direcao de descida, por isso, nem sempre ele funciona, mas quando a direcao é de
descida, ele funciona muito bem. E também é necesséario calcular a hessiana e a sua

inversa, cdlculos que nao sao necessarios no método de Cauchy.

Newton

Matematico, fisico e astronomo, nasceu em 25 de dezembro de 1642 na cidade
de Woolsthope, Lincolnshire, Inglaterra. Newton fez uma verdadeira revolugao
na matematica, éptica, fisica e astronomia. Langou a base do céalculo integral
e diferencial. Chegou a importantes conclusoes sobre a lei da gravitacao, a

decomposicao da luz solar no espectro, etc.
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Capitulo 4

Busca Bidirecional

Nos capitulos 2 e 3 vimos, respectivamente, o método de Cauchy e Newton. O
método de Cauchy geralmente é eficiente longe de uma solugao 6tima do problema,
mas tem baixa velocidade de convergéncia, ou seja, faz muitas iteragoes para atingir o
ponto de minimo. J4 o método de Newton ¢ eficiente perto de uma solucao 6tima, e,
em geral, tem velocidade de convergéncia muito boa, mas pode ser ineficiente longe da
solugao.

Para aproveitar as vantagens dos dois métodos, vamos descrever um algoritmo que,
a cada iteracdo, minimiza (ou reduz) a funcdo critério ao longo do subespago gerado

pelas diregoes de Cauchy e de Newton. Considere o problema:

minimizar f(z) (4.1)

onde f(.) é de classe C? com hessiana definida positiva.

O algoritmo de busca bidirecional é o seguinte:

E dado 2° € R".

Enquanto V f(z*) # 0, calculamos a direcao de Cauchy d, = —V f(2¥) e a direcao
de Newton d,, = —H (2F) 71V f(aF).

Define-se o subespacgo S gerado por d. e d,,.

Agora resolvemos

2" = argmin f (2" + d) (4.2)
des
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A seguir, vamos estudar um algoritmo de busca bidirecional, que serd utilizado para

resolver (4.2).

4.1 Minimizacao em R’

Nesta secao vamos descrever um método para a minimizacao de uma funcao f :
R? — RN. Na secao seguinte, esse método serd aplicado ao problema acima. O método
consiste em, a cada iteracao, fazer duas iteragoes do método de Cauchy a partir de um
ponto 2° € R? dado, e passar uma reta pelo ponto inicial e pelo ponto que minimiza a
funcao ao longo da direcao de cauchy na segunda iteracao. Este método é chamado de

PARTAN (método de tangentes paralelas).

4.1.1 O Algoritmo de Partan

Novamente, definiremos ponto desejavel, um ponto x tal que V f(z) = 0.

Sao dados f: R? — R e um ponto inicial 2! € N2

Enquanto x* nao for desejavel (ou seja, enquanto V f(z*) # 0), calculamos a direcao
d' = =V f(2*) (direcao de Cauchy).

Fazemos uma busca unidirecional ao longo de d' a partir de ¥, encontrando assim,
AL

Calculamos o ponto y = z! + \d!.

Agora, calculamos novamente a direcao de Cauchy a partir do ponto y, ou seja,
d> ==V f(y).

Fazemos uma busca unidirecional ao londo de d? a partir de y, encontrando assim,
A2,

Calculamos o ponto z = y + \?d.

Agora, calculamos a direcdo definida pelo ponto inicial % e pelo ponto z resultado
da busca uidirecional ao longo de d?, ou seja, d = z — z*.

Fazemos uma busca ao longo de d a partir de ¥ (ou equivalentemente a partir de

z), encontrando A.

40



E define-se o novo ponto z*+' = zF + \d.
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Figura 4.1: Iteracoes do método de Partan.
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Figura 4.2: Iteragoes do método de Partan.

As Figuras (4.1) e (4.2), mostram algumas itera¢oes do método de Partan.

A seguir, mostraremos que este método é um método de diregoes conjugadas.

4.1.2 Algoritmos de Direcoes Conjugadas

Definicao: dada uma matriz simétrica n x n, H. As direcoes d* e d> € R" sao

H-conjugadas se e somente se d*" Hd? = 0.

41



Se amatriz H é definida positiva, entao é possivel encontrar n direcoes d*, d?, ..., d" #
0, mutuamente H-conjugadas. Em nosso caso, a seguinte propriedade de direcoes H-
conjugadas é importante:

Considere o problema de minimizar uma funcao quadratica
n T 1 T
reN r—>f(:p):cx—|—§:v Hx

com H definida positiva e simétrica.
Suponha que sao conhecidas as direcoes d', d?, ..., d" # 0, H-conjugadas. Dado um

ponto z° € R arbitrario, vamos estudar o seguinte procedimento:

k=0
PARA i =0,1,...,n—1

A = argmin f(z* + \d") (4.3)
AeR

xk+1 — :L‘k + )\dk

O método faz n minimizagoes em sequéncia, ao longo das n direcoes H-conjugadas. Os
minimizadores estao bem definidos, uma vez que H é definida positiva. O resultado é
que z" é o minimizador global de f(.). Este resultado estd demonstrado em [7].
Portanto, algoritmos de direcoes conjugadas sao muito eficientes para a minimizacao
de fungoes quadraticas. A dificuldade estd em encontrar as dire¢oes H-conjugadas.
Mostraremos que o método Partan, acima descrito, gera direcoes H-conjugadas.
Quando aplicado a uma funcao quadratica em R, resolve o problema em uma iteracao.

Quando aplicado a fung¢oes nao quadraticas, tem convergéncia muito rapida.

Teorema 4. Seja dada uma fungio quadrdtica em R™: f(z) = 'z + 32" Hx, com H
definida positiva. Sejam dados uma direcio d, duas retas paralelas, {x' +\d, A\ € R} e
{z% + \d, A € R}, e 0s minimizadores de f(.) ao longo dessas duas diregées, digamos,

yt e y? Entao a direcdo h = y* — y? é H - conjugada a d.

Demonstragao: Como y' é minimizador de f(.) ao longo de d, temos f'(y',d) =

Vf(yHTd = 0. O mesmo vale para y? : f'(y*,d) = Vf(y?)Td = 0. Para y € R, temos
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Vi(y) =c+ Hy, f'(y,d) =d"Vf(y).
Portanto,

d'c+d" Hy' =0 (4.4)

d'c+d"Hy* =0 (4.5)

Subtraindo (4.4) de (4.5), temos d* H(y' — y*) = 0, que é a definigao de diregoes H

- conjugadas. W

Vamos agora considerar o método Partan em %2, utilizando minimizacao de uma
funcao quadratica:

No primeiro passo, dado x!, fazemos d* = —V f(z'), A = argmin f (2! +\d")(Cauchy
a partir de z') e y = ' + Mdl.

No segundo passo, fazemos d? = —V f(y), A? = argminf(y+ M\'d?) (Cauchy a partir
de y) e 2 =y + \2d?

Teorema 5. Com as condi¢oes acima, temos d = z — x' é H - conjugada a d>.

Demonstragao: Temos, Vf(y)'d' = 0, pois y é minimizador de f ao longo de
d'. Portanto d' é perpendicular a Vf(y), ou seja, d* é perpendicular a d?, e temos
d' = -V f(z').

Consequentemente, d* Vf(z') = 0 e f/(z',d?) = 0, e portanto z! é minimizador
de f ao longo de d>.

Temos entdo, que as retas r' = {z! + A\d*>, A € R} e r? = {y + A\d*, N € R} sdo
paralelas.

2! é minimizador de f em r! e z é minimizador de f em 72,

Pelo teorema 4, as diregoes d? e d = (z — z') sao H-conjugadas. B

4.1.3 Implementacao do Algoritmo de Partan em Matlab

Em Matlab, o algoritmo de Partan fica assim:
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%Definimos a funcao f : R2 — R que queremos minimizar, um ponto z' € R? e uma

precisao e.
k=1
WHILE ||V f(z")]| > &
d' = -V f(a');

%Agora fazemos uma busca unidirecional ao longo de d' a partir de z!, usando
Secao Aurea, encontrando assim , A!.
y=a'+ A\ xd';
d* = -V f(y);
%Agora fazemos uma busca unidirecional ao longo de d? a partir de ¥, usando Secao
Aurea, encontrando assim, \2.
2=y + N\ xd%
%Agora calculamos a direcao definida pelo ponto inicial e pelo resultado da mini-
mizacao unidirecional ao longo de d?.
d=z—1"
% Novamente fazemos uma busca unidirecional ao longo de d a partir de z' (ou
equivalentemente a partir de z), encontrando .
P = 2F 4+ N« d;
k=k+1;
END

4.2 Minimizacao Bidirecional

Vamos agora, aplicar o método de Partan a resolucao do problema de busca bidi-
recional (4.2).

Considere uma ponto ¥ € R" e as direcoes d. e d,, geradas pelo algoritmo de busca
bidirecional, descrito anteriormente. Se d. e d, sao colineares, entao o problema se
reduz a uma busca unidirecional. Suponhamos entao, que d. e d, sao linearmente

independentes.
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Definimos V = [d. d,] ¢ S = Z(V), onde Z(V') é o conjunto imagem de V.
O problema é:

mm;glslzarf(x +d) (4.6)

Para utilizar o método Partan, temos que calcular em cada passo o gradiente da
funcao restrita & variedade z* 4+ S. O gradiente dessa funcao em um ponto z ¢ a

projecao de V f(z) sobre o nicleo de VT. Vamos chamar essa projegao de g,. Entao

temos:
Vf(if) = 0p + gp

onde g, e N(VT) e g, € Z(V), isto é, VIg, =0e g, = Vy com y € R?. Dai, temos:
Vi@)=g+Vy
Multiplicando por VT, ambos os lados da expressao acima, obtem-se:
VIVy = VIV f(x)

Como d, e d, sao linearmente independentes, é facil ver que VIV é nao singular, e

entao
y=VIV)"'WIV f(x)
e portanto,
9 =Vf(z)=Vy

Substituindo y, temos,
9 = V@) = VVIV)TVIV f(2)
ou seja,
g =TI = VVV)'VV f(2)

A matriz P = (I — V(VTV)71VT) ¢ a matriz de projegao sobre o niicleo de V7.
Com essa expressao, podemos adaptar o algoritmo PARTAN para a resolucao do

problema (4.2).
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4.2.1 O Algoritmo de Busca Bidirecional

Agora, vamos descrever o algoritmo completo de busca bidirecional:

Sejam dados z¥ € R", e uma precisdo € > 0.

Enquanto ||V f(2*)| > e,

Calculamos a direcio de Cauchy d. = —Vf(z*) e a dire¢io de Newton d, =
—H(z")7IV f ().

Agora, definimos V' = [d, d,] e a matriz de projegao P = (I — V(VITV)7VT).

Inicia-se, agora, a busca bidirecional:

Fazemos w! = 2% ¢ j = 1.

Enquanto |PV f(w?)|| > e,

Calculamos d' = —PV f(w’). Fazemos uma busca unidirecional ao longo de d' a
partir de w’, usando secao durea, encontrando \.

O préximo ponto serd y = w? + \d*.

Agora calculamos uma nova diregao d*> = —PV f(y). Fazemos nova busca unidire-
cional ao longo de d? a partir de y, usando secao durea, encontrando \.

Calculamos o novo ponto z = y + Ad>.

Agora, definimos a nova direcao d = z — w’. Faz-se uma nova busca unidirecional

ao longo de d a partir de w’, encontrando . Finalmente, fazemos w’™ = w’/ + \d e

j=J+1
E assim termina a busca bidirecional, e fazemos z*+! = w7,
Salientamos que, quando j = 1, d* = —PVf(uw/) = =V f(a*), e portanto, a

projecao é desnecessaria.

Em resumo, calculamos as dire¢oes de Cauchy e de Newton, definimos o subspaco
gerado por essas duas direcdes, calculamos a matriz projecao sobre o nucleo de V7
e fazemos a minimizacao nesse subespaco, usando o método de Partan. O resultado
dessa minimizacao serd o ponto z**1.

Nao h& interesse por uma busca bidirecional muito precisa, pela mesma razao de

que nao havia necessidade de muita precisao em buscas unidirecionais.
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4.2.2 Implementacao do Algoritmo de Busca Bidirecional em

Matlab

Em matlab o algoritmo de Busca Bidirecional fica assim:

%Definimos a funcao que queremos minimizar, um ponto z*¥ € 2" e uma precisao
€, o algoritmo gera um ponto any

k=1,

WHILE ||V f(z")| > e,

d. = =V f(z*);

dy, = —H (") 'V f(a*);
V = l[d. d];
P=(-V{TV)vT),
g

%Agora, usamos o método de Partan a partir de w! para obter w, solucao de

minimizar f(w) (4.7)
w € zh4+S

%Agora descreveremos o método de Partan para resolver o problema interno.
J=1
WHILE || PV f(w?)| > ¢;
d' = —PVf(u’);
%Agora fazemos uma busca unidirecional, usando secao &urea ao longo de d! a
partir de w’, encontrando assim, .
y = w! + \dY;
d> = —PV f(y);
% Fazemos nova busca unidirecional ao longo de d?, a partir de y, usando secao

aurea, encontrando assim, .
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2=y + A\
d=z—w;
%Novamente fazemos uma busca unidirecional usando secao durea, ao longo de d,
a partir de w’, ou de z, encontrando .
w T = w + \d;
J=3+1L
END
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Conclusao

O presente trabalho descreve Algoritmos de Programacao Nao Linear, de forma
simples e 1til. O problema da Programagao Nao Linear é encontrar uma solucao para
o problema de minimizacao de uma funcao nao linear. Este trabalho me possibilitou
nao sé conhecer mais de Programacao Nao Linear, como também aprender Matlab e
ETEX.

A sequéncia em que se desenvolve o trabalho é descrever como cada método funciona
e mostrar como ¢ sua implementagao em Matlab.

Podemos perceber que, em geral, o método de Armijo é mais eficiente que o método
de Secao Aurea para a busca unidirecional e que o método de Newton, quando a dire¢ao
¢ de descida, é muito mais eficiente do que o método de Cauchy, fazendo, em geral,
menos iteracoes e menos calculos de fungoes.

Finalizando, este trabalho foi uma oportunidade de colocar em pratica a teoria
aprendida durante o curso de matematica. Neste sentido, acredito que este trabalho
de conclusao de curso, atingiu os objetivos propostos no programa de Licenciatura em

Matemadatica da Universidade Federal de Santa Catarina.
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