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Introducao

Desenvolvemos neste trabalho alguns aspectos basicos da teoria de coalgebras
e comddulos. O contexto do nosso estudo é mais restrito do que seria ne-
cessario. Aqui, todas as coalgebras sao tomadas sobre um corpo; as codlgebras
podem ser definidas mais geralmente sobre anéis comutativos com unidade.
Porém, nesse contexto mais geral, perde-se muito por nao se ter mais a como-
didade de trabalhar com produtos tensoriais de espacos vetoriais, que também

sao espacos vetoriais.

Coalgebra é uma nocao dual de algebra. O uso do termo “dual”é justi-
ficado pelo uso da linguagem categérica. Dualidade refere-se a inversao do
sentido das flechas de certos diagramas comutativos. Portanto, para se duali-
zar a nocao de uma k-algebra, faz-se necessario antes transformar a definicao
de k-algebra em termos de diagramas. Da mesma forma, dualizamos a nocao

de morfismos de algebras, obtendo morfismos de codlgebras.

Algebras e coalgebras nao sao apenas nocoes duais. De certo modo, sao
objetos duais. Objetos duais no seguinte sentido. Dada uma k-coalgebra C,
entao conseguimos “naturalmente” — num sentido que ficara claro no decorrer
da apresentacao — uma estrutura de k-algebra sobre o k-espaco vetorial dual

C* = Hom(C, k), o espago dos funcionais k-lineares.

A dualidade de objetos, porém, nao é geral. Se o espaco dual de uma
coalgebra ¢ uma algebra, nao conseguimos atribuir “naturalmente”uma es-
trutura de codlgebra sobre o espaco dual de uma &lgebra. No caso de uma
algebra de dimensao finita, isso é sempre possivel, como sera demonstrado. No

entanto, quando a algebra possui dimensao infinita, nao conseguimos utilizar



a técnica para definir a estrutura de codlgebra. Nao obstante, conseguimos
contornar esse obstaculo. Nao conseguimos definir a estrutura de coalgebra
sobre todo o espaco dual de uma &algebra, mas podemos fazé-lo sobre um

subespacgo do dual, chamado de dual finito da algebra.

Em suma, esse é o conteido do primeiro capitulo. No segundo, trata-
mos da teoria basica de comdédulos. Um coméddulo sobre uma codlgebra é
uma nog¢ao dual a de um moédulo sobre uma algebra. Depois de provarmos
alguns resultados, partimos para a definicao de médulos racionais. Nosso re-
sultado principal serd a demonstracao de um isomorfismo entre a categoria
dos comodulos a direita sobre uma codlgebra C' e a categoria dos C*-modulos
a esquerda racionais (observe que aqui usamos o resultado citado acima, de

que, sendo C' uma k-codlgebra, C* é uma k-algebra).

Nesse trabalho, assumimos como conhecida a teoria béasica de grupos,
anéis e modulos. Alguns resultados sobre produtos tensoriais s@o apresentados
no Apéndice B. Além disso, fazemos uma introducao béasica a teoria das
categorias no Apéndice A. Apesar de nao ser absolutamente necessario, este
apéndice serve para familiarizar o leitor com a linguagem de diagramas, o que

pode facilitar bastante a compreensao do texto.



Capitulo 1
Coalgebras

Neste capitulo, algebras e coalgebras sao definidas sobre um corpo k. Isto
¢ uma restricao, ja que se poderia substituir £ por um anel comutativo R;
neste caso, perder-se-ia a conveniéncia de se trabalhar com produtos tenso-
riais de espagos vetoriais. No segundo apéndice deste trabalho, algumas das
facilidades de se trabalhar com produtos tensoriais de espagos vetoriais serao
explicitadas. Todos os produtos tensoriais nao adornados sao considerados
sobre o corpo k. Expressaremos a composicao de funcoes de forma simpli-
ficada. Isto é, ao invés de f o g, colocaremos apenas fg nos proximos dois

capitulos.

1.1 Definicoes e exemplos

Defini¢ao 1.1. Uma k-dlgebra é uma tripla (A, M, u), em que A € um k-
espaco vetorial, M : AQ A — A eu:k — A sio morfismos de k-espacos

vetoriais tais que 0s sequintes diagramas comutam.:

AA A A0 A A A
u®I IRu
M®I M k@A M A®l€
ApA—M L4 \ /
A



Essa definicao pode parecer estranha a primeira vista. De fato, é mais
facil e intuitivo definir uma k-algebra A como sendo um anel A que tem
uma estrutura de k-espaco vetorial de modo que haja compatibilidade entre
a multiplicagdo por escalar e a multiplicagao dentro do anel. Em outras

palavras:
Definicao 1.2. Uma k-dlgebra é um anel (A, +,.) com unidade tal que (A, +)

possui uma estrutura de k-espago vetorial e Vr € k e Yay,as € A, r(ajas) =

(ray)as = ay(raz).

Proposicao 1.3. As duas definicoes de k-dlgebra sdo equivalentes.

Demonstragao: Suponha que A seja uma k-algebra no sentido “tradicio-
nal” i.e., A é um anel com unidade e um k-espago vetorial tal que r(ajas) =
(ray)as = ay(rag), Vr € k, Yay,ay € A. Temos que definir fungoes M :
ARy A — Aewu: k — A tais que os diagramas da definicao de algebra

comutem.

Seja u : k — A dada por u(r) = rls — o que implica que u(1;) = 14. E
claro que u é k-linear.

Seja g : A x A — A dada por g(a,b) = ab. E imediato verificar que
g é balanceada. Logo, pelo Teorema 7?7, existe um tnico homomorfismo de

grupos M : A® A — A tal que M(a ® b) = ab. Além disso, M também é

k-linear.

Verifiquemos que os diagramas comutam, come¢ando com o primeiro. Se-

jam a,b,c € A. Por um lado,
MI@M)(ab®c) = Ma® M(b® c))
= M(a® (be))
= a(bc).
Por outro lado,
MMeI)(a®b®c) = M(Ma®b)®c)
= M((ab) ® )
= (ab)c.



Como A ¢é anel, entao (ab)c = a(bc). Portanto, M(I ® M) = M(M ® I), que

é precisamente a comutatividade do primeiro diagrama.

Seja ¢ : k® A — A o isomorfismo canonico, dado por ¥(r ® a) = ra.
Vamos mostrar que M(u ® I) = 1), ou seja, que o lado esquerdo do segundo
diagrama comuta. A comutatividade do outro lado é inteiramente analoga.

Pela linearidade, sé precisamos verificar a comutatividade para 1, ®a € k® A.

Temos que M(u® I)(1y ® a) = M(u(ly) ® a) = u(ly)a = 14a = a. Por
outro lado, (1 ® a) = 1xa = a, pois A é k-algebra.

Portanto, (A, M,u) é k-élgebra, no sentido da definigdo via diagramas.

Mostremos agora o inverso, isto é, que se (A, M, u) é uma k-dlgebra, entao

A é uma k-algebra no sentido “tradicional”.

Defina a multiplicacao - : A x A — A dada por -(a,b) = ab = M(a ® b).
Com essa multiplica¢ao, A é um anel com unidade u(1;) = 14. De fato, sejam
a,b,c € A. Entao M(I@M)(a®b®c) = M(a®@M (b&c)) = M(a®bc) = a(be).
Por outro lado, M(M ®1I)(a®b®c) = M(M(a®b)®c) = M(ab®c) = (ab)c.
Como M(M ® I) = M(I ® M) — por hipé6tese —, entao (ab)c = a(bc).

A comutatividade do segundo diagrama significa que u(1;) = 14. De fato,
M(u®I)(1®a) = M(u(ly)®a) = u(1lg)a. Por outro lado, ¥ (1;®a) = 1xa = a.
Dali, u(1g)a = a, Va € A. Analogamente, au(1l;) = a. Assim, u(1;) é unidade

em A.

Falta ainda mostrar que Vr € k, a,b € A, T(ab) (ra)b = a(rd). De

fato, r(ab) = rM(a ® b) = M(r(a® b)) = M(ra ® b) = (ra)b — usamos a k-
linearidade de M. Além disso, (ra)b = M(ra®b) = M(ar®b) = M(a®rb) =
a(rb). Isso termina a demonstragao. O

A importancia da defini¢ao de dlgebra via diagramas estd no fato de que os
diagramas podem ser dualizados, invertendo-se o sentido das flechas. Assim,

obtemos a definicao de coalgebra por dualizacao da definicao de algebra.

Defini¢ao 1.4. Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A€), em que C' € um k-
espaco vetorial, A : C — C® C e e : C — k sao morfismos de k-espacos



vetoriais tais que os sequintes diagramas sao comutativos:

C CxC /C\
A foa koC A Cok
C®CE?IC®C®C eI I®e

CeC

As aplicacoes A e € sao chamadas, respectivamente, de comultiplicacdo e
counidade da codlgebra C'. A comutatividade do diagrama esquerdo é chamada

de coassociatividade.

Exemplo 1.5. Sejam .S um conjunto nao-vazio e kS o k-espaco vetorial com
base S. Entao kS é uma coalgebra com comultiplicacdo A e counidade e
definidas por A(s) = s ® s e €(s) = 1, para qualquer s € S e estendidas por

linearidade.

Para ver que kS de fato é uma coalgebra, temos que verificar que a comuta-
tividade dos diagramas. Por linearidade, sé precisamos verificar para qualquer
s € S. Entao, temos, por um lado, (I@A)A(s) = (IQA)(s®s) = sQRA(s) =
s®s®s; por outro, (AR NA(s) =(ARI)(s®Rs) =A(s) ®s=5R X s.
Portanto, (A ® I)A = (I ® A)A, o que prova a comutatividade do primeiro

diagrama.

Verificamos apenas um lado do diagrama da counidade, sendo a do outro
andloga. Seja ¢ : k ® kS — kS o isomorfismo canonico, ¥(r ® s) = rs.
Queremos mostrar que (¢ ® I)AY = Ijgrs. Pela linearidade, s6 precisamos

mostrar que (e @ IAY(r®s)=r®s, com s € S er € k. Calculando:

(€@ DNAY(res) = (e@)A(rs)
= (e®@I)(rA(s))
= r(e@l)(s®s)
= 7(e(s) ® )
= r(l®s)
= res.

Logo, tal como definida, kS realmente é uma codlgebra sobre k.



Exemplo 1.6. Como caso particular do exemplo acima, se S = {1}, vemos
que k é uma coalgebra com comultiplicacao dada por A(a) = a ® 1, para

todo a € k, e counidade €(a) = a, i.e., € = .

Exemplo 1.7. Seja H um k-espago vetorial com base {¢,, : m € N}. Entao H

é uma coalgebra com comultiplicacdo A e counidade € definidas por A(c,,) =

E ¢ ® Cm—i € €(Cm) = 0o.m, em que §; ; é o delta de Kronecker. Novamente,
=0
as funcoes, tal como definidas acima, s6 dao o resultado quando aplicadas na

base. Portanto, elas devem ser entendidas estendendo-as por linearidade.

Mostremos que H é uma codlgebra. Primeiro observamos que A(c,,) =
m m

Z C Q Cpei = Z Cm—i ® ¢;. Agora, calculamos

(A DA(c,) = (A® 1)(2 ¢ @ Ci)
- ZA(CZ-)@cm_i (1)

IR A)A(Cn) = TA)D cmi ®c:)

i=0
= Z Crm—i @ A(Cl) (2)
i=0
Desenvolvendo (1) e (2), chegamos a igualdade desejada (A ® I)A =
(I ® A)A.

Vejamos agora a igualdade do segundo diagrama — novamente, s6 mostra-

mos um lado, pois o outro ¢é inteiramente analogo:
(€@ DAY(1 R cn) = (€@ I)A(cm)

= (€®1)(Zcz‘ ® Cm—i)

= ZG(Q‘) ® C—i

i

3 |l

0

= 00, @ Crm—i
i=0

= 1®c¢p.



Logo, H é uma codlgebra.

Exemplo 1.8. Sejam n > 1 inteiro e M¢(n, k) um k-espago vetorial de di-

2

mensao n°. Denotamos por {e;;}1<; j<, uma base de M¢(n, k). Definimos

sobre M¢(n, k) uma comultiplicacdo A(e;;) = Z eip ® €p; € uma couni-
1<p<n
dade €(e;;) = 0;;. Desta maneira, M¢(n, k) é uma codlgebra — chamada de

coalgebra de matrizes.

Provemos que isto realmente define uma coalgebra. Temos que

n

(T@A)A(e;) = (T@A)D ep®ey)

= Z eip @ A(ep;)

p=1
n

= Zeip®zepq®eqj

p=1 q=1

= E Eip @ €pg @ €4

1<p,g<n
Por outro lado,

(A@DA(e) = (AR epn @ eyy)

p=1

= Z Aleip) @ €
p=1

= E : Ciqg @ Eqp @ €pj

1<p,g<n

= E Eip Q Epg Q €4

1<p,g<n

Portanto, o primeiro diagrama comuta. Basta verificar o segundo. Mos-



tremos que (€ ® I)A) = Irgnre(n,p):
(e@DAY(1®@ey) = (e®I)A(ey)

= (e® I)(Z Cip @ €p;j

p=1
n

= Z e(ep) ® ep;

p=1

= Z dip ® €
p=1

Portanto, M¢(n,k) é uma codlgebra com a comultiplicacdo e a counidade

definidas acima.

Nas defini¢oes acima, sempre falamos em morfismos de k-espacos vetoriais.
Em particular, isso supoe que A ® A e C ® C sao k-espacos vetoriais. Na
construgao de produtos tensoriais de modulos, este é definido como um grupo
abeliano. O que nos permite tratar esses produtos tensoriais como k-espagos
vetoriais é o fato de que todo espaco vetorial é um moddulo a direita e a
esquerda sobre um corpo. Isso implica que o produto tensorial é k-espaco

vetorial (ver Proposicao 77).

Uma das vantagens disso é que o produto tensorial, sendo um k-espago ve-
torial, tem uma base. Isso significa que podemos facilitar os calculos, compu-
tando sobre a base. Isso serda muito importante mais a frente, particularmente

na demonstracao do Lema ?7?.

Como foi dito anteriormente, neste trabalho estamos restringindo nossas
definicoes a espacos vetoriais. Num caso mais geral, terfamos algebras e
coalgebras sobre um anel comutativo R, em que, ao invés de considerarmos A
e C' como k-espacos vetoriais, terifamos R-mddulos. Ainda assim, o produto
tensorial teria uma estrutura de modulo, pois, sendo R comutativo, A e C

seriam modulos a direita e a esquerda.

Interrompemos o desenvolvimento das idéias da teoria de codlgebras para
apresentar a notacao de Sweedler, de grande utilidade para calculo de longas

composigoes envolvendo a comultiplicacao A.



A definigao recursiva da seqiiéncia de aplicagoes (A,,),>1 ¢ definida como
Ay =Ae paran>2 A,:C—->C®- --®C,n+ 1 vezes, tem-se A,, =
(A I HA, .

A notacao de Sweedler para A se escreve como A(c) = )¢ ® g, para

qualquer ¢ € C, evitando assim a escrita A(c) = Z ¢ @ ¢;. Indutivamente,
.3
Ay () =>c1® - ® cpy1, Yn > 2. Para mais detalhes, (ver [?], p. 4).

Pela definicao de A,, quanto maior for n, mais “carregada”torna-se a

escrita de A, (c). Para n = 2, por exemplo, temos

AQ(C) :Zch ®012®022261®021 ®022 :ZCI®CQ®03.

Além disso, ¢ = > €(c1)ea = > c1€(ez). Essa igualdade é chamada de propri-
edade da counidade, que expressa a comutatividade do segundo diagrama da

definicao de coalgebra; a primeira reflete a comutatividade do primeiro.

Definigao 1.9. Uma dlgebra (A, M, u) € dita comutativa se o diagrama

T

AR A AR A

A

€ comutativo, em que T : AR A — A® A € funcao twist, dada por
Ta®b)=b®a.

E facil ver que essa definicao coincide com a nocao usual de dlgebra co-

mutativa. Por dualizagao, definimos codlgebras comutativas.

Defini¢ao 1.10. Uma codlgebra (C, A €) é dita cocomutativa se o diagrama

¢ comutativo. Isto significa que Y ¢1 @ ca =Y @ ¢y, Ve € C.

10



1.2 Subcoalgebras e coalgebras quociente

Queremos agora definir os mofismos de coalgebras. Para isto, partiremos
da definicao usual de morfismos de algebras; em seguida, daremos uma for-
mulacao equivalente usando diagramas para, enfim, dualizarmos e obtermos

a defini¢do de morfismo de codlgebras.

Um morfismo de duas algebras A e B é uma funcao f : A — B tal que

fla+0b) = fla) + f(b), f(za) = xf(a), flab) = f(a)f(b) e f(1a) = 1g,
Va,b € A, Vx € k. Em outras palavras, é um morfismo de k-espagos vetoriais

que “abre’na multiplicagao da algebra e manda unidade em unidade.

Definicao 1.11. Sejam (A, Ma,ua) e (B, Mp,up) duas k-dlgebras. Uma
funcao k-linear f : A — B é um morfismo de dlgebras se os sequintes diagra-

mas sao comutativos:

ARA—>B®B A

! B
M"‘i lMB :x /3
A !

Definicao 1.12. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) duas k-codlgebras. Uma

funcao k-linear f : C — D é um morfismo de codlgebras se 0s sequintes

diagramas sao comutativos:

C D C

f f D
Acl lAD X ;A
k

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser expressa como: Ap(f(c))

Y@ fle)a=> fla) ® fle2) = (f @ f)(A(e)), Ve e C.

Uma subalgebra B de uma algebra A é um subconjunto de A tal que B
é uma algebra. Isto é, B C A é subespaco vetorial tal que a multiplicacao
da dlgebra, quando restrita aos elementos de B é fechada. Se (A, M,u) é
uma k-algebra, entao M (B ® B) C B. “Dualizando”, obtemos a seguinte

definicao:

11



Defini¢ao 1.13. Seja (C,A,€) uma codlgebra. Um k-subespago D de C €
dito uma subcodlgebra se A(D) C D® D.

E claro que (D, Ap,ep) é uma codlgebra, com Ap = Alp e ep = €|p.

Proposicao 1.14. Se {C;}ic; € uma familia de subcodlgebras de C, entao

Y icr Ci € uma subcodlgebra.

Demonstragao: A(Z C;) = Z A(Cy) C ZCZ@)C’Z- - (Z Ci)® (Z ).

i€l i€l i€l el i€l
O]

Ainda nesta idéia de dualizagao, podemos definir um coideal a direita (a

esquerda) assim como um coideal numa codlgebra C'.

Defini¢ao 1.15. Sejam (C,A,€) uma codlgebra e I um k-subespago de C,

entao I € dito:

i) Um coideal a esquerda (a direita) se A(I) C C ® I (respectivamente,
A(l)CI®C.

ii) Um coideal se A(I) CT@C+C®I ee(l)=0.

Ao contrario do que se espera, um coideal nao é necessariamente um
coideal a direita e/ou a esquerda. Considerando o anel de polinomios k[X]

que é uma coalgebra com comultiplicacao e counidade dadas por

AX") =(X®14+1®X)", €X")=0 para n>1
Al)=1®1, (1) =1

e o k-subespaco I = kX — o subespaco gerado por X —, claramente temos
A(I)=1®14+1®1I ee(l)=0, mas I ndo pode ser coideal a direita e nem

a esquerda.

Enunciamos a seguir um resultado, cuja demonstragao pode ser encon-

trada em ([?], p. 25):

Lema 1.16. Sejam f : Vi — V5 e g : W1 — Wy dois morfismos de k-espacos
vetoriais. Entao ker(f ® g) = ker(f) @ Wi 4+ Vi ® ker(g).

12



Proposicao 1.17. Seja f : C — D um morfismo de codlgebras. Entao Im(f)

¢ uma subcodlgebra de D e ker(f) € um coideal de C.

Demonstragao: Como f é morfismo de coalgebras, entdao (f®f)Ac = Apf,

ou seja, o seguinte diagrama comuta:

C D
o

Logo, Ap(Im(f)) = Ap(f(C)) = (Apf)(C) = (f @ f)Ac(C) € (f@ /) ([C®
C) = F(O)@f(C) = Im(f)@Im(f). Ouseja, Ap(Im(f)) € Im(f)@Im(f),
o que é dizer que I'm(f) é subcodlgebra de D.

Mostremos agora que ker(f) é coideal de C. E claro que (Apf)(ker(f)) =
Ap(f(ker(f)) = 0. Como f é morfismo de coélgebras, o diagrama acima

comuta, o que implica que (f ® f)Ac(ker(f)) = 0. Logo,
Ac(ker(f)) C ker(f @ f) = ker(f) @ C+ C® ker(f).

Usamos o Lema ?7? na ultima igualdade. Ademais, como ec = €p f, segue que
ec(ker(f)) = epf(ker(f)) = 0. Portanto, ker(f) é coideal de C. O

Teorema 1.18. Sejam C uma codlgebra, I um coideal e w1 : C — C/I a

projecao canonica de espagos vetoriais. FEntao:

i) Erxiste uma tunica estrutura de codlgebras sobre C'/I — chamada de

codalgebra quociente — tal que ™ € um morfismo de codlgebras.
ii) Se f: C'— D € um morfismo de codlgebras tal que I C ker(f), entdo

existe um tinico morfismo de codlgebras f : C/I — D tal que fr = f.

Demonstracao: i) Como [ é coideal, (1 @ m)A(l) C (n@m)({@C+C®
I) = 0. Logo, pela versao mais geral do Teorema do Homomorfismo (para

espagos vetoriais) aplicado a func¢ao (T®m)A, existe uma tnica funcao k-linear

13



A:C/I — C/I ®C/I tal que o diagrama abaixo comuta:

C - C/I

(r@m)A B

A A
C&C———C/Ia 0/

Esta funcdo ¢ definida por A(@) = 6 ® é, em que ¢ = ¢+ I = w(c). B

facil ver que

ADAE) =I2MAQ =) aa®ds

Portanto, A é coassociativa. Além disso, como I ¢ coideal, entdo e(I) = 0;
novamente, pelo Teorema do Homomorfismo (para espagos vetoriais), existe

uma tnica funcao k-linear € : C'/I — k tal que o diagrama abaixo comuta:

Isto é a propriedade da counidade para €. Portanto, (C/I,A €) é uma
codlgebra. Além disso, os diagramas acima mostram também que 7 : C' —
C/I é morfismo de codlgebras. A unicidade de A e € segue da unicidade das

funcoes determinadas pelo Teorema do Homomorfismo.

ii) Mais uma vez, usando o Teorema do Homomorfismo (para espagos

vetoriais), existe uma (tinica) funcdo k-linear f : C'/I — D tal que fr = f

14



tal que f(¢) = f(c), para qualquer ¢ € C. Como f é morfismo de codlgebras,

(Apf)(e) = Ap(

Além disso, epf(¢) = ep(f(c)) = ec(c) = €¢). Logo, f é morfismo de

coalgebras. ]

Em particular, tem-se o

Corolario 1.19. (Teorema do isomorfismo para codlgebras) Seja f :
C — D um morfismo de codlgebras. Entdo f : C/ker(f) — Im(f) é um

1somorfismo.

1.3 A algebra e a coalgebra duais

No que segue, se W é um k-espaco vetorial, entao W* denotard o k-espaco
vetorial dual, Hom(W, k).

Lema 1.20. Sejam k um corpo, M, N eV trés k-espacos vetoriais. Defina
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as sequintes fungoes lineares:

o:M*QV — Hom(M,V)
f®yg —  O(f®v): M — V
m —  f(m)v
¢ : Hom(M,N*) — (M ® N)*
g — ¢ (g) : M@N — k
m®n +— g(m)(n)
p:M*® N* — (M®N)*
f®g —  p(f®g): MQN — k
m®n +—  f(m)g(n)
Entao:
i) ¢ € injetiva. Além disso, se V tem dimensao finita, entdo ¢ € um isomor-
fismo;
ii) ¢' é um isomorfismo e
iit) p € injetiva. Ademais, se N tem dimensao finita, entdao p € um isomor-

fismo.

Demonstragao: Antes de tudo, provemos que as funcgoes realmente sao
lineares. Para verificar que ¢ é linear construimos uma funcao balance-
ada g : M* xV — Hom(M,V) dada por g(f,v)(m) = f(m)v. Sejam
fifi,fo € M*, v,v,v9 € V er € k. Verifiquemos que se trata de uma

aplicagao balanceada:

g(fr+ fo,v)(m) = (fi+ f2)(m)v
= film)v+ f2(m)v
= g(f1,v)(m) + g(f2,v)(m)
= (9(f1,v) + g(f2,0))(m);
g(f,vr+wv2)(m) = f(m)(v1 + v
= f(m)vi + f(m)vs
= g(f,v1)(m) + g(f,v2)(m)
= (9(f;v1) +g(f,v2))(m);

(
(
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g(fr,v)(m) =

V)

Assim, pelo Teorema ?7, existe um (inico) homomorfismo de grupos ¢ :
M*®V — Hom(M,V) tal que ¢(f ® v)(m) = f(m)v. E facil ver que

também é homomorfismo de k-espagos vetoriais.

A verificacao de que ¢' : Hom(M, N*) —
Mostremos que p : M* @ N* — (M @ N)*
9,91,92 € N*er € kedefinah: M*x N* —

f(m)g(n). Entao,

(M @ N)* é k-linear ¢é trivial.
é k-linear. Sejam f, f1, fo € M*,
(M@ N)* por h(f,g)(m@n) =

h(fi+ f2,9)(m@n) = (fi + fa)(m)g(n)

= film)g(n

)+ fa(m)g(n)

= h(f1,9)(m®@n)+ h(fs,g9)(m n)
= (h(f1,9) + h(f2, 9))(m @ n);

h(f, g1 +g2)(m®@n) = f
- J

(m)(g1 + g2)(n)

(m)g1(n) + f(m)ga2(n)

= h(f,g1)(m&@n)+ h(f, g2)(m@n)
(h(f,91) + h(f, 92))(m ® n);

h(fr.g)(m@n) = (fr)(m)
( )

g(n)

= (f(m)r)g(n)
= f(m)(rg(n))
= f(m)(rg)(n)
= h(f,rg)(m®n).

Novamente, pelo Teorema 77, existe um tnico homomorfismo de grupos p :
M*@N* — (M®@N)* tal que p(f®g)(m®@n) = f(m)g(n). E trivial verificar

que p também é morfismo de k-espacos.

Lema.

Provemos, agora, os trés itens do

i) Sejaxr € M*®V, com ¢(x) = 0. Para provar que ¢ é injetiva, temos que
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mostrar que z = 0. Todo x € M*®V pode ser escrito na forma x = Z fi®u;,

com f; € M* v; € V e {v;}; linearmente independente (esta soma ¢ finita).
Se ¢(x) =0 — a fungao nula M — V -, entdo 0 = ¢(x)(m) = Z fi(m)w,

Vm € M. Pela independéncia linear de {v;};, resulta f;(m) = 0 para qualquer

1 e qualquer m. Dal, cada f; = 0 e, entao, x = 0. Portanto, ¢ é injetiva.

Agora, suponha que V tem dimensao finita n. Entao V ~ k" =k S k &

<« @k, n vezes. Dali,

M*@V:M*@(ik):i(M*@k):(M*®k;)”.

=1

Ou seja, existe um isomorfismo ¢1 : M* @V — (M* ® k)". Por outro lado,
Hom(M,V) ~ Hom(M, k") ~ Hom(M, k)®---©GHom(M, k) = (Hom(M, k))".
Logo, existe um isomorfismo ¢, : (Hom(M, k))” — Hom(M,V).

Seja ¢ : M* @ k — Hom(M, k) = M* o isomorfismo canénico dado por
o(f@r)=rf, que é a funcao ¢ quando V = k.

Entao existe um isomorfismo ¢3 : (M* ® k)" — (Hom(M,k))". Além

disso, ¢ = pap3¢1. Como todos sao isomorfismos, entao ¢ é isomorfismo.

ii) Se {X;}ier e Y sdo k-espagos vetoriais, entao existe um isomorfismo

canonico

Hom(®;e1 X;,Y) ~ H Hom(X;,Y).

i€l

Em particular, se I é uma base de M, entdo M ~ k(). Portanto, existem
isomorfismos u; : Hom(M, N*) — (Hom(k, N*))D e uy : (k@ N))) —
(M ® N)*.

Para M =k, a funcao ¢’ é um isomorfismo. Assim, obtemos um isomor-
fismo us : (Hom(k, N*))) — ((k @ N)*)W).

Além disso, ¢’ = uguzuy. Portanto, ¢’ é um isomorfismo.

iii) Basta notar que p = ¢/¢g, em que ¢g é o morfismo ¢ quando V' = N*.

O resultado segue dos dois itens anteriores. [
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Por indugao, usando o item (iii) do Lema anterior, obtemos:

Corolario 1.21. Sejam My, --- , M, k-espacos vetoriais. Entdo a aplica¢ao
0: M{f®@- - @M — (My®---M,)* definida por (f/1 @@ fp) (M1 & -+ @
my) = fi(my) -« fu(my) € injetiva. Além disso, se todos os espagos M; sao

de dimensao finita, entdao 60 € um isomorfismo.

No Lema 77, bastava que um dos espacos fosse de dimensao finita para
que p fosse isomorfismo. No Corolario, exigimos que todos os espagos tenham
dimensao finita. Essa requisicao é necessaria tendo em vista o processo de
inducao. De fato, se exigissemos que apenas um espaco tivesse dimensao
finita, digamos, M;, entao nao conseguiriamos aplicar a indugao para provar
que a fungao 0 : My @ My ® Mj — (M; ® My ® Ms)* é isomorfismo, pois

M, ® Ms teria dimensao infinita.
Provamos anteriormente que a fungao

p: M*@N* — (M®@N)*
f®g — p(f®g): M®N — k
m®n +— f(m)g(n)

é injetiva e que, se N ou M tiver dimensao finita, entao p é um isomorfismo.
Essa funcao p é 1til para definir uma multiplicacao na dlgebra dual de uma

coalgebra.

Sejam V' e W dois k-espagos vetoriais e v : V' — W um morfismo. Entao

podemos definir uma fungao v* : W* — V* por v*(f) = fowv.!

Dada uma codlgebra (C, A €), queremos dar uma estrutura de dlgebra a
C* = Hom(C, k). Entdo precisamos definir fungoes M : C* @ C* — C* e

u: k — C* que satisfacam os axiomas de algebra.
Defina M : C* @ C* — C* por M = A*p:

CreCt L (Ce0) 25 Cr

Y—)* : k- Esp — k — Esp é um funtor contravariante da categoria dos k-espacos

vetoriais em si mesma.
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Defina v : k — C* por u = €, em que ¥ : k — k* é o isomorfismo
canonico:
k’ Y k'* € C*
Observe que, como A*, p, €* e 1) sao lineares, M e u também sao.

Proposicao 1.22. (C*, M, u) € uma dlgebra.

Demonstragao: E preciso mostrar que os diagramas abaixo comutam:

@ C* 2L o g O Cr®C*

u®I I®u

I®M M k®0* M C*®k

*

Mostremos que M (I ® M) = M(M ® I). Denotando M (f ® g) por f *g.

M(f®g)(c) = A"p(f®g)(c)
= p(f ®g)(Alc))
= p(f@9) (> (a1 ®c))
= > fle1)g(ea).

Dai,
((fxg)xh)(c) = 22(f *g)(er)h(ca)
Zf(cll)g(ch) ( )
= 2. fle)glez)h(cs).

(fx(gxh)(c) = > fler)(g=h)(ca)
> fler)g(ea, )hl(ca,)
= > fle)g(ea)h(cs).

Logo, (f xg) «h = f % (g * h). Resta provar que u é “unidade”. De fato,
isso fica provado se for mostrado que u(1) é a identidade na multiplicacao

definida por M, ou seja, se mostrarmos que u(1)* f = fxu(l) = f, Vf € C*.
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Mas u(a)(c) = e*h(a)(c) = () (e(c)) = ae(c). Em particular, se o = 1,
entao u(l) =e.

(u() * f)le) = 2u@)(er)f(c2)

pela propriedade da counidade. O

Definicao 1.23. Seja (C, A, €) uma codlgebra. Entdo a dlgebra (C*, M, u)
construida acima € dita a dlgebra dual da codgebra C. A multiplicacao de C*

€ chamada de convolucao.

Pelo que fizemos acima, a toda coalgebra podemos associar uma algebra
dual. Surge, naturalmente, uma pergunta inversa: dada uma algebra (A, M, u),

podemos associar “canonicamente”’ uma estrutura de codlgebra a A*?

No caso anterior, a definicao da multiplicagao vinha de A e da funcao p

definida no Lema ?7:

M=Ap: C*aC - (Cec) 25

Poderiamos tentar definir uma comultiplieaeéo de forma analoga:
AA M (A0 A I A e A
Ou seja, queremos definir A como sendo p~*M*.

A dificuldade ao fazer isto é que p nao é necessariamente invertivel. O

Lema ?? s6 nos garante isso no caso em que A tem dimensao finita.

Seja (A, M,u) uma algebra de dimensao finita. Definimos A : A* —
A @ A A = pIM* e

€. A" — k, e =Yu", em que ¢ : k* — k é o
isomorfismo canonico, ¥ (f) = f(1). Com estas notagdes, temos o seguinte

resultado:

Lema 1.24. Se f € A* e A(f Zgl ® h;, entao f(ab) ZQZ

Além disso, se f(ab) Zgj (b), entao Zgi ® h; = Zgj ® hj.
i J

21



Demonstracao: Temos que p(A(f))(a ® b) = Zgi(a)hi(b). Mas A =

p~'M*. Logo, M*(f)(a®b) = f(M(a®b)) = f(ab) = Z gi(a)h;(D).

Agora, se Zg;(a)h;-(b) = f(ab), entao IO<Z g; ® h;)(a ®b) = p(z G ®

hi)(a ®b). Pela injetividade de p, Zg; ® h;- = Zgi ® h;. O

J

Lembramos o corolario do Lema ?7: se My, Mo, ..., M,, sao k-espagos ve-

toriais, entao a funcao

0: M@ - M — (Mi®---® M,)*
®-Q fn — ([ i®-Rf): Mi®---QM, — k
Mm@ @my = fi(ma) - fu(ma)

é injetiva.
Proposicao 1.25. Se (A, M,u) é uma dlgebra de dimensdo finita, entao
(A*, A €) € uma codlgebra, com A e € como definidas acima.
Demonstragao: Seja f € A*. Entao A(f) = Z hi®gi, Alg;) = Zg;j ®g;/j
( J
e A(hi) = hy; @ hy;. Daf,
J
ASDA(f) = (AN _h®g) = > h®h;@g e
i ij
I @A)A(f) = (I® A)(Z hi®g;) = th‘ ® gi; @ iy
i irj

Sejad: AAQA'@A* - (ARARA)*, (u®@vew)(a®b®c) = u(a)v(b)w(c).
Vamos provar a coassociatividade de A usando a injetividade de # - conforme

o corolario citado.

(A DA(fa®bc) = 00 (hy; @ hj;©g)(a@b®c)
- S h @00
= i: hi(ab)gi(c)
— f(abo)
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(I @ A)A(f)a®b®c) = Q(Z(h ® 9, ®g;)(a@b®c)
= Zh a)g3; (D)gi5(c
= Zh a)gi (be)
= f(abc)

Como a,b,c € A e f € A* sao arbitrarios, pela injetividade de 6, temos a

coassociatividade.

Além disso, como €(f) = Yu*(f) = ¥ (fu) = (fu)(1) = f(1). Portanto,

(ngi)hi) @ = Y ah
l ~ (1) = fla)
(Ze(hi)gi> @ = Yol
— (1) = fla).

Logo, Z e(gi)hi) Z i)gi, 0 que prova a propriedade da counidade.
O]

Proposicao 1.26. i) Se f : C — D é um morfismo de codlgebras, entao
fF:D* — C* € um morfismo de dlgebras.
ii) Se f : A — B é um morfismo de dlgebras de dimensdo finita, entao

f*:B* — A* € um morfismo de codlgebras.

Demonstragao: i) Sejam g, h € D*ec € C. Sendo f morfismo de codlgebras,

temos

(f*(gxh)(c) = (g h)(f(@))
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Portanto, f*(g*h) = (f*(g)) * (f*(h)). Além disso, f*(ep) = epf = €c, pois

f é morfismo de coalgebras. Logo, f* é morfismo de algebras.

ii) Temos que provar que os seguintes diagramas sao comutativos:

B r A*

B* ! A*
AB*l lAA* 6& A
e L

B*®@ B*——=A*® A*

Seja s € B*. Entao (Aa-f*)(s) = Ax(sf) = Zgl ® h;. Sejam também
Ap«(s Zp] ®qgep: AA®A — (A® A)" ainjegdo canonica, tal como
definida no Lema 7?7 — que é injetiva. Sejam a € A e b € B. Tem-se que

p((Aa-f7)( Zgz hi(b) = (sf)(ab).
Por outro lado,

p(f @ [)Ap-(s))a®b) = p(> pif ©g;f)(a®Db)
J
= > (pif)a)(g; f)(b)
J

= ij(f(a))qj(f(b))

= s(f(a)f(b))
= s(f(ab)).

A dltima igualdade decorre de f ser morfismo de algebras. Como p é injetiva,

o primeiro diagrama comuta.

Além disso,

(€a=f7)(s) = eas(sf) = (sf)(1) = s(f(1)) = s(1) = €p=(s).
Portanto, o segundo diagrama comuta e, dai, f* é morfismo de codlgebras. [

Corolario 1.27. i) (—)* : k — Cog — k — Alg € funtor contravariante.
ii) (=) : f.d.k — Alg — k — Cog € funtor contravariante.
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1.4 O dual finito de uma algebra

Dada uma coélgebra (C, A, €), conseguimos definir uma dlgebra dual C*, com
M = A*p e u = €"p. No entanto, s6 obtivemos a dualizacao de uma algebra
A para uma coalgebra dual A* no caso em que A tem dimensao finita. Vamos
mostrar que, dada uma algebra A, podemos “naturalmente”associar uma
estrutura de coalgebra, agora nao a A*, mas a um subespaco A° C A* que é
chamado de dual finito de A.

Definigao 1.28. Seja (A, M, u) uma dlgebra. O dual finito de A € o conjunto
A ={fe A : T A; T Cker(f) edim(A/I) < oo}.

Quando um ideal I de A é tal que dim(A/I) < oo, dizemos que I possui

codimensao finita.

Lema 1.29. Sejam V um espago vetorial e X, Y CV subespacos. Se X eY

possuem codimensao finita, entdo X N'Y também possui codimensao finita.

Demonstragao: Seja v : V. — V/X x V/Y o morfismo de k-espagos ve-
toriais dado por y(v) = (v + X,v +Y). Entao é facil ver que ker(y) =
X NY. Dai, pelo teorema do homomorfismo, V/ker(y) ~ Im(y) C V/X x
V/Y. Mas dim(V/X) < oo e dim(V/Y) < oo. Logo, dim(V/ker(y)) =
dim(V/X NY) < oo, isto é, X NY tem codimensao finita. O

Proposicao 1.30. A° € subespaco vetorial de A*.

Demonstragao: Temos que mostrar que 0 € A°; que, se f,g € A°, entao
f+g € Aeque,sea € ke f € A° entao af € A°. 0 € A°, pois ker(0) = Ae,
dai, A/ker(0) = A/A =0, que possui dimensao finita. Tomando I = ker(0),

veé-se que [ possui codimensao finita e, portanto, 0 € A°.

Sejam f,g € A°. Por definicao, existem ideais Iy < A e I, < A, com
Iy C ker(f) e I, C ker(g), tais que dim(A/I;) < oo e dim(A/l;) < oo.
Logo, IrN1, C ker(f)Nker(g) C ker(f+ g), ou seja, Iy NI, <A, com
Iy, C ker(f + g). Além disso, pelo lema anterior, dim(A/IyN1,) < oo.
Portanto, f 4+ g € A°. Sejam, agora, o € k e f € A°. Para ver que af € A°,
basta notar que I; C ker(f) C ker(af). O
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Lema 1.31. Seja f : A — B um morfismo de dlgebras. Se J < B ¢ tal
que dim(B/J) < oo, entao f~H(J)< A e dim(A/f~(J)) < co. Em outras
palavras, imagem inversa de um ideal de codimensao finita € um ideal de

codimensao finita.

Demonstracao: Considere A L= B/J, com 7 : B — B/J a projegao
candnica. Temos que ker(rf) = {a € A: (nf)(a) =0} ={a € A: f(a) €
J} = f71(J). Logo, f~'(J) ¢é ideal (pois o kernel ¢ ideal) e, pelo teorema
do homomorfismo, A/f~'(J) = A/ker(mo f) ~ Im(ro f) C B/J. Mas
dim(B/J) < oo. Portanto, dim(A/f~(J)) < oo. O

Lema 1.32. Seja f: A — B morfismo de dlgebras. Entao:
i) f1(B°) € A°.

i) p(A° ® B°) = (A® B)°.

ii1) M*(A°) C p(A° ® A°).

A fungao p acima é aquela definida no Lema ??, que é usada para definir
a multiplicagao da dlgebra dual. Evidentemente, os conjuntos sobre os quais
ela estd definida em cada item acima varia no contexto. Mantivemos a mesma
notacao, para uma melhor assimilacao das operacoes, visto que ja usamos a

funcao p diversas vezes anteriormente, sempre com a mesma notagao.

Demonstragao: i) Seja g € B°. E preciso mostrar que 3J < A tal que
J C ker(f*(g)) e dim(A/J) < oco. Por hipétese, 31 < B tal que I C ker(g) e
dim(B/I) < co. Pelo Lema ??, f~}(I)<Aedim(A/f~(I)) < oo. Lembrando
que f*(g) = gf e tomando J = f~1(I), s6 falta mostrar que J C ker(f*(g)) =
ker(gf). De fato, temos (gf)(J) = g(f(f~*(I))) C g(I) =0, pois I C ker(g).

ii) Primeiro mostraremos que p(A° ® B°) C (A ® B)°. Sejam f € A°
e g € B°. Entao existem ideais I <A e J < B tais que I C ker(f), com
dim(A/I) < oo, e J C ker(g), com dim(B/J) < oo.

Afirmacgao: I®B + ARJ 4 AR B.

Sejam o, 7 € I®B + A®.J. Entao a = Zaf@ﬁi—i—Zozj@ﬁf e =

J
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Z'y{@ai—FZ%@o}].
i j

a+ﬂ=Z(a{@ﬁi+fy{®ai)+2(aj®ﬁj+fyj®a;’)eI®B+A®J.
Sejamaé[@B—i—A@JeﬁGjl@B. Entao,
fa = <Z§A®5B> (Za ® b, —I—Zak®ak)
= ZgAaI@@ng +Z§Aak®530zk
Como [ < A e J< B, entao szOsz» € [ e Pal € J. Portanto, a primeira

soma do lado direito estd em [ ® B e a segunda, em A ® J. Ou seja,

Eael® B+ A® J. Isso prova a afirmagao.

SejaT =1® B+ A® J e considere o diagrama comutativo:

A® B B (A® B)/T
TIRT g ///
// h
A//
AJT® B/J

Para mostrar a existéncia de h, pelo teorema do homomorfismo, é suficiente
mostrar que 7' C ker(m; ® m7). O Lema ?? nos diz que, dados f : V; —
Vo e g: Wy — W, morfismos de k-espagos vetoriais, tem-se ker(f ® g) =
ker(f) @ Wi + Vi ®@ ker(g). Tomando f = 7, Vi = A, Vo = A/I, g = my,
Wy, = Be W, = B/J, temos ker(rn;) = I e ker(ny) = J. Assim, T =
ker(m; @ my).

Dai, pelo teorema do homomorfismo, (A ® B)/T ~ A/I® A/J e, pelo
Corolério ??, dim(A/I ® A/J) < co. Portanto, dim((A® B)/T) < co. Logo,
T possui codimensao finita. Se mostrarmos que T' C ker(p(f ® g)), teremos

provado que p(f ® g) € (A® B)°. De fato,

p(f®g) Za ®b; +Zay®ﬁ‘] Zf ~>+Zf<aj>g<ﬁj>=

J
pois al € I C ker(f) e 6 J C ker(g). Logo, p(f®g) € (A® B)°.
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Temos ainda que provar a inclusdo contraria, ou seja, mostrar que (A ®
B)° C p(A° ® B°).

Seja h € (A® B)°. Entao 3Q< A ® B tal que Q2 C ker(h) e dim((A®
B)/Q) < oo. Consideremos I = {a € A:a®l € Q}eJ ={be B:1xb € Q}.
Entdao [<Ae J<aB (seacAeacl,anel,poisaa®1=(a®1)(a®1)
ca®leNeNdA® B; analogamente, aa € I).

Definindo ¢ : A — A® B, por ¢(a) = a ® 1, segue que ¢ é morfismo
de algebras e ¢ 1 (Q) ={a € A:¢p(a) e A} ={a€eA:a®1e€Q} =1
Pelo Lema 77, I possui codimensao finita. Analogamente, definindo ¢ : B —

A® B, por g(b) =1®0b, tem-se J = 0~ 1(Q) e, dai, J tem codimensao finita.

SejaT = 1® B+ A® J. Entao T possui codimensao finita, pois (A ®
B)/T ~ A/l ® B/J. Mostremos que ' C . Seja z € T. Entdo z =

Zoz ® b; +Zaj®6*’ Z( T'o1)(1®b) +Z a; ®1)(1® /). Como

I®1 €Qe 1®ﬁ‘] € Q, Segue que x € €2, pois (2 é 1dea1 de A® B. Além disso,
h(T) =0, pois T'C Q C ker(h). Podemos, pelo teorema do homomorfismo,

considerar o seguinte diagrama:

A B—"" . A/T® B/J (A® B)/T

Dai, h € (A/I ® B/J)*. Como A/I,B/J sdao de dimensdo finita, segue
que a func@o definida no Lema 7?7 6 : (A/I)* ® (B/J)* — (A/I ® B/J)* é
isomorfismo. Portanto, existem {7;}; C (A/I)* e {6;}; C (B/J)* tais que
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h = Q(ZZ Y & 51) Entéo,

h(a®b) = (h(r;®@7))(a®b)
h((a+1) @ (b+ 7))

= §2%®a )(a+1)® (b+J))
— Z% (a+ 1)6;(b+ J)

— Z(%m)( )(6:.) (b)

= p(d_(ym) @ (6:m)(a®b).

Portanto, h = p(Z('ymﬂ@((Sﬂj)). Falta mostrar que v;m; € A° e §;m; € B°.

Isso ocorre, pois (y;77)(I) = 0 e (0;wy)(J) = 0, isto é, [<Ae J<aB, I C
ker(vimr) e J C ker(d;my), com dim(A/I) < oo e dim(B/J) < co. Destarte,
h € p(A° ® B°).

iii) Seja f € A°. Entao existe I < A, com I C ker(f) e dim(A/I) < oo
Observe que M*(f) = fM : A® A — k, ou seja, fM € (A® A)*.

Temos IQ A+ AR é um ideal de A® A, que possui codimensao finita. Pelo
item (ii), p(A°® A°) = (A® A)°. Mostremos que I @ A+ A® I C ker(fM).
De fato,

M) (Zaf®ai+2a;®ay> _ <Za CLH—ZCL, /I)
¢ j
— Zfaaz +Zf ’ /I

A dltima igualdade ocorre porque ala; € I, aso y € lelC ker(f). Portanto,

M*(f) € (A® A)° = p(A° @ A°). O

Por este tltimo resultado, sabemos que p : A° ® A° — (A ® A)° é iso-
morfismo e, portanto, invertivel. Como haviamos dito, a nossa dificuldade
para definir uma estrutura de coalgebra sobre o espaco dual de uma algebra
surgia de nao podermos inverter a funcao p para os casos de dimensao infi-
nita. Agora, mostramos que é possivel inverté-la, desde que a restrinjamos
ao dual finito — cuja dimensao nao é necessariamente finita. Além disso, sa-

bemos que M*|40 : A° — M*(A°) C p(A° ® A°). Logo, podemos fazer a

29



composigao A° — p(A° @ A°) — A° ® A°, dada por p~'M*|4. Definimos,
entao, A : A° — A° ® A° por A = p~ 1 M*

e(f) = f(1). Ao invés de escrevermos M*| 40, abreviaremos por M*, ficando

A0; definimos também € : A° — k,

clara a restricao da aplicacao ao dual finito pelo contexto.

Teorema 1.33. (A°, A €) é uma codlgebra.

Demonstracao: Sejam p: A°® A° - (A A)° C (A® A)*, j: A°— A*e
0:A°RA°®A° — (AR A® A)*. Vamos provar a comutatividade do seguinte

diagrama:

(IeM)*

(A® A) (A® A A)
/ (M®I
(A® A)* 9
j A Ae— 122 L feg A° @ A°

ARQI
AO

A°® A°

Observe que o diagrama da face inferior do cubo é exatamente o da coasso-
ciatividade de A. O objetivo é mostrar, através da comutatividade das outras
faces do diagrama, que (A ® INA = 0(1 ® A)A, o que, pela injetividade de
6, implica (A ® I)A = (I ® A)A.

Diagrama frontal (DF): seja f € A°. Note que M*(f) = (M*j)(f). Além
disso, (pA)(f) = (pp™'M*)(f) = M*(f) = (M*j)(f). Logo, pA = M"j.

Observe que este diagrama € igual ao diagrama lateral esquerdo.

Diagrama lateral direito (DLD): tem-se que mostrar que 0(A®I) =(M®
I)*p. Seja f € A°. Entdo A(f) = Zf.l ® f2e p I M*(f) = Zf.l ® f2.

Logo, fM = M*(f) = Zp(f}@f Portanto Va,b € A, f(ab) Zp fi®

SDWAOIHE
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Sejam f,g € A° e a,b,c € A. Entao tem-se:
BARN(feg)laabece) = 0O fleffeogaebac)
S MAGIAONE

= f(ab)g(c).
(MeD)p)(feglavbc) = (M) (p(f®g)la®b®c)
(P(feg)((MeI)(a®bec))
= p(f®g)(ab®c)
= f(ab)g(c).

Logo, 0(A® ) = (M ® I)*p.
Diagrama traseiro (DT): é semelhante ao diagrama lateral direito.

Diagrama superior (DS): lembrando que M é a multiplicacao da algebra
e que (—)* é contravariante, tem-se (M @ I)M* = (M(M @ I))* = (M(I ®
M))* = (I @ M)*M*.

Portanto,
GARNA = (M®I)*pA (DLD)
= (M®I)*M*j (DF)
(I @ M)*M*j (DS)
(I ® M)*pA (DF)
= (I A)A (DT)

Para provar a propriedade da counidade, seja f € A° e A(f) =>_. ¢:® h;.
Entao sum;(e(g;)hi)(a) = Z(Qi(l)hi)<a) = Zgi(l)hi(a) = f(l.a) = f(a),

7
VYa € A. Analogamente, para o outro caso. [
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Capitulo 2

Comodulos

No capitulo anterior, apresentamos as coalgebras como objetos duais das
algebras. Agora, dualizaremos a nogao de médulo. Um médulo é um médulo
sobre um anel R; na dualizacao, um comédulo serd um comodulo sobre uma

codlgebra C.

2.1 Definicoes e exemplos

Definigao 2.1. Seja (A, M,u) uma k-dlgebra. Um A-mddulo a esquerda é
um par (X, p), em que X € um k-espago vetorial e p: A®@ X — X € um

morfismo de k-espacos vetoriais tal que os sequintes diagramas comutam.:

A9A X T Aw X A X
u®I
MI H ko X o
AR X a X \
X

Nos diagramas acima nao indicamos precisamente quais sao as identida-
des I em cada caso, ficando claro pelo contexto. Sempre que nao houver

possibilidade de confusao, faremos o mesmo.

A definicao de A-mdédulo a direita é analoga, diferindo apenas na definicao
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da funcao p que seria agora p : X ® A — X. Chamaremos essa funcao pu
de aplicacao de estrutura. Quando dualizarmos a nocao de mddulo para
comodulo, a funcao que fard o papel dessa p também serd chamada aplicacao

de estrutura. Isso nao levard a confusoes.

Na definicao de A-médulo, partimos de um k-espaco vetorial dado e de
uma k-algebra dada e, essencialmente, definimos uma operacao que relaciona
as duas estruturas. Para a dualizacao, partiremos também de um espaco
vetorial, mas agora usaremos uma coalgebra no lugar de uma algebra - o que
esta no espirito da idéia de dualizacao, ja que coalgebra é uma nocao dual de

uma algebra.

Definicao 2.2. Seja (C, A, €) um k-codlgebra. Um C-comddulo a direita é
um par (M, p), em que M € um k-espago vetorial e p: M — M @ C é um
morfismo de k-espacos vetoriais tal que os sequintes diagramas comutam:

p

M M C M\
14 I®A P M®k
MC—M®CoC Te
PRI M®O

A comutatividade dos diagramas diz que (A@)p = (I®p)p e que (e 1)p

€ 0 isomorfismo canonico.

Como no caso das codlgebras, também temos uma notacao de Sweedler
para comddulos. Se m € M, entao escrevemos p(m) = > mg ® my, em que

mo e MemyeC.

Explicitamente, o significado da comutatividade do primeiro diagrama nos
diz que Y mo ® my, @ my, = > mo, ® My, @My = »_ my @ my @ my. O
segundo diagrama diz que Y mge(my) = m.

Exemplo 2.3. Toda codlgebra (C, A ¢) é um C-comédulo a direita e a es-
querda, com a aplicacao de estrutura dada por A. De fato, o primeiro di-
agrama é exatamente o diagrama da comultiplicagdo da codlgebra (substi-
tuindo p por A), que comuta — pois C' é coalgebra; o segundo diagrama é um

dos lados do diagrama da counidade da codlgebra.
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Exemplo 2.4. Sejam (C, A, ¢) uma k-codlgebra e X um k-espaco vetorial.
Entao X ® C' é um C-comédulo a direita, com a aplicacao de estrutura p :
X®C—X®C®C dadapor p=Ix ®A, em que [y é a identidade em X.

Temos que verificar que o seguinte diagrama comuta:

Ix®A

X®C XCxC
Ix®A Ixoc®A
XoCeC-—22 yeocwceC

De fato, sejam x € X e c € C, entao

(Ix@AD)(Ix @A) (z®c) = (Ix®A®I)(z® Al))
= Ix®ADEe () a®c))
= ) (x®A)(z®c®c)
= Zx@A(cl)@wQ
= ) 1800, ®c,®c
= ) 100Rad g

Por outro lado,

(Uxec @A) (Ix @A) (z®@c) = (Ixec ®@A)(z @A)
= (Ixec®A) (@@ (D1 ®c))
= ) (Uxec®A)(z @ ®c)
= ) 200 ®A(e)
= Zac@q@czl ® Ca,
= ) 100®6d g

Portanto, (Ix @ A ® I)(Ix ® A) = (Ixgc ® A)(Ix ® A), o que mostra a

comutatividade do primeiro diagrama. Resta mostrar a comutatividade do
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segundo diagrama, isto é,

X®C

TR

Ix®A XRC®REk

/@7

Xl

(Ixec @ )(Ix @A) (z@c) = (Ixac®@e)(z@ () 1 ®c))
= (Ixec®€)(D_r®c; @)
- Z(Ix®c®€)(x®cl®02)
= > 2®c De(e)
= Y r®cie(e) @1
= 29) cie(e)®1

Z rRc®1

= Yz ® o).

Na igualdade (x) foi usada a propriedade da counidade.

Definigao 2.5. Sejam A uma k-dlgebra, (X,v) e (Y,pn) dois A-médulos a
esquerda. Uma aplicacao k-linear f : X — Y € dita um morfismo de A-

modulos se o diagrama abaixo é comutativo:

Iof

A X ARY
v 3
X 7 Y

Definicao 2.6. Sejam C uma k-codlgebra, (M, p) e (N, ¢) dois C-comddulos

a direita. Uma func¢ao k-linear g : M — N ¢é dita um morfismo de C-
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comodulos se o diagrama abaixo comuta:

g

M N
p @
M®C NeC

g1

A comutatividade do diagrama pode ser escrita na notacdo sigma como

3(9(c) = 9(c) & cay.

Os C-comédulos (& direita) com os morfismos definidos como acima de-

terminam uma categoria, a categoria dos C-comédulos (a direita), denotada
por MC.

2.2 Subcomoddulos e comédulos quociente

Definicao 2.7. Seja (M, p) um C-comddulo a direita. Um k-subespago N C
M é dito um C-subcomodulo a direita se p(N) C N ® C.

Proposicao 2.8. Sejam M um C-comddulo a direita e N C M um C-
subcomodulo. Entao existe uma unica estrutura de C'-comddulo a direita em
M/N tal que m: M — M/N € um morfismo de comédulos.

Demonstragao: O teorema do homomorfismo (de espagos vetoriais) diz que,
se f: M — A é um homomorfismo de espagos vetoriais e N C ker(f) é um

subespaco, entdo existe um tnico homomorfismo f : M/N — A tal que
fr=f.

Agora, (@ I)p(N) C (@ I)(N®C) Cn(N)® C =0, pois 7(N) = 0.

Logo, N C ker((m®1I)p). Portanto, existe um tinico homomorfismo p tal que
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o diagrama abaixo comuta:

M z M/N
(r®I)p B
p p
QI
M@C (M/N)® C

Dai, para qualquer m € M,

p(m) = pr(m)
= (r@)p(m)
= (m@ (Y mo@m)

Portanto, p(m) = > mo®my. Afirmamos que (M/N, p) é um C-comddulo a

direita.
E preciso verificar que (I @ A)p = (p @ I)p.
(I®A)p(m) = (1@ A)() me®@my) =Y 1Mo ®my ® my;
(p@ Dp(m) = (p@ 1)(D_mo@ma) =Y plme) @ my =Y mg @ my @ my
Portanto, (I ® A)p = (p ® I)p, como querfamos.

A unicidade da estrutura decorre da unicidade de p para que o diagrama

comute.

Resta ainda mostrar que 7 : M — M /N é morfismo de comdédulos. Para

isto, o seguinte diagrama tem que comutar:

M z M/N
P P
TQRI
M®C (M/N)® C
Mas este é exatamente o diagrama anterior que sabemos que comuta. O
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Proposicao 2.9. Sejam M e N dois C-comaodulos a direita e f : M — N um
morfismo de comddulos. Entao Im(f) é um C-subcomédulo de N e Ker(f)

é um C'-subcomddulo de M.

Demonstracgao: Sejam py; : M - M @ C e py : N - N ® C as respec-
tivas aplicacoes de estrutura dos dois C-comoédulos. Como f é morfismo de
comddulos, temos (f @ I)py(Ker(f)) = pnf(Ker(f)) =0.

Logo, py(Ker(f)) € Ker(f ® I) = Ker(f) ® C. Esta tltima igualdade

decorre do Lema ??. Destarte, Ker(f) é subcomédulo de M.

Por outro lado, pn(Im(f)) = (pnf)(M) = (f @ Ipym (M) C Im(f) @ C.
Portanto, Im(f) é subcomédulo de N. O

Teorema 2.10. (Teorema do isomorfismo) Sejam 7w : M — M/Ker(f),
i:Im(f) — N e f:M— N morfismos de C-comddulos a direita. Entao
existe um tinico isomorfismo de C-comédulos f : M/Ker(f) — Im(f) tal

que o diagrama abaizo comuta:

M N

|

M/Ker(f) Im(f)

Demonstragao: Pelo teorema do isomorfismo de espagos vetoriais, existe
uma tnica funcdo k-linear f : M/Ker(f) — Im(f) tal que o diagrama co-
muta, i.e., f(m) = f(m). Além disso, essa fungao ¢ isomorfismo de espacos
vetoriais. Para provar o teorema, entdo, sé precisamos verificar que f é mor-

fismo de comédulos.

Sejam w : M/Ker(f) — (M/Ker(f)) @ Ced:Im(f) — Im(f)® C as

aplicagoes de estrutura dos respectivos comédulos. E preciso mostrar que o
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diagrama abaixo comuta:

M/Ker(f) : Im(f)
w 9
(M/Ker(f) © C—2 ~Im(f)eC
Por outro lado,

(f@[)w(m) = JF Zmo®m1
= Z f(mo) ® my
= Z f(mo) @ my
= Z fm)o @ f(m

A quarta igualdade ocorre, pois f é morfismo de comédulos. Como isto vale
para todo m € M/Ker(f), segue que (f ® INw = Jf, ou seja, o diagrama

comuta. Isto termina a demonstracao. ]

2.3 Mobdulos racionais

Sejam C uma codlgebra e C* sua algebra dual. Se M é um k-espaco vetorial

w: M — M ® C é uma aplicacao k-linear, defina ¢, : C* @ M — M por
Yy =07y In) I @ T)(Iex @ w), em que ¢ : k@ M — M é o isomorfismo
candnico, T : M @ C' — C ® M é a funcao“twist”, T(m ® ¢) = ¢ @ m (ver
Exemplo ??) e v: C* ® C' — k ¢ dada por y(f ® ¢) = f(c).

Proposicao 2.11. Existe v : C*®@ C — k k-linear dada por v(f @ c¢) = f(c).

Demonstragao: Seja h : C* x C — k dada por h(f,c) = f(c). Temos
que h é balanceada. De fato, sejam f, fi,fo € C* e ¢,c1,c0 € C. Entao
h(fi+ f2.0) = (fi+ fo)(e) = fi(e) + fa(c) = h(fr,¢) + h(fo, 0); h(f, 14 ¢2) =
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flar +ca) = flar) + f(ca) = h(f,c1) + h(f,c2), pela linearidade de f, e

h(fr,c) = (fr)(c) = f(c)r = rf(c) = f(rc) = h(f,rc), Vr € k. Portanto,
existe um tnico homomorfismo v : C* ® C' — k tal que v(f ® ¢) = f(¢). O

Isso nos mostra que v, é k-linear, pois é composicao de funcoes linea-
res. Definida 1, queremos dar uma expressao para ¥, (f ® m) sabendo que

w(m) = Z m; ® ¢;. Calculando explicitamente, sejam m € M e f € C*:

i

Yo(f@m) = o(v@ In)(Ie- @ T)(Io- @ w)(f @m)
= ¢o(v®@ Iy)Ue- @T)(f ® (Z m; @ ¢;))

= o(y@Iu)(f® (Z ¢ ®@m;))

= oy L) (Y_(f ® ¢ @my))

= ¢(Z fle) @my) = Zf(ci)m
Portanto, se w( Z m; @ ¢;, entao Y, (f ® m) Z flei)m

Proposicao 2.12. (M,w) é um C-comddulo a direita se, e somente se,

(M, 4,) € um C*-mddulo a esquerda.

Demonstragao: (=) Suponha que (M,w) seja um C-comédulo a direita.
Denotando f-m = ¢, (f @ m) = > f(my)mog, tem-se que 1o« -m =€-m =
> €e(my)my = m, pela comutatividade do segundo diagrama. Além disso,

sejam f,g € C* em € M:

f(g-m) = f-Zg(ml)mo
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E claro, pela linearidade de v, que (f +¢)-m = f-m+g-m e que
f-(my+mg)=f-my+ f-my. Logo, (M,1,) é um C*-médulo a esquerda.

(<) Suponha que (M,,,) seja um C*-mddulo & esquerda. Precisamos
mostrar que (M,w) é um C-comddulo a direita. Escrevemos w(m) = > mo®

my, com mg € M e my € C.
Como € - m = m, segue que Y €(my)my = m; dai,

eI @ew(m) = ¢ (@Y mo®m)
= ¢ mo®e(my))
= ZWOG(ml)
= Ze(ml)mo

= m.

w: M — M ® k é o isomorfismo canonico. Isto prova a comutatividade do
segundo diagrama da definicdo de comédulo. Resta provar que (w ® Iw =
(I ®A)w. Para isso, consideremos o isomorfismo canonico ¢ : M @k®k — M
e usemos o fato de que (fg)-m = f-(g-m), que ocorre devido a (M,,) ser

C*-modulo a esquerda.

(fg) - m = Z(fg)(ml)mo
- Zf((ml)l)g(ml)z)mo
= >~ f(mi)g(ma)my

Por outro lado, (I ® A)w(m) = (I @ A)(>_me @ my) = >, me ® my @ ma.
Dai,
(I fog)I@A)wm) = ¢(Iof@g)d my®m ©m)
= Y mof(m)g(m)
= Y flmi)g(mz)mo
= (fg)-m.
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Ou seja, (fg) -m=¢(I® f ®g)(I ® A)w(m). Agora,

felgem) = £ glma)mo)
= Zg ma) f((mo)1)(mo)o
= ZQ ma) f(mi)mg e
oI f@g)welwim) = 6 & [@g)weD)(Y mh®m)
= (1®f®9)(zmo®m1®m2)

= Z mo f m1)

Isto ¢, f-(g-m) = ¢(I ® f @ g)(w® [)w(m). Mas, como f-(g-m) = (fg)-m
segue que (IR fRg)(wI)w(m) = ¢(IR fRg)(IRA)w(m). Pela injetividade
de ¢, segue que (I ® f @ g)(w @ Nw(m) = (1 @ f @ g)(I ® A)w(m).

Sejay = (ww(m)—(I@A)w(m). O resultado fica provado se mostrar-
mos que y = 0. J& sabemos que (I ® f ® g)(y) = 0, para quaisquer f,g € C*.
Seja {e; }ier uma base de C'. Comoy € MRC®C, entao y = Z m;;®e;®ej,

[2¥}
com m;; € M. Fixando i, e jo, considere as fungoes f; : C' — k, dada por

fi(ej) = d;; (estendida por linearidade). Entao:

IR fi®fi)y) = (I fiy® fi,)O_miy ®e; ®e;)

— Zmij ® fio(e:) ® fjo(e;)

= Miyj, ® 1o ® 1¢

Aplicando ¢, segue que m;;, = 0. Mas iy e jy sao arbitrarios. Logo, m;; =0

e, assim, y = 0. O]

Seja (M, 1),) um C*-mddulo a esquerda, com v, : C* @ M — M. Defi-
wimos pas : M — Hom(C*, M), pu(m)(f) = f - m = Yu(f ®@m), m € M,
f € C*. Sejam j : C — C* a inclusdo canonica, j(c)(f) = f(c), ¢ € C,
fecC.
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Seja hy : M @ C** — Hom(C*, M) dada por hy(m ® g)(f) = g(f)m.

Observe que

har s M@ C™ -5 0™ @ M -2 Hom(C*, M)

T ¢ isomorfismo e ¢ é a func¢do definida no item (i) do Lema 7?7, que é
injetiva. Portanto, hy; é injetiva.

Seja s : M @ C — Hom(C*, M) definida por pp(m @ ¢)(f) = hy(I ®
J)m & c)(f). Assim,

pu(m@c)(f) = hu(l @ j)(mec)(f)
= hy(m®j
(c)(f)m

(c)m.

(©)(f)

— .

Ou seja, pp(m @ c)(f) = f(eym, Vm € M, Ve e C e Vf € C*.

Definicao 2.13. Um C*-mddulo a esquerda é dito um mdodulo racional se
pu(M) C py(M @ C).

Exemplo 2.14. Seja C' uma coalgebra de dimensao finita. Entao C* é um
C*-modulo a esquerda racional. De fato, se C' tem dimensao finita, a aplicagao
0 :C — C* dada por 0(c)(f) = f(c), comc € C e f e C"=Hom(C k), é
um isomorfismo de codlgebras (ver [?], pp. 22-3). A fungao fo« : C*®@ C** —

Hom(C*,C*) — que é como a fun¢ao ¢ no Lema ?? — é isomorfismo.

Tem-se, entdo, uc:(C* @ C) = Hom(C*,C*). Portanto, pc(C*) C
Hom(C*,C*) = pe+(C* @ C'). Assim, C* é racional.
Proposicao 2.15. M é um C*-maodulo racional se, e somente se, para todo

m € M existirem duas familias finitas {m;}; € M e {c¢;}; C C tais que
f-m= Zf(ci)mi, para todo f € C*.

Demonstragao: (=) Se M é racional, entdao pp (M) C upy(M @ C), ie
dado m € M, existem {m;}; € M e {¢}; C C tais que py(m)(f) =
(3 mi @ ) (), on seja, £-m =3 flem.
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(<) Se f-m = Zf(cl-)mi, entdao ppr(m)(f) = NM(Zmi ® ¢)(f), para
qualquer f € C*. Dlal’, pm(M) C uy(M®C),ie, M é r;édulo racional. [J

Denotemos as catagorias dos C-comoddulos a direita e dos C*-mddulos

racionais & esquerda, respectivamente, por M e Rat(c-M).

Teorema 2.16. As categorias M e Rat(c+M) sdo isomorfas.

Demonstragao: A demonstracao serd feita em trés etapas: i) construimos
um funtor T : M% — Rat(c-M), que associa a cada objeto (M,w) em
ME o objeto (M,1),); ii) construfmos outro funtor, S : Rat(c-M) — M,
com S((M,v)) = (M,wy) e iii) mostramos que S oT = Idyc e T oS =
IdRat(oem)-

i) Seja (M,w) um C-comddulo a direita. Entao (M,),) ¢ um C*-médulo
racional. Pois, dado m € M, com w(m) = Zm()@ml, Yo(fem)=f-m=

> f(mq)mg e, pela proposigao anterior, M é racional, j& que a soma é finita.

Sejam M e N dois C-comodulos a direita e f : M — N um morfismo
de comédulos. Mostremos que, considerando M e N como C*-médulos, f é

morfismo de C*-médulos. Sejam m € M e g € C*. Entao,

FO g(mi)mo)
> g(ma) f(m)

> g(f(m))f(m)o
= g-f(m).

flg-m)

—
*
~

A igualdade (%) é devida ao fato de f ser morfismo de comédulos.

Assim, definimos um funtor 7' : M — Rat(c-M) dado por T(M,w) =
(M, %) e T(f) = .

ii) Seja (M, 1) um C*-médulo a esquerda racional. Como py : M @ C' —
Hom(C*, M) é injetiva, entao fips : M @ C' — pp (M ® C) é um isomorfismo

de espagos vetoriais — assim, ¢ invertivel. Defina wy, : M — M ® C por
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wy(m) = fiy} (par(m)). A funcio estd bem definida, pois par(M) C pp(M @
C)=piu(M&C).

Se wy(m Zmﬂi{)cz, entao Zf (ci)ym; = f-m, Vf € C*, pois:

(arwy(m))(f) = (uM(Zmz'@?Ci))(f)

= (parfing prr(m))(f)
= pu(m)(f)
= f-m.

Mas uM(Z m; @ ¢)(f) = Z,UM(mi ®ci)(f) = Zf(ci)m

Para mostrar que (M, wy,) ¢ um C-comédulo a direita, provemos que v,,, =
. Como (M, 1)) é um C*-médulo, entdo, pela Proposicao 7?7, (M,wy) é um

C-comodulo.
Se.]awl/ﬂ Zmz(g)cz_:uMpM( ) Dal pM Z,UM mz®cz

Mas pys(m)(f) = w(f @m)=f m= Zf(ci)m

Por outro lado, sendo wy(m) = Z m; & ¢;, tem-se (por construgao) que
i
Vo, (f ® m) Zf c;)m;. Portanto, ¢, = v e, destarte, (M,wy) é um
C-comodulo.

Sejam (M, ) e (N,¢n) dois C*-médulos a esquerda racionais e f :
M — N um morfismo de C*-médulos. Mostremos que f é morfismo de
C-comodulos, f: (M, wy,,) — (N,wyy ).

Sejam m € M e wy,,(m Z:mZ ® ¢;. Temos que provar (f @ I)wy,, =

wyy f. Para isso, vejamos que [LN((f ® Dwy,,) = pn(wyy f). Se assim for,
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segue o resultado, pela injetividade de uy. Seja g € C*. Entéao,

un ((f © Dwy,, (m))(g) = MN((f®f)(Zmi®Ci))(9)
= (S ) £
= Zgzci)f(m
= fl(;g(ci)mz’)

= [flg-m) e
v (wy f(m))(g) = pw(fiy' pxf(m))(g)
= (pn(f(m)))(9)
= g-f(m)
Como f é morfismo de médulos, f(g-m) = g- f(m). Portanto, obtivemos o

que queriamos, donde f é morfismo de C-mdédulos.

Construfmos, assim, um funtor S : Rat(c-M) — M tal que S(M, ) =
(M,wy) e S(f) = [.

iii) Mostremos que SoT = Id e que T oS = Id - omitimos a especifica¢ao

das categorias, pois fica evidente pelo contexto.

a) SoT = Id: temos que mostrar que (S oT)(M,w) = (M,w) e que
(SoT)(f) = f. Esta tltima igualdade é ébvia: (S o T)(f) = S( (f) =
S(f) = f. Resta provar que wy,, = w, em que wy,(m) = fiy; (pap(m)). Dai,
par (g (par(m)))(g) = par(m)(g) = g - m. Por outro lado,

(aw(m))(g) = (pau(D_m) @ m)))(9)
= > g(ma)m

= 1/@(9 ® m)

= g-m.
Como s € injetiva, segue que w = wy,, e, dai, SoT = Id.

b) Analogamente, para mostrar que 7' o S = Id, é suficiente provar que

Y., = 1. Mas isto ja foi mostrado no item (ii). O
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Apeéendice A
Categorias

Neste apéndice, apresentaremos alguns aspectos da teoria das categorias. Por
ser um assunto pouco ou nada estudado nos cursos de graduacao, faremos uma
exposicao mais longa do que se esperaria numa secao como esta. No entanto,
pensamos ser isto importante para o leitor nao familiarizado com a linguagem

das categorias. Por isso, também daremos varios exemplos.

A.1 Resultados basicos

Definicao A.1. Uma categoria € uma classe C de objetos (A, B, ...) junto
com:

i) uma classe de conjuntos disjuntos, denotados por hom(A, B), um para cada
par de objetos em C (f € hom(A, B) é chamado um morfismo de A para B e
escrevemos f : A — B;

ii) para cada tripla (A, B, C) de objetos de C, uma fung¢io hom(B,C) X
hom(A, B) — hom(A,C) (para morfismos f : A — B eg: B — C, esta
fungao € escrita (g, f) — go f egof:A— C é chamada de composta de f
e g) sujeita aos dois axiomas sequintes:

1) Associatividade: se f: A— B, g: B— C eh:C — D sao morfismos de
C, entao ho(go f)=(hog)o f.

2) Identidade: para cada objeto B de C eziste um morfismo 1p : B — B tal
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que, para quaisquer f:A— B eg: B —C,1lgof=fegolg=yg.

A classe dos objetos de uma categoria C serd denotada por Ob(C) e a

classe de seus conjuntos de morfismos sera designada por Mor(C).

Definicao A.2. Um morfismo f: A — B é uma equivaléncia se existe em C

um morfismo g : B — A tal que fog=1g ego f =14.

Exemplo A.3. Seja S a classe de todos os conjuntos. Para A, B € S, defina
hom(A, B) como o conjunto de todas as fungoes f : A — B. Entao S, com

estes morfismos, é uma categoria.

Exemplo A.4. Tomando como objetos os grupos e como morfismos os ho-
momorfismos de grupos, tem-se uma categoria. Do mesmo modo, obtém-se

uma categoria cujos objetos sao grupos abelianos.

Exemplo A.5. Seja C uma categoria. Construiremos, a partir dela, uma
outra categoria D, tal que Obj(D) = Mor(C). Se f: A— Beg:C — D
sao morfismos de C, entdao hom(f, g) consiste de todos os pares («, 3), em que
a:A— C,(: B — D sao morfirmos de C tais que goa = o f, ie., o

seguinte diagrama comuta:

f

HB

A
al Jé]
c—2=D

A composigao de morfismos é dada por hom(f, g) xhom(h, f) — hom(h, g),
(o, 8), (v, 0)) = (o, Bo0):

j oy jopay
NS
A-l-p c—"-p

Q
<~

Q
-

<~
=
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A identidade 17, com f: A — B, é dada pelo par (14,1p):

f

A—B
1Al ilg
A—1-B
Definicao A.6. Seja C uma categoria e {A;}ie; uma familia de objetos de
C. Um produto para a familia {A;}ic; € um objeto P de C junto com uma
familia de morfismos {m; : P — A;}icr tal que, para quaisquer objeto B e
familia de morfismos {¢; : B — A;}ier, eziste um inico morfismo ¢ : B — P

tal que m; 0 ¢ = ¢;, Vi € I, isto é, o diagrama abaizo comuta:

p-2-p

N

A;
Teorema A.7. Se (P, {m;}) e (Q,{1:}) sao ambos produtos da familia {A;}icr

de objetos de uma mesma categoria C, entdo P e () sao equivalentes.

Demonstragao: Como P e () sao ambos produtos, existem morfismos f :

P —(Qeg:(Q — P tais que os diagramas abaixo comutam:

r-1.0 Q-2-p
NN i“
A; A;

Ouseja, ;0 f = m emog =1, Vi € I. Compondo os diagramas, obtemos

mio(gof)=m, Viel:
g

of p
A;

Logo, go f : P — P é um morfismo tal que m; o (g o f) = m;. Por outro lado,

P

1p : P — P também é um morfismo com essa propriedade, i.e., m; 0 1p = 7;.

Pela unicidade, segue que go f = 1p.

Analogamente, conclui-se que f o g = 1g. Portanto, f : P — @) é uma

equivaléncia. [
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Definicao A.8. Um coproduto para a familia {A;}ic; de objetos de uma
categoria C é um objeto S de C junto com uma familia de morfismos {i; :
A; — Stier tal que, para quaisquer objeto B e familia de morfismos {1; :
A; — Blier, existe um dnico morfismo 1 : S — B tal que Yo, = ;, Vi € I,

1sto €, o diagrama comuta:

Aii>5
N
B

Observe que a nocao de um coproduto é a inversao do sentido das flechas

no diagrama do produto. Ou seja, coproduto é uma noc¢ao dual do produto.

Teorema A.9. Se (S,{u}) e (R,{\;}) sdo ambos coprodutos para a familia

{A;} de objetos de uma categoria C, entdo S e R sdo equivalentes.

Demonstragao: E analoga a demonstracao do teorema anterior. O

Exemplo A.10. Seja {4, };c; uma familia de objetos na categoria dos conjun-
tos. Entao (][] A;,{m;};er) é um produto para {A;}icr, em que 7, : [[ 4, —
iel icl

A;, mi((ai)ier) = a;, é a projecao.

De fato, seja {¢; : B — A,}je; uma familia de func¢ées (morfismos).
Temos que mostrar que existe uma unica funcdo ¢ : B — [] A; tal que

il

Tjop=;, Vjel

Tomando ¢(z) = (¢i(x))icr, Yo € B e Vj € I, tem-se (m; o p)(x) =
mi((pi(z))ier) = @i().

Para provar a unicidade, suponha que ¢ : B — [[ A; também seja um

iel
morfismo tal que w01 = ¢;, Vj € I. Entao mjop = w09, Vj € I. Aplicando
num ponto x € B qualquer, isso significa que a j-ésima componente de ¢(x) é
igual & j-ésima componente de 1 (z). Como vale para todas as componentes,
segue que ¢(x) = 1(x). Pela arbitrariedade de z € B, segue que ¢ = 1.
Exemplo A.11. Analogamente, (][ A;, {7;}jer) ¢ um produto para a familia
el

{A;}iesr na categoria de grupos.
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Exemplo A.12. Na categoria dos R-mdédulos (a esquerda ou a direita) ([ Ai, {7;}jer)
e (- A;, {m;}jer) sdo, respectivamente, um produto e um coproduto ;Z);a a
famlia {A;}e).

Definicao A.13. Uma categoria concreta é uma categoria C junto com uma
fungdo o que associa a cada objeto A de C um conjunto o(A), chamado con-
jgunto subjacente de A, de tal modo que:

i) todo morfismo A — B de C € uma fun¢do nos conjuntos subjacentes
o(A) — o(B);

ii) o morfismo identidade de cada objeto A de C € a fungdo identidade no
conjunto subjacente o(A) e

iii) composi¢ao de morfismos em C coincide com composi¢ao de fungoes nos

conguntos subjacentes.

Exemplo A.14. A categoria dos grupos com a fungao o que associa a cada

grupo (G,+) o seu conjunto subjacente G é uma categoria concreta.

Definicao A.15. Sejam F um objeto numa categoria concreta C, X um con-
Junto nao-vazio e i: X — F uma aplica¢ao (de conjuntos). Diz-se F € livre
no conjunto X se, para cada objeto A de C e cada aplicagdo (de conjuntos)
f: X — A, existe um unico morfismo de C, f : F — A, tal que foi = f

(como aplicagdo de conjuntos):

Teorema A.16. Se C é uma categoria concreta, F' e F' sao objetos de C tais
que F € livre no conjunto X e F' é livre no conjunto X' e | X| = |X'|, entdo

F ¢ equivalente a F'.
Demonstracao: Como F' e F’ sdo livres e | X| = | X[, existem uma bijecao

f:X — X' eaplicagbes i : X — F e j: X — F'. Considere a aplicacao

jof : X — F'. Como F élivre no conjunto X, existe um morfismo ¢ : F' — F”
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tal que o diagrama abaixo comuta:

Similarmente, como f ¢ bijecao, sua inversa f~!: X’ — X existe, e, como F’
é livre no conjunto X', existe um morfismo ¢ : F’ — F tal que o diagrama
comuta:

F/ L F

X’?X

Combinando os diagramas, tem-se o seguinte diagrama comutativo:

- s
flof=1x

Logo, (Y op)oi=1io0(f 1o f)=1iolx =i. Pela propriedade de unicidade

de objetos livres, tem-se ¢ o ¢ = 1p.

Analogamente, mostra-se que ¢ o = 1. Portanto, F' é equivalente a
F'. O

Definicao A.17. Um objeto I numa categoria C € dito universal (ou inicial)
se, para cada objeto C' de C, existe um unico morfismo I — C. Um objeto T
de C € dito couniversal (ou terminal) se, para cada objeto C' de C, existe um

unico morfismo C — T

Teorema A.18. Quaisquer dois objetos universais (couniversais) numa ca-

tegoria C sdao equivalentes.

Demonstragao: Sejam [ e J dois objetos universais em C. Entao existem
um unico morfismo f : I — J e um tnico morfismo ¢ : J — I. Compondo,
tem-se go f : [ — I. Como [ é universal, segue que go f é o inico morfismo

I — I. Mas 1; : I — [ também é um morfismo I — I. Logo, go f = 1;.
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Analogamente, usando que J é universal, resulta que fog = 1;. Portanto, [

e J sao objetos equivalentes.

A demonstracao para o caso em que I e J sao couniversais € feita de forma

inteiramente analoga. [

Exemplo A.19. O grupo trivial < e > é tanto universal quanto couniversal
na categoria dos grupos. Ou seja, dado um grupo A qualquer, o tinico homo-
morfismo de grupos que existe de A para < e > é dado por f(z) = e, para
qualquer x € A; o tinico homomorfismo de grupos que existe de < e > para
A é dado por f(e) = ea.

Exemplo A.20. Seja F' um objeto livre no conjunto X (com i : X — F)
numa categoria concreta C. Defina a categoria D do seguinte modo: os objetos
de D sao as fungoes f : X — A, sendo A € Ob(C), entendida como fungao
no conjunto subjacente de A. Um morfismo em D de f : X — A para
g : X — B ¢ definido como um morfismo h : A — B de C tal que o diagrama

abaixo comuta:

Se f: X — A é um objeto de D, entao o morfismo identidade de f em D é
140: A— A:

Como F' é livre no conjunto X, para cada aplicacao f : X — A, existe um

tinico morfismo f : F — A tal que foi = f, isto é, i : X — F é objeto
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universal (inicial) na categoria D:

F
X f

N

A

A.2 Funtores e transformacoes naturais

A idéia de funtor entre duas categorias é andloga a idéia de funcao entre
dois conjuntos. Se temos uma funcao f : A — B entre dois conjuntos,
entdao associamos a cada a € A um unico elemento b € B. No caso de
uma categoria, temos sempre duas classes, a classe dos objetos e a classe dos
morfismos. Assim, um funtor T associa a cada objeto C' em C um tunico
objeto T'(C) € D e associa a cada morfismo f : C' — D um morfismo na

outra categoria. Definindo mais formalmente:

Definicao A.21. Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante T' de C
para D € um par de fungoes (ambas denotadas por T'): uma fungdo objeto que
associa a cada objeto C' de C um objeto T'(C') de D e uma fungdo morifsmo que
associa a cada morfismo f: C — C" de C um morfismo T(f) : T(C) — T(C")
de D tal que:

i) T(1¢) = lre) para todo morfismo identidade 1c em C e

ii) T(go f) =T(g) o T(f) para quaisquer dois morfismos f e g em C cuja

composi¢ao esteja bem definida.

Exemplo A.22. Seja R um anel e fixe um R-moédulo a esquerda A. Para
cada R-médulo C, seja T'(C') = Hompg(A,C). Para cada R-homomorfismo

de médulos f: C'— ', seja T(f) a aplicagao induzida usual:

T(f)=f.: Homg(A,C) — Hompg(A,C")
o o flh)=foh
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A
l fx(h)=foh
h

¢

Entao é facil ver que T é um funtor covariante da categoria dos R-mddulos a

esquerda para a categoria dos grupos abelianos.

Exemplo A.23. Seja A um objeto fixado numa categoria C. Define-se um
funtor covariante hy : C — S, em que S é a categoria dos conjuntos, as-
sociando a cada objeto C' de C o conjunto ha(C) = hom(A,C) de todos
morfismos de A para C' em C. Se f : C' — (' é um morfismo de C, seja
ha(f): hom(A,C) — hom(A,C") a funcao dada por ha(f)(g) = f og. Este

funtor h4 é chamado de funtor covariante hom.

A

\Q(f)(g)—fog
g

¢

Observe que ha(f og) = ha(f) o ha(g). De fato,

ha(fog)(h) = (fog)oh
= fo(goh)
= ha(f)(goh)
= ha(f)(ha(g)(h))
= (ha(f) o ha(g))(h).

Além disso, ha(le) = 1n,(c), pois ha(f) o ha(le) = ha(f ole) = ha(f) e
ha(lg) o ha(g) = ha(lc o g) = ha(g). Isso mostra que hy realmente é um

funtor covariante.

Definicao A.24. Sejam C e D duas categorias. Um funtor contravariante
S de C para D € um par de fungées (ambas denotadas por S): uma fungao
objeto que associa a cada objeto C' de C um objeto S(C') de D e uma fungdo

morifsmo que associa a cada morfismo f: C — C' de C um morfismo S(f) :

S(C") — S(C) de D tal que:
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i) S(1¢) = lgc) para todo morfismo identidade 1o em C e
ii) S(go f) = S(f) o S(g) para quaisquer dois morfismos f e g em C cuja

composicao esteja bem definida.

Exemplo A.25. Seja B um objeto fixado numa categoria C. Definimos um
funtor contravariante h” : C — S que associa a cada objeto C' de C o conjunto
hB(C) = hom(C, B) de todos os morfismos em C de C para B. Se f : C — ('
é um morfismo em C, seja hP(f) : hom(C’, B) — hom(C, B) a fungao dada

por hB(f)(g) = g o f. Este funtor é chamado de funtor contravariante hom.

B

hB(f)(g)=9°f/’ T
g

C?Cl

A verificagao de que hP(1¢) = 1pB(cy € andloga a que fizemos no caso do

funtor covariante hom. Mostremos a contravariancia do funtor h2:

hP(fog)(h) = ho(fog)

Exemplo A.26. Seja X um espaco topolégico. Um pré-feixe F de grupos
abelianos sobre X consiste dos seguintes dados:
i) para cada aberto U C X, F(U) é um grupo abeliano e

ii) para cada inclusdo V' C U de subconjuntos abertos de X,
pUV:F<U) —>f(V)

¢ um homomorfismo de grupos abelianos sujeito as seguintes condigoes:
a) F(¢) =0, em que ¢ é o conjunto vazio;
b) puu é a aplicagao identidade F(U) — F(U) e

c) se W CV C U sao trés subconjuntos abertos, entao pyw = pyw © puv-
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Podemos reformular esta definicao de pré-feixe em termos categéricos.
Seja Top(X) a categoria cujos objetos sdo os subconjuntos abertos de X
- i.e., a classe dos objetos é a topologia de X - e cujos tnicos morfismos
sao as inclusoes. Seja Ab a categoria dos grupos abelianos. Entao um pré-

feixe de grupos abelianos sobre X ¢ simplesmente um funtor contravariante

F :Top(X)— Ab.

Definicao A.27. Sejam C e D duas categorias. A categoria produto C x D
¢ definida da sequinte maneira: seus objetos sao todos os pares ordenados
(C,D), em que C € Ob(C) e D € Ob(D); seus morfismos sdo pares ordenados
(f,g9): (C,D) — (C",D"), em que f:C — C" e g: D — D' sao morfismos
nas respectivas categorias. A composi¢ao de morfismos € dada por (f',g') o

(f,9)=(f'of g og).

Pode-se definir analogamente a categoria produto de mais de duas cate-
gorias. Podemos, agora, definir funtores de mais de uma variavel. Diziamos
que um funtor era covariante se T'(f o g) = T(f) o T'(g) e contravariante se
T(fog) =T(g)oT(f). No caso de funtores de mais de uma variavel, as nogoes
de covariancia e contravariancia associam-se a cada uma das variaveis. Assim,

um funtor pode ser covariante numa variavel e contravariante em outra.

Sejam C, D, € trés categorias. Um funtor T : C x D — &£ associa a cada
par de objetos (C,D) € Ob(C x D) o objeto T(C,D) € Ob(E) e a cada
morfismo (f,g) o morfismo T'(f,g), de modo que T'(1¢,1p) = lyc,py € que
em cada uma das variaveis T" seja covariante ou contravariante. Por exemplo,
seT(fof',gog)=T(f,¢g)oT(f, g), entdo a primeira variavel é covariante

e a segunda é contravariante.

Podemos dizer que a primeira variavel é covariante pois, se fixarmos um
objeto D € Ob(D), tem-se T'(—, D) e T(—,1p) vistos como fungdes objeto
e morfismo, respectivamente, constituem um funtor covariante C — £. Da

mesma forma podemos entender a contravariancia da segunda variavel.

Exemplo A.28. Seja C uma categoria. Considere o funtor que associa a cada
par (A, B) de objetos de C o conjunto home(A, B) e a cada par de morfismos
(f,g),com f: A— A" eg: B — B afungao hom(f,g) : hom¢(A', B) —
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home(A, B'), dada por hom(f,g)(h) =goho f. Entao
home(—,—):CxC— S
¢ um funtor contravariante na primeira variavel e covariante na segunda.

De fato, fixando A € Ob(C), tem-se que hom¢(A, —) é simplesmente o fun-
tor covariante hom, ha, e ha(g) = hom(1y4,g). Analogamente, fixando B €
Ob(C), home(—, B) é o funtor contravariante hom, hZ, e h?(f) = hom(f, 1p).

Exemplo A.29. Como caso particular do exemplo anterior, Hompg(—, —)
¢ funtor da categoria dos R-médulos a esquerda (ou melhor, na categoria
produto dessa categoria por ela mesma) na categoria dos grupos abelianos.

Este funtor é contravariante na primeira variavel e covariante na segunda.

Exemplo A.30. Sejam R um anel comutativo com unidade e A;, 1 =1,--- ,n,

R-maodulos. Entao o funtor dado por
T(A,- - Ad) = 4 @ Or A, T(f1,- - fo) = 1@ - ®

€ um funtor covariante nas n varidveis da categoria dos R-modulos em si

mesma.

Definicao A.31. Sejam C e D categorias, S :C — D eT : C — D funtores
covariantes. Uma transformacao natural o : S — T' é uma fung¢ao que associa
a cada objeto C' de C um morfismo ac : S(C) — T(C) de D tal que, para

cada morfismo f: C — C" de C, o diagrama abaizo comuta:

C  S(0)—=T(C)

f i S(f)i iT(f)

¢ S0 —T(C")

Qe

Se ao é uma equivaléncia para todo objeto C' de C, entao o é dito um

isomorfismo natural (ou equivaléncia natural) dos funtores S e T.

Transformacgoes naturais de funtores contravariantes 3 : S — T sao de-

finidas de modo semelhante, invertendo-se o sentido das flechas verticais no
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diagrama anterior:
c  SO)-Z-1(0)
fl S(f) T(f)T

¢ S50 ——=T(C"
60/
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Apeéendice B

Produtos Tensoriais

Neste apéndice, faremos a construgao do produto tensorial de médulos e pro-
varemos alguns resultados. Destacaremos, em particular, algumas proprieda-
des especiais que possuem os produtos tensoriais de espagos vetoriais. Isso é
relevante para nossos propésitos, pois nossa construcao das coalgebras se dao

sobre k-espacos vetoriais.

Sejam Ar e rB moédulos a direita e a esquerda, respectivamente, sobre

um anel R e C' um grupo abeliano (usaremos a notagao aditiva).

Definicao B.1. Uma aplicacao balanceada de A x B para C é uma funcgdo
f:Ax B — C com as sequintes propriedades:

i) fla1 + az,0) = f(a1,b) + f(as,b);

ii) f(a,by +by) = f(a,by) + f(a,by) e

iii) f(ar,b) = f(a,rb), Ya,ay,ay € A, Vb, by, by € B e Vr € R.

Fixados os médulos A e B como acima, podemos considerar a categoria
cujos objetos sao todas as fungoes balanceadas de A x B, a qual denotaremos
por M(A, B). Um morfismo de f: Ax B — Cparag: Ax B — D éum
homomorfismo de grupos abelianos h : C'— D tal que ho f = g, i.e., tal que

o diagrama abaixo comuta:
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A verificagdo de que M(A, B) é uma categoria é simples, porém a omiti-
remos. Introduzimos essa carategoria, pois via o produto tensorial de A e B
construiremos um objeto universal nela. Definimos agora o que vem a ser o

produto tensorial.

Definicao B.2. Seja Ag e gB mddulos (resp. a direita e a esquerda) sobre
um anel R. Seja F' o grupo abeliano livre sobre o conjunto A X B. Seja K o
subgrupo (normal) de F' gerado por todos os elementos das sequintes formas:
i) (a+d,b)— (a,b) — (', b);

i) (a,b+b) — (a,b) — (a,b) e

ii1) (ar,b) — (a,rb), Va,a' € A, Vb,b' € B e Vr € R.

O grupo quociente F/K € dito o produto tensorial de A e B e é denotado
por A®gr B. A classe (a,b) + K do elemento (a,b) é denotada por a @b e a

classe do (0,0) é simplesmente escrita como 0.

A forma geral de um elemento de A @z B é Zai ® b;. Além disso, é

facil mostrar que (a +d)®@b=a®@b+d @b,a@ (b+V)=a@b+a® e
ar ® b =a ® rb. Também se tem que a ® 0 = 0 e que 0 ® b = 0. Ademais,
é possivel ocorrer a ® b = a’ ® I/, de modo que a # a’ e b # b'. Observe que
um morfismo é uma equivaléncia se, e so se, for um isomorfismo de grupos.
Também se pode ter A Qg B = 0, sem que A ou B sejam 0, como no caso em

que A =27, B =2Z,e R=17Z, em que p e g sao relativamente primos.

Os produtos tensoriais tém a caracteristicas de serem dificeis de serem
tratados diretamente. Se somarmos dois elementos a ® b e a’ ® b', ndo temos
uma expressao simplificada para o resultado. Em geral, nao serd (a + a’) ®

(b+10"). S6 podemos afirmar que tera a forma geral ) a; ® b; (soma finita).

61



Em particular, se queremos construir homomorfismos, necessitamos de um
procedimento indireto para verificagdo. A proposicao seguinte nos da isso.

Antes, precisamos definir uma funcao especial.

Definigao B.3. A func¢io i : A x B — A®pg B dada por i(a,b) = a®b €

chamada aplicagcao balanceada canonica.

E facil verificar que ela é de fato uma aplicacao balanceada.

Teorema B.4. Sejam Ar e grB mddulos sobre um anel R e C um grupo
abeliano. Se g : A x B — C' € uma aplicagao balanceada, entdo existe um
unico homomorfismo de grupos g : A @r B — C tal que goi = g, em que
i:AX B — A®pgr B € a aplicacao balanceada canénica. Ou seja, existe um

unico homomorfismo g tal que o diagrama abaizo comuta:

A®rB

Além disso, AR B fica univocamente determinado - a menos de isomorfismo
(equivaléncia) - por essa propriedade. Isto é, a aplicagdo balanceada canonica

i:AX B— A®pg B é um objeto universal na categoria M(A, B).

Demonstragao: Sejam F' o grupo abeliano livre sobre o conjunto Ax B e K
o subgrupo descrito na defini¢ao de produto tensorial. Como g esta definida
nos geradores de F', segue que g pode ser estendida de forma tinica a um

homomorfismo ¢; : FF — C.

Se aplicarmos ¢; sobre os geradores de K, vé-se que ¢;(K) = 0, pela
hip6tese de g ser balanceada. De fato, mostremos um caso (os outros dois

ficam a cargo do leitor). Sejam a,a’ € A e b € B. Entao

gl((a + al7 b) - (CL, b) - (alv b)) = gl(a + a,a b) - gl(aa b) - gl(alv b)
= gla+d,b)— g(a,b) — g(d',b) = 0.
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Logo, tem-se K C ker(g;). Portanto, ¢g; induz um homomorfismo g : F/K —
C, dado por g((a,b) + K) = gi(a,b) = g(a,b) — esse é um resultado um
pouco mais geral que a versao usual do Teorema do Homomorfismo. Mas,
por defini¢ao, F/K = A®r Be (a,b)+ K =a®b. Dai, g: A®g B — C
¢ um homomorfismo tal que g(i(a,b)) = gla ® b) = g(a,b), V(a,b) € A x B.

Ou seja, g oi = g. Isso completa a prova de existéncia.

Provemos agora a unicidade. Suponha h : A ®r B — C' é um homomor-
fismo tal que hoi = g. Entdo h(a ® b) = hoi(a,b) = g(a,b) = goi(a,b) =
g(a®b), para todo gerador a ® b de A®g B. Como as fungoes coincidem nos
geradores, elas sao iguais em todos os elementos de A ®g B, isto é, h = g, o
que prova a unicidade. Isso também prova que i : A X B — A®pr B é um
objeto universal em M (A, B) - ou seja, dado qualquer objeto g de M(A, B),

existe um unico morfismo s tal que s o = g, a saber, s = g. 0]

No exemplo a seguir, a importancia desse teorema ficara mais clara.

Exemplo B.5. Sejam rAg e B médulos. A funcao g: Ax B — B®pg A,
dada por (a,b) — b ® a é balanceada. Pelo Teorema 77, isso implica a
existéncia de um tnico homomorfismo 7' : AQgB — B®prA tal que T'(a®b) =

b® a. Essa fungao T' é chamada funcao twist.

Observe que nao precisamos definir o valor de T sobre um elemento
genérico de A ®r B, mas apenas nos geradores. Ademais, nao precisamos
fazer uma verificacao direta de que T' é homomorfismo. Isso significaria que
terfamos que avaliar T'(a ® b + ¢ ® d) e mostrar que o resultado é o mesmo
que T'(a ® b) + T(c ® d) - mostrando para geradores arbitrarios, implicaria
homomorfismo, é claro. No entanto, nao sabemos se a ® b + ¢ ® d pode ser
expresso na forma e® f, i.e., como um gerador de A® B; s6 temos o resultado
estipulado para geradores. Isso mostra que - pelo menos, a primeira vista -
nao teriamos como provar diretamente que 7' é homomorfismo. O teorema,
portanto, nos permite fazer essa afirmacao. Além disso, s6 precisamos veri-
ficar que a funcao g é balanceada, o que, em geral, é algo que nao oferece

maiores complicagoes.

Nas constugoes dos exemplos de codlgebras, sempre fazemos esse caminho
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indireto, utilizando o teorema. Dai a importancia crucial dele para nossos

propositos - além de seu interesse por si mesmo.

Corolario B.6. Se Ar, A'g, rB e rB’ sao mddulos sobre um anel R e
se f:A— A eg: B — B sio homomorfismos de R-mddulos, entdio
existe um unico homomorfismo de grupos h : A ®r B — A’ ®@r B’ tal que
hia ® b) = f(a) ® g(b), Ya € A e Vb € B. Esse homomorfismo tinico serd
denotado por f ® g.

Demonstragao: Seja s: A x B — A’ ®g B’ dado por s(a,b) = f(a) ® g(b).
Por f e g serem homomorfismos de R-mddulos, s é balanceada (verificagao
a cargo do leitor). Pelo teorema, existe um tnico homomorfismo de grupos
5: A®rB — A ®g B’ tal que 5(a®b) = f(a) ® g(b), para quaisquer a € A
ebe B. [

Escrevemos, entao, (f ® g)(a®b) = f(a) ® g(b). Também é ficil verificar
que, se f': Ar — A're g : RB' — gB"” sao homomorfismos de R-mddulos,
entao a composicao (f' ® ¢') o (f ® g) é dada por (f' o f) ® (¢’ 0 g). Segue,
imediatamente, que se f e g sao isomorfismos de R-médulos, entao f ® g é

isomorfismo de grupos, com inversa f~! ® g7

Até o momento, sabemos que o produto tensorial de dois médulos é um
grupo abeliano (por definigdo). Sendo um médulo um grupo abeliano no
qual ha uma “multiplicacao por escalar”definida entre um anel e o grupo,
podemos tentar associar uma estrutura de médulo ao produto tensorial. O
produto tensorial considerado até aqui é de um R-modulo a direita com um R-
modulo a esquerda. Se algum deles for um bimédulo, entao podemos associar
naturalmente uma estrutura de S-médulo ao produto tensorial, como se vera

na proposicao seguinte.

Proposicao B.7. Sejam R e S anéis e sAr, rB, Cr e rDs (bi)mddulos
conforme indicado. Entdo tem-se:

i) AQr B é um S-mddulo a esquerda, com a multiplicagdo por escalar definida
por s(a®b) = sa®b, para quaisquer a € A, b€ B es € S.

ii) Se f : A — A" € um homomorfismo de (S, R)-bimédulos e g : B — B’ é um
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homomorfismo de R-mddulos, entdo a aplica¢ao induzida f @ g: A®Rr B —
A" ®pr B' € um homomorfismo de S-mddulos a esquerda.

iii) C@r D é um S-mddulo a direita, com a multiplicagao por escalar definida
por (c®d)s = c® ds, para quaisquer c € C, d € D e s € S.

w) Se f: C — C" é um homomorfismo de (S, R)-bimddulos e g : D — D' é
um homomorfismo de R-modulos, entao a aplicagcao induzida f ® g : C Qg

D — C'"®gr D' é um homomorfismo de S-mdodulos a direita.

Demonstragao: Demonstraremos apenas os dois primeiros itens, sendo os

dois ultimos analogos.

(i) Para cada s € S, defina a aplicagdo Ax B — A® B por (a,b) — sa®b.
E facil ver que esta aplicagao é R-balanceada. Portanto, pelo Teorema 77,

isto define um homomorfismo a; : AQrB — A®rB tal que as(a®b) = sa®b.

Para cada v = Zai ® b, € A®pr B, defina su como sendo o elemento

=1
n

as(u) = Z as(a; @b;) = Z sa; ® b;. Essa acao de S estd bem definida, pois
i=1 i=1
o ¢ um homomorfismo.

Deixamos ao leitor a verificacao de que, com a “multiplicacao por esca-

lar” definida deste modo, A ® g B realmente é um S-médulo a esquerda.

(ii) J4 sabemos que f ® g: A®r B — A" ®p B' é um homomorfismo de
grupos abelianos. Para mostrar que é homomorfismo de S-médulos, basta
verificar que (f ® g)(s(a®b)) = s(f ® g)(a®b), para quaisquer s € S, a € A
ebe B.

Seja s € S. Temos que

(f@g)(sla®b)) = (f@g)(sa®b)
= f(sa) ® g(b)
= sf(a)®g(b)
= s(f(a) @g(b))
= s(f®g)la®b)
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Provamos, a seguir, um teorema de importancia fundamental para nosso
estudo. Ele é usado na propria definicao de coalgebra; provaremos um iso-

morfismo, que foi chamado, ao longo do texto, de isomorfismo canonico.

Teorema B.8. Seja R um anel com identidade e Ag, g B R-mddulos unitdrios.

Entao existem isomorfismos de R-mddulos AQr R~ A e R®r B ~ B.

Demonstragao: Provaremos apenas o primeiro deles, sendo a demonstragao

do segundo inteiramente andloga.

Como R é um (R, R)-bimédulo, entdo A ®g R é um R-moédulo a direita,
pelo teorema anterior. Além disso, g : A x R — A dada por g(a,r) = ar
define uma aplicacao balanceada. Portanto, pelo Teorema 77, existe um tinico
homomorfismo (de grupos abelianos) a : A®gr R — A tal que a(a ® 1) = ar.

E facil ver que esse homomorfismo também é de R-mddulos a direita.

Por outro lado, a fungao 5 : A — A®g R dada por 5(a) = a® 1 g também

¢ um homomorfismo de R-mdédulos a direita. Basta verificar que af = 4 e

60[ = ‘[A®RR'

De fato, (af)(a) = a(a®1g) = algr = ae (fa)(a®r) = Blar) = ar®1lg =
a@r. ]

Proposicao B.9. Sejam R e S anéis e Ar, rBs e sC mddulos conforme

indicado. Entdo ezxiste um isomorfismo (de grupos abelianos)

(A®r B) ®s C ~ A®p (B®sC).

Demonstracao: Cada elemento v € (A ®r B) ®¢ C' é uma soma finita

Zui ® ¢, com u; € A®pr B e ¢; € C. Mas cada u; também é uma soma

=1
m;

finita Zaij ® bi;, com a;; € A e b; € B. Portanto, v ¢ uma soma finita

=1
n  m;

> lai; @ by) @ cil.

i=1 j=1

Logo, (A®g B) ®5C' é gerado por todos os elementos da forma (a ®b) ® ¢,
coma € A, be Bece C. Analogamente, A®Qr (B®gC) é gerado por todos
os elementos da forma a ® (b®c¢), coma € A, b€ Bece C.
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Seja
g (A@RB) X C—>A®R(B®SC)
dada por g(z a; ® b, c) = Z[ai ® (b; ® ¢)]. Entao g é uma aplicagao

i=1 i=1
S-balanceada e, pelo Teorema ??, induz um 1inico homomorfismo

Q(A®R3)®sc—>A®R(B®SC)

tal que a([(a ®b) ® ¢]) = a ® (b® ¢), para quaisquer a € A, b€ Bece C.

Analogamente, temos uma aplicacao R-balanceada
Ax (BsC) — (A®r B)®sC,
que induz um tnico homomorfismo
B:A®R(B®sC)— (A®r B)®sC

tal que que f([a® (b®c)]) = (a®@b) @ c.

Para cada gerador (a®b)®c de (A®rB)®sC, temos (o) ([(a®b)®c]) =
Bla® (b®c)]) = (a®b) ®c. Donde Ba = I agyB)es0-

Similarmente, mostra-se que a3 = 45, (Bosc). Portanto, a e 3 sao inver-

sas uma da outra. Dai, o é o isomorfismo desejado. [

Evidentemente, esse resultado pode ser estendido indutivamente para um
nimero finito de médulos que sejam “compativeis”, no sentido de que os
produtos tensoriais fiquem bem definidos. Por conta deste isomorfismo, nao

precisamos usar paranteses para especificar a ordem dos produtos tensoriais.

Teorema B.10. Seja R um anel, A e {A;}ic;r R-mddulos a direita, B e
{B;}jes R-mddulos a esquerda. Entao existem isomorfismos (de grupos abe-

lianos)

i€l el

A®r () _Bj)~) (A®rB)).

jeJ jeJ
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Demonstracgao: Sejam ¢, : A, — E A e E A; — Ay, respectiva-
icl icl
mente, a inclusao e a projecao canonicas. Entao a familia de homomorfismos

Q11 AL @ B — (Z A;) ®g B induz um homomorfismo

icl
il 1€l
tal que a((a; ® b)er) = Z(Li(ai) ®0b) = (Z ti(a;)) @b, em que [y ={i eI
i€ly i€lp
Seja g : ZA ><B—>Z ; ®g B) dada por g(u,b) = (m;(u) @ b)es é
i€l iel

balanceada. Logo, pelo Teorema ?7?, g induz um homomorfismo

B:(> A)@rB—> (A @ B)

i€l icl
tal que f(u®b) = (m;(u) ® b)ier.

Mostraremos que « e ( sao inversas uma da outra, o que prova o primeiro
isomorfismo. A demonstragao do outro é inteiramente andloga, de modo que

sera omitida.

SeuEZAieIO:{iE[:ai®b7é0}:{i61:7ri(u)7&0},entéo
161
u= Z 1;m;(u). Portanto, para cada gerador u ® b de ( Z A;) ®g B, temos
i€lp el

(aB)(u®b) = a((mi(u) @ biery) = (Y umi(uw) @b =ub.

i€lp

Daf, Oéﬁ = [(ZieIAi)®RB'

Para cada j € I, defina «} : A; ®g B — Z(Az ® B) a inclusdo canonica.
iel
Entao é facil ver que Z(A, ®g B) é gerado por todos elementos da forma
el
Ui(a®0b) = (mej(a) @b)icr, com j € I, a € Aj e b € B. Destarte, para cada
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gerador, temos (m;¢j(a)) ® b= 0, se i # j, e (m1j(a)) ® b =a @ b. Portanto,

(Ba)(tj(a®b)) = (Ba)((mi;(a) @ D))
= Blymji(a) @)
= P(y(a) @)
= (mitj(a) ®b)ies
= (a®b).

Logo, fa = Iy, _ (a@rB)- ]

Teorema B.11. Seja R um anel com identidade. Se A é um R-mddulo a

direita unitdrio e F' € um R-mddulo a esquerda livre com base Y, entdo cada
n

elemento u € A ®g F pode ser escrito de forma unica como u = Zai ® i,
i=1
em que a; € A e 0s y.s sao elementos distintos de Y.

Demonstragao: Como F = Z Ry, para cada y € Y, seja A, = A e consi-
yey
dere a soma direta Z A,. Como cada {y} ¢é linearmente independente — por

yey
Y ser base —, entao cada epimorfismo ¢ : R — Ry, dado por ¢(r) = ry, é

também isomorfismo. Portanto, para cada y € Y temos um isomorfismo
-1
A®RRy 1A&> A@RRZA:Ay

Pelo Teorema anterior, podemos construir um isomorfismo 0 : A ®r F' —

ZAy:

yey

ArF=A®r (Y Ry)— > (A®rRy) — > A,
yey yey yey
Deixamos ao leitor a verificagao de que f(a ® y) = ¢,(a), pataa € Aey €Y,
em que ¢, : A, — Z A, é a inclusao canonica.

zeY

Como cada v € ZAy é uma soma finita v = ¢y, (a1) + -+ + ¢, (a,) =
yey
O(a1 @ y1) + -+ + 0(a, @ y,), com y; € Y distintos. Os elementos a; sao

univocamente determinados na expressao acima. Portanto, cada elemento de
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A ®p F é univocamente determinado — j& que cada um serd da forma 6~1(v)
n

—, sendo escrito, pois, na forma Z a; X ;. O
i=1

Corolario B.12. Se R ¢ um anel com identidade e Agr e rB sdo R-mddulos

livres com bases X eY, respectivamente, entao A g B € um R-mddulo (a

direita) livre com base W ={z @y :x € X,y € Y} de cardinalidade | X||Y].

Antes de provarmos o coroldrio, observamos que, sendo R um (R, R)-
bimdédulo, entao toda soma direta de cépias de R também sera. Em particular,
todo R-modulo a direita livre é um R-modulo a esquerda livre e vice-versa.
Por isso, faz sentido tratar, no préprio enunciado do corolario, A ® z B como

sendo um R-médulo (& direita e a esquerda).

Demonstragao: Pela demonstracao do Teorema 7?7, existe um isomorfismo

de grupos
IFTIIEE DL SV 3) o]
yey yey yeY zeX
ja que B é gerado por Y e A = Z TR.
zeX

Como dissemos antes da demonstracao, todo moédulo a esquerda livre
também é médulo a direita. Assim, B é um (R, R)-bimédulo. Assim, A®gr B
é um R-médulo. E facil ver que # é homomorfismo de moédulos. Sendo

W={x®y:ze€X,ye Y}, éclaro que §(IW) gera A ®r B.

Provemos que W ¢ linearmente independente. Sejam Xqg C X e Yy, C Y

subconjuntos finitos de X e Y, respectivamente, e sejam a,, € R tais que

Z Z azyr @y = 0. Como 0 ¢ injetiva, Q(Z Z gzt ®y) = 0. Mas

z€Xo y€Yo z€Xo yeYo
0(z ®@y) = 1y(z). Logo,

z€Xo y€Yo z€Xo Y€Yo

= Z Z Qgyly(z) = 0.

z€Xo YYD

Isto implica que agyty(r) = 0, para quaisquer z € X, e y € ¥p. Como

as inclusoes sdo injetivas, segue que t,(z) # 0, se x # 0. Por conseguinte,
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oy, = 0. Portanto, §(1V) é uma base de A ®p B. Pelo Teorema 7?7, todos
os elementos de W sao distintos e, dai, todos de #(1W) também o sdo. Logo,

(W= XYl M
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