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Resumo

Neste trabalho foi feito um estudo da Integral de Lebesgue no R™, tendo como obje-
tivo abordar sua construcao e principais resultados.

Para cumprir esse objetivo foram estudados os conceitos necessarios para sua cons-
trucao nos capitulos iniciais, como por exemplo os conceitos de anel e g-anel no capitulo
1 e o conceito de funcoes mensuréaveis no capitulo 2, sendo que somente no capitulo 3 os
resultados relativos a Integral de Lebesgue sao desenvolvidos.



Introducao

Na presente monografia foi abordada a Integral de Lebesgue, sua construcao e proprie-
dades principais. O criador da Integral de Lebesgue foi Henri Léon Lebesgue, matematico
francés nascido em 1875 na cidade Beauvais, estudou na "Ecole Normale Supérieure" (que
pode ser traduzido como "Escola Normal Superior"), onde estudou também Borel !. Com-
pletou seus estudos em 1897. Nos dois anos seguintes ele trabalhou na biblioteca da Ecole,
uma época produtiva para Lebesgue, resultando na publicacao de varios artigos.

Entre Junho de 1899 e abril de 1901, a academia de ciéncias publicou uma série de
cinco artigos de Lebesgue que mais tarde se tornariam a base para sua tese de doutorado
na Sorbonne; e no quinto artigo Lebesgue fez o primeiro antincio da sua generalizacao da
Integral de Riemann.

Aos 27 anos fez uma tese de doutorado onde eram expostos resultados que, desenvol-
vidos posteriormente em outras publicacoes, estao na origem de uma renovacao e de uma
generalizacao do célculo integral. Lebesgue apresentou sua tese sob o titulo "Intégrable,
longueur, aire"(que pode ser traduzida como "Integral, comprimento, area"). Lebesgue
fez certa juncdo das idéias de Borel e Jordan?, sendo que ele nao se limitou a isso ge-
neralizando as idéias de ambos. A teoria da medida de Lebesgue foi desenvolvida com
muito mais clareza e generalidade que a de Borel, representando uma extensao natural das
idéias de Borel. Algumas das idéias de Borel serao abordadas no capitulo 1, em especial
os conjuntos borelianos. O crédito por aplicar a teoria da medida na teoria da integracao,
no entanto, foi para Lebesgue, que faleceu em 1941 na cidade de Paris.

No capitulo 1 nosso foco sao as fungoes de conjuntos, pois as funcoes para ter propri-
edades interessantes nao pode ter qualquer dominio. No capitulo 2 nosso olhar se volta
para as funcoes mensuréveis e suas propriedades. Essas fungoes sao de grande importan-
cia pois serao usadas na construcao da Integral de Lebesgue. No capitulo 3 o objeto de
estudo é a Integral de Lebesgue, comegando com sua defini¢ao e depois a demonstracgao

de resultados sobre ela. A Integral de Lebesgue além de possuir propriedades interessan-

'"Emile Borel(1871-1956)
2Camille Jordan (1838-1922)



tes também pode ser aplicada sobre uma grande variedade de conjuntos, por exemplo,
mostramos no capitulo 3 que em R a Integral de Lebesgue pode ser aplicada sobre uma
classe maior de funcoes que a Integral propria de Riemann?3.

As informacoes historicas utilizadas, em sua grande maioria, foram retiradas da refe-

réncia [2]. Essa monografia ¢ um estudo detalhado do capitulo 10 da referéncia [1].

3Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)



1 Funcoes de conjuntos

A principal no¢ao que foi introduzida neste capitulo é a de fun¢ao de conjunto. En-
quanto que uma funcao ordinaria estudada no calculo tem um conjunto numeérico por
dominio de definicao, uma funcao de conjunto tem por dominio uma familia de conjuntos.

A nocao intuitiva de funcao de conjunto é naturalmente empregada quando se cal-
cula o comprimento de um segmento de reta, ou a drea ou um volume de uma regiao do
plano ou do espaco. Nesses casos foram utilizadas funcoes implicitamente definidas sobre
conjuntos da reta (intervalos), do plano (retangulos, por exemplo) e do espago ( parale-
lepipedos, por exemplo) e cuja imagem ou valor no conjunto fornece o seu comprimento,
sua area ou volume. Neste capitulo esta idéia ou nocao intuitiva foi formalizada.

As propriedades principais que uma familia de conjuntos deve satisfazer para ser o
dominio de uma funcao de conjunto, foram determinadas. Algumas dessas propriedades
foram abstraidas da situagao concreta. Por exemplo, se p(A) é uma fungao de conjunto,
A um conjunto, queremos que p(A) > 0 pois comprimento, area e volume sao dados por
niameros nao negativos. Quando medimos o comprimento de dois intervalos (retangulos
ou volumes) o comprimento total é a soma dos comprimentos se eles forem disjuntos. Isso
significa que se A e B pertencem ao dominio de ¢, AU B e AN B também devem estar
no mesmo dominio e em especial, se AN B = (), devemos ter (AU B) = p(A) + ¢(B).
Estas propriedades levaram, naturalmente, a introduzir o conceito de anel de conjuntos e,

mais geralmente, de o-anel, relevantes para formalizarem a idéia de fungao de conjunto.



1.1 Anel e o-Anel

Definicao 1.1. Uma familia A de conjuntos € chamado de anel se para todo A € A e
B e A temos:
AuBe A (1.1)

A—-Be A (1.2)

Teorema 1.1. Sejam A um anel e A, B, Ay, A, ..., A, elementos quaisquer de A e () o

conjunto vazio. Entao,

a) b e A

b) AnNB e A.

¢) O conjunto A € fechado pela uniao enumerdvel finita, ou seja:
N
U4, e
j=1

Demonstracao:
a) Temos que A — A =0,VA € A. Logo, 0 € A.

b) Como A é anel, A — B € A. Segue do resultado (P.1) do Apéndice A que
ANB=A—-(A-DB).

Portanto, AN B € A.

c) Como Ay, Ay, ..., A, € A, entdo A; U Ay € A. Suponha, por inducdo, que para
E<N-1

k
J4,eA
j=1

Entao,

k+1 k
U Aj = < AJ> U Ak+1 € A
J=1 Jj=1

Pois Ap.1 € A, seguindo-se o resultado, por indugao. O
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Exemplo 1.1 Seja X um conjunto qualquer. A familia § de todos os subconjuntos finitos
de X é um anel. De fato, sejam A, B € §. Entao, AUB é um conjunto finito e AUB € §.
O conjunto A — B também ¢ finito, logo, A — B € §. Portanto, § é anel.

Exemplo 1.2 A familia J dos intervalos da reta real da forma I = [a,b], ndo é anel.
Sejam I = [a1,b1] e Iy = [ag, bs] tais que I} N [s = (). A unido I U I, ndo é da forma de

I e, portanto, I; U Iy ¢ J. Logo, J ndo é anel.

Exemplo 1.3 Seja J’ = {I} a familia de todos os intervalos limitados I da reta real,

isto é, I pode ser qualquer um dos seguintes intervalos:

a<zx<hb,
a<x<b,
a<z<hb,
a<x<b.

Os intervalos vazios da forma

a<z<a,
a<zx<a,
a<x<a,

e os degenerados,

a<zr<a

— - I

também sdo permitidos. Os nimeros a,b sdo reais quaisquer. Seja & = {E} a familia

formada por todas as unioes finitas de intervalos I € J ', isto é,

A familia & é um anel. Para provar este resultado, sejam A e B elementos quaisquer de

&1. Queremos mostrar que AUB € & e A— B € &;.

Temos que

N M
A=JLeB=JK;
i=1 j=1



11

onde I;, K; € J',Vi,j. Defina

Iy, ,sek=1,...,N
Cp =
kaN ,sek:N—i—l,...,N—l—M.

Portanto, Cy € J ' e,
N+M

AUB = U Cp €&

k=1

Para provar que A — B € &;, consideremos trés casos.
Caso 1. ANB =10. Nesse caso, A— B=A¢€¢&,.

Caso 2. AN B # (). Para determinar os elementos que nao estdo em B basta tomar a

diferenca de cada intervalo I com todos os intervalos K;. A uniao destas diferencas é

igual a A — B:
M
A-B=] & - K).
i=1 j=1
A diferenca I; — K é sempre um ou dois intervalos. O caso de dois intervalos pode ocorrer

se K esta contido em [;. Portanto, nesse caso, A — B € &;.
Concluimos pelos trés casos, que & é anel.

Observagao. Daqui em diante o simbolo {a, b} indica um intervalo limitado qualquer

dos listados no exemplo anterior.

Definicao 1.2. Um anel A é chamado de o-anel se, para toda familia enumerdvel infinita

{A,} de conjuntos de A, tem-se
JA.ea (1.3)
n=1

Exemplo 1.4 Sejam X e § os conjuntos do Exemplo (1.1). Suponha que X é infinito
e enumeravel. Por exemplo, X = N. Seja £, = {n},n = 1,2,... . Os conjuntos E, sao

finitos e, por consequéncia, F, € §. Contudo, a uniao

UE. ¢35
n=1
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pois contém infinitos pontos e, portanto, § nao é o-anel apesar de ser um anel.

Exemplo 1.5 Seja P(A) a familia de todos os subconjuntos de A. O conjunto P(A) é
o-Anel pois uma uniao qualquer de subconjuntos de A é um subconjunto de A, logo, esta
em P(A). A diferenga de dois subconjuntos quaisquer de A também é um subconjunto de
A e, portanto, esta em P(A). Lembramos que ) C A, VA e, assim, () € P(A). Concluindo
que P(A) é o-anel.

Exemplo 1.6 No Exemplo (1.1), provamos que a familia de todos os subconjuntos
finitos de um conjunto qualquer de X é um anel. No Exemplo (1.4), provamos que se
X é infinito, § ndao é um o-anel. Suponha agora que X é finito. Nesse caso, a uniao
enumeravel de conjuntos de § ¢ um subconjunto finito de X, j4 que para qualquer sub-
conjunto de X o nimero maximo de elementos distintos é finito. Concluimos que quando

X é finito, § é o-anel.

Teorema 1.2. Se A é um o-anel e {A,} é uma familia enumerdvel de conjuntos de A,

entao,

ﬁ A, € A (1.4)
n=1

Demonstracao:

Usando o resultado (P.2) do Apéndice A, segue que

(A =4 - A - 4,).
n=1 n=1
Como A; € Ae
Ui —4,) e A
n=1

Resultado segue pois A é um o-anel. O
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1.2 Funcoes finitamente aditivas e o-aditivas

Definicao 1.3. Dado um anel A de subconjuntos de um conjunto X, uma funcao:
v: A—RU{+o0} (1.5)
¢ chamada finitamente aditiva se para todo A, B € A tais que AN B = () tem-se que
(AU B) = ¢(A) + ¢(B). (1.6)

Uma funcgao definida sobre um anel de conjuntos é chamada, em geral, de funcao de

conjunto.

Nota. De agora em diante uma funcao de conjunto é suposta nao negativa a menos que
se diga o contrario. Para mais informacoes sobre as operacoes envolvendo niimeros reais

com os simbolos +00 ou —oo ver Definicao (A.1) do Apéndice A.

Exemplo 1.7 Seja X um conjunto com infinitos elementos e P(X) a familia de to-
dos os subconjuntos de X, pelo Exemplo (1.5) sabemos que P(X) é g-anel, em especial,

um anel. Para £/ um subconjunto qualquer de X, defina

0 , se F/ tem finitos elementos
p(E) =

400 , se E tem infinitos elementos.

Essa fungao é finitamente aditiva. De fato, sejam A, B C X com AN B = (). Considere-

mos os seguintes casos:

Caso 1. A e B tem finitos elementos, entao A U B tem finitos elementos, logo
P(AUB)=0=0+0=p(A)+ ¢(B).
Caso 2. A tem infinitos elementos, entao A U B tem infinitos elementos, logo

(AU B) =400 = +00+ ¢(B) = ¢(A) + ¢(B).
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Exemplo 1.8 Sejam X um conjunto nao-vazio e P(X) a familia de todos os subconjuntos
de X, entao P(X) é o-anel, em particular, um anel. Para £ um subconjunto qualquer de
X, defina

SOC(E) =

o nimero de elementos de £ , se E tem finitos elementos
400 , se F tem infinitos elementos.

Essa funcao conhecida como "medida de contagem" é finitamente aditiva. De fato sejam

A, B C X com AN B = (). Consideremos os seguintes casos:

Caso 1. A e B tem finitos elementos, respectivamente n e m elementos, entao AU B tem

finitos elementos possuindo no total n + m elementos, logo
p(AUB) =n+m = ¢.(A) + ¢c(B).
Caso 2. A tem infinitos elementos, entao A U B tem infinitos elementos, logo
pe(AU B) = +00 = +00 + ¢c(B) = ¢e(A) + ¢e(B).

Exemplo 1.9 Seja X um conjunto nao-vazio, seja P(X) a familia de todos os subcon-

juntos de X e xg um elemento de X. Para E um subconjunto qualquer de X, defina

5,0 (E) = 1 ,casoxy e FE
" 0 ,casox ¢ E.

n

Essa funcao conhecida como "medida de Dirac'" é finitamente aditiva. De fato, sejam

A BC X com ANB =1

Caso 1. 2y ¢ A e xy ¢ B, entao xy ¢ AU B. Logo,
00 (AUB)=0=0+40 = 9,,(A) + 65, (B).
Caso 2. zp € A, entdo 1o € AUB e xy ¢ B, pois AN B = (). Logo,

Sus(AUB) =1=1+0 = 6,,(A) + 6,,(B).

'Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)
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Teorema 1.3. Seja ¢ : A — Ry U{+o0} uma funcao de conjunto finitamente aditiva e
A, B, Ay, ..., A, subconjuntos de A. Entao:

a) o(0) =0, se p(B) < +oo.

b) p(A1) < p(Az) se Ay C As.

c) p(AUB) + p(AN B) = ¢(A) + ¢(B).

d) o(B—A)=¢(B)—p(A), se AC B e p(A) < +o0.

e) Se A1, As, ., A€ A e AiNA; =0, para todo i # j,

2 (U Az’) = Z P(Ai).

Demonstracao:

a) Como () = D U0, segue que

p(0) = 0(@U0) = (@) + (D) = 20(0).

Portanto, ¢(0) = 0.

b) Como A; C Ay, podemos escrever

Ay =AU (A — Ay)

Al ﬁ(AQ —A1> - @

Pela aditividade de ¢,

P(Az) = (A1 U (A2 — A1) = (A1) + p(A2 — Ay) > (A1)

pois ¢ > 0.

c¢) De acordo com o resultado (P.6) no Apéndice A,
AUB=(A-B)U(ANB)U(B—A).
Aplicando ¢ e a aditividade,

©(AUB) =p(A—B)+ (AN B)+ ¢(B — A).
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Pelo resultado (P.7) no Apéndice A, temos que
A=(ANB)U(A—- B)

e, portanto,
p(A) = (AN B) + ¢(A - B).

Pelo mesmo resultado (P.7),
B=(BNnA)U((B-A)

donde
p(B) =9(BNA)+ (B - A).

Portanto,

W(AUB)+p(ANDB) = o(A—=B)+o(ANB)+¢o(B—A)+ p(ANB)
= ¢(A) +¢(B).

d) Como A C B,
B=AU(B-A)

e, pela aditividade de ¢,
p(B) = ¢(A) + (B - A)

ou ainda,

e) Seja By = Ay U A3 U ... U A,,. Entao,
(AT U..UA,) = p(A U By).
O item c¢) ja provado implica em
@(A1) +¢(B2) = (A1 U Bz) + ¢(A1 N By) = (A1 U By)
pois p(A; N Az) = p(0) = 0, pelo item a) deste Teorema (1.3).
Seja B; = A; U A;1 U...UA,, para algum ¢, 2 < i < n. Suponhamos, por inducao

que
(A1 U AU UA,) = (A1) + .. + o(4im1) + o(Bi)
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Mas,

Y(AiUA U UA,) = o(A)+ ..+ e(Air) + o(B;)
= @(A1) 4+ ... +(Aic1) + p(A; U Biyq).

Pelo item c),

©(Ai) +o(Bir1) = ©(AiUBiyr) + (4N Bitq)
= SO(A UBHl) 90(@)
- SO(A UBZ—H)
= o(Bi).

Portanto,

P(AiUA U UA,) = o(A)+ ...+ p(Ais1) + o(By)
= (A1) + .. + p(Ain1) + p(Ai) + o(Bit)

Logo, por indugao, vale o resultado do item e). O

Definicao 1.4. Sejam A um o-anel e { A, }, uma familia infinita de conjuntos de A, dois

a dois disjuntos. Uma funcao de conjunto aditiva
v: A— Ry U{+o0}
¢ chamada o-aditiva se

¥ (U An) = Z QO(An) (17)

Exemplo 1.10 A fun¢ao dada no Exemplo (1.7) nao é o-aditiva. De fato seja {A,}

uma sequéncia de subconjuntos de X com finitos elementos e dois a dois disjuntos, entao
o0
U4
n=1

tem infinitos elementos, logo

SO(OAn> =+oo>0:§:go(A
n=1 n=1
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Exemplo 1.11 A fung¢ao dada no Exemplo (1.8) é o-aditiva, o que provaremos a seguir.

Seja {A,} uma sequéncia de subconjuntos de X dois a dois disjuntos.

Caso 1. Para todo n temos que A, tem finitos elementos, seja m, o nimero de ele-

mentos de A,,, logo o conjunto
possui no total

como numero de elementos. Por consequéncia,

o (U] = 3om =3t
n=1 n=1 n=1
Caso 2. Para algum 7 temos que A; tem infinitos elementos. Logo
U4
n=1

tem infinitos elementos. Concluimos que

Pe <U An) =400 = +00 + Z Pc(An) = Z‘Pc(An)-

n=1, n#i

Exemplo 1.12 A fun¢do dada no Exemplo (1.9) é o-aditiva. De fato seja {A,} uma

sequéncia de subconjuntos de X dois a dois disjuntos.

Caso 1. Para todo n temos que zy ¢ A,. Logo

n=1

Portanto,
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Caso 2. Para algum i temos que xy € A;, logo xo ¢ A,, para n # i, pois os conjuntos

Sy (GAn>:1:O+1: i 5IO(An)+5IO(Ai)=i5zo(An).

n=1, n#i

sao dois a dois disjuntos, além disso

Portanto,

Teorema 1.4. Seja ¢ uma fung¢ao o-aditiva num o-anel A de conjuntos e {A,},

n=1,2,..., uma sequéncia de conjuntos de A tais que A, C A,,1. Se
[e.e]
JA.eaA (1.8)
n=1

entao:

@ (U An) = lim p(4,). (1.9)

Demonstracao:
Definimos By = Ay e B; = A; — A;_1, se i > 2. Os conjuntos B; € A tem as seguintes

propriedades:
a) B,N Bj =0, se i # j. De fato, temos os seguintes casos,

Caso 1) i<

Entao ¢« < j —1, logo A, € A;_4y. Como B; = A; — Aj_;, por consequéncia temos
B;NA;_y = 0, portanto B; N A; = (). Suponha por absurdo que nao, entao existe
x € B;N Bj, logo x € Bj e x € Aj_4, uma contradigao pois B; N 4;_; = .

Caso 2) j > i

Entao 7 < i—1, logo A; € A,_y. Como B; = A; — A,_4, por consequéncia temos
B; N A;_y = 0, portanto B; N A; = (. Suponha por absurdo que nao, entdo existe
xr € BjN By, logo x € B; e x € A;_; uma contradigao, pois B; N A, = 0.
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b) Se para todo k > 1,

k
U B; = A,
=1

Por definicao, By = Ay e By = Ay — Ay = Ay — B;. Logo, Bo U By = A,. Suponhamos,
por inducao, que o resultado vale para todo n < k. Provemos que o resultado vale para
n =k + 1. Usando que By 3 = Axy1 — A, obtemos

k+1 k
U B, = ( Bi) U Bj1 = A U Bryr = Ag U (Agp — Ax) = Apgas
i=1 1

1=

pois Ay, C Agqy.

Segue da propriedade b) que

G- 0(0) -0
n=1 n 1 i=1

=1 1=
e, portanto,

GBZ cA
=1

() -o(Un)

Usando o fato de que ¢ é o-aditiva e B; N B; = (), para todo i# j, obtemos o resultado

+o0 00 N N
o (U Bn) = ¢(Ba)=lim » (B, = lim ¢ (UBZ) = lim ¢ (Ay).
n=1 n=1 n=1

i=1
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1.3 Funcgoes Regulares e Medida Exterior

Definicao 1.5. Um volume no R™ € um conjunto da sequinte forma:

L=nLxLx.xL=]]L (1.10)
j=1
onde I; = {a;,b;} € um intervalo limitado qualquer de R, podendo ser degenerado ou

VAZ10.

O conjunto I, é um intervalo se n = 1; um retangulo se n = 2; um paralelepipedo, se

n = 3.

Definicao 1.6. Um conjunto A C R"™ é chamado elementar se A for a unido de um

numero finito de volumes do R"™, ou seja,

M
A=Jz5
i=1
para algum M.

Os conjuntos elementares tém a seguinte propriedade fundamental que nao demons-

traremos.

Teorema 1.5. Todo conjunto elementar pode ser expresso como a uniao disjunta e finita

de volumes.

Demonstracao:

A demonstracao desse teorema no caso da reta, n = 1, pode ser encontrada na referéncia

16].

Teorema 1.6. A familia &, formada por todos os conjuntos elementares do R", é um

anel porém nao € o-anel.

Demonstracao:
Caso 1. &, é anel.
O caso n = 1 ja foi provado no Exemplo (1.3). Para o caso n > 2, a demonstragao é

basicamente a mesma, basta trocar I; por I} e trocar K; por K'.
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Caso 2. &, nao é g-anel.

Definimos
E] - Iv(]),j - 1, 2,

onde

1 1
L(j)={x=(x1,...,zp)| - <axp < -, k=1,..,n}.
J J

O conjunto E; é um volume no R" e, portanto, E; € &,, Vj. A uniao

> 11
E:Lﬂg:{(jmﬁ>eRﬂj:Lzm}
et Jo

nao pode ser expressa como unido finita de volumes donde E ¢ &,. Logo, &, nao é

o-anel. O

No que segue definimos em &, uma funcao de conjunto chamada de funcao de Le-
besgue. Nos casos n = 1,2, 3 esta funcao corresponde as nocoes de comprimento, area e

volume, de um conjunto do R".

Definicao 1.7. Seja m : &€, — R, a funcao de conjunto dada por:
m(l,) =m (H 1]-) =[] (1)) (1.11)
j=1 j=1

onde
m(l;) = m({a;,b;}) = bj — a;. (1.12)

Se A € um conjunto elementar, isto €,

A=z (1.13)

onde os volumes I’ sio dois a dois disjuntos, definimos

m(A) = Zm(fg). (1.14)

A fungao de conjunto m € chamada de func¢ao de Lebesqgue.
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Definicao 1.8. Sejam Ay, ..., A, conjuntos dois a dois disjuntos quaisquer. Dizemos que

4 (1.15)

A=JA. (1.16)

Teorema 1.7. Seja A € &,. Entao m(A) nao depende da particular decomposicao de A

como uma uniao finita disjunta de volumes do R™ e m € finitamente aditiva.

Demonstracao:

O fato de m ser finitamente aditiva é imediato de sua definicio. Antes de provar que
m(A) independe da particular decomposi¢ao de A vamos provar um resultado auxiliar. A
interseccao de dois volumes é um volume. De fato, sejam A; e Ay dois volumes do R",

entao
p

A= H{ai, bi}

i=1
q
Ay = H{Cj7 dy}
=1

Caso 1. A; N Ay = (0. Definimos {e;, f;} = {a;,b;} N {c;,d;}, basta mostrar que

pq

AN Ay = H{é’i, fi}.
k=1

Tomemos x € A; N As, entao = € {a;,b;} para todo i,7 = 1,...,n, pois x € Ay, de forma
similar = € {¢;,d;} para todo j,j = 1,...,n, pois x € Ay. Logo, = € {ey, fi} para todo

k =1,...,pq, por consequéncia
pq
k=1
Agora provaremos a outra inclusao. Seja

YIS H{€i7 fl})
k=1

entdo = € {eg, fr} para todo k = 1,...,pq, por consequéncia = € {a;,b;} para todo

i,i=1,...,n, o que implica € A, de forma similar = € {¢;,d;} para todo j,j =1,...,n,
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logo = € As. Agora iremos utilizar esse resultado auxiliar, sejam

s,
j=1

duas decomposicoes quaisquer do conjunto A. Entao

P q

UUins))

i=1j=1

é uma decomposigao do conjunto A, pois os conjuntos { A;NB;} sdo volumes pelo resultado
auxiliar e sdo conjuntos dois a dois disjuntos por serem os conjuntos {A;} dois a dois

disjuntos e os conjuntos {B;} dois a dois disjuntos. Pelas decomposi¢des tomadas obtemos

m(A) = Y m(s,)
Porém,
Zm(AZ-) =m (U Ai) =m (U U(Az 8 Bj) = sz(Az N B;)

i=1j=1 i=1 j=1
Portanto m(A) independe da decomposi¢ao do conjunto A.
]

Definicao 1.9. Seja ¢ : &€, — R,. A func¢do ¢ € chamada regular se, para todo A € &, e
para todo € >0, existem conjuntos F € &,, G € &, tais que F é compacto, G € aberto, F C
ACGe

p(G) —e < p(A) < p(F) +e. (1.17)
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Teorema 1.8. A funcao ¢ : &, — Ry € regular se, e somente se, VA € &,, vale
o(A) = Sup{ ¢(K) | K € €,, K C A, K compacto}

o(A)=Inf{ ¢U) | U €&,,ACU,U aberto}.

Demonstracao:

Primeiramente suponhamos que ¢ é regular. Para todo K € &,,K C A temos

p(K) < p(A)

por aplicagao do item b) do Teorema (1.3), em especial para K compacto. Para € > 0,

qualquer, existe K € &,, K C A e K compacto tal que
P(A) < p(K) + e
por ser ¢ regular. Portanto, pela Proposicao (B.1) do Apéndice B concluimos que
w(A) = sup{ ¢(K) | K € &,, K C A, K compacto }.
De forma similar, para todo U € &,,A C U temos
o(A) < o)

por aplicagdo do item b) do Teorema (1.3), em especial para U aberto. Para ¢ > 0,

qualquer, existe U € &,, A C U e U aberto tal que
p(U) < p(A) +e
por ser ¢ regular. Portanto, pela Proposigao (B.2) do Apéndice B concluimos que
o(A)=1inf{ pU) | U € &,, A CU,U aberto }.
Agora suponhamos que para todo A € &, vale

o(A) = sup{ p(K) | K € £,, K C A, K compacto }

o(A) =1inf{ U) | U € &,, A CU,U aberto }.

Pela Proposi¢ao (B.1) do Apéndice B obtemos que para ¢ > 0, qualquer, existe
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K eé&, K CAe K compacto tal que
p(A) < p(K) +e

Pela Proposicao (B.2) do Apéndice B obtemos que para ¢ > 0, qualquer, existe
Ueé&, ACUeU aberto tal que

o(U) —e < p(A).

Portanto ¢ é regular.

Teorema 1.9. A funcao de Lebesque m € reqular.

Demonstracao:

Seja A € £,. Suponha, em primeiro lugar, que A é um volume do R", isto é,
n
A= H{ai, bz}
i=1

Caso 1. Suponha a; < b;,Vi = 1,...,n. Tomemos

Kj = H[al -+ 5j,bi — (5]]
=1
para algum d;, onde
25j S mln(bl — ai).

Entao K; C A, K; € &, e K; compacto. O caso ¢; = 0 s6 pode ocorrer no caso extremo
{ai, bz} = [CLi, bl] VZ,Z = 1, ., n. Porém,

m(K;) = Hm([ai +d5,bi — 6])

i=1

= [0 —a:) —26; ] (b: — ai — 26))

i=1 =2

1=2
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Logo,
m(A) = m(K;) +26; | [(b: — a; — 26)).
1=2

Como ¢; é arbitrario e o produtoério que ele multiplica é limitado, para € > 0 qualquer

podemos tomar §; tal que

Tomemos

U, =
k

(ak — 5j>bk + 5])

=1
Podemos perceber que A C U;,U; € &, e U; aberto. Porém,

n

m(U;) = []m((ax — 6, bx +65))

k=1

= [ — ax +26))
k=1

= H(bk — CLk) -+ 25J H(bk —ag + 25])
k=1 k=2

= m(A) +25; [ [(bx — ax + 25;).

k=2
Logo,
m(A) = m(U;) — 26; [ [ (ox — ax + 26)).
k=2
Como 9, é arbitrario e o produtério que ele multiplica é limitado, para € > 0, qualquer
podemos tomar 9; tal que

m(A) > m(U;) — e.

Caso 2. Suponha a; = b;, para algum i = 1,....,n, onde {a;,b;} nao é fechado. Nesse

caso, A = (), tome
Entao, FC A Feé&, e

Dado € > 0, qualquer, temos que

m(A) =0<0+e=m(F)+e



Seja, agora para
e
2

onde € é 0 mesmo que o anterior. Considere o conjunto

0<od<

n

G =]](-¢.9).

temos que G € &,, ACGe

Logo
m(A) =0 < m(G) < e

E assim para € > 0, qualquer, temos que
m(G) —e <m(A) <m(F)+e.

Portanto, m é regular também nesse caso.

Caso 3. Suponha que para todo intervalo onde ocorra a; = b;, com i = 1,...,

28

n te-

nhamos {a;, b;} fechado. Entao, A nado é vazio. {a;,b;} = {a;} para todos os intervalos

onde a; = b;, tome
K = H a; + 6;,b; — 0;].
=1

Com,

se a; < b; e

se a; = b;. Entao, K CA K€, e

No limite § — 0, obtemos
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Seja, agora,

Temos que U € £, e ACU e

No limite 0 — 0, resulta

Portanto, nesse caso, m é regular.

Caso 4. Consideramos, agora, o caso em que A é a reuniao finita disjunta de volumes do

R™, ou seja,
n

A=

J]=

—

Dado € > 0, qualquer, escolha para cada j = 1,...,n um compacto K} C I7 satisfazendo

m(K]) = m(L]) - ~.

A uniao .
K=|]JK]
j=1
é um conjunto compacto, K € &,, e
n n

Portanto,
m(A) = Sup{ m(K) | K € &,, K C A, K compacto}.

Dado € > 0, qualquer, tome para cada j = 1,...,n um aberto elementar U/ que contém
I7 e tal que
. . €
m(U}) > m(I)) + —.
n

A uniao
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é um aberto, U € &,, e
n

m(U) =m (U Ug) = m(U7) < Zm(lj) +e=m(A) +e

J=1

Jj=1

Portanto,

m(A) =Inf{ m(U) | U € &,,U C A, U aberto}.

Definicao 1.10. Uma cobertura enumerdvel por abertos de um conjunto £ C R™ é uma

cole¢io {G;}ien de subconjuntos abertos do R™ tais que

Ec| /G (1.18)

Definicao 1.11. Seja p uma fun¢ao de conjunto finitamente aditiva, regular, nao negativa
&, — Ry (1.19)

Seja C a familia de todas as coberturas enumerdveis de um conjunto E C R™ por conjuntos

elementares abertos e P(R™) o conjunto das partes do R™. Defina
w :PR") - Ry U{+oc}

a func¢ao dada por

+oo
* = 1 . 1.2
wiB) = nf ;M(An) (1.20)

A funcao p* € chamada de medida exterior de E relativa a .

Teorema 1.10. Seja p: €, — Ry finitamente aditiva e reqular. Entao:
a) p'(A) = p(A),VA €&,

b) Se {E;}32, € uma familia de subconjuntos do R™, entao:

w (U E) <> (B (1.21)

=1

A desigualdade (1.21) é chamada de "propriedade de subaditividade".
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Demonstracao:
a) Seja A € &, e >0 qualquer. Como p é regular, entao, existe G € &,, conjunto

elementar aberto, tal que A C G e

ou ainda,

1(G) < u(A) +e. (1.22)

Como A C @, entao:

pois G é uma cobertura de A e p* é tomado sobre o infimo das coberturas. De (1.22),
pH(A) < p(G) < p(A) + e
Como € > 0 é qualquer, temos que:
p(A) < p(A). (1.23)

Pela definigao de p* existe uma cobertura {A,} de A tal que

S nlA) < i (A) + e

pois p* é um infimo. Como p é regular, entao, existe F' compacto, F' € &,, tal que FF C A
e

u(A) < u(F) +e. (1.24)
Além disso,

FCAC DA"
n=1

Pelo Teorema de Borel-Lebesguel|4| se F' é compacto, entdo, toda cobertura aberta
enumeravel de F' admite uma subcobertura finita. Suponha sem perda de generalidade,

que A, A, ..., Ay formam esta subcobertura finita para algum N. Portanto,

FCAUAU...UAy
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para algum N. Entao, para todo €>0:
N
WA) S p(F) +e < p(A U UAy) +e< > pu(A)) +e
j=1

Para todo €0 podemos tomar {A;} tal que:

Como € é qualquer, seja ¢ = €. Logo, para todo ¢>0, obtemos
u(A) < p*(A) + 2e.

Portanto,
p(A) < p(A). (1.25)

Pelas equagoes (1.23) e (1.25) obtemos:

n(A) = p*(A).
b)Suponhamos
E=|]JE. (1.26)
n=1

Suponhamos p*(E,) < oo, para todo n. Dado ¢ > 0, existe {A,;} cobertura de E,, por

abertos elementares tal que
D (An) < (En) + €. (1.27)
k=1

Seja € > 0 arbitrario. Tome

= (1.28)
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+oo
k=1
¢ uma cobertura de E. Logo

W(E) <Y p (U Ank) =D > ulAw).

=1 n=1 k=1

Aplicando na desigualdade acima a relagao (1.28) obtemos

400 400 “+00
€
“(E) < Ani) < ( “(E, +_>
w(E) ;;u( k) ;u( )+ o
Entao,
§ o x [o@) § €
p(E) < 30N A <3 (0 (B + 55 )
n=1 k=1 n=1
de modo que
oo o0 1 oo
(E) < “(E,) + € — = (E,) + 2e.
u()_nzlu( ) ;QH ;u( )

Como € > 0 é qualquer, podemos concluir que:
< (Us) <o
n=1

O caso u(E,) = +oo para algum n é trivial. O

Observagao. O item a) implica que p* é uma extensao de p, definida em &,, para a

familia de todos os subconjuntos do R".

Exemplo 1.13 No caso u = m, a funcao de Lebesgue, e E € &,,

m*(E) =m(E) =Y m(I})

=1

onde E & a unido disjunta finita dos volumes I’ C R™. Em particular, se £ = {a,b} C R,

m*(E) =b—a.

Exemplo 1.14 Seja A = {a,,n =1,2,...} C R"” um conjunto enumerével. Dado € > 0 ,
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qualquer, seja F,, um volume contendo a, e tal que

€
E,) =—.
m(E,) =
Entao,
AC U E,
n=1
€ > oo
€
*(A) = inf A,) < — =€
m(4) {Alil}ecn:lm( )< ;2" ¢
Como € > 0 é qualquer e m* > 0, segue que
m*(A) = 0.

Portanto, a medida exterior de Lebesgue de um subconjunto enumerével qualquer do R”

é nula.

Teorema 1.11. Sejam A, B CR" conjuntos quaisquer. Entao,
a) i (0) = 0.

b) Se A C B, entao, u*(A) < p*(B).

c) ' (A) > 0.

Demonstracao:

a) Usando o fato de que () C &,, pelo item a) do Teorema (1.10) obtemos:

Para A C B temos, entao, que



Assim, {B;} é também cobertura por abertos de A C R", de modo que:

= inf ) < inf
i }Z“ i E w5
c¢) Usando o fato de que ) C A e o item b) obtemos:

(@) < p(A).
Usando a equagao anterior e o item a) obtemos:

0 < u*(A).

Definicao 1.12. Dados A, B C R", defina:

S(A,B) = (A—B)U (B — A).

O conjunto S(A, B) tem as seguintes propriedades:

Teorema 1.12. Sejam A, B,C, Ay, Ay, Az, Ay conjuntos quaisquer do R™. Entao,

a) S(A,B) = S(B, A) e S(A, A) = .

b) S(A,B) C S(A,C)U S(C, B).

c) S(A1U Ay, B U By) C S(Ay, By) US(Ay, By).
d) S(A; N Ay, By N By) C S(Ay, By) US(As, Bs).
e) S(Ay, — Ay, By — By) C S(Ay, By) U S(Ay, By).

Demonstracao:

a) Temos que

S(A,B) = (A—B)U (B —A) = (B— A)U(A - B) = S(B, A)

S(A,A) = (A—A)U(A—A) = 0.

b) Pela Defini¢ao (1.12), temos
S(A,B)=(A—B)U(B - A)

S(A,C) = (A—C)U (C — A)

S(C,B) = (C—B)U(B - C).

35

(1.29)
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Tomemos = € A tal que z ¢ B, isto é, tome © € A — B). Nesse caso, z € S(A, B). Se
r e C,entdo,r € C—B.Sex ¢ C,entao, v € A—Cex e S(AC). Assim,

v € S(C,B)US(A,C).

Tomemos = € B tal que x ¢ A, isto é, tome z € B — A. Nesse caso, © € S(A, B). Se
x € C, entao, r € C' — A. Se x ¢ C, entao, x € B — C.Assim,

reS(AC)US(C,B).
c) Pelos resultados (P.3),(P.4) e (P.5) do Apéndice A, temos que
(Ay U Ay) — (ByUBy) = (A U Ay)) N (B U By)°,

(A UA3) N (ByUBy)Y = (A U Ay) N (BY N BY)

(A UA)N(BfNBY) = (Ain(BYNBY))N (AN (BY NBY))
= [(ANBY)N(ANB)U[(ANBY) N (4,n BY)).

Aplicando (P.3) a este tltimo resultado, segue-se:
[(ANB)N(ANBY)U[(A:NBY)N(ANBY)] = [(A1—B1)N(A1—B2)]U[(As—B1)U(Az—By)].
Em seguida, usamos as inclusoes

[(Ar — By) N (A; = By)] C (A1 — By)

[(Ag — By) U (A — By)] C (As — Bo)

que permitem obter a seguinte relagao
(A1 — B1) N (A1 — B2)]U[(Ay — B1) U (As — B)] C (A1 — B1) U (Ay — Bs).
Como consequéncia das equacoes anteriores,
Ky :=(AjUAy) — (B1UBs) C (A — By) U (Ay — By) (1.30)
e, de forma similar,

K2 = (Bl U BQ) - (Al U Ag) Q (Bl - A1> U (BQ — Ag) (131)
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Pelas equagdes (1.30) e (1.31) concluimos, entdo , que
k’l U KQ g (Al — Bl) U (B1 — A1> U (AQ — Bg) U (B2 — Ag)
Usando o fato de que:

S(A, U Ay, Bi U By) = [(A; U Ay) — (B U By)| U [(By U By) — (A U Ay)]

S(A1, By) U S(Ag, By) = (A — By) U (By — A1) U (Ay — By) U (B — As)

obtemos o resultado desejado.
d) Pelos resultados (P.8) e (P.9) do Apéndice A, temos que

(A; N Ay) — (ByN By) = (ByN By)Y — (A N Ay)° (1.32)

(BN By)Y — (AN A5)Y = (BY UBY) — (AY U AD). (1.33)

Pelas equagoes (1.32) e (1.33) obtemos:

(BiN By) — (AN Ay) = (AT UAY) — (BY U BY). (1.35)

Pelas equagoes (1.34) e (1.35) obtemos:
S(A; N Ay, BN By) = S(AY U AS, BY U BY).
A equagdo anterior e o item c¢) implicam
S(A; N Ay, BN By) C S(AY, BY) U S(AS U BY).
Aplicando novamente o resultado (P.8) do Apéndice A, obtemos
S(AY, BY) = (A7 = BY ) U (Bf — A7) = (Bi — A1) U (A1 — By) = S(By, Ay)

S(AS,BY) = (AY — B ) U (BS — AY) = (By — As) U (Ay — By) = S(Bs, Ay).

Usando o item a) segue a igualdade na equagao abaixo:

S(Al N AQ, Bl N BQ) g S(Bl,Al) U S(BQ,AQ) = S(Al, Bl) U S(AQ, Bg)
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e) Por defini¢ao, temos

S(A1— Az, Bi — By) = [(A1 —As) — (B1 — Bo)|U[(B1 — Bz) — (A1 — As)]
= [(ANAS) = (BiNBy)U[(BiNBy) — (A N AY)]
= (AL NASYN (B.NnBCTU (BN BY) N (A, N AS)C.

Aplicando (P.9) do Apéndice A permite escrever que

S(A; — A3, B — By) = [(A1nAS)n (B, N BC]U (B, N BY)N (AN A
= [(A; N AS)N (B U By)U[(By N BY) N (AS U Ay)]. (1.36)

A propriedade (P.5) do Apéndice A permite escrever que
(AL N AS)YN(BY U By) = [(A, N AY) N B U [(A; N AD) N By.

Agora vamos mostrar o seguinte:

(AL N ASYN (BE U By) C (A — By) U (By — Ay). (1.37)
De fato, se
re (A NAY)NBY
entao
r€ (A NAY) ex e BY

ou seja,

S Al ex ¢ Bl
isto é,

S (Al — Bl)

Por outro lado, se
x € (AlﬂAg)ﬂBg

entao

:L’E(AlﬂAg)exEBg

ou seja,

reAS exc By
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isto é,
xr € (By — Ay).
Pela propriedade (P.5) do Apéndice A, segue que
(ByNBSY)N (AY U Ay) = [(By N BS) N AY|U[(By N BS) N Ay].
De forma similar a prova de (1.37) obtemos que
(BiNBY)YN (A% U Ay) C (By — Ay) U (Ay — By). (1.38)
Usando (1.37) e (1.38) concluimos a demonstracao:

S(Ay — Ay, By — By) C [(Ay — By) U (Bs — A)] U[(By — Ay) U (As — By)
= [(A1 = B1) U (B1 — A1) U [(A2 — B2) U (By — Ay)]
= S(Al,Bl)US(AQ,Bg).

m
Exemplo 1.15 Sejam Q e I os conjuntos dos niimeros racionais e irracionais, respecti-

vamente, contidos no intervalo £ = [0, 1]. O conjunto E é a unido disjunta
E=QUL

Mas
m*(E) =m(FE) = 1.

Além disso, usando o item b) do Teorema (1.10) e o exemplo anterior
1=m*(E) <m"(Q)+ m*(I) = m*(I).

O item b) foi aplicado na relagdo acima definindo £y = Q, E; = I e E; = () para todo
j > 3. Como I C E, aplicando o item b) do Teorema (1.11)

Segue, entao, que



40

Definicao 1.13. Dados A, B C R", defina
d(A, B) .= u*(S(A, B)). (1.39)

Teorema 1.13. Sejam A, B,C, Ay, As, By, By conjuntos de &,. Entao,
a) d(A,B) =d(B,A) ed(A,A) =0.

b) d(A,B) <d(A,C)+d(C, B).

¢) d(A1 U Ag, By U By) < d(Ay, By) + d(As, Bs).

d) d(A; N Ay, B1 N By) < d(Ay, By) + d(As, Bs).

e) d(Ay — As, By — By) < d(Ay, By) + d(Ay, By).

f) d(A,B) > 0.

g9) W (A) — " (B)| < d(A, B).

Demonstracao:

a) Pelo item a) do Teorema (1.12) na segunda igualdade:
d(A,B) = u*(S(A,B)) = p*(S(B,A)) = d(B, A).

Usando item a) do Teorema (1.12) e o item a) do Teorema (1.11) na terceira igual-

dade, resulta

d(A, A) = 1 (S(A, 4)) = 1 (0) = 0.

b) Pelo item b) do Teorema (1.12):
S(A,B) C S(A,C)US(C,B).
Usando o item b) do Teorema (1.11):
W (S(A,B)) < u*(S(A,C)uS(C,B)). (1.40)

Seja
E=S(A,C)uS(C,B)

e defina a sequéncia de conjuntos {E,} como segue:
E, =8(A,0),

By = S(C, B)
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e B; = (), para ¢ > 3. Podemos expressar F como

E = G E,.
j=1

Usando o item b) do Teorema (1.10):
p(S(A,C)US(C, B)) < p(S(A ) +u*(S(C, B)) + ZM*(@)-

Usando o item a) do Teorema (1.11), u*(0) = 0 e, portanto,
p(S(A,C)US(C,B)) < p*(S(A,C)) + p(S(C, B)). (1.41)
Pelas equagdes (1.40), (1.41) e usando o item a) do Teorema (1.12) obtemos:
p(S(A, B)) < p(S(A,C)) + p*(5(B, C)).
Logo, pela equagao (1.39), o resultado segue-se
d(A,B) <d(A,C)+d(B,C).
c)Pelo item ¢) do Teorema (1.12)
S(A; U Ay, By U By) C S(Aq, B1) US(As U By).

Usando o item b) do Teorema (1.11):

pr(S(A; U Ay, By U Bg)) < p*(S(A1, B1) US(As U By)). (1.42)

Seja

e definimos os conjuntos

El - S(Al,Bl>
E2 — S(AQ,BQ)

e E; =0, se i > 3. Entao,

E= D E,.
j=1
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Usando o item a) do Teorema (1.10):

1 (S(A1, Bi) U S(As, By)) < " (S(Av, B)) + 1(S(Az, Bo)) + Y 1 (0).

Jj=3

Usando o item a) do Teorema (1.11),
1 (S(A1, Br) U S(Az, B)) < p"(S(Aq, By)) + 1" (S(Az, Ba)). (1.43)
Usando as equagoes (1.42), (1.43) obtemos,
P (S(A1U Ay, BiU By)) < i (S(A, B)) + i (S(Az, Be))
e, pela equagao (1.39), o resultado segue
d(S(A1 U Ay, By U By)) < d(S(Ay, By)) + d(S(Az, By)).
d) Por definigao,
d(A1 N Ag, B N By) = p*(S(A1 N Ay, By N By)).
Pelo item d) do Teorema (1.12):
S(A1N Ay, By N By) € S(Ay, Bi) US(Ag, By)
e, pelo item b) do Teorema (1.11)
W (S(A;1 N Ay, BiN By)) < p*(S(Ay, By) US(Ag, By)).
Usando esta desigualdade, a desigualdade (1.43) e o item b) do Teorema (1.11)
1 (S(A1, Br) U S(Az, By)) < " (S(A1, Br)) + 1" (S(Az, Ba)).
O resultado segue usando-se a (1.39):
d(A; N Az, By N By) < d(Ay, By)) + d(Asz, Bs).
e) Usando o item e) do Teorema (1.12),

S(Al — AQ,Bl — BQ) g S(Al, Bl) U S(AQ, BQ)
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Usando o item b) do Teorema (1.11)
1 (S(Ar — Ag, By — By)) < pi*((S(Ar, Bi) U S(Az, By)).
Usando esta desigualdade , a desigualdade (1.43) e o item b) do Teorema (1.11)
1 (S(Ar = A, By — By)) < p*(S(Ar, Br)) + 17 (S(As, By)).
Da relagao (1.39), o resultado segue:

d(Ay — Ag, By — By) < d(Ay, By) + d(Ay, By).

f) Pelo item b) do Teorema (1.13) segue que
d(A,A) <d(A,B)+d(B,A).
Como d(A, A) = 0, pelo item a),
0=d(A,A) <d(A,B)+d(B,A) =2d(A, B).

Logo,
d(A,B) > 0.

g)Pelo item b) do presente Teorema (1.13),

d(A,0) < d(A, B) + d(B,0). (1.44)

d(B,0) < d(B, A) + d(A, ). (1.45)

Usando a relagdo (1.39) as Definigoes (1.13), (1.12) e desigualdades (1.44) e (1.45),

resulta que
d(A,0) = 17 (S(A,0)) = (A=) U (0 = A)) = p*(A) (1.46)

d(B,0) = p*(S(B,0)) = p*((B=0) U (0= B)) = u*(B). (1.47)

Usando as desigualdades (1.44) , (1.46) e (1.47) obtemos

W*(A) < d(A, B) + 1 (B)
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ou seja,

d(A, B) = p*(A) = p*(B). (1.48)
A desigualdade (1.45), o item a) do presente teorema e as desigualdades (1.46) e (1.47)
implicam em

W' (B) < d(A, B) + 1" (4)

donde
A(A, B) = —(*(A) — i (B)). (1.49)

Os resultados (1.48) e (1.49) podem ser expressos na forma final
d(A, B) = | (A) — p*(B)|.

]

Definicao 1.14. Um conjunto A C R"™ € chamado finitamente p-mensurdvel se existir
uma sequéncia{ A, }nen de conjuntos elementares tais que

lim d(A, A,) =0 (1.50)

n—oo

e, nesse caso, indica-se A, — A. Indica-se por Mp(u) a familia dos conjuntos finitamente

w-mensurdveis do R™.

Definicao 1.15. Um conjunto A C R"™ € chamado p-mensurdvel se A € a unidao enume-
ravel de conjuntos de Mp(p). Indica-se por M(u) a familia dos conjuntos p-mensurdveis
do R"™.

Teorema 1.14.
b) Mp(p) S M(p).
c) Se ECR" e u*(F) =0, entio E € Mp(u).

Demonstracao:
a) Seja A € &,, qualquer. Forme a sequéncia A, de conjuntos elementares na qual
A, = A, para todo n. Temos que

lim d(A, A,) =0.

n—oo

Logo,
AeMp(p),VA € &,.
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b) Todo A € Mp (1) pode ser expresso como

A:UAn

neN

onde A,, = A. Logo,
A€ M(p), YA € Mp(p).

c) Seja {A,} a sequéncia de conjuntos elementares A, = (), Vn € N. Entao

d(E, A) = p(S(E,0))

(1.51)

Logo,
lim d(E,A,) =0

n—oo

e B e mF([L)
O

Lema 1.1. Sejam A, B € Mp(1), e as sequéncias {A,} e {B,} em &, tal que A, — A e
B, — B. Entao,

a) A,UB, — AUB.

b) A,NnB,— AN B.

c) A, — B, — A—B.

d) 1 (An) — p(A).

Demonstracao:

a) Usando o item c¢) do Teorema (1.13):
d(AUB,A,UB,) <d(A,A,) +d(B,B,).
Tomando o limite em ambos os membros da desigualdade acima, obtemos

lim d(AUB,A,UB,) < lim (d(4,A,)+d(B,B,))

lim d(A, A,) + lim d(B, B,)
0.

IA



Pois A, — A e B, — B. Pelo item ¢) do Teorema (1.13), segue o resultado
Jirrolo d(AUB,A,UB,)=0.
b) Pelo item d) do Teorema (1.13):
d(ANB,A,NB,) <d(A,A,) +d(B, B,).

Tomando o limite em ambos os membros da desigualdade acima, segue que

lim d(ANB,A,NB,) < lim(d(A,A,)+d(B,B,))

= lim d(A, A,) + lim d(B, B,)
= 0.

O item d) do Teorema (1.13), implica, entao, no resultado
nli_)n;o d(ANB,A,NB,)=0.
c) Pelo item e) do Teorema (1.13):
d(A— B, A, — B,) <d(A,A,) +d(B,B,)

Tomando o limite em ambos os membros da desigualdade acima, resulta que

lim d(A — B, A, — B,) < lim (d(A,A,)+d(B,B,))

= lim d(4, A,) + lim d(B, B,)
—- 0
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pois A, — A e B, — B, por hipotese. O item e) do Teorema (1.13), implica no

resultado
lim d(A - B, A, — B,) =0.

n—oo

d) Pelo item g) do Teorema (1.13) temos que
Aplicando, o limite em ambos os membros da desigualdade, ou seja,

lim d(A, A,) > lim |[p*(A) — p*(A4,)] > 0.

n—o0
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Como, por hipotese, A, — A, segue que

lim [*(A) — 1" (4,)] = 0,

n—oo
o que implica no resultado desejado. O

Corolario 1.1. A familia dos conjuntos finitamente p-mensurdveis no R™ € um anel.

Demonstracao:

Os items a) e ¢) do lema anterior implicam que 9p(u) é anel. O

Teorema 1.15. A familia M () dos conjuntos p-mensurdveis do R™ é um o-anel e a

restricao de p* a M(p) € o-aditiva.

Demonstracao:
Sejam A, B € Mp(u). Entdo existem sequéncias {A;}, {B;} tais que A;,B; € €,, A, — A
e B; — B. Pelo item c¢) do Teorema (1.3),

1(An) + 1(Br) = p(An U By) + n(An N By).
Mas, pelo item a) do Teorema (1.10), u*(A,) = u(A,) e p*(B,) = u(B,), donde
p(Ay) + ' (By) = 1w (A, U By) + 1 (A, N By). (1.52)

Tomando o limite de n para o infinito na relagao (1.52) e usando os items a), b) e d)

do lema anterior, resulta
p(A) + p(B) = W (AU B) + (AN B).

Se AN B = (), obtemos
pi(A) + p(B) = p* (AU B).

Pois p*(0)) = 0. Logo, u* é aditiva em 9Mp(n). Agora considere A € M (). Podemos,

entdo, expressar A como uma unido disjunta de conjuntos A/, € Mp(n),

A= G A
n=1

Defina os conjuntos A,, como segue:

A = A, (1.53)
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A, =A —(AlU..UA, _|),n=2,3,.. (1.54)

Os conjuntos A,, sao dois a dois disjuntos. Vamos provar esta afirmacao. Fixado k,k > 1,

para todo m > 1,
Ak N Ak+m = Q)

Suponha que nao. Entao, existe © € Ax N Ay, €, portanto, © € Ay e v € Agi,. Pela

relagao (1.54) isto implica em z € A e, como © € Agip,

k+m—1 k+m—1
re¢ | A;:( U A%)UA}C.
n=1

n=1, n#k

Deste tltimo resultado obtemos que = ¢ A,/. Assim concluimos z € A/ e z ¢ A,/. Um
absurdo, portanto, A; N A = 0.

Vamos mostrar que definindo os conjuntos A, com as relacoes (1.53) e (1.54) obtemos:

A= G Ap. (1.55)
n=1

Suponha, como hipotese de indugao, que

k k
4. =4 (1.56)
n=1 n=1

para algum k, k£ > 1. Para k + 1, usando a hipotese de indugao na segunda igualdade,
notando que para conjuntos quaisquer X e Y, vale (X NY)U (X —Y) = X e usando o
resultado (P.6) do Apéndice A na quarta igualdade,

k+1 k
LJ-Aﬂ = (LJ-An> U44bH
n=1 n:l
= (U An/> U Agi
n:l .
< (U)o (s (U))
n=1 n=1

k+1

.
= A,

=1

3

Concluimos que

U A, = U Al (1.57)



49

para todo k > 1. Este tltimo resultado implica em (1.56). Portanto, obtemos a repre-

sentacao de A como uma unido de uma cole¢ao disjunta de conjuntos de M p(p).
Pelo item b) do Teorema (1.10)
HA) 3 (A (158)
n=1
Porém, A, UA,U...U A, C A, pois
A= G A,
n=1

Pela aditividade de p* em 9 p(u) obtemos que, para todo m,
pr(A) = (AtU A UL UA,) = pf(An) 4+ 0 (A2) + o+ 1 (A). (1.59)

Pelas equagdes (1.58) e (1.59) obtemos que, para todo m,

S (A <t (A) < 37 (4.

Fazendo m tender ao infinito e usando o teorema do confronto,
pA) =D (An). (1.60)
n=1

Suponha agora p*(A) < co. Defina B, = A; U Ay U ... U A,. Temos:

A(A, B,) = 1 (S(A, B.)) = (A= B,) U (B, — 4))

A:GAi:BnU<G AZ-).

=1 i=n+1

Pelas duas equagoes anteriores e usando a equagao (1.60),

d(A, B,) = p* ( U Ai) = Z W (A).

1=n+1 i=n+1

Fazendo n tender ao infinito,
lim d(A, B,) = 0.

n—0o0
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De fato, pois
lim B, = lim (U An) = A.
i=1

Portanto, B, — A. Logo,
lim d(A, B,) = 0.

n—oo

Como B,, € Mp(p) implica que A € Mp(p). Suponhamos A ¢ Mp(p). Entdo algum
elemento de A nao estd em 9Mp(p), mas este elemento estd em pelo menos um A; que
esta em Mp(p). Absurdo, logo devemos ter A € Mp(u), pelo fato de p* ser o-aditiva em
M(p). De fato, pois se

A= G A,
n=1

onde {A,} é uma sequéncia de conjuntos disjuntos de IM(pu),
A= UAn = U UAn/,k = UAn,,k
n=1 n=1 k=1 n, k

M(p) é o-anel. Se A, € M(pn), n =1, ... entao UA, € M(u).
Suponhamos A, B € M(pn), A =UA, e B=UB, com A,, B, € Mp(u). Como

A, NB= G(An N B;),

=1

logo A, N B € M(p). Porém,
p(An N B) < p(Ay) < oo,

entdo A, N B € Mp(pn). Como consequéncia do resultado P.7 do Apéndice A obtemos
A, —B=A4A,—-(A,NB),

aplicando oCorolario (1.1) na identidade acima concluimos que A, — B € 9Mp(un),

portanto A, — B € M(u). Agora consideremos A — B,

A-B= G(An—B),

n=1

logo A— B € M(u).
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Definicao 1.16. De agora em diante denotaremos por p a medida exterior p* restrita ao

o-anel IM(p).

Definicao 1.17. Seja m a funcgao de conjunto de Lebesgue. A func¢ao medida exterior

m* definida em 9M(m) do R™ é chamada de medida de Lebesgue.

O seguinte exemplo, conhecido como exemplo de Vitali?, mostra que a medida de

Lebesgue nao pode ser definida para qualquer subconjunto do R".

Exemplo 1.16 Definimos em R a relacao de equivaléncia ~: se x,y € R, temos x ~ y
se, e somente se, z — y € Q. Por ser uma relacao de equivaléncia ela divide R em classes
de equivaléncia.

Se x € R, entao existe y € (0,1) tal que x ~ y. De fato, considere os seguintes casos:

Caso 1. z € Q. Tomemos y € QN (0,1), assim obtemos z —y € Q.

Caso 2. z ¢ Q. Tomemos z € Q tal que z < = < z+ 1, defina y = z — z. Entao
r—yeQn(0,1). Pois
r—y=2€Q

l=z4+1)—z2>2—2>2—2=0.

Tomemos um subconjunto E do intervalo (0, 1) que contenha exatamente um elemento
de cada classe de equivaléncia (a existéncia de E é baseada no axioma da escolha, pois o
conjunto das classes de equvaléncia pode ser um conjunto nao-enumeravel ). As seguintes

propriedades sao satisfeitas:

i) Se z € (0,1), existe um racional r em (—1,1) tal que z € (F + r). Isso é consequéncia
de F ter um elemento de cada classe de equivaléncia. Pois para x € (0,1) existe y € FE

tal que x ~ y, além disso y € (0,1), pois E C (0,1). Tomemos r =z —y, logor € Q e
1>22—-0>2z—y>ax—12>—1.
ii) Se r,s € Q, r # s, entao (E +r) N (E + s) = 0. De fato, suponha que existe

re(E+r)N(E+s).

2Giuseppe Vitali (1875-1932)
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Entao existem y,z € Ftalquez =y+rex=z+s,portmy—z=s—1#0, e
portanto, /' possui dois elementos diferentes de uma mesma classe de equivaléncia, uma

contradigao.

Suponhamos, por absurdo, que E tem definida sua medida de Lebesgue. Como a
medida de Lebesgue corresponde a nocgao intuitiva de comprimento em R, é razoavel

supor que ela é invariante por translacao, logo F + r e mensuravel e além disso,
m(E)=m(E+r) Vre Qn(—1,1). (1.61)
Como Q N (—1,1) é enumeravel, obtemos que

S = U (E+r)

reQn(—1,1)

¢ uma uniao enumeravel de conjuntos, conjuntos disjuntos pelo item ii) desse exemplo.
Logo,

m(S)= > m(E+r). (1.62)

re(QN(—1,1)
Porém, m(S) < +oo, pois S C (—1,2). Pela equacao anterior e pelas equagoes (1.61) e
(1.62) obtemos que

Por consequéncia

Um absurdo, pois pelo item 1), desse exemplo, temos
(0,1) C S.
o que implica pelo item b) do Teorema (1.11) em
m(S) >m((0,1)) = 1.
Portanto, nao tem sentido falar de medida de Lebesgue para o conjunto FE.
Definicao 1.18. Uma familia de abertos {V,} de um espago topoldgico X €é uma base

para X se para todo x € X e todo aberto G C X tal que x € G, tem-se x € V,, C G para

algum .
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Exemplo 1.17 A familia dos volumes abertos racionais do R", isto é, volumes com aresta
racional e centro num ponto de Q", Q o conjunto dos racionais, ¢ uma base enumerével

para os abertos do R".

Demonstracao:
Tomemos z € R", = qualquer, ou seja, + = (x1, ..., x,). Entdo para G qualquer tal que
G é aberto e x € (G, temos que x é ponto interior de GG, ou seja, existe ¢’ > 0 tal que
B(z,0") € G. Tomemos y € Q" tal que

5
2\/n’

d(z,y) =€ <

Agora, tomemos 0 € Q tal que

!/

Nk

e<d<

Definimos agora
Vo = H(?Jz - 57 yi + 5)7
i=1

onde y = (y1,...,Yn). Entdo = € V. De fato, suponha que nao, logo para algum i,i =

1,...,n temos x; <y; —d ou x; > y; + 6. No caso x; < y; — 0 temos
d(x,y) >/ (yi — 2:)* = 0.

Uma contradigao, pois d(z,y) = € < 0. No caso x; > y; + ¢ temos

d(z,y) > \/(y; — ;)% = 0.

Novamente uma contradi¢ao, pois d(z,y) = € < §. Também temos que V,, C G, pois para

z € V,, z um elemento qualquer, temos que

d(z,y) < \/n(0)? = \/n(i;): = %/

: +5—,<6’
2y/n 2 '

A aresta desse volume V,, nada mais é do que 29, como d ¢ um nimero racional segue que

d(z,y) <d(z,y) +d(y,2) <

20 também é um numero racional. A base ser enumeravel segue do fato de Q" ser um
conjunto enumeravel.

O
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Nota. A demonstragao acima requer do leitor algum conhecimento de analise, para quem

deseja aprender os conceitos envolvidos nessa demonstracao ver referéncia |7].

Teorema 1.16. Todo subconjunto aberto (ou fechado) do R™ é p-mensurdvel e, portanto,

R™ € M(p).

Demonstracao:

A familia dos volumes racionais do R™ é uma base enumeravel para os abertos do R"™. Isso
significa que qualquer aberto £ C R™ pode ser expresso como uma uniao de elementos
dessa base. Lembrando que um volume é um conjunto elementar, e, portanto, estid em
Mp (1), segue que £ é uma uniao enumeravel de conjuntos de M p(p). Logo, E € M ()
e, R" € M(u). Seja F um conjunto fechado. Entao,

F=R"—A

para algum aberto A € R". Como R" € M(u) e A € M(p), entao F € M(u). O

Definicao 1.19. Seja E um conjunto obtido a partir de uma sequéncia enumerdvel de
operagoes que consistem em formar unioes, interseccoes ou complementos de conjuntos
abertos. O conjunto E& € chamado de conjunto de Borel ou boreliano. Indica-se por B a

familia de todos os conjuntos de Borel no R™.

Teorema 1.17.
a) B é um o-anel.
b) B € o menor o-anel que contém todos os conjuntos abertos do R™.

c)BCM

Demonstracao:
a) Sejam A, B € 8. Entao, A e B podem ser obtidos a partir de uma sequéncia enu-
meravel de operag¢oes com conjuntos abertos de acordo com a Defini¢ao (1.19). Logo,

AUB e A— B também podem. Podemos concluir, entao, que

AUBc B

A—BeB
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e, portanto, B é anel. Analogamente, seja {A,} uma sequéncia enumeréavel de conjuntos
de B. Entao,

A= G An
n=1

pode ser obtido a partir de uma sequéncia enumeravel de operacoes a partir de conjuntos

abertos. Portanto, B é o-anel.

b) Suponhamos que B nao seja o menor c-anel que contém todos os abertos. Nesse
caso, existe o-anel X tal que, X contém todos os abertos do R™ e B possui pelo menos
um elemento A C R" com A ¢ X. Porém, A pode ser obtido usando-se somente unioes,
interseccoes e complementos de abertos, pois B é o-anel. Pelo fato de X ser o-anel ele
também é fechado pela unido, interseccao e complemento de abertos, logo A C X. Por-
tanto, obtemos uma contradicao, o que implica que 8 é o menor o-anel que contém todos

os abertos do R".

c) Pelo Teorema (1.16) os conjuntos abertos estdao em 9M(u), logo, por ser M(u) um
o-anel ele é fechado pela uniao, interseccao e complemento. Portanto, para todo E € B
temos E € M(u). O

Teorema 1.18. Sejam A € M(u) e € > 0. Existem conjuntos F fechado e G aberto,

satisfazendo

FCACG

(G —A) <e (1.63)

w(A—F) <e (1.64)
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Teorema 1.19. Se A € 9M(u), entdo existem conjuntos de Borel F' e G tais que F' C
ACG, e
4G~ A) = u(A— F) = 0.

Demonstracao:

Pelo Teorema (1.18) tome € = 1, entdo

WG — A) < % (1.65)
WA—F) < % (1.66)

tomando o limite de n — oo nas equacoes (1.65) e (1.66) obtemos o resultado desejado.
[

Teorema 1.20. Para todo p, os conjuntos Z C IM(p) tais que w(Z) = 0 formam um

o-anel.

Demonstracao:
Denotemos por Xy o conjunto formado por todos esses conjuntos Z. Sejam A, B € X,.

Entao pu(A) = p(B) = 0. Pelo item ¢) do Teorema (1.11), obtemos:
(AU B) + (AN B) = p(A) +p(B) =0

e, portanto,
(AU B) = —u(AN B).

Como g é uma funcao nao negativa,
(AU B) =pu(ANB) =0.
Logo, Xy é um anel. Sejam A}, A}, ... conjuntos de X, entao defina:
A = Al

A, =A, —(AlU..UA _|),n=23, ..

Os conjuntos A, sao dois a dois disjuntos, a prova disso foi feita na demonstracao do
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Teorema (1.15). Pelo item b) do Teorema (1.11),

H (U An) = ZN(AH) =0

e, portanto, Xy é o-anel. O

J& provamos anteriormente no Exemplo (1.13) que todo conjunto enumeravel tem me-
dida de Lebesgue nula. Um exemplo de conjunto nao-enumeréavel com medida de Lebesgue

nula é o conjunto de Cantor ternério.

1.3.1 Conjuntos de Cantor

Existem varios conjuntos chamados de Cantor®. Abordaremos, inicialmente, o cha-
mado conjunto de Cantor ternério, C’%, por ser o mais comum e simples, apos abordaremos
uma de suas generalizacoes.

Uma definicao informal, porém muito comum do Conjunto ternirio de Cantor é a
seguinte. Tomemos o conjunto fechado Ty = [0, 1], do qual retiramos o intervalo aberto
(%, %) que é um conjunto aberto de largura % da largura de 7Tj situado bem no meio de
Ty. Obtemos assim o conjunto fechado 77 = [0, %] U [%, 1], que consiste da unido de dois
intervalos fechados disjuntos. Apos isso, retiramos de cada um desses intervalos fechados
os conjuntos abertos situados no meio de ambos e cuja largura é % da largura de cada um
desses intervalos. O que obtemos é o conjunto fechado Tp = [0, 5] U [2, 3] U [3, ] U [3,1].
O passo seguinte ¢ uma repeticao dos anteriores: retiramos de cada um desses intervalos
fechados os conjuntos abertos situados no meio de ambos e cuja largura é % da largura de
cada um desses intervalos.

O conjunto que obtemos desse processo, depois de infinitos passos, é o que chamamos
de conjunto de Cantor C%. Esse conjunto nao é vazio, pois os pontos das bordas dos
intervalos fechados nao sao retirados, apesar do processo de subtracao. C' 1 é a intersecgao
de unides finitas de intervalos fechados, pelo Teorema (1.16), Ci e M(m). Entao, tem
sentido afirmar que esse conjunto possui uma medida no sentido de Lebesgue, mas que
medida é essa?

Uma pergunta interessante. Definimos 7}, como o conjunto Ty apds n processos. E

facil perceber que m(T,41) = (%)m(Tn), como m(Ty) = 1, segue que m(T,) = (%)n

3Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918)
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Portanto, pelo Teorema (1.4),

m(Cy) = lim m(T,) = lim m (3>n —0

1
3 n—00 n—o0 3

Concluimos dessa forma que o conjunto C% tem medida de Lebesgue nula. Porém C’% é

nao-enumeravel, para provar isso precisamos antes de dois resultados auxiliares.

Lema 1.2. O algarismo 0,t1t5...t,,1 na base terndria pode ser representado como o alga-

rismo 0,t1ty...1,0222..., no qual t; = 2 para todo j > n + 1.

Lema 1.3. C1 € o conjunto de [0,1] composto por todos os nimeros ¢ que podem ser
3
escritos na forma
oo
12
c=2 3n
n=1
sendo que cada t,, pode apenas assumir os valores 0 ou 2. Isso equivale a dizer que ¢ € C1
3
se e somente se for representado na base terndria na forma ¢ = 0,t1tatsty... onde cada

"digito" t,, vale 0 ou 2.

Demonstracao:

Considere um algarismo cujo n-ésimo "digito"na base ternaria é 1, sendo que entre
os seguintes pelo menos um é nao-nulo. Tais nimeros sao da forma 0,%...4,,_11¢,41...,
sendo que pelo menos um dos ¢, com m > n+ 1 é nao-nulo. Esse niimero se encontra no

intervalo aberto entre 0,%;...t,_11 e 0,¢;...t,_12. Porém,

1
O,tl...tn,11 - O, tl--'tnfl + —

3n
e
2
0.t tnal = 0, ity + 50
Dessa maneira, o intervalo (0,¢;...t,_11,0,¢1...t,_12) é o intervalo (3%,3%) transla-
dando de 0,t;...t,_1. Observe-se, entao, que esse intervalo (3%, 3%) é um dos intervalos

abertos subtraidos de 7;,_1 quando do processo de construcao do conjunto C’%, na verdade

ele fica no meio do intervalo [0, 3%1} Como todos os numeros da forma 0,¢;...t,,_11 po-

dem ser obtidos somando repetidamente o nimero 3% concluimos que os intervalos podem

ser obtidos transladando-se (3%) sucessivamente & direita. Os intervalos assim obtidos

estarao contidos num intervalo ja retirado em passos anteriores a n ou o segundo intervalo

de um intervalo de T}, e portanto um intervalo subtraido no conjunto 7,1, portanto esses

intervalos nao pertencem ao conjunto C'1.
3
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Portanto, os nimeros da forma 0,¢;...t,,_11¢,41..., onde pelo menos um dos t,, com
m > n + 1 é nao-nulo, nao pertencem a C’%.

Porém, ainda resta a possibilidade de que C’% tenha nimeros da forma 0,¢...t,_11,
com t; € {0,2}, j =1,...,n — 1. Estes ntimeros pertencem a C’%, pois formam uma das
bordas de alguns conjuntos abertos retirados, (0,t;...t,_11, 0,%;...t,_12), por exemplo.
Porém o lema anterior garante que algarismos como esse podem ser escritos usando-se

somente os digitos 0 e 2, portanto o lema esta provado. O

Teorema 1.21. O conjunto C1 € nao-enumerdvel.
3

Demonstracao:

Seja A um subconjunto enumeravel de C’%, entao A é composto das sequéncias sq, S, S3, ...
de forma que para n qualquer s, é uma sequéncia 0, tsts... com t; € {0,2} para todo
j > 1. Vamos construir a sequéncia s da seguinte forma, se o n-ésimo digito apo6s a virgula
da sequéncia s, for 0 entao o n-ésimo digito apo6s a virgula da sequéncia s sera 2, se o
n-ésimo digito apos a virgula da sequéncia s, for 2 entao o n-ésimo digito apos a virgula
da sequéncia s sera 0. No6s obtemos assim uma sequéncia que nao pertence ao conjunto
A, pois é diferente de todas as outras sequéncias em pelo menos um digito, porém essa
sequéncia pertence ao conjunto C%, portanto A é um subconjunto proprio de C%. Por
consequéncia C% ¢ nao-enumeravel, pois se nao o fosse teriamos que C 1 ¢ um subconjunto

proprio de C%, um absurdo. O

O conjunto ternario de Cantor ¢ um exemplo de conjunto nao-enumeravel de me-
dida nula, porém nao é o unico. Agora iremos trabalhar com uma generalizacao desse
conjunto.

Diremos que um intervalo fechado [a,b] é limitado se —co < a < b < +o0. Indica-
remos por §g a colecao de todos os subconjuntos da reta real que sejam formados por
unioes finitas de intervalos fechados limitados e disjuntos. Portanto, se F € §o, entao F
é da forma

F=FRU..UFy

para algum k € N,k > 1, no qual cada F; é um intervalo fechado limitado F; = [a;, ;]
com —oo < a; < b; < 0o e os conjuntos F} sao dois a dois disjuntos.

Por ser uma uniao finita de fechados, cada elemento §y é também um conjunto fechado.
Seja f € R tal que 0 < f < 1. Para cada f definiremos uma aplicacao T : §o — So da

seguinte maneira: Para um intervalo limitado F' = [a, b] definimos
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7;(F) = Ty(a.b]) = [a, DN ‘fq v [““ SIEMED G e
Para um elemento genérico F = Fy U ... U Fx de §o, definimos
Te(F) =T(FLU...UFy) :=T(F1)U...UTp(Fy). (1.68)

Desenvolvendo as equacgoes obtemos,

a(l—f)+0b(1+f) _a+b+f(b—a)

2 ) 2

a(1+f)+b(1—f)_a+b_f b—a
2 2 2
b—a>a—a
2 2
Para 0 < f < 1, tem-se desenvolvendo as equacoes acima
al—f)+b(1+f) a+b b—a
=b
2 < 2 * 2
ata a+b a(l+f)+b(1-f)
2 < 2 < 2

= 0.

a =

e além disso,
a(l+ f)+06(1—f) _ a(l—f)+0o(1+f)
2 2

que implicam em,

a<a(1—f)-2Fb(1+f)<a(1+f)42rb(1—f)<b‘

Portanto, para todo intervalo finito F', tem-se
T¢(F) C F.

Logo,
Tf(f) C F.

De fato, T¢(F) é um sub-conjunto proprio de F. Seja F € Fo,

Te(F)=Tr(F)UT§(Fy)U...UT(F,) C U U.LUF, =F.
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Obtemos assim
Tf(]:) c F.

Logo,

THMjD:M¢“(dl+ﬂgﬁﬂ—fXMl—ﬁ;¢“+f0.

Operando em F = F; U ... U Fy, a operagao T retira de cada F} o intervalo aberto de
largura f centrado no ponto intermediario de Fj.
E importante notar que se F € §, é composto por k intervalos fechados finitos disjuntos
entdo, Ty(F) é composto por 2k intervalos fechados finitos disjuntos.
Como T é uma aplicagao de §p em §p, podemos compor T consigo mesma. Denotamos,
para n € N|

17 :=Tpo..oTf.

-

n vezes

Com isso, se F' ¢ um intervalo fechado finito, 77 (F') ¢ um elemento de §o composto por
2™ intervalos fechados finitos disjuntos, todos eles contidos em F'.

Queremos determinar a medida de Lebesgue do conjunto Cy(F'), para isso precisamos
antes determinar a medida dos conjuntos T}"”(F), que vem a ser a soma dos comprimentos

dos 2" intervalos fechados finitos disjuntos que formam ele. Se F' = [a, b], entao

m(Ty(F)) = m(Tr(a,b])) = m qa a1+ f) ;L b(1 — f)] U [a(l — /) ;r b(1 + f)ij

B m(kﬂu+fmwa—fq>+m<ru—fmwu+fxq)

2 2
a(l+ f)+b(1—f) a(l—f)+b(1+ f)
(T ) (- )
= 1=F)b—a)= Q12— f)m(F).

E também verdade que para todo F € §, da forma § = Fy U ... U F, onde os F}; sao

intervalos fechados finitos e disjuntos, tem-se
m(F) =m(Fy) + ... + m(Fy).
Segue da relagdo (1.68) que se F = Fy U ... U F}, entdo

m(Te(F)) = m(Ti(F1)U...UT(Fy)) =m(Ti(F1)) + ... + m(Tr(F))



ou seja,

m(Ty(F)) = (1 = f)m(F).

Provaremos por inducao que

m(T7(F)) = (1 = f)"'m(F).
Para o caso n = 2, T7(F) € §o, logo

m(TF(F)) = (1 = f)m(T;(F)).

Voltamos ao caso n = 1, pois T(F') € §o, assim

m(TF(F)) = (1= f)'m(F).
Hipoétese de indugao: Suponhamos para algum n, n > 2 que

m(TF(F)) = (1 = f)"'m(Fo)-

Para n + 1,
m(T; 1 (F) = m(T} (Tr(F))).

Aplicando a hipotese de inducao,
m(T7H(F)) = (1= [)"m(Ty(F))-
Voltamos ao caso n = 1, pois T¢(F) € Fo, assim

m(T3 T (F)) = (1= )" m(F).
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E bastante evidente por (1.68), que os pontos a e b de um intervalo finito F' = [a, b]

satisfazem a € T¢(F') e b € Ty(F). Conclui-se disso, que a e b sao elementos de todos os

conjuntos 77 (F). Assim,

Unj(F) = F\T}(F) = Fn (T} (F)) = F'n (TF(F))".

Aqui Fy := (a,b), o interior de F. Como os conjuntos T7(F') sdo fechados, os conjuntos

U,,;(F) sao subconjuntos abertos de F', por serem a interseccao de dois abertos: Fj e

T7(F))¢. Note-se que
( f( )
l/mf(F) C I/n+17f(F), Vn € N,

(1.69)
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pois T7 ™ (F) = T¢(T}(F)) C Tf(F). Teremos também que
m(Un s (F)) = m(F) —m(T7 (F)) = [1 = (1 = f)"|m(F).
Para um intervalo fechado finito F' = [a,b] e f, definimos o conjunto C¢(F') por
Cy(F) = [ T}(F).

neN

O conjunto de Cantor ternério C’% , que definimos informalmente antes, corresponde entao
a C’%([O, 1]). C% nao é vazio, pois os pontos a e b pertencem a esse conjunto.
Anteriormente foi dito que C';(F") é um subconjunto fechado de F, pois é uma interseccao

de fechados. Definimos
Us(F) = F — C;(F) = F 1 (Cy(F))" = F* 1 (Cy(F))", (1.70)

que é um subconjunto aberto de F, por ser a intersec¢ao de dois abertos: F° e (C(F))°.

Veja que

Up(F) = F'n <ﬂ T?(F)> = J@En@pE)) = [ Uns(B).

neN neN neN

Agora, obtemos a medida de Lebesgue de C¢(F) e de Uf(F). Por (1.69), podemos aplicar
o Teorema (1.4) e obter que

m(Up(F)) = lim m(Uy ;(F)) = lim [1 = (1 = f)"Jm(F) = m(F),

n—oo n—oo

pois 0 < (1 — f) < 1. Por (1.70) temos também que m(Us(F)) = m(F) — m(Cy(F)) e
concluimos que

m(Cy(F)) = 0.

C¢(F) é assim um subconjunto fechado ndo-enumeravel e com medida de Lebesgue nula,
Cy(F') tem outras propriedades interessantes como ter a mesma cardinalidade de R e além
disso, os conjuntos de Cantor podem ser generalizados ainda mais, porém esses aspectos

nao serao abordados por fugir dos objetivos dessa monografia.
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2 Funcoes Mensurdveis

Nesse capitulo nosso foco sao as funcoes mensuraveis, desde a definicao até proprie-
dades. Essas funcoes sao de importancia vital para a construcao da Integral de Lebesgue,
estando presentes desde a definicao da Integral até a demonstracao de suas propriedades.

A partir desse capitulo nosso estudo se restringe ao R"™, embora as respectivas genera-

lizagoes dos resultados sejam, na grande maioria das vezes, obtidos com esforco adicional.

Definicao 2.1. Um conjunto X é chamado de espaco de medida, se existe um o-anel N
de subconjuntos de X, chamados de conjuntos mensurdveis, e uma fungao de conjunto
o-aditiva,

M — Ry U {400}

definida em 9. No caso em que X € M, diz-se que X € um espago mensurdvel.

Exemplo 2.1 O conjunto R™ é um espaco de medida onde 9t é o o-anel dos conjuntos

p-mensuraveis do R™ e = m é a medida de Lebesgue.
Definicao 2.2. Seja X um espaco de medida. Entao
f: X - RU{+o0},

¢ dita mensurdvel se o conjunto
{z]f(z)>a}

€ mensurdvel para todo real a.

Observacgao. De agora em diante usaremos o R" no lugar do conjunto X.



65

Lema 2.1. Valem as sequintes igualdades:
a)
~ 1
> q) = _2U
Gl f@za =Nl >0}

b)

Demonstracao:

a) Suponhamos x tal que f(z) > a. Para todo n € N temos que a > a — % e, portanto,

f(x) >a— %, para todo n € N. Logo,

i@ zac N { o f@)>a- 1} 21)

Suponhamos, agora, que
1
S > - — .
x ﬂ { x| f(x) >a n}

Entao, para todo n € N, temos que f(z) > a — ;. Logo, f(x) > a. Por consequéncia,

o0

M {x|f( )>a——} C {x]f(z) > a}. (2.2)

n=1

Pelas relagoes (2.1) e (2.2) obtemos a igualdade.

b) Seja x tal que f(z) < a. Para todo n € N, temos que a < a + % e, por consequéncia,

flz) <a+ %, para todo n € N. Entao,

{(z|f() < a fj{;qf <a+%}. (2.3)

Suponhamos, agora,
x € ﬂ {x|f <a+— }

Entéo, para todo n € N, temos que f(z) < a+ 5. Logo f(z) < a e, portanto,

[e.9]

ﬂ{ﬂflf( ) <a+— }C{xlf( ) = a}. (2.4)

n=1

Pelas relagoes (2.3) e (2.4) provamos o item b). O
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Teorema 2.1. Cada uma das sequintes condi¢oes implica as outras trés:
t) {z|f(x) > a} € mensurdvel para todo real a.

1) {x|f(z) > a} é mensurdvel para todo real a.

1t) {z|f(z) < a} é mensurdvel para todo real a.

w) {z|f(z) < a} € mensurdvel para todo real a.

Demonstracao:

A afirmacao (i) implica em (ii). De fato:

Suponhamos por hipotese, que {z|f(x) > a} é mensuravel para todo real a. Entao,

do item a) do Lema (2.1), temos

(4] () > a} = ﬁ {alr@)>a- 2}

{xﬁ@)>a—%}

também é mensuravel, para todo n € N. Como 91 é g-anel, entao,

O conjunto

o0

ﬂ{ﬂﬂ@>a—%}em

n=1

para todo n € N. Como 91 é fechado pela intersec¢do enumeravel temos que {z|f(z) > a}

¢ mensuravel.
A afirmacao (ii) implica em (iii). De fato:

Suponhamos {z|f(x) > a} é mensuravel para todo real a. Como 9 é o-anel e R” ¢

mensuravel, temos que:

R" —{z|f(z) > a} € M.

Portanto, temos que {z|f(z) < a} é mensuravel para todo real a.

A afirmacao (iii) implica em (iv). De fato:
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Suponhamos {z|f(x) < a} é mensuravel para todo real a. Entao,

{a:\f(:c) <a+ %}

¢ mensuravel para todo n € N. Como 9 é o-anel, entdo, pelo item b) do Lema (2.1)

obtemos que {z|f(x) > a} é mensuravel para todo real a.
A afirmacgao (iv) implica em (i). De fato:

Suponhamos {z|f(z) < a} mensuravel para todo real a. Como R" é mensurével, en-
tao,

{z[f(x) > a} = R" — {z[f(x) < a} € M.

Exemplo 2.2 Seja X = R"”, e 91 a familia dos conjuntos m-mensuraveis do R". Entao,

toda funcao continua no R™ é uma fun¢ao mensuravel. De fato, pois, nesse caso o conjunto

{z[f(x) > a}

¢ uma uniao de intervalos abertos, logo, um aberto e, portanto, mensuravel, para todo

a € R.

Teorema 2.2. Seja f: R" — RU{oo} uma fung¢ao mensurdvel. Entao, |f| é uma fun¢ao

mensurdvel.

Demonstracao:

Temos que
{zllf ()] < a} ={=[f(z) <a}U{z|f(z) > —a}

Como f é mensuravel, entdao, pelo Teorema (2.1),

{olf(x) > —a} €M
{z|f(x) <a} e M
sao mensuraveis. Logo, |f| é mensuravel. O

Nota. Ficara implicito que quando lidamos com mais de uma func¢ao mensurével, elas

estao definidas no mesmo dominio.



Teorema 2.3. Seja {f,} uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis no R"™. Para cada
xr € R", defina:

a) g(z) = sup {f1(x), fo(z), ..}

b) h(z) = inf {fi(x), f2(x), ...}

c)i(x) =limy_o gn(x), onde gy(x) = SUP (> vy fn ().

d) j(x) =limy_o hn(z), onde hy(x) = inf>ny fu(2).

As funcoes g, h,i e j sao mensurdveis.

Demonstracao:
Seja a um nimero real qualquer.

a) Para provar esse item, precisamos antes mostrar a seguinte igualdade,

{alg@)>ay={J{z] fule)>a}.
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Seja x, um elemento qualquer do conjunto do membro direito da igualdade acima, ou seja,

QSEU{{E|fn ) > a}.

Isso implica em,
fno (m) >a
para algum ny € N. Logo,

g(x) = sup{f1(z), f2(x), ..} = fuy(2) > @

Portanto,
ze{z]glr)>al

Obtemos assim, a seguinte inclusao,

{]g() >a}3U{fC|fn )>a}.

Resta provar a outra inclusao. De forma similar, tome x um elemento qualquer do outro

conjunto, ou seja,

re{x|glx)>al}.
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Entao,

gx)=b=a+e €>0.

Porém,
9(x) = sup{fi(x), fa(), .. }.

Pelo item b) da Proposig¢ao (B.1) do Apéndice B, existe ng € N tal que,
a=b—e=g(x) —e< fp,(2).
Portanto, para algum ng € N,
xe{ x| folz) >a}

e, por consequéncia,
o)
ve | J{z| fulz) > a}.
n=1

Podemos concluir que,
{z]glx)>a}=J{z]| fulx)>a}.
n=1

Seguindo de imediato que g(z) é mensuravel, do fato de 9t ser o-anel.

b) De forma semelhante a demonstragao do item a) desse teorema, provaremos antes

a seguinte igualdade,

{z|hz)<at={J{z]| fule) <a}.

De fato, seja .
x € U{ x| folx) < a}.
n=1
Isto implica que f,, (z) < a para algum ny € N. Logo,
h(z) = inf{f1(z), fo(z), ...} < fay(z) <a
para algum ny € N. Portanto,

re{x|h(r)<a}.



Assim, obtemos a seguinte inclusao,
(elh@ <ay>lelfule) <al.
n=1
Falta provar a outra inclusao. Seja
ref{z]|h(r)<a}l

que implica em,

h(z)=b=a—¢, ¢>0.

Porém,
h(z) = inf{ fi(x), fo(x),...}.

Pelo item b) da Proposigao (B.2) do Apéndice B, existe ng € N tal que,
a=b+e=h(z)+e> fn(x).
Portanto, para algum ng € N,
ze{x]| fulr) <a}

e, por consequéncia,
o0
ve | J{z| fulz) <a}.
n=1

Assim, concluimos que
{z|h@)<a}=J{z] fule) <a}.
n=1

Seguindo de imediato que g(z) é mensuravel do fato de 9t ser o-anel.

¢) Queremos provar como resultado auxiliar que,

i(x) = inf{g:(2), ga(), ...}

onde
gm(x) = sup{ fu(), fui1(2), ... }.

De fato, seja

a = inf{g(x), g2(), ...}
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(2.5)
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Entao, dado € > 0, qualquer, existe ng € N tal que
Gno(T) < a+ ¢, (2.6)

porém,
Gno(x) = SUD{ fng (), frg41(2), -} (2.7)
Assim, aplicando a relacdo (2.6) na relagao (2.7) obtemos,

a+e> Sup{fno (I)a fn0+1(56), }

que implica,
€ > Sup{fno(‘r)7 fno-‘rl(m)} —a. (28)

Pela igualdade (2.5) e o item a) da Proposi¢ao (B.2) do Apéndice B,
a < gny(z) + €.
Aplicando na relac¢do acima, a relagdo (2.7) obtemos

a < Sup{fno(x)a fn0+1(x)a } T €.

O que equivale a
€ > a_Sup{fno(‘r)afno—H(‘r)a"'}' (29)

Usando as desigualdades (2.8) e (2.9) obtemos que, dado € > 0, qualquer, existe ng € N

tal que,

| sup{fu, (%), frp+1(2), ..} —al <e.
Portanto,

i(2) = Jim gy(2) = a = inf g,,(x)
onde

gn(z) = sup fu(z).
{n>N}

Provando assim o resultado auxiliar. Agora utilizando esse resultado provaremos esse

item. Definimos para cada m,

fm, nferl(x) = fTL(x)
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que implica, que para todo m,

gm(T) = Sup{fm, 1(2), Jm, 2(), }

n > m. Aplicando o item a), ja provado, obtemos que g, é mensuravel. Porém,
() = g (2), gy (), ..
Aplicando o item b), ja provado, obtemos que ¢ é mensuravel.

d) De forma parecida a demonstracao anterior, precisamos antes demonstrar o seguinte

resultado auxiliar.

j(x) = sup{hm (), hn11 (), .}

onde j(z) = hp(z) = inf{ f,,(x), frs1(x),...}.

De fato, seja
a = sup{hm,(z), hmi1(x), ...} (2.10)
Dado € > 0, qualquer, existe ng € N tal que

P () > sup{hp,(x), hpy1(x), ...} —e=a —e.

Isso é garantido pelo item b) da Proposicao (B.1) do Apéndice B. Porém,

hno(‘r) = inf{fno($)7 fno+1(x)7 }

Assim,

a— e <inf{f,,(z), fog+1(x),...}.

Manipulando a equacgao anterior,
€ > a—inf{f,(z), for1(x),...}. (2.11)
Pela igualdade (2.10) e o item a) da Proposigao (B.1) do Apéndice B,
a > hy(x) — €,

ou seja,

a > inf{fno(x)a fn0+1($), } —¢€



que equivale a

€ > inf{ f, (@), frno+1(x), ...} — a.
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(2.12)

Usando as desigualdades (2.11) e (2.12) obtemos que, dado ¢ > 0, qualquer, existe

no € N tal que, para n > ny,

|inf f,,(z) — a|] < e.

Portanto,

onde

Provando assim o resultado auxiliar. Defina para cada m,

fm, n—Tn-i-l(x) - fn(x)

que implica, que para todo m,

han () = i0f{ fr. 1(2), fin, 2(2), ...}

Aplicando o item b) ja provado na relagdo acima obtemos que h,, é mensuravel. Porém,

J(x) = sup gm(x).

Aplicando o item a) ja provado obtemos que j é mensuravel.
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Corolario 2.1. Se f e g sao fungoes mensurdveis no R".  Entao max{f(z),g(z)} e
min{ f(z), g(x)} sdo mensurdveis, onde o mdzrimo e o minimo sio tomados com o ele-

mento x fizado.

Demonstracao:
A idéia é definir fun¢oes de forma conveniente, para podermos utilizar o teorema anterior.

Definimos,

e para n > 2,

Defina também as fungoes k e [ como se segue,

k(x) = sup{fi(z), fo(x),...} e l(x) = inf{ f1(z), fo(z),...}.

As funcgoes f e g sao mensuraveis, logo pelo teorema anterior, obtemos que as funcoes k

e [ sao mensuraveis. Porém,

k(x) = sup{fi(2), f2(z), ..} = sup{f(z), g(x)} = max{f(z), g(x)}.

Logo max(f, g) é mensuravel. De forma similar,

l(x) = inf{ fi(2), f(x), ...} = nf{f(2), g(2)} = min{f(z), ()}

Logo, min(f, g) é mensuravel. ]

Lema 2.2. Seja f: R" — RU{+£o0}, uma fungao constante. Entao, f é mensurdvel.

Demonstracao:

Seja k, a constante da fun¢ao, ou seja, f(x) = k,Vz € R". Considere os seguintes casos:

Caso 1. k£ € R. Para todo a > k, temos
{z|f(x)>a}t=0eMm

Para todo a < k, temos
{z] f(z)>a}=R"eM
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Logo, f é mensuravel.

Caso 2. k = +oo. Para todo a real, temos
{z] f(z)>a}=R"eM

Portanto, f é mensuravel.

Caso 3. k£ = —o0. Para todo a real, temos
{z] flx)>a}=0eM

Logo, f é mensuravel. O

Lema 2.3. Se f ¢ mensurdvel, entio a fun¢ao g(x) = kf(x) é mensurdvel. Na qual k é

uma constante real e x € R"™.

Demonstracao:

Considere os seguintes casos:

Caso 1. Se k = 0, g(r) = 0 é uma fungao constante, que é mensuravel pelo Lema
2.2

Caso 2. k£ > 0. Entao, os seguintes conjuntos sao iguais,

{a]kf@)>a}={e|fl2)> 7}

O conjunto do membro direito da igualdade acima é mensuravel, pois f é mensuravel.
Logo, o conjunto do membro esquerdo da igualdade acima é mensuravel. Como a é um

real qualquer, obtemos que g ¢ mensuravel.

Caso 3. k£ < 0. De forma similar, temos

{olkf@)>ap={a]|f@) <7}

O conjunto do membro direito da igualdade acima é mensuravel, pois f é mensuravel.

Logo, o conjunto do membro esquerdo da igualdade acima é mensuravel. Sendo a é um
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real qualquer, obtemos que g é mensuravel.

Corolario 2.2. Defina, f© = max(f,0) e f~ = min(f,0). Se f € mensurdvel, entao f+

e [~ sao mensurdveis.

Demonstracao:
Seja g : R" - RU{xo0},g(x) =0, Vo € X. Pelo Lema (2.2), g é mensuravel. Nesse

fH(x) = max{f(z),0} = max{f(z), g(x)}.

Pelo Corolario (2.1), temos que f* é mensuravel. Da mesma forma,

f~(x) = min{f(z),0} = min{f(z), g(2)}

e, pelo Corolario (2.1) temos que f~ é mensuravel. ]

Corolario 2.3. Suponhamos que a sequéncia { f,} de fun¢oes mensurdveis é convergente.

A funcgao
fa) = lim f,(x)
€ mensurdvel.
Demonstracao:
Sendo {f,} convergente,
lim sup f(z) = lim_f,(z) (2.13)

De fato,
lim sup f,(z) = inf g,,(z)

n—oo

onde g,,(x) = sup f,(x), para n > m.

Seja
a= lim f,(x).

n—oo

Dado € > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ny,

|fn(x) - a| <€
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Entao, para todo n > ny,

a+e> fo(x)
que implica em
a—+ €2 Gny-
Logo,
inf g, () = a.

Suponhamos que a igualdade acima nao seja verdadeira. Entao inf g,,(z) > a ouinf g,,(z) <

a. Se inf g,,(z) = k, k < a, tome € = a — k e teremos que

Gno(x) >a—e=a—a+k=k.

Uma contradigao. Se inf g,,(x) =k, k > a, tome € = k—;“ e teremos

a k—l—a<k+k_
2 2 2

kE a
gno(az)ga+e:a+§—§ + K

k
S 2
Outra contradigao.

Usando a relagao (2.13) e o item c¢) do Teorema (2.3) temos que f é mensuravel,

pois {f,} é uma sequéncia de fun¢oes mensuraveis. U

Teorema 2.4. Sejam f,g : R®™ — R, funcoes mensurdveis e F : R? — R uma funcado

continua. A funcao h: R" — R;

€ mensurdvel.

Demonstracao:

Ver referéncia |1].
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Esse capitulo é destinado a Integral de Lebesgue propriamente dita. Comecando por

sua definicao e depois provando resultados sobre ela, entre eles os importantes teoremas

de convergéncia de Lebesgue.

No final sera feita uma breve comparacao entre a Integral de Lebesgue e a Integral

propria de Riemann, onde serd mostrado que a primeira é mais geral que a segunda.

3.1 Funcao Simples

Definicao 3.1. Seja s : R" — R, tal que o conjunto imagem de s, € finito. Nesse caso,

a func¢ao s € chamada de funcao simples.

Definicao 3.2. Seja E C R", e defina

Kg € chamada funcao caracteristica de E.

A funcao caracteristica é uma funcao simples.

Exemplo 3.1 Seja f:[0,1] — R definida como

fx) =

{ 1 , se x é racional

0 , se x é irracional.

A fungao f é a fungao caracteristica do conjunto dos racionais no intervalo [0, 1].

(3.1)



79

Teorema 3.1. Toda funcao simples é uma combinagao linear finita de fungoes

caracteristicas.

Demonstracao:
Seja s uma funcao simples e suponha que a imagem de s consiste dos ntimeros distintos
C1,C2y vy Cp. S€jA

E,={zeR"|s(z)=cq}

Entao, pela definicao de funcao caracteristica, segue que

n

s(z) = Z ¢ Kg,(x).

i=1

Provando assim o teorema. O

Definicao 3.3. Seja E um conjunto. Por uma particao do conjunto E nos definimos o0s

conjuntos disjuntos Ey, Fs, ..., E, tais que

Teorema 3.2. Seja s um fungao simples com E; = { x e R" | s(z) = ¢}, i=1,...,n e
Im(s) = {c1,...,cn}, ou seja, a imagem de s consiste dos niumeros distintos ci,ca, ..., Cy.
A funcao s € mensurdvel se, e somente se, 0s conjuntos E, ..., E, sao mensurdveis. Além

disso, {E;} € uma parti¢ao do R™.

Demonstracao:
Suponhamos que o conjunto Im(s) esteja em ordem crescente. Suponhamos s é mensura-
vel. Queremos provar que os conjuntos F;,i = 1,2,...,n, sao mensuraveis. De fato, para

todo i < n, temos que

B = {z]s(x)=cq}
= {z|a<s(x)<ci}

= {z]s(@)zain{z]c>s(@)}
No caso em que 7 = n, temos que

Ei={z]s(x)>cu}.
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Pela hipotese e o0 Teorema (2.1), segue que E; é mensuravel, pois a intersecgao de con-
juntos mensuraveis ¢ mensuravel.
Suponhamos que Fj, ..., E, sejam mensuraveis. Vamos provar que s(x) é mensuravel,

ou seja, o conjunto { z | s(x) > a} ¢ mensuravel para todo a. Considere os seguintes casos:

Caso 1. Se a > ¢,, temos que

Caso 2. Se a < ¢1, temos que

Caso 3. Para as possibilidades restantes existe j, onde j = 2,...,n, tal que ¢;_; < a < ¢;.

Nesse caso obtemos,
{z|s(x) >a}:UE,-.
i=j

Como a uniao de conjuntos mensuraveis é mensuravel, segue que s é mensuravel. Resta

provar que {E;} é uma parti¢io do R"™. De fato, o dominio de s é o conjunto

Porém, o dominio de s é o R" pela definicao de funcao simples. Entao, basta mostrar que
E;NE; =0 se i # j. Suponhamos que existe z, tal que x € E; N E; para i # j. Logo,

f(z) = ¢; = ¢;, o que contradiz a hipdtese de que ¢; e ¢; sdo distintos. O

Teorema 3.3. Seja f: R — RU {£oo}. Entao,
i) Existe uma sequéncia {s,} de fungoes simples tal que

lim s,(z) = f(x)

n—oo

pontualmente em R™.
1) Se [ >0, {s,} pode ser escolhida como sendo uma sequéncia mondtona crescente.
11t) Se f € mensurdvel, {s,} pode ser escolhida como sendo uma sequéncia de fungoes

mensurdvels.
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Demonstracao:

i) Considere os seguintes casos:

Caso 1. Suponhamos f > 0 e defina

Boi={ ol G < @) < o be o= (o @) 2 )

onden =1,2,...ei=1,2,...,n2". Para cada n, o intervalo [0, n| é dividido em n2" partes

iguais de comprimento 2% Estas partes sao indexadas por i. Defina, também, as fun¢oes
simples
i1
Sp(x) = Kg . K . 3.2
(@)= o K, () + 1KF, (2) (3.2)

i=1

Queremos mostrar que, pontualmente, para cada x € R",

lim S,(x) = f(x)

n—oo

ou seja, para todo € > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ny,

|f(x) = Su(2)| <e.
Considere os seguintes subcasos.
Subcaso 1.1. Suponhamos f limitada em x € R™ por a > 0. Tomando n > a teremos que

f(z) > nnao ocorre, logo, x ¢ F, e, portanto, x € E,, ; para algum ¢ =iy € {1,2,...,n2"}

do que segue

10— 1 N
< < —
< ) < 2
e
19— 1
Sp(x) = .
(2) =
Logo,
1 o tp—1 10—1 d9—1
e — Su@) > L= - 2= =,
n =g~ g > (@) = Sa(2) =2 = o
ou seja,

o> (@) = Su(a)| 2 0.

L

Dado € > 0, tome n tal que € > 5,

donde segue que

log, € > log, 27",
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ou seja,
1

n > (—1)log, e = log, ¢! = log, —.

€

Logo, basta ter ng > a e ny > log, %, ou melhor, ny = max (log2 %, a+ 1) . Portanto, para

todo n > ny,

> 502 (@)~ Su(o)]

Subcaso 1.2. Se f(x) = 400 teremos que mostrar que para todo real m existe um

natural ng tal que n > ng implica em S,(z) > m. Tomando n > m temos que
f(x) =400 >n
que implica em z € F,,. Entao,
Sp(z) =04 nKg, (x) =n.

Por consequéncia S, (x) > m. Basta tomar ny = m, pois n > ng implica em n > m e por
consequéncia S,(x) > m. E assim,

lim S,(z) = f(z); Ve € R"™.

n—oo
Caso 2. No caso em que f assume valores positivos e negativos defina

oy ) @) ,sef=0
f(m)_{o ,se f <0

_ . —f(l‘) ,SefSO
f<x)_{0 ,se >0

Entao, f = f* — f~ onde f* e f~ sao sempre positivas. Podemos aplicar os casos anteri-
ores a f* e f~ separadamente para aproximar, respectivamente, f* e f~ por sequéncias
{S!} e {S/} de fungbes simples que convergem para f* e f~ no limite n — oo de modo

que {S/, — S/} converge para f quando n — oo.
Subcaso 2.1. Se f(x) = —o0, proceda como no Subcaso 1.2. para fTe f~.

ii) E suficiente pelo item i) provar que a sequéncia {S,} é uma sequéncia monétona

crescente. De fato, tome x,n quaisquer, com z € R" e n = 1,2,.... Se f(z) > n+1
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obtemos que

Sp(x) =n<n+1=S54(x).

Se f(z) € [n,n + 1), entdo S,(x) = n e existe j € {n2"™ + 1,...,(n + 1)2"1} tal que
Sn+1(x> € [an__-&-lla #) LOgO

Snt1(z) > n = S,(z).
Se f(z) € [0,n], existe i € {1,...,n2"} tal quef(z) € [, 55), onde S,(z) = 5. Porém
em tal caso existe j € {2i — 1,2i} tal que S,11(z) € [, 54+], assim obtemos

J—1l_ 2i—-1-1 -1

Sn+1($) - oant+l — on+1 T 9n

= Su(x).

iii) Suponhamos que f é mensuravel para todo n € N e para todo i = 1,...,n2". Temos

que
i—1
SICEE=
e
i
x| f(r) < 5~
2
sao conjuntos mensuraveis, pois Zz_—nl € 57 Sa0 numeros reais. Logo,

Enji:{:v|;;n>f(x)222;n}:{xlf(a?)zi;ll}ﬂ{x|f(93)<2%}

é mensuravel para todonei =1,2,...,n2". Além disso,F,, = { z | f(z) > n} é mensuravel
para todo n € N, pois n é um nimero real. Assim para todo n natural temos que S,, é
mensuravel, pois S, é uma fun¢ao simples, F, ; é mensuravel para todo 7 = 1,...,n2" e
F,, & mensuravel. Como f é mensuravel entao f™ e f~ sdo mensuraveis pelo Corolario
(2.2). f* e f~ sao fungdes nao negativas entdo podem ser aproximadas por sequéncias
de fungoes simples {5/} e {S!} respectivamente tal que {S/,} — f* e {S/} — f~ quando
n — oo, além disso {5/} e {S"} sdo sequéncias de fun¢oes mensuraveis, pois f* e f~
sao funcoes mensuraveis. Por consequéncia f pode ser aproximada por uma sequéncia de

fung¢oes mensuraveis {S), — S} — f quando n — oo.

Exemplo 3.2 Toda funcao caracteristica de £ C R", onde F é mensuravel, é uma
fungao mensuravel. De fato, seja f a funcao caracteristica de E. Considere os seguintes

Casos:



Caso 1. Se a < 0.
{z| f(x) >a}=R"eM

Pois R™ & mensuravel. Entao { z | f(x) > a} é mensuravel se a < 0.

Caso 2. Se a > 1.
{z] flx)>a}=0eMm.

Entdo { « | f(z) > a} é mensuravel se a > 1.

Caso 3. Se 0 <a< 1.
{z| f(x) >a}=FEeM

Entao { = | f(x) > a} é mensuravel se 0 < a < 1.

Definicao 3.4. Sejam s : R" — R™, simples e mensurdvel dada por

n

(@) = 3 ek (2)

i=1
ondec; >0, ECR" e E,F;, €M, e

n

Ip(s) = Zc,-m(E NE;).

i=1
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(3.3)

(3.4)

Se f ¢ mensurdvel e nao-negativa, a Integral de Lebesgue de f, sobre o conjunto E, relativa

a medida de Lebesgue m, € definida por

/ fdm = sup Ig(s).
E

(3.5)

O supremo € tomado sobre todas as fungoes simples s tal que 0 < s(z) < f(x) para todo

r € R,
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Teorema 3.4. Seja f uma funcao simples, mensurdvel e nao negativa, neste caso, temos

que:

/Efdm_fE(f)

Demonstracao:
Por consequéncia da hipotese Ip(f) > Ig(s) para qualquer fungdo simples s tal que

0 < s(x) < f(z) para todo x € R, ou seja, Ig(f) ¢ o maximo® do conjunto

{ I(s) [ 0 < s(z) < f(z) }.

Quando o maximo de um conjunto existe ele coincide com o supremo desse mesmo con-
junto pela Proposicao (B.1) do Apéndice B, disso segue que sup Ig(s) = Ig(f) e

portanto concluimos a demonstracao.

Exemplo 3.3 Agora iremos calcular a Integral de Lebesgue da funcao caracteristica
dos racionais (fun¢ao dada no Exemplo (3.1)) sobre o intervalo [0,1]. Utilizando a

mesma nota¢ao da Defini¢ao (3.2) temos que,

Ko(z) = ZciKEi (z),

i=1

onde ¢y =1,c0 =0, F; = Q e Fy = 1. Calculando a Integral de Lebesgue obtemos,
1
/ Kgdm =0

0

A equacao acima é consequéncia de que,
1

/ Kodm = Ioy(Ko) = 1-m(0,1]1 Q) +0-m([0,1] 1 T) = 0

0

Definicao 3.5. Seja f mensurdvel, e considere as integrais

/E frdm (3.6)

/Ef‘dm (3.7)

onde fT = max(f,0) e f~ = —min(f,0). Suponhamos que uma das integrais (3.6) ou

Ver Definigao B.1
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(3.7) € finita. Defina, entao,

/Efdm:/EfJ“dm—/Ef‘dm. (3.8)

Se ambas as integrais (3.6) e (3.7) sao finitas, dizemos que f € integrdavel no sentido de

Lebesgue no conjunto E, com respeito a m.

As integrais das func¢oes fT e f~ estdo bem definidas. De fato, f* e f~ sdo nao-
negativas pelo Corolario 2.2 sao mensuraveis pois f é mensuravel por hipotese, assim

podemos utilizar a Definicao 3.4.

Definigao 3.6. Definimos L(E) como sendo o conjunto das fungoes integrdaveis em E no

sentido de Lebesque, com respeito a m.

Teorema 3.5. Sejam f,g funcoes definidas num conjunto mensurdvel E do R", com
E e M.
a) Se f é mensurdvel, limitada em E, e m(F) < 400, entio f € L(E).

b) Se f € mensurdvel e nao negativa,

/Efdmzo.

c) Se f e g sao nao negativas e mensurdveis em E, e se f(x) < g(z) para todo v € R",

/Efde/Egdm- (3.9)

d) Se f € L(E), entao cf € L(E), para toda constante c, e

/chdm: C/Efdm. (3.10)

e) Se m(E) =0 e f é mensurdvel, entao:

entao:

/Efdm — 0. (3.11)

f) Se ECF CR", onde E e I sao mensurdveis, f € L(F), E € M, entao f € L(E).
g) Se f é mensurdvel e a < f(x) < b para todo x € R™, onde a e b sao constantes e, além

disso, m(E) < +o0, entdo:

am(FE) < /Efdm < bm(FE). (3.12)
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h) Se f,g € L(E), e se f(x) < g(x) para todo x € R™, entao:

/Efde/Egdm. (3.13)

Demonstracao:

a) Considere os seguintes casos:

Caso 1: f é nao negativa. Seja 0 < s < f onde s é simples, mensuravel e nao ne-

gativa. Escreva

s(x) =Y eiKp,(x)

i=1

para todo z € R", ¢; > 0, entao:
Ip(s) = Zcim(E NE;).
i=1

Como f é limitada e f é ndo negativa entao existe K > 0 tal que f(zr) < K para todo

xr € R"™. Entao ¢; < K para todo ¢ donde

Ip(s) < Kim(Eﬂ E;))=Km (O(Eﬂ El)> .

i=1 i=1
Usando (P.5) do Apéndice A,
Ig(s) < Km <U(E N EZ»)) = Km (E N (U E)) .
i=1 i=1

Sendo s mensuravel, entao, F; € 9, para todo i, pelo Teorema (3.2). Ademais, £ € 9

e M é o-anel, donde
EN (U EZ> e M.
i=1
Como

EN (0 Ez) CFE
i=1

e m é o-aditiva (em particular m é finitamente aditiva) entao, pelo item b) do Teorema

(]"3)7
m (Eﬂ (U E>> < m(E)
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que implica em

Km (Eﬂ (O EZ>> < Km(FE)

Ig(s) < Km(FE) < +oo.

Logo,
sup Ig(s) = / fdm < Km(FE) < +oo. (3.14)
E

Caso 2: Se f é limitada entao fT e f~ sdo limitadas. Como f* e f~ sdo nao negativas
temos pelo caso 1 que

/ frdm < +oo
E

/ frdm < +oo.
E

/fdmz/f*dm+/fdm<+oo.
E E E
Concluindo que f € L(FE).

Portanto,

b) Por consequéncia da Definigao (3.4) quando f é mensuravel e ndao negativa temos

que:
/ fdm = sup Ig(s)
E

onde o supremo é tomado sobre todas as funcoes simples tal que 0 < s(x) < f(z) para

todo z € R" e

n

s(z) = Zc,-KEi(x), ¢; > 0.

i=1
Temos ainda que m(FE N E;) > 0, o que implica

cm(ENE) >0

para todo 7, e, portanto,

sup In(s) > 0

que por sua vez implica

/Efdm20
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c) Seja s uma fun¢ao simples tal que 0 < s(z) < f(z), para todo = € R™, entao
g(x) > f(x) > s(x) > 0. (3.15)

Seja p uma fungao simples tal que 0 < p(z) < g(z), para todo x € R"™, pela equagao

g
(3.15) obtemos que a fungao s satisfaz 0 < s(z) < g(z), para todo z € R". Logo,

{Ip(s) - 0 < s(x) < f(x)} S {Ie(p) - 0 < p(z) < g(z)}.
Portanto,

sup{p(s) : 0 < s(z) < f(x)} <sup{lx(p): 0 < p(z) < g(x)}.

/E fdim < /E gdm.

Por consequéncia,

d) Considere os seguintes casos:
Caso 1. f nao negativa, mensuravel e ¢ > 0.

Seja s uma funcao simples tal que 0 < s(z) < f(x) para todo = € R". Logo,
0 < es(z) < cf(x) para todo x € R™. Além disso c¢s é uma func¢ao simples mensuravel e

nao negativa. De fato,
n
s(x) = Z ¢; K,
i=1

implica
n n

cs(x) = CZCZ'KEZ. = chiKEi = idiKEi
i=1

i=1 i=1
onde d; é definido como c¢;, logo cs é simples. s é mensuravel e ¢ € R, pelo Lema (2.3)

obtemos que cs é mensuravel. Pela Integral de Lebesgue da fun¢ao s obtemos
n
/ sdm = Z em(E N E;)
& i=1
que implica em

clp(s) = chim(E NE;) = Z ceem(E N E;) = Ig(cs).

i=1
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Por consequéncia

/Efdm = csup{lg(s) : 0 < s(z) < f(x)} =sup{clp(s) : 0 < s(z) < f(z)}.

Pela equacao acima obtemos
/ fdm = sup{Ig(cs) : 0 < cs(x) < cf(x)} =sup{lp(t) : 0 <t(x) <cf(x)} = / cfdm
E E

onde t(z) = cs(x).

Caso 2. f é mensuravel e ¢ uma constante real. Pelo Lema (2.3) temos que cf é

[chdm—/E(cf)+dm—/E(cf)dm

Considere os seguintes subcasos:

mensuravel.

Subcaso 2.1. Se ¢ > 0, usando que f™ e f~ sdo fun¢Oes mensurdveis nao negativas

temos pelo caso 1 desse item que

/E(cf)J“dm—/E(cf)dm:c/E]”dm—c/Efdmzc(éf*dm—/}gfdm) :c/Efdm

Logo, se f for mensuréavel e ¢ > 0 temos que

/E(Cf)dm = C/Efdm. (3.16)

Subcaso 2.2. Se ¢ < 0 entao |c¢| > 0 e usando que — f é mensuravel e a equagao (3.16)

[ etydm = [ vl pram =1 ([ ~pyeim~ [ (- pam)

que implica em

/E(cf>dm=\c\ (/Efdm—/Ef*dm) = | ([Eﬁdm—/Efdm) :c/Efdm.

Portanto, se f for mensuravel e ¢ uma constante real

[ tenam=c [ sam

f é mensuravel, pois f € L(F). Porém f € L(E) implica em cf € L(E), onde ¢ é uma

obtemos

constante real. De fato,
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Se c# 0

/E(cf)+dm - /E(cf)_dm = /chdm = C/Efdm < ¢(4+00) < 400

o que implica em

[E(cf)+ < 400

/E(cf)_ < +o0.

Logo, cf € L(E), se ¢ # 0.

Se ¢ =0:
/E(Cf)+dm_/E<Cf)_dm:/ECdeZC/Efdm=0§+oo

/E(cf)+ < 400

que implica

[en <o
E
Logo, c¢f € L(E), se ¢ = 0.

e) Considere os seguintes casos:

Caso 1. f énao negativa. Seja s uma fung¢ao simples mensuravel tal que 0 < s(z) < f(x)

para todo x € R", entao
Ig(s) = Z ecm(ENE;).
i=1

Como F; € M para todo i e E € M, por ser M o-anel temos que £N E; € M para todo i.
Porém ENE; C E para todo i, m(E) = 0 e m é o-aditiva (em particular m ¢é finitamente

aditiva) obtemos pelo item b) do Teorema (1.11) que para todo @
0<m(ENE)<m(E)=0.

Logo m(E N E;) = 0 para todo i. Entao

n

Ig(s) = Z em(ENE) =Y ¢(0)=0.

i=1
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Por consequéncia
/ fdm = sup{Ig(s) : 0 < s(z) < f(x)} =0.
E

Caso 2. f é mensuravel.

/Efdm:/Ef*dm—/Efdm:0—O:O

pois f* e f~ sdo nao negativas.

f) f € L(F) entao
/ fTdm < +o00
F

/ fdm < +o0.
F

Seja s uma fungdo mensuravel com 0 < s(x) < f(x) para todo = € R". Pelo item b) do

Teorema (1.11)

n n

Ig(s) = chm(E NE;) < Zczm(F NE;).

i=1 =1

Porém,
Zcim(F NE;) =1p(s) < / gdm < +o0.
i=1 F
Logo,
Ip(s) < / gdm.
F
Portanto,
/fdmg/gdm<—|—oo.
E F
Como consequéncia da equacao acima
/ frdm < +oo
E
e
/ frdm < +o0.
E

Logo f € L(F).

g) Considere os seguintes casos:

Caso 1. a > 0. Considere a funcdo: s.(z) = aKpg,(z), com E; = R". A fungio s,



¢ simples e 0 < s,(z) < f(x) para todo z € R", entao

In(s) < [E fdm.

Porém,

Ig(s,) =am(ENE)) =am(ENR") = am(E).

Assim,

am(E) < [E fdm.
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Como f(x) < b para todo = € R", entao, f é limitada no R™, em especial em £, Como

m(E) < +oo e f é mensuravel assim satisfazendo as hipoteses do item a) desse teorema

(ver equagao (3.14) vem que
/fdm < bm(F).

Caso 2: 0 < f—a < b—a. Pelo caso 1 temos
0< /(f—a)dm < (b—a)m(E)
E

Pelo Teorema (3.11) que sera provado mais adiante obtemos

/E(f—a)dm—/Efdm—/Eadm—/Efdm—am(E).

Usando as equagoes (3.17) e (3.18) obtemos

—a)dm = dm — E
o< [ (7= ayim = [ fdm—am()
que implica em
am(E)g/fdm.
E

Usando novamente as equagoes (3.17) e (3.18) obtemos

(b= aym(E) > /

E

—a)dm = dm — E
(7 = a)dm = [ fdm = am()
que implica em
bm(E)z/fdm.
E

Portanto,
am(E) < / fdm < bm(E).
E

(3.17)

(3.18)

h) Perceba que esse item é basicamente uma generalizac¢ao do item ¢) do mesmo teorema,
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porém com a hipotese adicional de que as integrais sejam finitas. Por hipotese

f(x) < g(x)

entao
Defina

Portanto, h é ndo negativa. f,g € L(FE) entao f e g sao mensuraveis e logo h é mensuravel.

Pelo item b) deste teorema,

og/Ehdm:/E(g—f)dm.

Pelo Teorema (3.11) que sera provado mais adiante obtemos

0< [ ta=pim= [ gim+ [ (pm

Pela equagao anterior e o item d) deste teorema

og/Egdm—/Efdm
/Efde/Egdm.

que implica

Teorema 3.6. Seja f mensurdvel no R™ e A € .

a) Seja f nao negativa no R™. Defina:
o) = | fim.
A
Entao, ¢ € o-aditiva em 9. b) Se f € L(R™) , defina:

o) = [ gam

Entao ¢ € o-aditiva em IN.



95

Demonstracao:

a) Temos que mostrar que se
o0
A= U A,
n=1

e A;NA; =0 para i # j, temos

p(A) =) w(An)

onde A, e M, n=1,23,..

Caso 1. f é uma funcao simples nao negativa, ou seja, para todo x € R" e ¢; > 0,
'
flo) =) cKg,(x)
i=1

que implica em
o) = | fim.
A

Pelo Teorema (3.4) do Teorema (3.5)

T o0 T

P(A) =I14(f) =Y em(ANE) =Y "> em(A,NE) = 1, (f).

i=1 n=1 i=1

Pelo Teorema (3.4)
p(A) = fdm =) o(A,).

Caso 2. Como f é uma funcao mensuravel e nao negativa no R", para toda fungao s

simples tal que 0 < s < f temos pelo Teorema (3.4)

/Asdm = I4(s) = Z]A"(S)'

Novamente pelo Teorema (3.4)

/sdm:i/ sdm < i/ fdm:igo(An).
A i=1 7 An i=1 Y An n=1

Pela equacao anterior obtemos que

Z p(An)
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é cota superior do conjunto Y, onde Y é definido como
Y :={ I4(s) | s é fungdo simples e 0 < s < f}.
Portanto,
>~ () 2 supLa(s) = [ fam = p(4),
n=1 A

onde a ultima igualdade é valida pois f é uma funcdo mensuravel e nao negativa no R".

Pela equacao anterior obtemos que

P(A) <> p(An) (3.19)

porém,

p(A) = /Afdm = sup [(s) = sup (Z cm(AN EZ)> = sup (Z Z cim(A, N EZ)>

i=1 n=1 i=1

e

o(A,) = /A fdm =sup I, (s) = sup (Z em(A, N El)> < sup (Z Z cm(A, N EZ)> ,

n=1 i=1

obtemos assim ¢(A) > p(A,). Se p(A,) = oo para algum n teremos que:

P(A) =00 = p(A,)
que implica .
P(A) = w(4,).

Se p(A,) < oo para todo n. Pelo teorema anterior para todo € > 0 nés podemos escolher

uma fun¢ao mensuravel s tal que 0 < s < f de forma que

/ sdm > fdm — €
By B

/ sdm > fdm —e.
Bo B

Assim,
(B1 U Bg) Z / sdm

B1UB>
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Pelo caso 1

(B1UBQ):/

sdm +/ sdm > o(By) + ¢(Bsy) — 2¢
B By

onde B e By sao subconjuntos disjuntos quaisquer de A. Como € > 0 é qualquer, temos
que:
©(B1U By) > ¢(B1) + ¢(Ba) (3.20)

em particular

(A1 U Az) > (A1) + o(Ay).

Hipo6tese de inducao: Para algum k., k > 2 temos que

para n + 1:

Portanto, para todo k

que implica

p(A) = (G An> > A, (3.21)

Pelas desigualdades (3.19) e (3.21) obtemos

p(A) = A,

Logo ¢ é o-aditiva em 9T se f é mensuravel e nao negativa no R".



98

b) Se f € L(R™), entao

:/Afdm:/Aﬁdm—/Af—dm.

Definimos
par) = [ frm
:/Af_dm
ean = | i
o
o= [ fam
Logo n

p(A) = (A7) — p(A7).
Como f* e f~ sao fun¢oes mensuraveis nao negativas no R" pelo item a) desse Teorema

temos que

p(A) = p(AY) - Zs@ (A)) - Zs@ = (p(Af) - Zs@

Corolario 3.1. Se Ae M. BC A, e m(A— B) =0, entao

/ fdm = / fdm
Demonstracao:

Usando P.6 do Apéndice A e que B C A obtemos A = BU (A — B). Aplicando o item
b) do Teorema (3.6) obtemos

/ fdm = ¢(A) = p(B) +p(A— B) = / fdm + fdm.
A B A-B

Por hipotese m(A — B) = 0, entao pelo item d) do Teorema (3.5)

/A Fdm = /B fdm.
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Esse corolario mostra que conjuntos de medida de Lebesgue nula sao ignorados na in-

tegracao. Isso motiva a seguinte definicao:

Definigcao 3.7. Indicamos f ~ g em E se o conjunto

{zeE|[f(z)#g(x)}

tem medida nula.

Teorema 3.7. A relacao ~ em E para conjuntos de M € uma relagao de equivaléncia,

ou seja, f~ f; f~qgimplica g~ f; f~gqgegqgn~h implica f ~ h. Além disso

/Afdm:/Agdm

para todo subconjunto mensurdvel A de E se f ~ g em E.

Nota. Se uma propriedade P é vélida para todo = € E— A, e se m(A) = 0, é costume
dizer que P é valida em quase todo x € E, ou que P vale quase em todo ponto de E. Se
f € L(E), esta claro que f(x) deve ser finita em "quase todo ponto" de E. Portanto na
maioria dos casos sem perda de qualquer generalidade nds iremos assumir que as fungoes

dadas devem ter valores finitos a principio.

Teorema 3.8. Se f € L(E), entao |f| € L(E) e

/ fdm' < [ Ifldm.
E E
Demonstracao:

Escrevemos = AU B, onde f(x) > 0em Ae f(x) <0em B. Como f € L(FE), entao f

¢ mensuravel e temos |f| mensuravel. Pelo item a) do Teorema (3.5)

[ Afiam = [ ifiam+ [ (flam = [ prims [ fim <.

Logo |f| € L(E), f < |f| e —f <|f]- Pelo item h) do Teorema (3.5)

/ fdm < / | f|dm.
E E
Pelo item d) do Teorema (3.5)

- [ ram = [ (=pam
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Usando o item h) do Teorema (3.5)

- /E fdm < /E fldm.
/ fdm' < [ Iflam.

Portanto,

Teorema 3.9. Suponhamos f mensurdvel em E, |f| < g, e g € L(FE). Entao f € L(F).

Demonstracao:
Por hipotese f é mensuravel, entdao f* e f~ sdo mensuraveis em FE pelo item c) do
Teorema (3.5). Como g € L(FE) entdo g ¢ mensuravel em E e podemos usar o item h)

do Teorema (3.5) pois f* e f~ sdo nao negativas e além disso f* <ge f~ < g, logo:

/f’“dmg/gdm<+oo
E E

/fdmg/gdm<+oo
E E
Portanto f € L£L(m).

Teorema 3.10. Teorema da Convergéncia Mondtona de Lebesgue
Suponhamos E € M. Seja {f,} uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal que para cada
reF

0 < fi(z) < fa(z) < ...

Seja f a func¢ao dada por
f(z) = lim f,(x)

n—oo

onde x € E. Entao,
/ fdm = lim [ f,dm.
E

n—oo E

Demonstracao:
Por hipotese, {f,} é uma sequéncia de fun¢des mensuraveis nao negativas em FE | usando

o item ¢) do Teorema (3.5) obtemos

/Efldmé/Edemg....
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Usando o fato de que toda sequéncia mono6tona de ntimeros reais é convergente se for
limitada?,

lim [ f,dm =« (3.22)

n—oo E

para algum «, podendo « ser +00 no caso da sequéncia nao ser limitada. Defina o conjunto

Y = {/ fndm, onde n = 1,2,...}.
E

Entao, a é o supremo do conjunto Y. Além disso, para todo = € E e para todo n,

Y como segue,

0 < fulz) < f(2).

Pelo item ¢) do Teorema (3.5) obtemos

/E fudim < /E fdm.

Logo, fE fdm é cota superior do conjunto Y, e assim,

/ fdm > a. (3.23)
E

Escolha ¢ tal que 0 < ¢ < 1, e seja s uma funcao mensuravel tal que 0 < s < f. Defina,
paran=1,2, ...,

E,={ x| fulz) = cs(x)}.

Entao, F1 C Ey C ..., pois fi(x) < fo(x) < ... . Além disso, E, é mensuravel, para
n qualquer, n = 1,2, ... , pois c¢s(x) é um namero real e s é mensuravel. Considere o
conjunto

oo
U En
n=1
Este conjunto é o proprio E. De fato, dado = € E, se f(z) = 0 temos que = € E,,, para

todo n, e
fa(x) =0
Se f(z) > 0, entao
cs(x) < f(x),
e existe ng tal que

fro > cs(z).

2Para demonstragao ver referéncia [5]
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Logo, x € E,,, e portanto pertence a uniao dos F,. Esse ng existe, pois

Sup{fl(l‘)7 f?(x)v } = nlggo fn(x) = f(ZE)

Assim, basta aplicar o item b) da Proposig¢ao (B.1) do Apéndice B. Para n qualquer,

a > / fndm = fndm+/ fndm > fndm > c/ sdm
E, n

onde D = F — F,. Pois, E, C E e f é nao negativa e mensuravel, podendo assim aplicar

o Teorema (3.6). Usando os Teoremas (3.6) ¢ (1.4),

lim sdm = sdm.
n—oo E, E

aZc/sdm

E

az/sdm.
E

a</sdm.

E

/sdm#(),
E

existe c real tal que a < cfE sdm < fE sdm, com 0 < ¢ < 1. Uma contradicao. No caso

/Sdm:O,

E

aZc/sdm:/sdm
E E

e, portanto provamos o resultado. Por consequéncia,

Logo,
que implica

De fato, suponha, por absurdo, que

Entao, a # +o0o. Além disso, se

em que

temos

az/sdm. (3.24)
E

Pelas equagoes (3.22), (3.23) e (3.24) obtemos

lim fndm:/fdm.
E

n—oo
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Teorema 3.11. Suponhamos f = f1 + fa, onde f1, fo € L(E). Entao f € L(E), e

/Efdm:/Eflder/Edem.

Caso 1. Se f1, f» sao fungoes caracteristicas. Sejam

Demonstracao:
fl = KA1

Ja = Ka,.
Fazendo a soma destas fungoes, obtemos a seguinte fungao simples:
Jitfo=Ka + Kay = Ka,a, + Kajna, + Ka,—a,
e, portanto,
[E(fl + fo)dm =m((A; — A2) N E) +2m((A1NA) NE)+m((Ay — A) N E).

Usando o fato de m ser g-aditiva,

l/m+hMm=mmﬁ@mmm%mm=/QMm+/ﬁml

Caso 2. Se f1, f2 sao funcoes simples, ou seja,

n

filw) =Y 0 ()

=1

Fa@) = by, (1)

onde {A;} e {B;} sdo parti¢oes do R™. Todas as funcoes simples podem ser escritas dessa

forma, o que foi provado no Teorema (3.2). Fazendo a soma das fungbes simples f; e

2,
fi+ fo= Z Z(ai +b;) Ka,nB;-

i=1 j=1
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Logo,
i=1 j=1
Porém,
fi=a; Ky,

que implica

/ fidm = z”: a;m(A;NE) = z”: am((A;NX)NE) = zn:aim <<AZ N <O Bj)> N E) .

Por ser m o-aditiva, ela em especial é aditiva, logo

m

/Efldm - ia > m((A:n By N E) (3.26)

Usando um raciocinio semelhante para a outra fun¢ao obtemos

Novamente, por ser m o-aditiva, ela em especial é aditiva, logo

/ fadm = ibﬂ' im((Ai NB;)NE). (3.27)

Pelas equagoes (3.25),(3.26) e (3.27) obtemos

[+ pyim = [ fdms [ pam.

Caso 3. Se f, g sdo fungdes mensuraveis nao negativas. Tomemos sequéncias {f,} e {g,}
de fungoes mensuraveis simples, com 0 < f, < f,:1;0 < g, < gny1 € fu — fo90 — 9.
O que é possivel pelo Teorema 3.3. Pelo Teorema da Convergéncia Mondétona de

Lebesgue obtemos

lim fndm:/fdm (3.28)
e
lim gndm:/gdm. (3.29)

Porém, pelo caso 2, obtemos

/E (fo + gn)dm = /E fadm + /E gndm. (3.30)
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Pelas equagoes (3.28),(3.29) e (3.30) obtemos

n—oo

lim (fn+gn)dm:/fdm—|—/gdm.
E E E

Aplicando novamente o Teorema da Convergéncia Moné6tona de Lebesgue

tim [ (fu+ ga)dm / (f + g)dm.
E FE

n—oo

[t adm= [ gam s [ gim

Caso 4. Se f, g sao mensuraveis; f > 0 e g < 0. Sejam

Portanto,

Ey={x]|f(z)+g(z) >0}

E.={ x| f(z) +g(x) < 0}.
Entao,

/E<f+g)dm=/E(f—i—g)erm—/E(vag)dm.

Pelo Teorema (3.6)

/E (Fto)ydm= [ (f+g)dm+ / (f+g)dm= [ (f+g) dm.

E+ - E+

Note que (f + g)* € a func¢ao nula sobre E~ e sobre E™ as fungdes f + g e —g sdao nao

negativas. Assim, pelo caso 3,

/E+fdm:/E+(f+g)+(—g)dm:/E+(f_|_g)dm+/E+<_g)dm.

Pelo item d) do Teorema (3.5)

E+fdm=/E+(f+g)dm—/E+gdm

que implica em

/E+(f+g)dm= 5 fdm+/E+gdm.

Além disso, por ser f + g nao negativa podemos utilizar novamente o caso 3,

(f + g)dm =/

Ey

/E+(f +g)Tdm = fdm + /E+ gdm.

E+
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Note que (f 4+ g)~ é a fungao nula sobre E*. Portanto,

(f+g)dm —I—/ (f+g) dm= (f+g) dm.

Ey E_

[E(f +9) dm =

By

Sobre E_ as fungoes —(f 4 ¢) e f s@o funcoes nao negativas. Entdo, pelo caso 3

/ (—g)dm :/E —(f+g)+ fdm = /E —(f +g)dm + fdm.

_ _ E_

Pelo item d) do Teorema (3.5) e manipulando a equacao anterior,

/ —(f+g)dm=—/Efdm+/E(—g)dm:—/Efdm—/Egdm.

Por ser (f + g) nao positiva em E_ obtemos

/ (f+g) dm=

_ E_

—(f +g)dm = —/ fdm — gdm. (3.31)
- jol
Portanto, utilizando as equagoes (3.28) e (3.29),

/(f+g)dm:/ (f+g9)Tdm— [ (f+g) dm = fdm+/ gdm+ fdm+/ gdm.
E By By B

E_ Ey _

Entao, pelo Teorema (3.6) aplicado na equagao anterior,

[t aydm= [ gam s [ gim

Caso 5. Sejam f, g fungbes mensuraveis. Definimos
E - E++ U E+7 U E7+ U E,,
onde
Eop={a| f(z)=0eg(x)> 0},
Ei_o={z|f(x)=0eg(z) <0},
By ={x| f(z)<0eg(x)> 0},
E _={z] f(x)<0eg(x)<0}.

Aplicando o Teorema (3.6),

[ 1+ gy = /E++(f+g)dm+[E+_(f+g)dm+/E_+(f+g)dm+/ (f + g)dm.
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Pelo caso 3,

/E++(f+9)dm = /E++ fdm + /E++ gdm. (3.32)

/ (f +g)dm = fdm + / gdm. (3.33)
By fon o

Pelo caso 4,

Porém f 4+ g = g + f, entao, novamente pelo caso 4,
/ (f +g)dm = fdm + / gdm. (3.34)
E_y E_y E_y

Pelo caso 3,

/__ —(f +g)dm = /__(_f)dm+/__(—g)dm,

Aplicando o item d) do Teorema (3.5),

[ Graim== [ gim- [ gam

que implica

/__(f+g)dm:/__ fdm+/__ gdm. (3.35)

Pelo Teorema (3.6) e equagoes (3.32),(3.33),(3.34) e (3.35) obtemos

/E(f+g)dm=/Efdm+/Egdm.

Por hipotese f = fi + fo, onde fi, fo € L(E). Basta considerarmos como no caso 5,

/ fdm = / fidm +/ fadm
E E E
isso por sua vez, implica em

/Efdm:/Efldm—i-/Efgdm<+oo

pois fi, fo € L(E), portanto f € L(E). O

fi=f, fo = g e obtemos

Teorema 3.12. Suponhamos E € M. Se {f,} € uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis

nao negativas, e para todo v € K

Fa) =3 fula).
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Entao .
fdm = / fndm
Demonstracgao:
Por hipotese,
N
f(z) = lim Zl fal®). (3.36)
Definimos a funcao
N
Fy(z) =Y fal@)
n=1
Entao, reescrevemos a funcao f como
f(z) = A}im Fy(z). (3.37)
Definimos a funcao F : R? — R como
F(y7 Z) =Yy +z,

onde y e z sao reais quaisquer, logo F' é continua. Perceba que

Fi(z) = fi(z)

Fj+1 = F(Fj($)> fjJrl(x))’

para todo j,j7 = 2,3, ... . Como {f,} é uma sequéncia de fungées mensuraveis temos que
F; & mensuravel e pelo uso do Teorema (2.4) obtemos que F3 é mensuravel. Suponha,
por hipotese de indugao que para algum 7,7 < 2 temos que [ é mensurdvel. Para o caso
j + 1 usando a hipdtese de inducdo e o Teorema (2.4) obtemos que F)j;; é mensuravel.
Portanto {F,,} é uma sequéncia de fungbes mensuraveis. Pelo fato de f ser o limite da
sequéncia de fung¢oes mensuraveis {Fy}, temos que essa sequéncia é convergente, entao
pelo Corolario (2.3), obtemos que f é mensuravel. A sequéncia de fung¢oes {f,} é uma

sequéncia de fun¢des mensurdveis nao negativas, entao para todo x € £

Fyii(z) > Fy(z)

Assim, {Fy} é uma sequéncia monotona crescente de fungoes mensuraveis nao negativas,

pelas equagoes (3.36) e (3.37) e usando o Teorema da Convergéncia Mono6tona de
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Lebesgue obtemos

/Efdm:]g%o EFNdm:A}l_rgo/E;fndm.
Pelo Teorema (3.11),
N N 0
]\}EI;O/E;fndm—Nh_rgo;/Efndm—;/Efndm.

Teorema 3.13. Teorema de Fatou
Suponhamos E € M. Se {f,} € uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis nao negativas e

f(z) = lim inf f,(x)

N—oo {n>N}

para todo x € E, entao,
dm < lim inf / ().
[ gam < pim_int [ 1o

Demonstracao:

Definimos
gu(x) = inf fic(a).

K>n
Como {f,} é uma sequéncia de fun¢does mensuraveis, entdo pelo item b) do Teorema
(2.3) obtemos que, {g,} é uma sequéncia de fun¢oes mensuraveis em FE. Por ser {f,}

uma sequéncia de funcoes nao negativas, temos que para todo x € F,

0<gi(x) < go(2) < gs(x) < ... (3.38)

Porém, para todo =z € F,

fo(z) > inf fr(z) = gn(x).

- {K2n}

Assim, temos que para todo = € F,

gn(z) < fr(x). (3.39)

Por consequéncia da definicao de f,

lim g,(z) = f(x).

n—oo
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Pelo Teorema da Convergéncia Mon6tona de Lebesgue temos que

lim gndm:/fdm. (3.40)
E B

n—oo

Pelas relagoes (3.38), (3.39) e o item ¢) do Teorema (3.5) obtemos

/Egnde/Efndm- (3.41)

Entao, para todo N € N, onde N = {1,2,3,...} é verdade que

inf gndm < inf / fndm.
E

{n=N} JE {n=N}
Logo,
lim inf /gndm§ lim inf /fndm (3.42)
N—oo {n>N} Jp N—oo{n>N} Jp

Pela equagao (3.38) e pelo item c) do Teorema (3.5), temos que para todo n,n = 1,2, ...

inf ndm:/ dm.
{nZN}/Eg EQN

Portanto,
Jvlgnoo {;g}fv} [E gndm = A}l_I)I(lX) EgNdm. (3.43)
Pelas equagoes (3.40),(3.42) e (3.43) provamos o teorema. O

Teorema 3.14. Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
Suponhamos E € M. Seja {f.} uma sequéncia de fungdes mensurdveis tal que para todo

rel

lim f,(z) = f(x). (3.44)

n—oo

Se existe uma fungao g € L(E), tal que para x € E en=1,2,3, ...

| fu(@)] < g(2), (3.45)

entao

lim fndm:/fdm.
E E

Demonstracao:

Pelo Teorema (3.9) temos que f, € L(E) para todo n e pelo fato da sequéncia {f,}
ser convergente temos pelo Corolario (2.3) que f € L(E), pois f(x) < g(z) para todo
x € E. De fato, suponha que f(x) > g(z) para algum x € F, entao pela equagao (3.44)
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existe ng tal que para todo n > ny temos

[f(z) = fulz)| <e

Tomemos € = f(x) — g(x), portanto

f(@) = fulz) < f(z) — g(z)
que implica
ful@) > g(2).

Pela equacao (3.45) obtemos g(x) > 0, por consequéncia
falz) >0
que implica

[fu(@)| = fulz) > g(2),

o que contradiz a hipoOtese presente na equagdo (3.45). Logo, f(x) < g(x) para todo
r € E. Considere a sequéncia {f, + ¢g,}, que é uma sequéncia de fungoes mensuraveis
nao negativas que converge para f + g pontualmente. Pela demonstracao do Corolario

(2.3) obtemos que

liminf (f, +g)(z) = lim (f +g)(z) = (f + g)(2).

n—N {n>N}

Pelo Teorema de Fatou,

/E(f+g)dm < lim inf /E(fn—l—g)dm. (3.46)

n—N {n>N}

Aplicando o Teorema (3.11) na equacao anterior, obtemos

fdm < lim inf fndm.
5 n-N {n>N} J
Considere a sequéncia {g— f, }, que é uma sequéncia de fun¢oes mensuréaveis nao negativas

que converge pontualmente para f + g. Pela prova do Corolario (2.3) obtemos que

lim inf (g — fu)dm = /E (6 1)) = (g - f)(z).

Novamente pelo Teorema de Fatou,

—/ fdm < lim inf (—/ fndm>,
E n—o0 {n=N} E
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que implica

/fdmz lim inf . (3.47)
E

/E fndm

quando n — 0o, obtemos pelas equagoes (3.46) e (3.47)

Pela existéncia do limite da integral

lim fndm:/fdm.

Corolario 3.2. Se m(E) < 400, {f.} € uma sequéncia de fungoes mensurdveis unifor-
memente limitada e f,(x) — f(x) em E, entdo:

lim fndm:/fdm.
E E

n—oo

Demonstracao:
Como a sequéncia {f,} é uniformemente limitada, logo para todo n e para todo x € E

existe M real, tal que,
|[fu(z)| < M.

Definamos g como a fungao constante M, temos pelo Lema (2.2.) que g é mensuravel.

Pelo item b) do Teorema (3.5) obtemos
/ gdm = Mm(FE) < +oo.
E

Portanto, g € L(E). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

provamos o teorema. ]
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3.2 Comparacao da Integral de Riemann com a Integral
de Lebesgue

O proximo teorema ird mostrar que toda funcao que é integravel no sentido de Rie-
mann é também integravel no sentido de Lebesgue e que fungoes integraveis no sentido de
Riemann sao sujeitas a condi¢oes mais fortes de continuidade (o que sera melhor explicado
no item b) do proximo teorema). A teoria de Lebesgue nos permite integrar uma classe
muito maior de funcoes e muitas operacoes com limites podem ser realizadas.

Uma das dificuldades que é encontrada na teoria da integragao de Riemann é que o
limite de fungoes integraveis no sentido de Riemann (ou sempre de fungdes continuas)
podem nao ser integravel no sentido de Riemann. Essa dificuldade é agora eliminada pois
limite de fun¢Oes mensuraveis sao sempre mensuraveis.

Seja I = [a,b] C R, e M a familia dos conjuntos m-mensuraveis de [a, b]. Denotemos por

/abfdx

a Integral de Lebesgue de f sobre [a,b] e indiquemos por

%/abfd:v

a Integral de Riemann de f sobre [a, b].

Se f é integravel em I no sentido de Riemann, indicaremos f € R(]).

Definicao 3.8. Seja [a,b] um itervalo real. Por uma particao P, de [a,b] nds definimos

o conjunto finito de pontos xg, x1, ..., x,, onde
a=20< 21 <..<z1<x,=0

Nos escrevemos Ax; = x; — x,_1, para i =1,2,..n.

Teorema 3.15. Seja I = [a, b)) CRe f: ] —R.
a) Se f € R(I) e f € limitada. Entao f € L(I) e

/abfdx:%/abfda:

b) Suponhamos f limitada em I. Entao f € R(I) se, e somente se, f é continua em

quase todo ponto de I.
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Demonstracao:

a) Seja P; uma particao de [a, b] em um conjunto finito de pontos zo;, z1;, ..., x;, onde:
a4 = Toj S T S e Lj—1j S Xj; = b
noés escrevemos para ¢ =1,....J
A.Tij = T — Ti—1j
Como f é limitada por hipotese definimos

Mj(z) = sup  fi(x)

{mi—lj <$§:177;j}

onde x € (z,_15, 5] e M;(a) = f(a)

Li(z) = inf fi(z)

{ﬁiflj <x§xij}

onde x € (z;_15, 2] e Lj(a) = f(a). Esta claro que:
Ly(2) < f(z) < My(2). (3.43)

para todo x € [a,b] e para todo j. Seja Pj4; um "refinamento"da particao P;, ou seja Pj4

é uma particdo de [a,b] em um conjunto finito de pontos: wo;, z1j, ..., Zj;, Tj41j41 onde
a=oj41 < Trjp1 < o STy S T4 =0

tal que
{zoj, w1, - g5, 25} C {Zoje1, Trjats s Tjj1s Tjpaj }-

Pj i ¢ um "refinamento"da partigao Pjy; e assim sucessivamente.

Entao para todo = € [a,b], M,(z) > M,1(z) e L,(x) < Lyii(z), pois My(x) é o
supremo no intervalo J e M, 1(z) é o supremo no intervalo I, I C J. De forma similar

L,(x) é o infimo no intervalo J e L, 1(z) é o infimo no intervalo 7,1 C J. Seja:

M(x) = nh_% M, (x) (3.49)
L(z) = lim L,(x) (3.50)

n—o0o
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desde que Az;; — 0. Pelo fato de M, e L,, serem funcoes simples,

b n b
M, (x)dm(z) = ZMn(x)m((xi,ln,xm]) = ER/ M, (x)dm(x)
a i=1 a
e
b n b
/ L,(z)dm(z) = ZLn(x)m((xi_ln,xm]) = i)‘{/ L, (z)dm(z).
a i=1 a
Como f é limitada existe K > 0 tal que, —K < f(z) < K para todo x € [a,b], por
consequéncia
—-K < sup flz) < K
{zi—1j<x<zi;}
e

—-K < inf flz) < K.

- {mi,1j<x§x¢j}
Logo, para todo z € [a, b]
|L,(z)| < K (3.51)

|M,(z)| < K. (3.52)

A fungao constante K em [a, b] é integravel em [a, b] no sentido de Lebesgue. As sequéncias
{M,} e {L,} sao sequéncias de fun¢oes simples, onde os conjuntos E;, que sao definidos da
mesma forma que no Teorema (3.2), sao respectivamente os intervalos {z;_1; < = < z;;},
que sdo conjuntos mensuraveis por serem intervalos. Aplicando o Teorema (3.2) obtemos

que as sequéncias {M,} e {L,} sdo sequéncias de fun¢oes mensuraveis. Portanto,

nh—{go M, (z) = M(x) (3.53)
nh—>nolo L,(x) = L(z). (3.54)

Definimos g(x) = K para todo x € [a, b, g por consequéncia é a fungao constante K que
¢ integravel no sentido de Lebesgue. Pelas relagbes (3.51),(3.52),(3.53) e (3.54) e pelo
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos que

b n b b
SR/ f(zx)dx = JL%ZMTL@)AIU = lim [ M,(x)dm(x) :/ lim M, (z)dm(x),

n—oo a n—oo
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que implica em ) .
9%/ f(z)dx = / M (z)dm(x) (3.55)

Novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos

n—oo

b n b b
%/a f(x)dx = JLIEO;LH(x)AxU = lim ’ L,(x)dm(x) :/a lim L, (z)dm(x),

que implica em . .
9‘{/ f(x)dx:/ L(z)dm(x). (3.56)

Obtemos assim trés consequéncias:

b b
nhir& M, (z)dm(x) = / M (z)dm(z), (3.57)
tim [ L (@)dm(r) = / L(x)dm(z), (3.58)
¢ b
/ (M(x) — L(x))dm(z) = 0.
Como
L) = Jim Lo(2) < 10

M(z) = lim M,(z) > f(z),

temos que M(z) — L(x) > 0 para todo x € [a, b], entdo para quase todo = € [a, D]

M(z) = L(z) = f(x) (3.59)

Seja
E ={x € [a,b]; L(z) # M(z)}.

Sabemos que m(FE) = 0 e além disso quando = € [a,b] e x ¢ E temos f(x) = L(z) = M(z).

Entao f é mensuravel, de fato, para todo ¢ € R,
{eefab)| f@)<c={zeB| f@)<chU{zeEnlabl| f(x)<c},
que implica

{zeab]]| flz)<cy={zcE| flx)<ctu{zecE°NIa,b] | L(z) <c}.
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Na ultima igualdade o conjunto { z € E | f(x) < ¢} é mensuréavel pois £ é mensuravel e
o conjunto { x € E°NJa,b] | L(x) < ¢} é mensuravel pois EC N [a,b] = [a,b] — £, porém
[a,b] e E sdao mensuraveis. Como f é mensuravel, limitada e m([a,b]) < 4+o00 temos pelo
item a) do Teorema (3.5) que f € L(F) em [a,b]. Além disto, f(x) = L(x) quase
sempre e pela equacao (3.56) obtemos
b b b
/ f(z)dm(z) = / L(z)dm(x) = R/ f(z)dm(z).
b) Por hipotese f é limitada. Suponhamos primeiramente que f € R([), entdo podemos
utilizar todos os resultados obtidos na demonstragao do item a), vamos também utilizar
definigbes introduzidas no item a) como as fun¢oes M(x) e L(z). Um dos resultados
obtidos no item a) é que M(z) = L(x) em quase todo x € I. Vamos mostrar que f é
continua em [ — A, onde M (z) = L(x) para todo x € [ — A, A C I em(A) =0. O que
equivale a mostrar que f é continua em quase todo ponto de I. Para f ser continua em
I — A temos que mostrar que para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo k > 9,k € N
temos que
|z —a| <k
implica em
[f(z) = fla)] <€
para todo x € I — A. Dado € > 0, pelas equagoes (3.49) e (3.50) existe ky € N tal que

para todo k£ > kg temos
€
M) = My(a)] < §

(@) - Lu(@)| < 5

que implicam pelo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz® em

[Mi(z) = Li(z)| < [My(x) = M(2)| + [M(z) — My(2)]
< [Mi(z) = M(2)| + [M(z) — L(z)| + [ L(z) — M ()]
< M) - L@)|+ 5

Pelo uso de que M (z) = L(x) para todo z € I — A obtemos

| M. (2) — Li(z)] <

N

3Para mais detalhes ver Apéndice B



118

Como z € Az, para algum i, considere y € Ax;, com y # x, entao pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz

[f (@) = ()l < |f(2) = Li(x)] + [ Li(z) = f(y)]-
Logo,
[f (@) = f()l < [f(2) = L(x)[ + [ f(y) = Le(y)]-
Pela desigualdade acima e pela relagio (3.48) obtemos
[f(@) = f(y)] < f(z) — Li(z) + f(y) — Le(y)-
Pela equago (3.48)

[f(x) = fy)l < f(2) = Le(z) + f(y) — Li(y) < Myp(2) — Li(x) + Mi(y) — Li(y) <€

Suponhamos f € R em [a,b] entdo procedendo de forma similar a do item a) desse
Teorema obtemos a equagao (3.59). Pelo resultado que acabamos de mostrar temos que

f € continua quase sempre em [a, b]. Suponhamos f continua quase sempre em [a, b] entao

quase sempre, € teremos

b b
/L(x)dm(x):/ M (z)dm(x) (3.60)

quase sempre, e dado € > 0 pelas equagoes (3.57) e (3.58) obtemos que existe kg tal que
para todo k > kg temos

<

[ twyine) ~ [ gy

DO ™

<

/a bL(x)dm(x) - / b Li(2)dm(z)

Usando algumas vezes a desigualdade de Cauchy-Schwarz e aplicando a equacao (3.60)

€
5
obtemos ,
a

/ eyim(e) — [ La@an(e)

< €,

que implica
b
a

/aka(x)dm(x) —/ Li(z)dm(z) < €.
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Portanto, pela Proposig¢ao (B.3) do Apéndice B concluimos a demonstracao. O

Exemplo 3.4 A funcao caracteristica dos racionais

1 ,sexzeQ
K = 3.61
o() {07%$¢Q (3.61)

nao é integravel em [0, 1] no sentido de Riemann. De fato, para toda partigao P, de [0, 1]

- 1 ,sec € ara todo 1,
Z fle)Az; = or (3.62)
i—1 0 ,sec; ¢ Q para todo i,

onde Ax; = x; — xr;_1 € X9, 21, ..., T, $a0 08 pontos da particao P,. Logo,

maxAz; —0, n—oo

nao existe. Pois por menor que seja os intervalos sempre teremos niimeros racionais e
irracionais, assim sempre teremos que (3.62) é verdadeira. Portanto, f nao é integravel

em [0, 1] no sentido de Riemann.

Observagao. Pelos exemplos (3.3) e (3.4) obtemos um exemplo de fun¢ao que pos-
sue Integral de Lebesgue porém nao possue Integral de Riemann. Portanto, pelo item a)
do Teorema (3.15) concluimos que a Integral de Lebesgue é mais geral que a Integral

propria de Riemann.

Exemplo 3.5 Definimos f, : [0,1] — {0, 1} como se segue,

1 ,sexe{l,...,%
falz) = , (3.63)
0 , nos demais casos.
Definimos f : [0,1] — {0, 1} como se segue,
1 ,sexefl,... Lt .. 0}
fe) = . (3.6
0 , nos demais casos.

Entao f, — f quando n tende ao infinito. Para todo n temos que f, é integravel no
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sentido de Riemann, porém

maxAx; —0, n—oo

lim z”: fle)Ax;
i=1

nao existe. Pois por menor que seja o intervalo Ax; sempre podemos tomar n suficiente-
mente grande tal que % € Axy e assim o somatorio sempre vai depender da escolha dos

pontos c;.

Exemplo 3.6 Um exemplo de aplicacao do Teorema da Convergéncia Mondtona

de Lebesgue. Vamos mostrar que

De fato, usando que

é suficiente mostrar que

[laa il
o 1+22° 3 5 7T

De fato, para 0 < t < 1 temos

1 iﬁ =(1-24+t—t0+.) = f;(l — )",
Definimos,
) = 301 - )6,
=0
Entao,
0< fi(z) < folz) <
Definimos,
F(6) = lm (0
Logo,
f) = 1
1+¢2

Temos, pelo Teorema da Convergéncia Monétona de Lebesgue, que
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Mg

1
1
dt =
/01+t2

o8} 1 1
/ ) dt = Z ( / 4 dqt — / $4i+2 dt>
00 i=0 /0 0

4z+1 1 t4i+3‘1
4z+1 0 49+ 3 0

_1 1+1 1+
4z+1 4z+3 3 5 7

Exemplo 3.7 Agora iremos generalizar o exemplo anterior. Sejam p, g > 0, temos

[

M8

=0

WE

I§
o

7

/1 R Lt .
o 1+t p p+tq p+2¢ p+3q

De fato, para 0 <t < 1 temos

115:__; =1 -+ -3 ) = i(l — ()12,
=0
Definimos, )
fa(t) = Z(l )12,
=0
Entao,
0< fi(t) < folt) <
Definamos,
ft) = lim fu(2)
Logo, .
F() = (1 —toyr e,
n=0

Temos, pelo Teorema da Convergéncia Mon6tona de Lebesgue, que
1 p—1
P
dt = 9 gy
= z /

1
; 0 0

=0
1 p—1+2ig+1 b 1
p + 2iq o p+(2i+1)g

=14 (2i+1)g+1

Il
[

)
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- 1 1 1 1 1
— — : =-- + —~ +
;;(p+%q p+(%+1m> p ptqa p+2¢ p+3q

Exemplo 3.8 Agora um exemplo de aplicacao do Teorema da Convergéncia Domi-

nada de Lebesgue.

. Lt sen t
lim _ =
n—oo [o 1+ n2t?

De fato, seja
nt sen t

=1

Definimos,

f(t) = lim f,(t).

n—oo

Porém, para todo t € [0, 1] temos

lim f,(t) =0

n—oo

Definamos x = nt, fazendo a substituicao de variavel

nt sen t| xsen%
1+n22| | 14 a2
Porém,
T sen - < 1 B ||
T+a2 |~ [14+22]  [1+22 —

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

lim ”t‘se”tdt /fdt_()

n—oo J n2t2
Exemplo 3.9 Generalizando o exemplo anterior, tomemos « > 1. Entao,

1
t t
lim [ 25t g
n—oo Jq 1+ (nt)a

De fato, seja

nt sen t
)= —"""
ug 1+ (nt)«
Definimos,
F(t) = T £, (0)
Porém, para todo t € [0, 1] temos
lim f,(t) = 0.

n—oo
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Definimos z = nt, fazendo a substituicao de variavel

nt sent | |x sen %
1+ (nt)® 1+ x@
Porém,
x sen £ 1 i
1+a° T+a2| |14z —

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

Yt sen t
li dt = dt = 0.
nggo 0 1+ ’n,2t2 / f
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Conclusao

Com este trabalho aprendi muito, esse aprendizado nao se restringe apenas a Integral
de Lebesgue incluindo também um melhor dominio sobre as ferramentas utilizadas na
elaboracao do trabalho e nocoes basicas sobre outros assuntos que se relacionam com ele.

O desenvolvimento da teoria me mostrou como uma demonstracao iniciada por casos
particulares pode ser 1til, pois facilita o uso da intuicao além de ser muito conveniente
quando lidamos com defini¢coes que se baseiam em casos particulares.

A teoria propriamente dita por sua vez me mostrou como um mesmo assunto pode ter
abordagens tao diferentes e como a matemaética esta interligada, através de uma constru-
¢ao totalmente diferente da Integral propria de Riemann construimos uma Integral que
nao so é coerente com ela como a generaliza.

Concluo que apesar de aprender bastante esse trabalho me mostrou o quanto eu ainda
tenho para aprender para dominar um assunto tao profundo e importante como a Integral

de Lebesgue.
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APENDICE A - Niumeros reais extendidos e

propriedades de conjuntos

Neste apéndice reunimos algumas propriedades bésicas de conjuntos. Sejam A e B

conjuntos de um universo U. Definamos
A-—B={xe€ Aeux ¢ B}.

Proposicao A.1. Sejam A, B, T, Ay, A, ... conjuntos de um universo U. Entao,

P.1
A—(A-—B)=AnNB.
P.2 N N
(A =4 - A - 4,).
n=1 n=1
P.3
A—-B=ANB".
P.j
(AUB)Y = AN BC.
P.5
(AUB)NT = (ANT)U(BNT).
P.6

AUB=(A-B)U(ANB)U(B—A).
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P.7
A= (ANB)U(A - B).
P.8
(A® =B =B - A.
P.9

(AN B)Y = A° U BC.

Definicao A.1. O sistema extendido dos nimeros reais consiste do sistema dos niumeros
reais com dois simbolos, +00 e —o0, unidos de forma a possuir as sequintes propriedades:

a) Se x € real, entao —o0 < x < 400, €
r+o00=400, T—00=-00, —=— =0.

b) Se x > 0, entao

c) Se x <0, entao
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APENDICE B - Definicées e resultados

auxtliares

Definicao B.1. Seja A um conjunto de nimeros reais. O maior elemento de A, quando

existe, € chamado de mdzrimo de A.

Definicao B.2. Seja A um conjunto de nimeros reais. Dizemos que um nimero real m
€ cota superior de A, se m for o mdximo de A ou se m for estritamente maior que todo

nimero de A.

Definicao B.3. Seja A um conjunto de nimeros reais. Dizemos que um nidmero real m

€ o supremo de A, se m for a menor das cotas superiores de A.

Proposicao B.1. Seja A um conjunto de nimeros reais. Se o mdzrimo de A existe entdo

necessariamente ele coincide com o supremo de A.
Proposicao B.2. Sejam a e b numeros reais quaisquer, entao
la + 0| < |a| + [b].
Essa desigualdade também é conhecida pelo nome de desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposi¢ao B.3. Seja X C R, X # 0. Um elemento a € R é supremo de X se, e

somente se,

a) = <a, para todo x € X.

b) Dado € > 0, existe x € X tal que a — € < .
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Proposicao B.4. Seja X C R, X # (). Um elemento b € R € infimo de X se, e somente

se,

a) b <z, para todo x € X.
b) Dado € > 0, eziste x € X tal que x < b+ e.

Proposicao B.5. Seja I = [a,b], f uma fungao limitada. Entao f € R se, e somente se
para todo € > 0 existe uma particao P, tal que
b b
/ My(2)dm(z) — / Ly(z)dm(z) < ¢
Demonstracao:

Ver referéncia [1].



