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Introducao

Durante o curso de Calculo, vimos muito pouco sobre Equacoes Diferenciais Or-

dinarias e muito menos se falou em existéncia e unicidade de solucoes.

Serd que em uma Equacao diferencial Ordindria (EDO) 1* Ordem eziste solu¢ao?

Se ewistir, serd que ela € tinica?

Veremos no trabalho que uma EDO terd uma familia de solugoes e mostraremos
que para uma EDO com Problema de Valor Inicial (PVI), existird uma, e somente uma
solucao.

O primeiro capitulo aborda alguns tipos de equagoes e métodos para encontrar as
solucoes. O segundo capitulo contém algumas defini¢oes e teoremas sobre espacos norma-
dos que servirao para demonstracao do Teorema de Existéncia e Unicidade de solucoes

para PVI no terceiro capitulo.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias

(EDO) de 1 Ordem

Em matematica, uma equacao diferencial é uma equacgao cuja inconigta ¢ uma funcao
que aparece na equacao em forma de suas derivadas. Ela é dita ordinaria, pois as funcoes
sao apenas de uma variavel. Essas equacoes sao muito estudadas em Fisica, Matematica
pura e Aplicada. As EDO’S tém propriedades intrisecas bem interessantes, como se as
solucoes existem ou nao, e se existir, se ela é unica.

Essa primeira parte do trabalho, apresentara alguns tipos de equacoes diferenciais

ordinarias e métodos para encontrar as solucgoes.

1.1 EDO de 12 Ordem

Uma EDO de 1* ordem é uma equacao do tipo

dy

T =[(@.y) (ouy' = f(z.y)).



CAPITULO 1. EQUAQOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS (EDO) DE 1* ORDEMG

onde f(z,y) é uma func¢ao definida em um aberto 2 do R?. Uma fungao y = y(z) definida
em um intervalo aberto I é uma solucao dessa equacgao se, para todo = € I, temos
y'(z) = f(z,y()).

Exemplo 1: A fungio y(z) = e

zk

, v,k € R, & uma solucao da equacao diferencial

Y = kakly
De fato, veja que neste exemplo f(z,y) = kx¥~ly e que Q = R% Vamos verificar se

y'(z) = f(z,y(z)). De fato, y/(x) = kaF~te®" = ka*~'y, V x € R. Portanto, y(z) = e ¢

uma solucdo da equacdo y' = kz*~ly.

Exemplo 2: Vamos determinar todas as solugoes (ou seja, a solucao geral) de y = y(x)

da equacao

dy

=2+ (1.1)

Suponha que y seja solu¢ao da equagao (1.1). Entdo integrando em ambos os lados

(ou seja, considerando as primitivas em ambos os lados), temos:

/dy dx—/?:z:—Hr) dx,

ou seja,

y(z) = 2* + mx + k, k constante.

Isto mostra que se y é solucao da equacao (1.1), entdo y(z) = 2?> +7x + k, k € R.
Por outro lado, note que qualquer funciao da forma y(z) = 2? + 7z + k é solugao da

equagao(1.1). Veja a seguir o grafico com a solugao geral onde k é uma constante.
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No exemplo acima, obtemos infinitas solu¢oes. Porém, note que existe apenas uma

solugao y, por exemplo, tal que y(0) = 0. Tal condigao é chamada de condi¢ao inicial.

1.2 EDO de Variaveis Separaveis

Uma equacao da forma

Y = g(@)hy), (1.2

em que g e h, sao funcoes continuas definidas em intervalos I e I, respectivamente, é

chamado de equacao de variaveis separéveis.

Observe que uma solug¢ao de 1.2 é uma fungao y = y(x) definida num intervalo aberto I,

com I C I, tal que para todo x em I, y'(z) = g(x)h(y(z)).
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Exemplo 1: A equacdo ¥y = = + y nao é uma equacao de variaveis separaveis, pois
considerando ¢g(z) =z e h(y) = y, temos

Y % 4()h(y).

Exemplo 2: A equacao

dx ’

é uma equacao de variaveis separaveis, e a fun¢ao

é solucao da equacao.

De fato, derivando y(z), temos:

é solucao da equacao.
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1.2.1 Solucoes Constantes de uma Equacao de Variaveis Sepa-

raveis

Suponha g(x) nao identicamente nula em I;. A fun¢ao y(z) = a,  em I, sera solucdo

constante de
dy
_— = h
= g(@)hiy)

se a for raiz da equagao h(y)=0.

Exemplo 1: A solucao constante de

é a funcao nula.

Para encontrarmos a solugao constante devemos ter h(y) = 0. Nesse exemplo temos

h(y) =y*=0 < y=0. Portanto, y(z) = 0 é a solu¢do constante.

Exemplo 2: A equacao

nao admite solugao constante.

Esse exemplo é igual ao anterior, pois devemos ter h(z) =1+22=0 & 1+22=0 &

2?2 = —1, mas nao admite soluciao. Portanto, a equacao
dx
— =t(1+2?
o = )

nao admite solugao constante.
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1.2.2 Solucoes Nao Constantes de uma Equacao de Variaveis

Separaveis

Suponha g nao identicamente nula em I;. A funcdo y = y(z), x em I, sera solu¢ao nao

constante de

W~ o(@)hiy)
se h(y) # 0.

Método para Determinagao das Solugoes Nao-Constantes

Seja
Y = y()hy),
entao
% = g(z)dx. (1.3)

Integrando 1.3, ou seja, considerando as primitivas em ambos os lados, temos:

dy

segue que H(y) = G(z) + k, onde H(y) e G(x) sdo as primitivas de

1
h(y)
e g(z) respectivamente.
Observacao: Note que as primitivas de
1

h(y)
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e g de fato existem! (Teorema Fundamental do Célculo), pois estamos supondo que h e g
sao fungoes continuas.
Exemplo 1: Vamos determinar as solucoes de

dy _y

= > 0.
dx x’x

Primeiramente, vamos determinar as solugoes constantes. Como h(y) = y, segue que
h(y) = 0, se e somente se, y = 0.
Portanto, y(x) = 0 é a solugao constante.

Agora, vamos determinar as solugoes nao-constantes. Consideremos aqui

1
g(x) = =
e h(y) = y, entdo
dy _ dz (1.4)
Yy T

Calculando as primitivas em ambos os lados 1.4, temos:

/@_ dz
y ) oz’

Entao In(y) = In(z) + &, ou seja, In(y) — In(z) = k, segue que

~ ¥
entao, en(d) = ek, portanto, y = we*.

Logo, as solugoes sao y(z) = 0 e y(z) = xe*.

!'Demonstracio no livro Curso de Analise, volume 1, 7¢ edicdo, pag. 255, Elon Lages Lima.
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1.3 Equacoes Lineares de 1 Ordem

Uma equagao diferencial de 1* ordem é uma equacao do tipo

dy

i f(@)y +g(x)

onde f(z) e g(z) sao funcoes continuas definidas num mesmo intervalo I. Se g(z) = 0

para todo xz em I, entao a equagao torna-se

j—i = f(a)y

e ¢ chamado equacao linear homogénea de 1* ordem.

Exemplo 1: A equacao

d
Y exy+om
dx

& uma equacao linear de 1% ordem, onde f(z) = ex? e g(z) = 2m. Veja que a equagio é
linear mas nao é homogénea, pois g(z) = 27 # 0.
Exemplo 2: A equacao

d
% =ey" +1In(2)

nao é uma equacao linear de 1* ordem, uma vez que nao pode ser escrita na forma

dy

Fie f(x)y + g(=).
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Método para Determinacao das Solugoes de Equacgoes Diferenciais Lineares

de 1 Ordem

Seja
dy _

o f(x)y +g(x),

entao a solucao da equacao é dada por

y(z) = el [0 [/g(fl’)e_ff(z)dxdx +k|, kemR.

Para chegar a esta formula, escrevemos a equagao na forma

y'(z) = f@)y(z) = g(z). (1.5)

Seja [ f(z)dx a primitiva de f.
Agora, multiplicando 1.5 por
e—ff(z)d:v,

em ambos os lados da equacao, temos:

e~ [ 1@ () () — f(2)y(x)) = e~ T /@ g(z).

Segue que,

eIy () — IO f )y () = T IO (0) (1.6)

Note que considerando

r=y(r) es= e~ Iz
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co1m

§' = —e IO f(a),

temos do lado esquerdo da equagao 1.6 r's +rs’, que é igual a (rs)’, ou seja,

y(x)e_ f f(x)dm)l

Portanto,

/
<y(x)e_ff(””)dx) = e J1@d (5. (1.7)
Calculando as primitivas em ambos os lados de 1.7, temos:

y(z)e I /@1dz — /e_ff(‘”)d‘”g(x)dx +k.

Portanto,

y(z) = el (@) [/ e~ JI@d () dw + k] , k em R.

Exemplo 1: Vamos encontrar a solucao da equacao

x—cos(x)

y' = sen(x)y +e

que satisfaga a condicao inicial y(0) = 1. Essa solugao é chamada se solugiao do problema

de valor inicial (PVI).

Temos nesse exemplo f(x) = sen(z) e g(z) = e*°*®) entdo pelo método temos:

y(l’) — efsen(z)d:c [k + /ez—cos(x)e—fsen(:c)dxdx} — e—cos(:v) |:k_|_/e:c—cos(:c)e—(—cos(:c))dx —
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— e—cos(z) |:k_|_/6x—cos(x)ecos(:c)dx:| — e—cos(:v) |:l€—|—/€xd{17:|

— ¢c0s(@) [f; 4 7] = ecos(a) | fpcos(a),

Portanto, y(z) = e®~ (@) 4 ke—cos(@),

Como y(0) = 1, segue que y(0) = €030 4 fecos(0)
entdao, e~ +ke™! =1, ou seja, k = e — 1.

Portanto, a solucao do problema de valor inicial é
y(fl?) — e:v—cos(:v) + (6 i 1)e—cos(x)_

Note que a equacao para o problema de valor inicial tem solugao tinica. Nosso trabalho
tem como objetivo principal demonstrar que para toda equacao diferencial de 1* ordem

com condicao inicial existe uma, e somente uma solucao.



Capitulo 2

Espacos Normados

O objetivo principal do trabalho é demonstrar a existéncia e unicidades de solugoes
de equacoes diferenciais de primeira ordem. Os resultados deste capitulo serao utilizados

na demonstracao do teorema de existéncia e unicidade, que sera estudado no capitulo 3.

2.1 Norma

Defini¢ao 2.1.1 Seja V' espago um vetorial real. Uma norma em V € uma fun¢ao || || :

V — R tal que para quaisquer u,v,w € Ve A € R tenhamos:

1) |ul] = 0 e ||ul]| = 0 se e somente u = 0;

2) |lu+ | < ||ul] + ||v]| (Desigualdade triangular);

3) NAull = [A] flul-

Defini¢ao 2.1.2 O par (V.|| ||), em que V' é um espago vetorial e || || uma norma em V,

€ chamado espaco normado.

Observagao: Quando a norma || || for facilmente subentendida, podemos escrever apenas

V para indicar o espago normado (V|| ||).

16
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2.2 Sequéncias

Defini¢ao 2.2.1 (Sequéncias) Seja V' um espa¢o normado. Uma sequéncia em V ¢

uma funcaov: N — V.

A imagem do natural n pela funcao v sera representada por v, e chamada de enésimo

termo da sequéncia. Para representar uma sequéncia usaremos as notacoes (vq, v, vs,...)

€ (Un)neN-

Defini¢ao 2.2.2 (Convergéncias) Sejam V um espac¢o normado e (v,)pen uma sequén-
cia em V. Diremos que (v,)nen converge parav € 'V se para cada € > 0 pudermos obter

ny € N tal que ||v, — v|| < & para todo n > ny.

Defini¢ao 2.2.3 (Sequéncias de Cauchy) Uma sequéncia (v,)nen C V € de Cauchy

se¥ e >0, existe ng € N tal que ||v, — vp|| <&V m,n > ng.

Defini¢ao 2.2.4 (Fungoes Continuas) Sejam M, N espacos vetoriais reais. Uma fun¢ao

f: M — N é continua em vy € M se vale a propriedade: Se (v,)nen € M tal que v, — vy,

entao f(v,) — f(uvo).

Definicao 2.2.5 Consideremos C(X)={f:X CR = R: f continua e limitada}.
Definimos || ||oo : C(X) = R por ||| = sup{|h(z)|: z € X}.

Na defini¢ao anterior, note primeiramente que C'(X) é um espago vetorial real. Mostraremos
que || || ¢ uma norma em C(X). Para isso, verificaremos as trés propriedades da defini¢ao

de norma.

Para cada h € C(X),

[Plloc = sup{|h(z)| : 2 € X} > 0,
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|h]|oc = sup{|h(z)|: 2z € X} =0

se e somente se |h(z)| = 0. Portanto, vale a primeira propriedade.

Agora, vamos verificar a desigualdade triangular:

17+ flloe = supf{[(h + f)(2)] : 2 € X} = sup{[h(z) + f(2)] : = € X}

< sup{|h(z)] : 2 € X} +sup{[f(2)] : 2 € X} = |hlloc + ||/ |co-

Portanto, ||h + f|loco < ||P]lco + || f]]co-

Seja A € R entao,

IIN Alloo = sup{|X h(z)| : z € X} =sup{|A| |h(x)|: z € X}

= [Al [sup{[i(z)| : x € X}] = [A] [|A]]oo-
Portanto, ||A Alloec = |A| [|2]]co-
Como valem as trés propriedades, segue que || || ¢ uma norma.

Observagao: Vamos usar C'(X) para indicar o espa¢o normado (C(X), || ||o0)-

Proposigao 2.2.6 Se (v,)nen € uma sequéncia convergente num espag¢o normado V', en-

tio (vp)nen € de Cauchy.

Observacao: Em geral nao é verdade que toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Por exemplo, considere o espaco Q e a norma euclidiana. Tome uma sequéncia

!'Deixo ao leitor verificar a demonstracdo no livro Introducdo a Topologia Geral, 22 edicdo, pagina
207.
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T =3; 1o =3,1;, x5 =3,14; x4 = 3,141; x5 = 3,1415; ...

Suponha que z, — b € Q. Em R, note que z,, — m. Portanto, em R, z, — 7 e z, — b,

absurdo. Portanto, a sequéncia (2, ),cn nao converge em Q. Note que (2, )nen € de Cauchy.

2.3 Espacos Normados Completos

Defini¢ao 2.3.1 Um espag¢o normado (V|| ||) é completo se toda sequéncia (v,)nen CV

de Cauchy converge.

Exemplo: O espaco Q dos niimeros racionais é um espaco vetorial sobre QQ, nao é com-
pleto, pois se tomarmos a sequéncia da observac¢ao da proposi¢ao 2.2.6, note que (2 )nen
é de Cauchy, mas nao converge.

Exemplo: R é completo. Este fato segue da seguinte proposicao:
Proposicao 2.3.2 Em R, toda sequéncia de Cauchy converge?.

O teorema seguinte, que é o principal teorema deste capitulo, serd fundamental para

a demonstracao do teorema da existéncia de solugoes que seré estudada do capitulo 3.
Teorema 2.3.1 O espaco (C(X), || ||le) € completo.

Demonstra¢do: Vamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy em C(X) converge para
uma funcao de C'(X).
Seja (fn)nen C C(X) uma sequéncia de Cauchy. Entao, dado e > 0, 3 ng tal que

| fn — fulloo <&, ¥V m,n > ng. Logo, V x € X, temos |f(z) — fu(z)| <&, V¥V m,n = ny.

2Deixo ao leitor verificar a demonstracio no livro Introducio a Topologia Geral, 2* edicdo, pagina
212.
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Entao, (fn(z))nen € de Cauchy em R.
Como (fn(2))nen € R e R é completo, (f,(z))nen € convergente e, portanto, fixo 2 € X,

existe

lim f,(x).

Defina
f(z) == lim f,(z).

n—oo

Assim obtemos uma funcao f: X — R, definida por

f(z) = lim f,(z).

n—oo

Vamos mostrar que f € C(X) e que

lim f, = f
n—oo

Il Mo

que sera indicado por f, — f.
I Moo
Afirmacao 1: f, — f.
Demonstra¢do Af. 1: Como (f,), é de Cauchy, entdao, dado ¢ > 0, existe ng € N tal

que

19
| fr — fmlloo < 3 YV m,n = ng.

Segue que

sup| (fn = fu) (@) < 5.

zeX
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Como, para cada x € X,

[Fal@) = ful@)] < 50D |(f = fo)(@)] < 5,

zeX

Segue que,

| fn(x) = fu(2)] < g VaeX

Fixe z € X. Seja m > ng tal que

|fm(x) — fz)] < % (tal m existe pois f(z) = lim f,(x))

n—oo
Entao, se n > ng,

€

7(@) = @) < 17(@) ~ Ful@)] + o) — alo)] < 5+

Note que a escolha do n independe da escolha do =x.

Portanto, mostramos que

|fu(z) — f(x)| <eVzeX, Vn=ng.

Il {loo

Desta forma, ||f, — flleo <&V n > ng, ou seja, f,, — f.

Afirmacgao 2: f ¢ limitada.

Il Moo

Demonstracao Af. 2: Como f, — f, entao existe ng tal que V n > ng

Il fn = fllo < 1. Em particular || f,, — f|loo < 1.
Logo,

[f (@) <[ (@) = fao(@)] + [fuo ()] S T+ || fnolloos ¥V 2 € X,

=£.

21
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Portanto,

1flloe <14 ||fnolloos O seja, f é limitada.

Afirmagao 3: f ¢ continua.

Demonstra¢cdo Af. 3: Tome g € X e (x,), C X tal que x,, — x¢. Vamos mostrar

que f(zn) = f(zo).
Seja e > 0. Como f,, — f , existe my tal que para todo m > my

9
= Flle < 5.

Em particular || frn, — flleo < §. Como fp,, é continua, entao fp,, (zn) = fmo(Zo)-

Logo, existe ng tal que para todo n > ny,

[ Fm (@) = g (0)] < 5

Entao,

| (@n) = f(@0)| < [f(2n) = Fino (@n)| + [ fmo (n) = fino (20)| + | fimo (€0) — f (o)

€ e € ¢
<||f_fm0||00+§+||fmo_f||oo<§+§+§:5vn>n0-

Portanto, ¥V n = ng, |f(z,) — f(x0)| < ¢, isto siginifica que f(x,) — f(xo). Segue que
f é continua em x,. Mostramos que a sequéncia de Cauchy (f,)nen converge para f
e f € C(X). Assim toda sequéncia de Cauchy em C(X) converge, ou seja, C(X) é

completo. [ |



Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de Solucoes

No primeiro capitulo, vimos que as equacoes diferenciais com problema de valor ini-
cial (PVI), tem solugao tnica. Aqui, chegamos ao objetivo principal do trabalho que é
demonstrar que para as equacoes de PVI existe uma, e somente uma, solucao.

Este capitulo é dividido em lemas, teorema da existéncia e da unicidade de solucoes.
Os lemas serao as preliminares para a demonstracao dos teoremas.

Antes de iniciarmos os lemas, vamos lembrar uma definicao importante de integral,

/x:g(s)ds - —/:Og(s)ds.

3.1 Lemas Auxiliares

que é o seguinte:

Nesta secao veremos resultados importantes que serao utilizados na demonstracao do

teorema de existéncia e unicidades de solugoes.

23
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Lema 3.1.1 Seja a equagao

y' = f(z,y) (3.1)

em que [ : Q2 C R — R ¢ continua no aberto Q2. Seja (zo, yo) € Q. Nestas condigoes,
y=vy(x), x € I, serd uma solu¢ao satisfazendo a condi¢ao inicial y(xy) = yo, com g 1o

intervalo I, se, e somente se,

mm=m+/3@mmw,

zo

para todo x € I.

Demonstragdo: (=) Se y =y(z), x € I, é solu¢ao de (3.1) entdo temos

Y (z) = f(z,y(x)).

Integrando em ambos os lados temos:

A@%mzéﬁ@mww

Como

/“y@Mw=mm—yuw

Segue que

M@—y@wz/wﬂ&M@Ms

Portanto,
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y(@) = y(xo) + / £(s,y(s))ds

(<) Suponha que

y(x) = y(wo) + /xf(s,y(s))ds Vael

Defina

em que g(s) = f(s,y(s)).

Afirmacgao: Se g € continua em um intervalo I e se

T(x) = /xg(s)ds, Vao el (xg€ I € fixo)

zo

Entao T'(x) = g(z).

Demonstracao Af.: Suponha h — 07. Por defini¢ao,

T(x+h)—T(x) fx?h g(s)ds — f; g(s)ds

/ _ . _ .
T'{w) = hligh B hli%l+ h
x z+h x T
i fxo g(s)ds—|—fm+ g(s)ds — fxo g(s)ds . fx h (s)d
h—0t h h—0t h

Como g é continua em I, g é continua em [z, x + h].

Pelo Teorema de Weierstrass!, existe

mp =min{g(s) : s € [x,x + h]}

Ver Apéndice, Teorema (A.1).
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My, = max{g(s) : s € [z, 2 + h]}.

Logo, em [z, z + h], mj, < g(s) < M. Segue que,

z+h z+h z+h
/ mpds </ g(s)ds </ Myds,

ou seja,

z+h
hmy, < / g(s)ds < hM,,.

Se h — 0%, temos my, — g(x) e M, — g(z). Portanto, pelo Teorema do Confronto?

] fxﬁh g(s)ds _
Jig T =

No caso em que h — 0~ a demonstragao é analoga.
Portanto, T'(z) = g(x).

Pela afirmagao, T'(x) = f(z,y(x)).

Entao, ’
o) = [otan) + [ rlosatenas]
ou seja,
y(x) =0+ [/x:f(«‘i;y(S))dS]’ =T'(x) = f(z,y(x)).
Portanto, y'(z) = f(z,y(z)). |

2Ver Apeéndice, Teorema (A.2).
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Para o lema seguinte é importante lembrar que se um conjunto €2 é aberto, entao

todo ponto de € é ponto interior?.

Lema 3.1.2 Seja f : Q C R? = R, Q aberto, f uma funcdao continua e tal que % seja,

também, continua em €. Seja (xq,yo) € Q. Sendo Q2 aberto, existem a > 0 e b > 0 tais

que o retdngulo
Q={(x,y)lvo—a<z<zi+0a,y0—b<y <y +0b}
estda contido em §2. Nestas condicoes, existe uma constante K > 0 tal que

|f(z,y1) — f(z,2)| < K|y — 12

quaisquer que sejam (x,y1) e (x,y) no retdngulo Q.

Demonstracao: Por hipotese, % é continua em (), entao segue a continuidade no

retangulo Q). Pelo teorema de Weierstrass®, existe K > 0 tal que

K<Yup<rvameq
dy
ou seja,
of

3Deixo ao leitor, verificar a definicdo mais formal no livro Introducio a Topologia Geral, 2* edicdo,
pagina 30.
4Ver Apéndice, Teorema (A.1).
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Sejam (x, ;) e (z,y2) dois pontos quaisquer de Q. Temos pelo teorema do valor médio®,

aplicado a fungao h(y) = f(z,y) (para z fixo)

flz,y) — f(z,2) = %(:v, o) (Y1 — 1)

para algum ¢ € (y1,y2). De (3.2) obtemos que

af
gl < K.
| <x
Como,
of
flz,y1) — f(z,2) = 8—y($70)(y1 — Y2),
entao
of
|f(z,y1) — [z, y2)] = 8—y(37a0) ly1 — yo| < Kly1 — vl
Portanto, segue que |f(z,y1) — f(@, y2)| < Kly1 — 12|, Vy1 € Q e V y5 € Q. u

Para provarmos o lema seguinte e, por fim, o teorema de existéncia e unicidade de
solucao, é essencial conhecer a seguinte afirmagao:

Afirmagao 1: Se g: [a,b] — R é integravel e z( € [a, b], entao

/ :g<s>ds / l9(s)ds

<

para cada = em [a, b].
Demonstra¢cdo Af. 1: Sabemos que g(z) < |g(x)|. Vamos separar a demonstragao em

dois casos, r > xg e x < xg:

>Ver Apéndice, Teorema (A.3).
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1) Se x > =z, entdo pelo teorema visto em Calculo®, temos,

| ois| < [ laoas
xo xo
Como [ |g(s)|ds > 0, entdo
[ tatolds = [ lots)ias
xo Zo
Portanto,
| ots| <| [ lots)las
xo xo

2) Se x < xy, entao

/ :g<s>ds [ atoris

onde a desigualdade acima vem do caso (1).

ng(S)ds

<

[ latoas

Zo

Portanto,
xT

< | lg(s)lds).

zo

Lema 3.1.3 Seja f : Q C R? — R, Q aberto, f continua e seja (xq,yo) € Q. Sejama >0

e b > 0 tais que o retingulo

Q={(zy)lzo—a<z<zo+a,y—b<y<y,+b}

6Demonstracio no livro Curso de Anélise, volume 1, 7¢ edicdo, pag. 251, Elon Lages Lima.
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esteja contido em Q. Seja M > 0 tal que |f(z,y)| < M em Q. (Tal M existe, pois f é
continua em Q, pelo Teorema de Weierstrass’) Seja r > 0 tal que r < a e Mr < b. Seja

Yn—1: [0 — 1,20 + 7] = R, continua e cujo grdfico esteja contido em Q. Seja
Yn @ [xo— 1,29 +7] > R

dada por
Yn(T) = Yo +/ F(8, Yn—1(8))ds.

Nestas condigoes, o grdfico de vy, também estd contido em ().

Demonstragao: Para provar que o grafico de y, estd contido em (), devemos mostrar

que |yn(z) —yo| < b, Vx € [1g — 1,30 + 7]

—yn(x)

v

|
|
|
|
I
|
|
|
|
Xo-I' Xo X Xo+r X

Temos, V = € [zg — 7,29 + 7).,

(@) — g0 = / " £ (5, g (5))ds

Zo

"Ver Apéndice, Teorema (A.1).
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Segue que,

|Yn () — 0| < <

Lﬁm%q@Ms

/m |f(57 yn—l(S))|dS

Observe que a desigualdade do lado direito vem da afirmagao (1).

Como para todo s € [zg — r,20 + 7], (S, Yn-1(5)) € Q,

resulta,
| f(5,yn-1(5))| < M,V s € [ — 7,20 + 7].
Segue que,
/ | f(5,yn—1(5))| ds < / M ds, se x > xg
Zo zo
e
/ |f (s, yn_1(s))| ds 2/ M ds, se x < xq.
Zo Zo
Portanto,
/ (5, yms ()] ds| < / M ds| .
xo xo
Como
@) =0l < | [ 17(ssvaa(s))] ds
Zo
segue que,
one) =0l < | [ M ds|, ¥ € fr =+
Zo
Como,

= M|x — x¢],

/Mds

31
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pois M é uma constante, segue que |y,(x) — yo| < M|z — x|.
Sabemos que |x — x| < r, logo, como M > 0, segue que M|z — x| < Mr < b. Portanto,

lyn(2) — yo| < Mr < b, logo, |y,(x) — yo| < b)Y x € [xg — 1,220 + 7]. [ ]

3.2 Teorema de Existéncia de Solucoes

Esta é a principal secao do trabalho, onde enunciaremos e demonstraremos um teorema

que de fato existe a solucao para PVI.

Teorema 3.2.1 : Seja f: Q C R? = R Q, aberto, e seja (xq,y0) € 2. Suponhamos f e
% continuas em Q. Nestas condigoes, a equacaoy' = f(z,y) admite uma solugdo y = y(x)

definida em um intervalo [xg — r,z0 + 1| € satisfazendo a condi¢ao inicial y(xo) = yo.

Demonstrag¢do: Sejam r e Q como no lema (3.1.3). Seja K > 0 conforme lema (3.1.2).

Vamos provar que a sequéncia de Picard
Yo(z) = %o

yn(l‘) = yO +/ f(s’ yn—l(s)) dS’ n = ]" 2’ 3’ R

converge para alguma fun¢ao y na norma || ||, em [xg — 7, 2o + 7]. Note que, para todo
neN, y, € C([xg — r,z0 + 7]) se y, for continua.

Afirmacao 1: A funcao v, é continua.

Demonstra¢do Af. 1: Tome (vy;)men C [xg — 7,20 + 7], tal que v, — c.

m—o0

Vamos mostrar que 4, (v,) — yn(c).
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De fato,

/ f(8,Yn-1(5))ds

= M|v, — ¢

ntom) = ()] = | [ (5 o (5))ds — / (s o

/Mds

Como v, — ¢, entao dado € > 0, 3 ny tal que V. m > my,

< / (s g () ]ds| <

€
lom — ¢| < i

Segue que,
Y (Vm) = Ya(c)| < Moy — | < M% —

m—o0

Portanto, |yn(vm) — yn(c)| < &, e entdo y,(v,) — yn(c). Logo, mostramos que y, é

continua. Pelo teorema de Weierstrass®, y,, também é limitada, para todo n.

Agora, para mostrarmos que (y,)nen converge (na norma || ||« ), pelo teorema 2.3.1, é

suficiente mostrar que (y,)nen ¢ de Cauchy.

Afirmacgao 2: (y,)nen € de Cauchy.

Demonstragcao Af. 2: Temos

yo() — iz / £(5,51(5)) — £ (s, 0(s))ds

Entao, para todo = € [xq — 7, x¢ + 7],

(@) — (@ / 1£(5,1(5)) — £(5,30(s))|ds (supondo z > z0).

8Ver Apéendice, Teorema (A.1).
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Segue do lema (3.1.2) que

ly(z) — 41 (2)] < K / () = vo(3)|ds.

Seja M o valor maximo de |y;(s) — yo(s)| em [zo — 7,20 + 1] (tal M existe pois y; — yo €

continua). Portanto, nesse intervalo |y;(s) — yo(s)| < M. Segue que

/ n(s) = m(s)ds < | Mds = M(z — o)

Logo, |ya(x) —y1(2)| K KM(x —x0) Vo € [19—7,20 + 7], com = > 7. Se z < xg, entdo
|y2(2) — yu(2)| < KM (20 — ).

Agora temos, supondo = > xy,
) =) < [ 17 (sm(s) = Fssmn(olds < [ Kl = (o).
Segue que
lys(z) — ya(x / Klys(s) —y1(s)|ds V x € [xg — 1,20 + 7], com z > x;.
Como |yo(z) — y1(z)] < MK (x — z) entdo,
K/ ly2(s) — y1(s)|ds < KQM/ s — xg)ds,

segue que

sz / Klys(s) — w1 (s)ds
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T 2 T
< K2M/ (s — x0)ds = K*M [% - xos]
Zo

Zo

= K*M (%z—fivo - %024-9002) = K*M <%2—xxo+%02>
_ KQM(:L‘Q — 2230 + T0%) _ KQM(ZL’ — xO)Q.
2 2
Portanto,
a(e) — (o) < K20 =L
Para xz < z¢, vale que
lys(z) — y2(x)] < K2MM

2
Continuando o calculo, concluimos que

|z — xo|™

|Yns1(z) — yn(z)| < MK" Vo €lzg—r,zo+7]

n!

Note que |x — x| < 7, entdo

(Kr)"

|yn+1($) - yn($)| <M ol

Vn>leVa €lxg—r,axo+r].

Seja m > n.

Tome x € [xg — 7, 20 + r]. Entéo,
|ym(x) - yn($)| = |ym($) - ym—l(z) + ym—l(x) - yn(x)|

< |ym(x) - ym—1| + |ym—1 - yn($)|

35
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< |Z/m(x) - ym—l‘ + |ym—1(x) - ym—2| + .+ |Z/n+1 - yn(x)|

(Kr)m! (Kr)m—2 (Kr)" _ ~~ M(K.r)
< ML AP AT <) —2
= ]\/[(771—1)!+J\/[(m—2)!+ M n! ; i!
Portanto,
— M(K.r)’
[ym (@) = ()| < D —,
Afirmacgao 3: A série
= M(K.r)
Z — ;O converge.

Demonstracdo Af. 8: Vamos mostrar pelo teste da razao®, que a série,

2 M(K.r)
PEAUER

7!
=1

converge. Para tanto, note que

M(Kr)it!

—— { i+1 |
i _GTL)! M(Kr) — lim M(Kr) it
i—00 7! i—00 (z + 1)' M(KT)Z
7 1
gy EDWED) KT

i (i+ 1)l (Kr)i  imeoi+ 1

Portanto, pelo teste da razao a série

9Ver Apeéndice, Teorema (A.4).
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converge.

Entao, dado € > 0, 3 ng tal que V n > ny,

Desta forma, V. m, n > ng, e V & € [xg — r, 29 + 1],

waw—%@n<§}%%ﬁl<a

=1
Segue que

sup |ym(x) - yn(x)| < g, isto é, ”ym - yn”oo <e&, Vn,m = ny.
x€[zo—T,x0+7]

Logo, (Yn)nen é de Cauchy. Portanto, como (y,)nen é de Cauchy, temos pelo teorema
2.3.1 que (yn)nen converge. Seja y € C([xg — r, 29 + r]) o limite da sequéncia (yy)nen-
Entao,

y(x) = lim y,(z), Yz € [xg — 7,20 + 7]

n—oo

Vamos mostrar que

y(r) = yo + /xf(s,y(s))ds, Vax €lxg—r,mo+7]

zo

Como

ywd=m+/f@%4@wa
o
segue que

n—oo

i gn(e) = g0+ fim [ (s (5))ds
xo
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Portanto,

y(r) = yo + lim /x S (s, yn—1(s))ds.

Note que, V € [xg — 7,29 + 7], y(x) estd contida no retangulo Q, pois y,(z)
[yo—b,yo+b], VneNeVax €lrg—r,xo+r]
Segue entao que

(85 4n-1(5)) = (5, 9(s))| < Klyn-1(s) = y(5)]

Vn>1leVs €[zyg—r,x+7], pelo lema (3.1.2).

Dado € > 0, tome ng tal que V n > ny,

€
|yn — ylloo < "

Portanto, V n > ng

/g: f(s,yn(s))ds — /a:f(svy(s))ds

(/K%)—mnw

/ds

= ||yn - y||ooK|35 - $0| < %KT = €.

/US% F(s,9()))ds| <

< ||yn - y”ooK

X
< / K||yn — yl|ods
o

Portanto, V n > ng,

<e€

/I: £(5,yn(s))ds — /x: F(s.0(s))ds

ou seja,
T

lim f@%amwzfﬂ@mww

n—oo z0

38
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Segue que

y(x) = yo +/l‘ f(s,y(s))ds Yz € [xg—r,20+ 7]

xo
Pelo lema (3.1.1), y = y(z), * € [xg — r,xo + r] &€ solucao da equacao y' = f(x,y) e

satisfaz a condicao inicial y(zq) = yo. [

3.3 Teorema Unicidade de Solugoes

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos um teorema que garante a unicidade da

solucao para um PVI.

Teorema 3.3.1 Seja f: Q) CR? = R, Q aberto, e seja (xo,yo) € Q. Suponhamos f e g—i
continuas em Q. Sejam y, = yi1(x),x € I, e yo = yo(x),x € J, onde I e J sao intervalos
abertos contendo xo, duas solugoes da equacaoy' = f(x,y) e tais que y1(zo) = y2(xo) = Yo.

Nestas condigoes, existe d > 0 tal que y,(x) = yo(x) em [x, — d, xo + d].

Demonstrag¢do: Seja Q o conjunto {(z,y):xo—a <z <x9+a, yo—b<y < yo+ b},
isto é,

Q: [«TO—CL,$0+G] X [yﬂ_b7y0+b]

Da continuidade de y; e yo, 3 d; > 0 tal que (z,y1(z)) e (z,y2(z)) pertecem ao conjunto

Qe |f(s,51(5)) = fs,92(5))] < Klya(s) — 9a(s)], V' s € [wg — di, 20 + di], conforme lema
(3.1.2). Tomemos d > 0 tal que d < dy e Kd < 1. Como y; = y1(z) e yo = yo(x) s@o

solugbes da equagao tais que y1(xg) = y2(xo) = Yo, Segue que

yi(2) = o+ / " F (s ())ds © ya(a) = o + / " F (s yals))ds
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para x € [xg — d, g + d]. Temos entdo que

ly1(z) — y2(2)| =

[ $6m(6) = S5t

Pela afirmagao 1, lema (3.1.3), segue que

<] [ 1o = peoatelas

/zf(S,yl(S — f(5,92(s

Pelo lema (3.1.2), temos:

~

/ |Z/1 |d8 3

[ 1) = o ias| <
V x € [xg — d, zo + d]. Portanto,

s)|ds| .

(3.3)

ly1(2) — ya(
Tome M; = méax{|y;(x) — y2(z)| : € [xg — d, xo + d]}. Assim,
|y1(s) — ya(s)| < My, (3.4)
V s € [xg — d, zo + d]. Integrando (3.4) em ambos os lados no intervalo de zy a x, temos:
/; [y1(s) — y2(s)| ds < /x: My ds = M|z — zo|.

Segue que

/|y1 \ds M1|«'13—3U0|
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como K > 0, entao

K [ ) = o) ds < KMo — o).
Zo

Da inequagao (3.3) obtemos que |y;(z) —y2(x)| < KM;|x — x¢|. Agora, como |z — x| < d,
e como My > 0e K > 0, segue que K M|z — x| < KMd. Portanto, |y;(z) — y2(z)| <
KMd. ¥V z € [xg — d,xg + d]. Como M; = max{|y,(z) — y2(x)| : & € [xg — d, zo + d]},
segue que M; < M Kd.

Se M # 0, temos 1 < Kd. Absurdo, pois por hipotese Kd > 1.

Portanto, My = 0, |y1(x) — ya(x)| = 0V x € [xg — d, 29 + d] e entdo y;(z) = y2(z), no

intervalo [xy — d, ¢ + d]. |

3.4 Exemplo Usando o Teorema de Existéncia de Solucoes

O teorema de existéncia de solugoes de EDO para problema de valor inicial apresenta a
sequéncia de Picard, onde provamos que ela converge. O exemplo a seguir é uma aplicacao
do teorema. Através do grafico mostraremos a convergéncia para a solucao da equacao.
Exemplo 1: Usando o teorema 3.2.1, vamos encontrar a solu¢ao da equacao y' = x +y
que satisfaca a condigao inicial y(0) = 1.

Pelo teorema temos uma sequéncia da seguinte forma:

Yn(2) = yo + /I (8, yn—1(s))ds.

Usando no exemplo,

2

mm=%+/W@m@wwﬂ+ﬂﬂmnwzrﬁfw+mw=uw+%
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T T 2 3
y2(~’0):2/0+/ f(s,yl(s))ds:1+/ f<3,1+x+%>ds:1+x+x2+%
To 0 .

x @ 3 J: R
yg(x):yo—i-/ f(s,yg(s))ds:l-l—/ f<3,1+:)3+:)32+§)ds:1+x+x2+§+z
xo 0 . .

T

= 72 3 " Pk
Portanto, y,(z) = 1+/0 f(8,Yn-1(8))ds = 1+2+2 (5 + EN + 41 Tt ﬁ) + (n+1)!

Veja a convergéncia no grafico a seguir, para alguns y, (y2, y7, ¥i0), onde a fungio

y(x) = —x — 1+ 2" & a solugao da equacdo usando o método para EDO de 1* ordem.

Y2
Y7

Y

Yo




Apéndice A

Teoremas Utilizados

Teorema A.1 (de Weierstrass) Se f for continua em [a, b, entao existirao x; e xo em
[a, b] tais que

fl@1) < f(2) < flas)

para todo x em [a,b].!

Teorema A.2 (do Confronto) Sejam f, g, h, trés funcgioes e suponhamos que ezista
r >0 tal que f(z) < g(z) < h(x) para 0 < |x — p| < r. Nestas condigoes, se

lim f(x) = L = lim h(x)

T—p T—p

entao

lim g(z) = L.2

T—p

!Demonstracdo no livro Um Curso de Calculo, volume 1, 5 edicdo, pag. 513, Autor Hamilton Luiz
Guidorizzi.

2Demonstracao no livro Um Curso de Calculo, volume 1, 5% edicdo, pag. 98, Autor Hamilton Luiz
Guidorizzi.
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Teorema A.3 (do Valor Médio) Se f for continua em |a,b] e derivivel em (a,b), en-

tao existird pelo menos um ¢ em (a,b) tal que

oo
E an
n=1
uma série tal que a, # 0V n. Entdo:
1.
a o
. n+1 ~ L.
Se lim < 1, entao a série E an, converge.
n—oc QA
n=1
2.
a o
. n+1 ~ L. .
Se lim > 1, entao a série E an, diverge.
n—00
n=1
3.

o

Qpt1 ~ L. .
o 1, o teste nao revela se a série E an converge ou dwerge.4

Se lim

3Demonstracdo no livro Um Curso de Calculo, volume 1, 5 edicdo, pAg. 460, Autor Hamilton Luiz

Guidorizzi.

4Demonstracio no Livro Um Curso de Célculo, volume 4, 5* edicio, pag. 67, Autor Hamilton Luiz

Guidorizzi.



Consideracoes Finais

O trabalho de conclusao de curso serve ao formando como uma forma de incentiva-
lo a pesquisa, dando autonomia para o estudo de determinado contetido de seu interesse.
E nele que colocamos em pratica o que aprendemos nas diversas disciplinas da graduacao,
que aprimoramos muitos conceitos e idéias.

Durante o periodo de elaboracao do TCC identifiquei algumas dificuldades em de-
terminadas disciplinas como o Calculo, a Algebra Linear e a Introducdo a Analise. Tal
dificuldade nao era por defasagem do contetido visto e sim pelo amadurecimento de certos
conceitos aprendidos, onde o trabalho foi essencial para despertar uma visao matematica.
Percebi também, com o tempo de elaboracao do trabalho, que ainda faltava um raciocinio
logico mais organizado, onde a contribuicao do orientador foi fundamental.

Como ja mencionado na introducao do trabalho, durante o curso de Céalculo vimos
pouco sobre Equacoes Diferenciais Ordinarias, logo pensei num estudo mais aprofundado,
visto que elas tém muitas aplicagoes tanto em Geometria, quanto em Fisica. Nessas
equacoes demonstramos que para um problema de valor inicial existe solucao e que ela
é unica, onde para fazer tal demonstragao precisei revisar muitas defini¢coes e teoremas
vistos em anélise e em Céalculo. Foi essencial também distinguir bem a diferenca entre
sequéncias de funcgoes e sequéncias de niimeros reais, onde tinha muita dificuldade.

Sintetizando, esse trabalho contribuiu muito para minha formacao e espero que seja

util nos cursos de graduagao e pos-graduacao.
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