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Introducao

A Teoria dos Grafos surgiu em 1736. Neste ano Leonhard Euler (1707-
1783) publicou seu trabalho resolvendo o problema das pontes de Konigsberg. Esse
problema consistia no seguinte: na cidade de Konigsberg (atual Kaliningrado), se
dizia ser possivel atravesar as 7 pontes sobre o rio Pregel passando apenas uma vez

por cada ponte.

Para mostrar a impossibilidade de tal facanha Fuler utilizou o seguinte o

diagrama do rio pregel e de suas pontes:

— C%\‘“‘V
=

Em seguida, Euler considerou outro diagrama mais simples, mas que re-

presenta corretamente o problema.



>
@)

Este diagrama é um exemplo do que é hoje chamado de multigrafo, mas
que historicamente foi o primeiro grafo da histoéria.

Os pontos A, B, C e D sao chamados vértices e as linhas a,b,--- , g, sao
chamados de arestas do multigrafo. Euler provou que é possivel percorrer todas as
suas arestas uma Unica vez se, e somente se, seus vértices sao todos pares, ou se o
multigrafo possui apenas dois vértices impares, isto é, o nimero de arestas é impar
em cada um desses vértices (Teoremas 3.6 e 3.7 do capitulo 3). O multigrafo que
representa o problema das pontes tem os 4 vértices impares.

Apo6s a publicagao de Euler, nos 150 anos seguintes até a tltima década do
século XIX, apenas poucos trabalhos haviam sido publicados sobre grafos, até que em
1847 G.R. Kirchhoff(1824-1887) aplicou-os no estudo de circuitos elétricos, e fazendo
isso deu inicio as investigagoes sobre grafos na forma de arvores. Dez anos mais
tarde Arthur Cayley (1821-1895), aplicou-os a quimica organica. Em 1869 Jordan
desenvolveu a teoria das arvores de modo estritamente matematico. Muitos outros
problemas, como os problemas das cadeias de Hamilton e de Euler, comecaram a
ter aplicagoes a partir do desenvolvimento de areas como a pesquisa operacional, e
também com as tentativas de demonstracao da conjectura das 4 cores. Apos o desen-
volvimento da informatica, o nimero delas tem crescido, esse crescimento é notado
através do grande nimero de publicagoes apds 1970 sobre assuntos relacionados a
teoria dos grafos.

Neste trabalho abordadamos alguns temas relacionados com a teoria dos
grafos. No capitulo 1 serao estabelecidas defini¢oes que servirao de base para os
outros capitulos. No capitulo 2 serd abordada a discussao sobre grafos planares
e nao-planares, que terd continuidade no capitulo 5 onde a nogao de planaridade é
generalizada com o conceito de género de um grafo. No capitulo 3 do texto abordamos
as cadeias de Euler e de Hamilton, e no capitulo 4 a coloragao de grafos e o problema

das 4 cores.



Capitulo 1

Definicoes Basicas

Neste capitulo serao enunciadas algumas defini¢oes, que irao servir de base

nos proéoximos capitulos.

Definigao 1.1. (Grafo) Um grafo G(V, E), € definido por um conjunto V = vy, v, ..., v,
de pontos, chamados de vértices, e um conjunto E de pares ordenados de V, chamados

de arestas.

U1z

Figura 1.1:

Exemplo 1.1. No grafo da figura 1.1 temos

V= {’Ul,’Ug,Ug, o '1}18}

E = {(01,02)a (U17U10)a (U1,Ug)7 (U27U18)a (1)2,1)3)7 (712,"011)("03704), (04705)7 (05,116), (U67U7)7 (U6>U8)>

(717, U8)> (07, U9), (Us, 011), (21117 "012), (010, Ulo), (013, U14), (013, 1115), (U14, U15)7 (Uls, U16)7 (1115, ’017)}

Definicao 1.2. (Diagrama): Um diagrama é uma representagdo grdfica do grafo,

podendo existir infinitos diagramas para representar o mesmo grafo.



Definigao 1.3. (Cruzamento de arestas): Um cruzamento de arestas € a intersec¢ao
de duas arestas no diagrama do um grafo, sem que haja um vértice na intersecgao.
Um cruzamento, as vezes, pode ser eliminado desenhando-se outro diagrama para o

grafo. Esse fato serd comentado em mais detalhe no Capitulo 2.

Exemplo 1.2. As arestas (vq,v3) e (v1,v4) se cruzam no diagrama da esquerda.

v, 0,
v, v,
v, Uy 4 Us
Figura 1.2:

Definigao 1.4. (Incidéncia) Uma aresta € dita incidente a um vértice v, quando essa

aresta estd ligada a v.

Exemplo 1.3. As arestas (vq,v19), (v1,v2) e (v1,v9) s@o incidentes ao vértice vy, na

figura 1.1.

Definigao 1.5. (Adjacéncia) Dois vértices sao chamados de adjacentes quando sao

ligados por uma mesma aresta.
Exemplo 1.4. Na figura 1.1 o vértice vy; é adjacente aos vértices vy, vg € v1s.

Definicao 1.6. (Grau de um Vértice) O grau de um vértice v, indicado por gr(v), é

o numero de arestas incidentes a v.
Exemplo 1.5. O vértice vy na figura 1.1 possui grau 4.

Definigao 1.7. (Lag¢o) Um lago, é um par ordenado do tipo (v,v), ou seja, € uma
aresta que liga um vértice a ele proprio. O laco € uma aresta que deve ser contada

duas vezes quando estamos verificando o grau de um vértice.
Exemplo 1.6. A aresta (v10, v19) da figura 1.1 é um lago.

Definicao 1.8. (Cadeia) Uma cadeia P em um grafo G é uma sequéncia vy, va, ..., Uy,
de vértices nao necessariamente distintos de G sendo que v; e viyq1,t = 1,...,mn — 1

estd ligado por uma aresta.

Definigao 1.9. (Cadeia fechada) Uma cadeia que possui o primeiro vértice igual ao

ultimo € chamada de cadeia fechada. Caso contrdrio, ela é dita uma cadeia aberta.

Exemplo 1.7. Na figura 1.1 a sequéncia de vértices vyg, v19, U1, U2, V18 € uma cadeia

aberta, e vy, Vg, U3, Uy, Vs, Vg, U7, Vg, V11, U2, U1 € uma cadeia fechada.



1.1 Tipos de Grafo

Definigao 1.10. (Grafo Caminho) Um grafo que representa uma cadeia em um grafo

G é chamado grafo caminho.

Definicao 1.11. (Grafo Nulo) Um grafo que nao possui arestas € chamado de grafo

nulo. Emprega-se o simbolo Ny, para indicar um grafo nulo com k vértices.

Exemplo 1.8. O grafo N5 é um exemplo de grafo nulo.

Ve
eUs
0,°*
[ ] 04
02
Figura 1.3:

Definigao 1.12. (Grafo Completo) Um grafo onde cada par de vértices de V' € ligado
por uma aresta, € chamado grafo completo. Um grafo completo com n vértices é

chamado K,,.
Exemplo 1.9. Os diagramas da figura 1.2 representam o grafo completo Kj.

Definicao 1.13. (Grafo Conexo) Um grafo G € dito conexo quando dado qualquer
par de vértices de G, € possivel encontrar uma cadeia ligando esses dois pontos. Caso
nao seja possivel estabelecer uma cadeia entre um par de vértices do grafo este serd

chamado de grafo desconexo.

Exemplo 1.10. O grafo K4 é um exemplo de grafo conexo. O grafo apresentado no

exemplo 1.1 é desconexo.

Uy

Us v,

Vs Uy

Uy

Figura 1.4:



Definicao 1.14. (Partes Conexas) Um grafo desconexo pode ter seus vértices divi-
didos em conjuntos com a sequinte propriedade: todos os vértices de um conjunto
sao ligados por alguma aresta a pelo menos um dos vértices desse conjunto. FEsses

conjuntos sao chamados partes conexas do grafo.

Exemplo 1.11. No grafo da figura 1.1 podemos obter as seguintes partes conexas:

{U17 U2, U3, V4, Vs, Vg, Ut, U8, Vg, V10, V11, V12, UIS} € {U137 V14, V15, V16, U17}

Definigao 1.15. (Grafo Bipartido) Um grafo G(V, E) é chamado de grafo bipartido
se € possivel separar V- em dois conjuntos disjuntos Vi e Vo de tal forma que cada par

ordenado de E possua um vértice em Vi e o outro em V5.

401 U Zr)s
U' ]
4 Us Ug
Figura 1.5:

Exemplo 1.12. O grafo K33 da figura 1.5 pode ser dividido em dois conjuntos :
Vi = {v1,v9,v3} € Vo = {vy, 05,06}, com Vi Vo =0e

E = {(’Ul, U4), (Ul, U5), (Ul, UG), (UQ, U4), (’UQ, U5), (UQ, Uﬁ), (Ug, U4>, (Ug, U5), (U37 ’06)

Um grafo bipartido com k vértices em um conjunto de pontos e com [ vértices no

outro conjunto é chamado Kj

Definigao 1.16. (Grafo Complementar) Dado um grafo G(V, E), dizemos que G(V, E)
é o conjugado (ou complementar) de G se:

(i) o conjunto de vértices de G ¢ igual ao de G.

(ii) o conjunto de arestas de G é composto por todos os pares de vértices nio utilizados

no conjunto de arestas de G.

Exemplo 1.13. O grafo complementar do grafo k33 ¢ o mostrado na figura 1.6.

10



Uy
6

Figura 1.6:

Definicao 1.17. (Subgrafo) Um grafo H(V', E') é um subgrafo de G(V,E) se V' ¢é

um subconjunto de Ve E' é um subconjunto de E.

Exemplo 1.14. O grafo H(V',E’) com H' = {vy,vs,v3,04, 05,06, 07,09} € E' =

{(v1,v2), (v2,v3), (v3,v4), Vg, V5), (Vs,V6), (Vs, V7), (V7,V9), (Vg, v1)} é um subgrafo de G

na figura 1.1.

Definigao 1.18. (Supergrafo) Um grafo H é um supergrafo de G se G € subgrafo de
H.

Definicao 1.19. (Hipergrafo) Um grafo H é um hipergrafo de G se ele é obtido

adicionando-se vértices e ou arestas a G.

Definigao 1.20. (Grafo equivalente) Dizemos que dois grafos G e H sao equivalentes
(ou iguais) se eles possuem o mesmo conjunto de vértices V e o mesmo conjunto de

arestas E.
Exemplo 1.15. Os diagramas da figura 1.2 representam grafos equivalentes.

Definigao 1.21. (Isomorfismo de Grafos) Dois grafos G e H sao ditos isomorfos
se pode ser estabelecida uma correspondencia biunivoca entre os seus conjuntos de
vértices de tal maneira,que se dois vértices sao adjacentes em G também o sao em

H. Se dois grafos sao isomorfos denotamos G = H

% U3 o !

'
U [ : vg'

[ 0.
[ 0y 8 z

Ug
Figura 1.7:
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Exemplo 1.16. O cubo vy, vy, v3, v4, V5, 6, U7, Vg € isomorfo ao grafo vy, v5, v4, vy, vi, vg, v5, vg,

pois pode ser estabelecida a seguinte relagdo biunivica: vy «— v}, vy vy, U3

/ / / / / /
Vg, Vg < Uy, U5 < Us, Vg Vg, U7 V7, U8 < Ug.

O isomorfismo entre grafos preserva algumas propriedades:
(1) O namero de vértices (por ser uma aplicagdo um a um).
(ii) O numero de arestas (pois vértices adjacentes em um grafo também o sdo no
outro).
(iii) Vértices correspondentes possuem o mesmo grau.
(iv) O namero de partes do grafo também é preservado (um grafo desconexo é divi-

dido em partes conexas).

12



Capitulo 2
Planaridade

Neste capitulo iremos tratar do problema de cruzamentos de arestas em
grafos planos, fazendo mencao a alguns teoremas, entre eles o Teorema de Kuratowsky

que ajudam a decidir sobre a planaridade de um grafo.

Defini¢ao 2.1. (Grafo planar) Um grafo € planar quando é isomorfo a um grafo
que tenha sido tracado em um plano sem cruzamento de arestas. Caso nao haja um

isomorfismo desse tipo o grafo € dito nao planar.

Exemplo 2.1. Os grafo A da figura 1.2 é planar pois é isomorfo ao grafo B da mesma

figura.

Definicao 2.2. Uma curva fechada ¢ em um plano € dita simples se ¢ nao intersecta

a St mesma.

Exemplo 2.2.

Figura 2.1:

Uma importante propriedade das curvas fechadas e simples é dada pelo

seguinte teorema de Jordan:

Teorema 2.1. (Teorema da Curva de Jordan) Se ¢ é uma curva continua, simples

e fechada no plano, entao ¢ divide o plano em duas regioes distintas tendo ¢ como

13



fronteira. Dados os pontos P e @), em regioes distintas, se unirmos P e () por uma

curva continua | no plano , entdo | intersecta c.

A prova deste teorema serd omitida neste trabalho, mas pode ser encon-
trada em [5].

Exemplo 2.3. A curva ¢ nao é uma curva simples pois intersecta a si mesma.

: d
Cc

Figura 2.2:

Corolario 2.1. Se ¢ € uma curva simples e fechada em um plano, e dois pontos de c
sao ligados por uma curva continua, entao esta curva, nao tendo nenhum outro ponto

em comum com c, estd inteiramente contida em uma das regioes definidas por c.
Exemplo 2.4. A curva vyvy esta contida "dentro"da curva d na figura 2.2

Teorema 2.2. (Principio das gavetas de Dirichlet) Se n objetos forem colocados em

[ gavetas entao pelo menos uma gaveta conterd [("—;1)] + 1 objetos.
A prova deste teorema esté em [4].

Teorema 2.3. O grafo K33 nao é planar.

[ U, Uy

(Y J
4 Us Us

Figura 2.3: O grafo K33

Prova: O grafo K33 ¢é representado usando a figura 2.3, vamos tentar a partir da

figura 2.4 construir uma representacao para K33 sem cruzamentos de arestas.

14



0, Us

v
X 3

0, Uy

Figura 2.4:

Vamos usar o grafo da figura 2.4 para representar K33, chame o grafo da
figura 2.4 de GG. Note que GG é uma curva planar simples continua e fechada. Ligue
U1 a Uy, Vg & Us € U3 & Vg Por curvas continuas, no mesmo plano de G.

Vamos aplicar o corolario 2.1 aos pares de curvas v1v4 € G, 0905 € G, e v3vg
e (G. Concluindo assim que cada uma das curvas esté inteiramente contida em uma
das regides definidas por G (com excessao dos pontos pertencentes a G).

Considere as curvas v,v4, v9V5, U3vg, usando o principio das gavetas de
dirichlet chegamos a conclusao de que podemos ter no maximo duas dessas curvas
em uma das regioes definidas por G sem que haja um cruzamento de arestas.

Para provar isso consideremos dois casos:

Caso I:Existem pelo menos duas curvas "dentro"de G.

Vs

Figura 2.5:

Considere sem perda de generalidade que v,v4 € vov5 sejam tragadas dentro
de G sem cruzamento de arestas entre elas (veja figura 2.5). Tome agora w; um ponto
de vyvs proximo o suficiente de vq, tal que nao haja cruzamento de arestas entre w;
e vy, portanto vivgvov4v7 € uma curva continua simples e fechada no plano, w; é um
ponto dentro e vs ¢ um ponto fora da regiao delimitada por essa curva, portanto pelo
teorema da curva de Jordan vyvs intersecta vivguvovav;. Sendo assim nao podemos

tragar v1v4 e VU5 sem cruzamentos de arestas no interior de G.

15



Caso II: Existem pelo menos duas curvas "fora"de G.

Figura 2.6:

Novamente, sem perda de generalidade, tome v v4 e v3vg, curvas tragadas
fora de GG sem cruzamento de arestas entre elas, seja wy um ponto de v3vg proximo
de v3. Assim vyv9v3v4v7 € uma curva continua simples e fechada no plano, ws é um
ponto na regiao dentro da curva e vg € um ponto fora da curva, pelo teorema da curva
de Jordan, toda curva ligando wy a vg intersecta vivsv3v4v1, portanto nao é possivel
tracar v1v4 e v3vg do lado de fora de g sem que haja cruzamento de arestas.

Como nao ha mais casos possiveis, o teorema esta provado.

Teorema 2.4. O grafo K5 nao € planar.

Figura 2.7:

Prova: Usando a mesma idéia do teorema anterior, seja H a curva que representa

o grafo da figura 2.7, note que H é uma curva continua, simples e fechada no plano.

ligue vy a v3, v1 a vy, Vo & V4, U2 & Vs, € V3 a vs. Aplicando o corolario 2.1 aos pares de

curvas: vivs e Hvjvy e Hvouy € H,vous e H, e vgvs e H. Chegamos a conclusao que

ou cada uma das curvas estao na regiao interior de H, ou estao na regiao exterior de
H.

Usando novamente o principio das gavetas de Dirichlet, podemos afirmar

o seguinte: temos 3 curvas "dentro"de H e 2 curvas "fora"de H, ou temos 3 curvas

16



"fora"de H e 2 curvas "dentro"de H. Repetindo o raciocinio da demonstracao anterior
temos dois casos:

Caso I:Existem pelo menos 3 curvas dentro de H.

Digamos, sem perda de generalidade, que sejam viv3, v1v4 € v3v5. Seja wq
um ponto de vyvy, proximo o suficiente de v; tal qu e nao haja cruzamento de arestas
entre w; e v;. Tome a curva vsvsvsvs. Ela é planar, continua, simples e fechada,
como @ esta na regiao interna e v; esta na regiao externa da curva, pelo Teorema da
Curva de Jordan, temos que vyv4 deve intersectar vsv4v5vs3.

Portanto nesse caso K5 nao pode ser tracado em um plano sem cruzamento

de arestas.

Figura 2.8:

Caso II: Existem 3 curvas fora de H.

Suponha, sem perda de generalidade, vivy, vov5 € vovy fora de H. Seja wy um
ponto de wvyvy, proximo o suficiente de vy, tal que nao haja cruzamento de arestas
entre wy e v9. Considere a curva vsv3v9v5 ela é uma curva planar, simples, continua e
fechada, e seja () um ponto de viv, proximo de vy, como () esta dentro e v, esta fora
de v5v4v3v5, usando o Teorema da Curva de Jordan concluimos que wvov, intersecta
vU5U4v3v5 em algum ponto, e portanto nao podemos tracar 3 curvas "fora"de H sem
que elas se intersectem. Como I e IT sao os tnicos casos possiveis, temos que k5 nao

é planar.

Teorema 2.5. Todo subgrafo de um grafo planar € planar.

Prova: Seja G uma representagao de um grafo planar qualquer, sem cruzamento
de arestas. Todo subgrafo de G é obtido pela remocao de vértices e arestas de G,
mas observe que a remogao de vértices ou arestas nunca criard um cruzamento de

arestas, sendo assim fica provado que todo subgrafo de um grafo planar é planar.

17



Corolario 2.2. Todo supergrafo de um grafo nao planar é nao planar.

Prova: Seja G um grafo nao planar qualquer, e seja H um supergrafo de G. Caso
H fosse planar, pelo teorema 2.5, G também o seria, contradizendo a hipotese de que

G nao seja planar.

Definicao 2.3. Uma expansio de um grafo G, é obtida de G adicionado-se novos

vértices as arestas do diagrama que representa G.

Exemplo 2.5. Na figura 2.8 os vértices ki, ko, - - - , kg foram adicionados formando

uma expansao do grafo.

X v,

Figura 2.9:

Teorema 2.6. Toda expansao de K33 ou K5 € nao planar.

Prova: Seja H uma expansao de K33 ou de K5, suponha que H seja planar,
portanto H pode ser representado em um plano sem que haja cruzamento de arestas,
considere tal representagao. Retire dessa expansao todos os novos vértices adiciona-
dos. Note que tanto K33 quanto K5 nao possuem vértices de grau 2, e este processo
nao cria nenhum cruzamento de arestas, ou seja, apos retirarmos esses vértices tere-
mos uma representagao planar de K33 ou K5, o que contradiz os teoremas 2.3 e 2.4.

Portanto toda expansao de K33 e K5 é nao planar.

Corolario 2.3. Todo supergrafo de uma expansao de Ks3 ou de K5 € nao planar.

Prova: Seja H uma expansao de K33 ou K e seja G um supergrafo de H, pelo

teorema 2.6 H nao ¢é planar, e portanto GG nao é planar pelo corolario 2.2.

18



Teorema 2.7. (Teorema de Kuratowski:) Todo grafo nao planar é um supergrafo de

uma expansao de K3 ou de Ks.

Observacao: Esse teorema é nao trivial, por esse motivo a sua demonstracao

serda omitida neste trabalho. Uma prova para esse teorema pode ser encontrada em
[6].

Corolario 2.4. O conjunto de todos os grafos nao planares € igual ao conjunto de

todos os grafos que sao supergrafos de expansoes de K33 ou K.

Prova: Seja N o conjunto de todos os grafos nao planares e seja £ o conjunto de
todos os grafos que sao supergrafos de expansoes de K33 ou de K5. N é subconjunto

de E pelo Teorema de Kuratowsky, e £ é subconjunto de N pelo Corolario 2.3.

19



Capitulo 3

Cadeilas de Euler e Cadeias de

Hamilton

Definigao 3.1. (Cadeia de Euler) Uma cadeia vy, vy, , ..., v;,, em um grafo G(V, E) é
dita uma cadeia de Fuler caso essa cadeia percorra todas as arestas de G uma inica
vez. Caso tenhamos v;, = v;, entao essa cadeia é chamada Cadeia de Euler fechada,

caso contrdrio serd chamada Cadeia de Euler aberta.

Exemplo 3.1. A cadeia vs, vy, v4, U5, Vg, V4, U3, V2 € uma cadeia de Euler fechada.

Uy s

Figura 3.1:

Teorema 3.1. Seja G(V, E) um grafo conexo. Entao G possui uma cadeia de Euler

fechada se, e somente se, todo vértice de G tem grau par.

Prova: Vamos separar a prova deste teorema em duas partes:
(I) Suponha que G tenha uma cadeia de Euler fechada. Entao escolha um vértice
qualquer v; de G. Como G é conexo e possui uma cadeia de Euler fechada ¢, comece a
percorrer ¢ através de uma aresta arbitraria ligada a v, chegando ao préximo vértice.
Como a cadeia é fechada ela nao podera terminar em nenhum vértice de GG diferente
de vy, e como a cadeia é de Euler ela passard por todas as arestas de G apenas uma
tnica vez. Em todo vértice de GG diferente de v, que passamos temos que usar duas

arestas, uma para entrar e outra para sair do vértice, e assim podemos concluir que
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todos os vértices de G diferentes de v; possuem grau par. Agora como ¢ é um caminho
fechado e saimos de vy utilizando uma aresta, devemos terminar de percorrer ¢ por
uma aresta diferente e assim v; também é par.

(IT) Suponha que todos os vértices de G tenham grau par. Primeiro sele-
cione um vértice arbitrario v; e deixe esse vértice, percorrendo qualquer uma de suas
arestas, deixando cada um dos vértices seguintes por uma aresta que ainda nao foi
percorrida. Dessa forma, cada aresta é percorrida apenas uma vez, proceda dessa
maneira até retornar a v;. Caso v; ainda possua arestas nao percorridas, repita os
passos anteriores até que nao restem arestas nao utilizadas em v;.

Agora mostraremos que ¢ é uma cadeia fechada. Como todos os vértices
de G possuem grau par, entao em cada vértice que é percorrido resta sempre um
nimero par de arestas nesse vértice, e como vy,foi o tinico vértice que restou com um
numero impar de arestas, pois utilizamos uma aresta apenas para comecar a cadeia
em v; entao ¢ s6 pode terminar em v;. Portanto ¢ é uma cadeia fechada.

Atente para o fato de que ¢ pode nao incluir todas as arestas de (G, nesse
caso tome um vértice vy em c tal que v, possua pelo menos uma aresta nao utilizada,
e repita o mesmo procedimento usado no caminho ¢ para tragar um novo caminho d.
Esse novo caminho também é fechado e percorreu apenas uma vez cada uma de suas
arestas por usar o mesmo procedimento utilizado em c.Agora como vy é um vértice
de ¢ e possui um caminho fechado d comecando e terminando nele, podemos comegar
um caminho f em wv; que engloba os caminhos ¢ e d. Agora, caso f nao percorra
todas as arestas de G podemos usar o procedimento do passo anterior utilizando um
de seus vértices com arestas disponiveis, e assim como G possui um nimero finito de
vértices e arestas, encontraremos uma cadeia fechada que passa exatamente uma vez
por cada uma de suas arestas, ou seja, uma Cadeia de Euler fechada, o que conclui a

demonstracao.

Teorema 3.2. Um grafo conexo G(V, E) possui uma Cadeia de Fuler aberta se, e

somente se, G possui exatamente dois vértices com grau impar.

Prova: A prova seré feita em duas partes:

(I) Considere um grafo conexo G com uma cadeia de Euler aberta comecando
no vértice v; e terminando no vértice v,. Adicione agora um novo vértice k e duas
novas arestas {vy,k} e {vg,k}. Una a cadeia de Euler vy, ...,v2 com a cadeia vy,k,vy
resultando no hipergrafo H(V', E"), V' = V(J{k} e E' = {(v1,k)(v2, k)} JE. Note
que o resultado é uma cadeia de Euler fechada, e, portanto, pelo teorema 3.1, todos

os vértices de H sao pares, e GG possui exatamente dois vértices impares vy e vs.

(IT) Tome agora um grafo G que possua exatamente dois vértices de grau
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impar, v; e vy. Adicione um novo vértice k e duas novas arestas (vy,k) e (vg,k),
resultando em um hipergrafo H de G. Como vértices de H, v; e vy possuem grau
par. Entao, pelo teorema 3.1 esse hipergrafo H possui um caminho de Euler fechado,
e sendo assim, se retirarmos k, (v1, k) e (vy, k) notamos que G possui um caminho de

Euler aberto iniciando em v; e terminando em v, finalizando assim a demonstragao.

Definigao 3.2. (Cadeia de Hamilton) Uma cadeia vy, v, ...v, de um grafo G € dita
uma cadeia de Hamilton, se essa cadeia percorre todos os vértices do grafo exatamente
uma unica vez. Caso tenhamos vy = v, essa cadeia € chamada cadeia de Hamilton
fechada (note que no caso da cadeia ser fechada o vértice inicial é usado duas vezes
e 0s demais vértices sao usados uma unica vez), caso contrdrio é chamada Cadeia de

Hamilton aberta.

Exemplo 3.2. O grafo K4 ( figura 3.2), possui uma cadeia de Hamilton fechada

V1U2U3V4V5VgUT € O grafo da figura 3.3 possui uma cadeia de Hamilton aberta v vovsvsuy

01
UZ
Vs v, U,
v’l
Vs Y US
Uy 04
Figura 3.2: Figura 3.3:

Teorema 3.3. Seja v o numero de vértices de um grafo G(V, E), entio caso a soma
dos graus de cada par de vértices de G for maior ou igual a v—1 entdo vale o sequinte:
(I) G é conexo.

(II) Todos pares de vértices de G sao adjacentes ou possuem um vértice comum entre

S1.

Prova:
(i) A demonstracao desse item sera feita por contradigao. Vale ressaltar que devemos
analisar apenas um caso geral para grafos desconexos com v vértices.

O caso geral ocorre quando temos n partes conexas com k vértices cada.
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Suponha que G seja desconexo, e que o grafo pode ser dividido em n
subgrafos desconexos, com k vértices cada, totalizando n x k vértices. Note que
devemos apenas analisar o caso onde um vértice em cada subgrafo é ligado a todos os
outros n vértices (caso contrario a soma dos graus desse vértice com qualquer outro
ja seria menor do que (n x k) — 1), chame esses vértices que s@o ligados a todos
os outros em cada subgrafo de vy, v, ..., v,, para cada um dos n subgrafos note que
grau de vy (gr(vy)) é igual a k — 1 e que gr(vy) = gr(vy) = -+ = gr(v,). Todos os
outros vértices do grafo diferentes de vy, vy, ..., v, tem grau menor do que n — 1 (em
particular possuem grau 1). Entao analisando qualquer par de vértices do conjunto
V1, Vg, ..., Up, tomando sem perda de generalidade o par vy, v9, nota-se que a soma de
seus graus ¢ 2k —2, e 2k —2 <nxk—1paratodon >1ek >1,nk e N, oque

contradiz a hipotese, portanto G é conexo.

(ii) Suponha por contradigao que hajam dois vértices v; e vy que ndo sao
adjacentes um ao outro nem a um terceiro vértice. Note também que para cada
aresta que liga v; a um determinado vértice w, deixamos de ter uma aresta ligando
w a vy(pois eles ndo possuem nenhum vértice comum), portanto a soma maxima
gr(vy)+gr(vy) év—2ewv—2<wv—10 que contradiz a hipétese de que a soma dos

graus de cada par de vértices é maior ou igual a v — 1.

Teorema 3.4. Se a soma dos graus de cada par de vértices de um grafo G € maior
ou igual a v — 1 (onde v € o numero de vértices de G), entao G possui uma cadeia

de Hamilton aberta.

Prova: Tome o maior inteiro w tal que o grafo caminho P, seja um subgrafo de
G. Note que caso w fosse igual a v, P, seria uma cadeia de Hamilton aberta em G,
entao devemos mostrar que w = v. Suponha entao, por contradicao, que w < v, e
tome um grafo caminho P, obedecendo as condigoes acima. Como w < v, G possui
vértices que nao estdo incluidos em P, e como G é conexo (pelo Teorema 3.3), G
também possui vértices que nao estao em P,. Chame de c e d os vértices onde comeca

e termina P,.

Figura 3.4:

(i) Note que ¢ e d podem ser adjacentes somente a outros vértices de P,
pois se fossem adjacentes a um outro vértice f de G entao o grafo caminho f,c,...,d

seria um subgrafo de G P, 1, o que contradiz o fato de w ser o maior inteiro tal que
P,, é subgrafo de G.
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(ii) Suponha entdo que c e d sejam adjacentes, e tome um vértice g de G
que nao esta incluido em P,. Pelo teorema 3.3 temos que ¢ e ¢ ou sao adjacentes um
ao outro (o que nao é possivel pois ¢ é adjacente somente a vértices e P,), ou sdo
adjacetes a um vértice em comum. Chame esse vértice de n, como n é adjacente a c,
n deve pertencer a P,. Note que o grafo caminho ¢,n,...,c,d = P, também é um
subgrafo de (G,contradizendo a maximalidade de w. Portanto ¢ e d nao podem ser

adjacentes.

Figura 3.5:

Sendo assim suponha que ¢ e d nao sejam adjacentes, para a proxima parte
da demonstragao vamos estabelecer uma dire¢cao no caminho P,,, no sentido de ¢ para

d,por exemplo o vértice n esté a direita de c e f esté a direita de n, h esta a esquerda
de d.

Figura 3.6:

Agora seja y o numero de vértices diferentes de h que sao adjacentes a d,
portanto y = gr(d) — 1, por (i) temos que esses y vértices sao vértices de P,. Agora
vamos estabelecer um limite superior para o grau de ¢. Suponha que ¢ nao é adjacente
a nenhum dos y vértices a direita dos y vértices adjacentes a d. Podemos afirmar que
gr(c) <w —1 e usando (ii) ¢ nao é adjacente aos y vértices citados acima, chegando
a seguinte conclusdo: gr(c) < w — 2 —y. Pela maneira como y foi definido temos que

gr(d) =y + 1, e sendo assim:
gric)+gr(d) <w—-2—y+y—l=w—-1<v-—1

O que contradiz a hipdtese do teorema. Portanto ¢ deve ser adjacente a algum

vértice z de P,, que é adjacente a ¢, portanto tome a cadeia q, z, ¢, ...,d = P,11 0 que
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contradiz a suposi¢ao de que w < v e portanto chegamos a conclusao de que w = v

como queriamos provar.

Teorema 3.5. Se a soma dos graus de cada par de vértices de um grafo G for maior

ou igual a v, entao G possui uma cadeia de Hamilton fechada.

Prova: Tome um grafo GG satisfazendo a hipotese, pelo Teorema 3.4 esse grafo
possui uma cadeia de Hamilton aberta w, como w é uma cadeia de Hamilton aberta
ela contém todos os vértices de (G, mas nao necessariamente todas as arestas. Vamos
analisar dois casos entao:

(I) Os vértices c e d sdo adjacentes. Nesse caso existe uma cadeia de Hamilton

fechada trivial.

(IT) Os vértices ¢ e d nao sao adjacentes. Nesse caso ¢ é adjacente a um

vértice n a direita de um vértice adjacente a d, caso nao fosse teriamos:
gr(c) <v—2—gr(d)+1
Entao
gric)+gr(d) <v—2—gr(d)+ 1+ gr(d) = gr(c) + gr(d) <v—1

o que contradiz a hipotese.

Deve-se ressaltar que esses dois teoremas nao nos dao muitas garantias
sobre as cadeias de Hamilton ja que podem haver grafos que nao cumprem as hipoteses
de nenhum dos dois teoremas e ainda assim possuam uma cadeia de Hamilton, fato

que nao cocorre com as cadeias de Euler.

3.1 Multigrafos

Definicao 3.3. Um grafo G € dito um multigrafo se existir mais de uma aresta

ligando um mesmo par de vértices de G.

Exemplo 3.3. O grafo da figura 3.7 ¢ um multigrafo pois possui mais de uma aresta

ligando os pares de vértices vy € v3, € v3 € vy.
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Uy

2 Vs

Figura 3.7:

Definicao 3.4. Uma cadeia em um multigrafo G € uma sequéncia alternada de vér-
tices nao necessariamente distintos, tal que cada vértice € conectado ao prorimo vér-
tice da sequéncia através de uma aresta. No caso do primeiro vértice da sequéncia

ser igual ao ultimo temos uma cadeia fechada.

Exemplo 3.4. A sequéncia de vértices v1v20304U50605 € uma cadeia no multigrafo da

figura 3.8.

V.

Figura 3.8:

Definicao 3.5. O grau de um vértice em um multigrafo € igual ao nimero de arestas

ligadas ao vértice.

Definicao 3.6. Uma cadeia de Fuler em um multigrafo é uma cadeia que utiliza cada

aresta do multigrafo uma unica vez.

Teorema 3.6. Um multigrafo conexo possut uma cadeia de Fuler fechada se, e so-

mente se, todos os seus vértices possuem grau par.

Prova:
(I) Tome um multigrafo conexo G, agora em cada par de vértices com
mais de uma aresta interligando-os escolha uma dessas arestas, e assim defina os
subgrafos Wi, Ws, ..., W,,, utilizando todas as combinacoes de arestas possiveis. Essas

combinagoes de arestas sao obtidas escolhendo em cada par de vértices ligado por
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mais de uma aresta, uma das arestas que ligam esse par. No exemplo 3.4 podemos
obter quatro subgrafos Wy, Wy, W3 e W, utilizando cada uma das arestas que ligam
V3 a Uy € Us a Ug.

Note agora que como G ¢é conexo, todos os subgrafos Wy, ..., W,, possuem
todos os seus vértices com grau par, e sendo assim pelo teorema 3.1, temos que cada
subgrafo possui uma cadeia de Euler fechada, e agora unindo cada um dos subgrafos,
chegamos a conclusao que o multigrafo G' também possui uma cadeia de Euler fechada.

(IT) Tome agora um multigrafo G com uma cadeia de Euler fechada, esta-
belega subgrafos W7, ..., W,, de G como feito em (i), utilizando o teorema 3.1, conclui-
se que cada um dos subgrafos é conexo, e portanto unindo-se todos os subgrafos temos

que (G é conexo.

Teorema 3.7. Um multigrafo conexo G possui uma cadeia de FEuler aberta se, e

somente se, G possui exatamnte dois vértices de grau impar.

Prova:

(I) Tome um multigrafo conexo G com exatamente 2 vértices impares.
Ligue os dois vértices impares através de uma nova aresta, criando assim um hiper-
multigrafo H ( a definigdo de hipermultigrafo é anédloga a defini¢ao de hipergrafo),
note que H possui todos os vértices pares, e portanto pelo teorema 3.6, possui uma
Cadeia de FEuler fechada. removendo a nova aresta e retornando ao multigrafo G,
conclui-se que GG possui uma cadeia de Euler aberta comegando em um dos vértices
impares, e terminando no outro.

(IT) Tome agora um multigrafo G com uma cadeia de Euler aberta. Ligue
o vértice inicial da cadeia com o vértice final através de uma nova aresta, formando
um novo hipermultigrafo H. Note que H possui uma cadeia de Euler fechada e, pelo
teorema 3.6, possui todos os vértices com grau par, ou seja, se retirarmos a nova
aresta e retornarmos a GG, podemos ver que os vértices inicial e final possuem grau

impar, como queriamos demonstrar.

3.2 Solugao de Labirintos

Uma aplicagao da teoria de grafos é na solugao de Labirintos, encontrando
uma maneira de como encontrar a saida de um labirinto a partir de uma entrada, ou
caso estarmos dentro do labirinto, estabelecer um método que nos leve a uma saida.
Aqui iremos analisar o caso de estarmos dentro do labirinto sem termos idéia do for-

mato ou tamanho do labirinto, mas com a condicao de podermos fazer marcacoes
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nas paredes e no chao do labirinto, esse algoritmo é chamado: Algoritmo de busca em

profundidade para Labirintos.

=

[

Figura 3.9:

Tendo como o labirinto da figura acima, vamos utilizar o algoritmo para
encontramos uma saida.
A idéia desse algoritmo é transformar os corredores do labirinto em arestas,
e os cruzamentos em vértices, da seguinte maneira:
(1) Em cruzamentos é atribuido um vértice para o lugar onde os corredores se

encontram e um vértice para cada um dos corredores ligados a esse cruzamento.

> de

Figura 3.10: Figura 3.11:

(ii) Caso tenhamos um corredor sem saida, adicione um vértice e um laco

a esse corredor.
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Figura 3.12:

Executando-se essas associagoes, podemos utilizar o seguinte algoritmo

para encontrar a saida do Labirinto:

1- Escolha um caminho de partida.
2- Dirija-se a um vértice vizinho do seu atual ponto e que ainda nao foi visitado.
3- Repita o passo 2 tantas vezes quanto possivel.

4- Se voceé ja investigou todos os vértices vizinhos de seu atual ponto, percorra a se-
quéncia dos vértices ja visitados para tras (voltando por onde veio), até chegar

a um vértice vizinho ainda nao visitado. Visite-o.

ot
T

Assinale todas as arestas que vocé revisitou (para fins de melhor visibilidade).

6- Repita os passos 2 a 5 até achar a saida do labirinto.
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Figura 3.13:

O grafo da figura 3.13 representa o labirinto da figura 3.9. Nele o caminho
percorrido utilizando o algoritmo ¢ indicado por setas, as setas em azul, indicam o
caminho feito voltando, apoés encontra um vértice que nao era adjacente a nenhum

novo vértice.

3.3 O problema do Caixeiro Viajante

Esse problema, que foi estudado por Hamilton, consiste em dada uma
quantidade n de cidades ligadas por estradas, encontrar o menor caminho que passa

por todas as cidades, podendo ou nao repetir alguma delas.

Exemplo 3.5.

Figura 3.14:

No exemplo 3.5 para achar o menor caminho podemos usar o método de
tentativa e erro, ou algum processo computacional para resolvé-lo, o que pode ser

demorado pois o nimero de solugoes possiveis é de 5!, ou seja, 120 solugoes.
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Em um grafo completo com n cidades, o problema do caixeiro viajante,
admite n! solugoes, ou seja, em um problema com 20 cidades teriamos 20! solugoes
possiveis.

Uma abordagem mais simples do problema pede para encontrar um cam-
inho que percorra todas as cidades do diagrama, sem repetir nenhuma cidade. Para
encontrar a solugao para esse problema podemos utilizar cadeias de Hamilton, pois
se existe uma cadeia de Hamilton no grafo, é possivel encontrar um caminho que

percorra todos os vértices do grafo passando apenas uma tnica vez em cada vértice.

Exemplo 3.6.

B

Se tivermos um problema onde o caixeiro tenha que viajar entre as cidades
1, A, B,C, D sem passar duas vezes pela mesma cidade, facilmente pode-se perceber
que o grafo da esquerda na figura 3.5 nao admite solugao para o problema. Mas adi-
cionando uma nova estrada ligando quaisquer duas cidades, conseguimos resolver o
problema, pois com a nova estrada se torna possivel encontrar uma cadeia de Hamil-

ton no grafo que representa as cidades.
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Capitulo 4
Coloracao de Grafos

Definicao 4.1. Colorir um grafo € atribuir elementos de um conjunto qualquer, por
exemplo, de cores ou de niumeros, de modo que vértices adjacentes nao possuam o

mesmo simbolo.

Exemplo 4.1. O grafo da figura 4.1 foi colorido utilizando os elementos do conjunto

{1,2,3,4,5,6}

Figura 4.1:

Definicao 4.2. O nidmero cromdtico x de um grafo é o menor niumero de cores

necessdrio para colorir um grafo.
Exemplo 4.2. O grafo da figura 4.1 possui x = 2

Alguns fatos podem ser citados sobre o nimero cromaético:
(1) Um grafo pode ser sempre colorido utilizando-se uma cor diferente para

cada vértice, ou seja x < V, onde V é o nimero de vértices do grafo. (ii)

O menor nimero cromético possivel é y = 1(somente nos grafos nulos), portanto

podemos chegar a seguinte inequagao 1 < y < V.
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Teorema 4.1. Os grafos completos sao os unicos com x =V e o0s grafos nulos sao

0s unicos com x = 1.

Prova: A prova sera feita em duas partes:

(i) No caso dos grafos N, ¢ imediato que x(G) = 1 pois nao existem vértices

adjacentes. Também ¢ imediato que os grafos nulos sdo os tnicos com x(G) = 1
pois qualquer grafo que nao seja um grafo nulo, possui pelo menos um par de vértices
adjacentes, e pela defini¢cao de coloracao precisaria de pelo menos duas cores diferentes
para ser colorido.

(ii) Como nos grafos completos cada vértice é adjacente a todos os outros

vértices do grafo, é imediato que x(G) = V. Note que K, sdo os tnicos grafos onde
isso ocorre, pois caso um grafo nao seja completo, entao ele possui pelo menos dois

vértices nao adjacentes, e que por esse motivo podem ser coloridos com a mesma cor.

4.1 A primeira férmula de Euler

Definicao 4.3. (Faces de um grafo) Quando um grafo € tragado em um plano sem que
arestas se cruzem, ou seja, o grafo € planar, ele divide o plano em regioes chamadas

faces. As faces de um grafo sao indicadas pela letra f.

Observacao: A regiao "em volta"do grafo, que nao é limitada por duas
arestas, é chamada de face exterior do grafo, e contamos ela como uma face em

qualquer grafo.

Exemplo 4.3.

Figura 4.2:

Definicao 4.4. Um grafo é dito ser poligonal se ele é: planar, conexo e cada uma

de suas arestas faz fronteira com duas faces diferentes.

Exemplo 4.4. O grafo da figura 4.3 é um exemplo de grafo nao poligonal.
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Figura 4.3:

Teorema 4.2. (Férmula de Euler) Dado um grafo G(V, E), planar, conezxo e polig-

onal os numeros v,f e e de vértices, faces e arestas, respectivamente, safistazem a
relacao:
v+ f—e=2

Prova: Usando o principio de inducao matematica:

(i) a afirmagao vale para f = 1. O unico grafo poligonal com uma face é N;. O grafo

nulo com um tdnico vértice, v =1, f =1, e = 0, ou seja

vhf—e=1+41-0=2

(i) Suponha, por indugdo, que o teorema seja valido para f = k.

v+ f—e=2

(iii) Vamos mostrar que a afirmagao é valida para f = k + 1.

Seja G um grafo poligonal qualquer com k+ 1 faces. Seja H um outro grafo poligonal
obtido de G pela remocao das arestas e dos vértices de G que sao adjacentes a face
externa de GG, portanto H tem k faces. Como H tem k faces pela hipotese de indugao
é valido o seguinte:

vg + fu—em =2

Temos que:
Joe=/fa+1
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Seja x := eq — ey de modo que eq = x + ey. = é o numero de arestas que foram
removidas de G).
Também note que sempre que removemos um numero x de arestas de um grafo

removemos um numero x — 1 de vértices do grafo. Portanto, em G obtemos o seguinte:

vg=vg+z—1

Considere agora a seguinte relacao:

vg+ fo—eq=(vu+x—1)+(fu+1)— (v +en)

Substituindo as relagoes encontradas acima obtemos:
vg+ fG—eg=vg+r—1+fp+1—v+eyg=vg+ fog—eg=2

E assim demonstramos por indugao a formula de Euler.

Os proximos teoremas vao ser necessarios para demonstrar o teorema das

5 cores.
Teorema 4.3. Se G € planar e conexo com v > 3, entdo %f <e<3v—6.

Prova: Seja G um grafo planar, conexo e com 3 ou mais vértices. Vamos separar
a demonstracao em 2 casos:
(i) G possui uma face limitada por menos do que 3 arestas, mas note que para que
isso acontega G teria que ser o grafo caminho Pj, ou algum outro grafo caminho P,
n > 3, aqui vamos mostrar utilizando Pj, a demonstracao ¢ similar para P,.

Para P3,v =3, f = 1,e e = 2. Portanto temos %f = %,e =2,3v—6 = 3,0u

seja,%f <e<3v-—6.
(ii) Todas as faces de G sao limitadas por 3 ou mais arestas. Sendo assim numerando
as faces de G de 1 a f podemos elaborar a seguinte série de afirmagoes: Se k é o

nimero de arestas que limitam determinada face do grafo:

3 < k(f)

Somando as duas colunas chegamos a seguinte a afirmagao 3f < D, onde D ¢é

a soma da segunda coluna. Se G fosse poligonal, D = 2e pois em um grafo poligonal
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cada aresta faz fronteira com exatamente 2 faces, e sendo assim teriamos contado 2
vezes cada aresta, resultado em D = 2e. Agora caso G nao fosse poligonal, teriamos
D < 2e, pois existiria pelo menos 1 aresta que nao faria fronteira com duas faces
distintas. Portanto podemos afirmar que D < 2e. Substituindo em 3f < D, temos
3f < 2e, % f < e, concluindo para a primeira parte do teorema.

Para demonstrar a segunda parte do teorema vamos utilizar o fato de que
% f < e que acabamos de provar. Multiplicando ambos os lados por %, temos que

f < 2e. Somando v — e temos que:

2
v+f—e§§e—|—v—e

Utilizando a férmula de Euler:

2§v+%—e
2§v—§
t<v—2
e<3v—26

Concluindo assim a demonstracao do teorema.

Corolario: K; nao é planar.

Prova: Suponha por contradi¢ao que K5 fosse planar. é sabido que K5 é um grafo
conexo, entao pelo teorema 11 K5 deveria satisfazer e < 3v — 6. Mas K5 possui 10
arestas e b vértices, portanto terifamos 10 < 9, o que é uma contradi¢ao. Portanto

K5 nao é planar.

Teorema 4.4. Se G € planar e conexo entao G possui um vértice de grau menor ou

tqual a 5.

Prova:Seja G um grafo planar e conexo, vamos dividir a prova em dois casos:
(i) G possui menos de 3 vértices.
Nesse caso G deveria ser K7 ou K5 e nesses grafos a hipotese é valida.
(ii) G possui 3 ou mais vértices.
Suponha por contradicao que todo vértice de G possua grau > 6, entao numerando

os vértices de 1 a v, podemos afirmar o seguinte:



Somando as duas colunas, temos que:

6v < 2e
Jv<e

Pelo teorema anterior temos que como G é planar e conexo e < 3v — 6, substituindo:
3v<3v—6

Chegando a uma contradigao, portanto G deve possuir pelo menos um vértice com

grau menor ou igual a 5.

4.2 A conjectura das 4 cores

A conjectura das 4 cores diz o seguinte:
"Todo grafo planar possui nimero cromético y < 4".

Essa conjectura foi proposta pela primeira vez por Francis Guthrie (1831-
1899) enquanto tentava colorir o mapa dos condados da Inglaterra. Em 1879 Al-
fred Kempe (1849-1922) apresentou uma prova para a conjectura, prova essa que foi
mostrada ser falsa por Percy Heawood (1861-1955), em 1891, mas as falhas apon-
tadas na demonstracao de Kempe por Heawood, levaram este tltimo a estabelecer e
demonstrar o teorema das 5 cores. No ano de 1976, Keneth Appel (1932 - ) ¢ Wolf-
gang Haken (1928 - ) demonstraram a conjectura, mas necessitaram de computadores
para a verificacao de vérios grafos no processo. Por esta razao sua demonstragao nao
foi aceita por varios matematicos, ja que a demonstracao nao poderia ser verificada

somente utilizando célculos manuais.
Teorema 4.5. (Teorema das 5 cores) Todo grafo planar possui x < 5.

Observacao: Essa prova ¢é dividida em varias partes, por isso o grande ntmero
de passos na demonstragao.
Prova: Vamos utilizar o principio de inducao sobre o ntimero de vértices para essa
demonstracao:

(i) A proposigao é valida para v = 1 pois precisamos de somente uma cor

para colorir 1 grafo com um tnico vértice, ou seja, y =1 < 5.

(ii) Estabelecendo a hipotese de indugao suponha que a afirmagcao seja valida

para um grafo com k vértices, ou seja, xy < 5 para um grafo planar com k vértices.
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(iii) Seja G(V, E') um grafo planar com k+ 1 vértices, pelo Teorema 4.4 temos

que GG possui um vértice a com grau < 5.

Definimos o Grafo G — A como o grafo GG, excluindo o vértice a e as arestas incidentes
a a, portanto G — A possui k vértices e pode ser colorido com 5 cores ou menos.
Vamos agora tratar as possibilidades de coloracao do grafo W formado pelo vértice
A e pelos vértices de G — A adjacentes a A (colorindo assim o grafo G).

i W possui y <5
Nesse caso basta colorir o vértice A com um cor ainda nao utilizada em G — A,
chegando a conclusao que mesmo que x(G — A) =4, x(G) < 5.

it G—Atem x =5egr(a) <5.
Nesse caso, A é adjacente a no maximo 4 vértices, bastando colorir A com uma cor
distinta de cada uma das cores utilizadas nos vértices adjacentes a A.

iii G — A tem x = 5 e gr(a) = 5. Este é o caso mais complexo e requer

atengao pois sera necessario mudar a cor de alguns vértices gerando assim vérios casos

para analisar.

(a) Se dois vértices adjacentes a A possuem a mesma cor, hd uma quinta
cor nao utilizada e podemos utiliza-la para colorir A.

(b)Sejam 1,2,3,4 e 5 as 5 cores, e sejam, P, Q), R, S e T os vértices adjacentes
a A, coloridos da seguinte forma: P(1),Q(2), R(3),S(4),T(5).

Figura 4.4:

(i) Nao existe uma cadeia ligando P a R consistindo de vértices coloridos
com 1 e 3. Portanto nao é possivel ir de P para R através de uma cadeia como essa,
sendo assim troque a cor de P de 1 para 3 e em cada vértice subsequente nessa cadeia
faca a seguinte troca 1 — 3 e 3 — 1,dessa maneira teremos 2 vértices adjacentes a a
coloridos com a mesma cor 3 e podemos usar a cor 1 para colorir o vértice a.

(ii) H4 uma cadeia ligando P a R formada somente por vértices coloridos com 1 e

3. Se esse fato é verdadeiro, suponha que exista uma cadeia ligando @) a S formada
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somente por vértices coloridos com 2 ou 4. Note que nao é possivel existir tal cadeia
ligando @ a S, pois: como o grafo GG é planar () é cercado por um subgrafo ciclico de
G iniciando em P e terminando em R, mas como nenhum dos vértices desse subgrafo
usando as cores 2 ou 4 (pois o subgrafo foi construido utilizando somente as cores 1
e 3). Usando o fato de G ser planar chegamos a conclusdo de que qualquer cadeia
ligando ) a S deve passar por um dos vértices do subgrafo de GG, o que é impossivel
pois a cadeia que liga () a S é composta por vértices coloridos com 2 e 4 e o subgrafo
possui vértices coloridos somente com 1 e 3. Portanto nao existe tal cadeia ligando
Qas.

Usando o mesmo raciocinio do subcaso anterior,vamos recolorir () com a
cor 4 e executar a troca 4 — 2,2 — 4, conseguindo assim dois vértices adjacentes
a a coloridos com a cor 4 e assim a pode ser colorido com a cor 2,terminando a

demonstracao para k + 1 vértices.

4.3 Coloracao de Mapas

Definicao 4.5. Colorir um mapa € atribuir cores para cada regiao de modo que

regioes adjacentes nao possuam cores iGquais.

Quando estamos colorindo um mapa podemos representé-lo por um grafo,
onde cada regiao é representada por um vértice e as fronteiras que separam as regioes
sao as arestas do grafo. Logo apos é feito um grafo dual do grafo que representa o

mapa e assim, colorindo o grafo dual, encontramos uma coloragao para o mapa.

Definicao 4.6. Um grafo dual do grafo G, é um grafo baseado em G, da sequinte
maneira: cada vértice do grafo dual, representa uma face de G, e as arestas do grafo

dual ligam os vértices correspondentes a faces adjacentes.

Exemplo 4.5. O grafo G representa um mapa e o grafo H é o dual do grafo G.

Figura 4.5:
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4.4 O Problema da coloracao de Mapas

O problema da coloragao de mapas se trata de achar o nimero minimo
de cores necessarias para se colorir um determinado mapa. KEsse problema surgiu
da necessidade de se utilizar um ntmero minimo de cores para colorir o mapa de
determinada regiao, ja que utilizando-se menos cores, diminuiria o custo de impressao
desses mapas.

A resolucao desse problema torna-se simples apos a leitura deste capitulo
pois o namero minimo de cores é 4(utilizando-se a conjectura das 4 cores) ou 5
(utilizando o teorema das 5 cores). Para verificar que o teorema pode ser utilizado,
basta usar o seguinte método:

Primeiro traga-se o grafo que representa o mapa a ser colorido ( utilizando
o método descrito no inicio desta segao), logo apos constroi-se um novo grafo a partir
deste. Este novo grafo possui seus vértices localizados em cada uma das faces do
grafo anterior, e as faces adjacentes sao ligadas por arestas, gerando assim um grafo

dual ao grafo que representa o mapa. Este grafo dual sempre sera planar e conexo.

Figura 4.6:
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Capitulo 5
O Género de um Grafo

No capitulo 2 definimos um grafo planar como sendo o grafo:
a) que pode ser representado por um diagrama no plano e;

b) sem cruzamento de arestas.
Neste capitulo consideramos grafos que podem ser representados por dia-

gramas desenhados:
a) sobre outras superficies e;

b) sem cruzamento de arestas.

Considere a familia de superficies no R*, indicadas pelo simbolo S, formada

pela superficie esférica (Sp), o toro (S7), o 2-toro,- - - ,g-toro,- - - como mostra a figura
5.1. O indice g, chamado de género da superficie Sy, ¢ o nimero de "buracos'"na

superficie. Desse modo, Sy indica a superficie esférica, que nao tem "buracos".

1

IN(I)

Figura 5.1:
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Definicao 5.1. O género de um grafo, denotado "g", € o indice da primeira superficie
na sequéncia Sy, Si,..., na qual o grafo pode ser tracado sem um cruzamento de

arestas.

E intuitivo que localmente, isto é, numa vizinhanca de um ponto qualquer
de qualquer superficie Sy, g =0,1,2,--- , podemos desenhar o diagrama de qualquer
grafo planar. A superficie Sy, portanto, é a primeira onde isso pode ser feito. Logo,

um grafo planar tem género g = 0. Podemos provar o seguinte:

Teorema 5.1. O conjunto dos grafos planares € igual ao conjunto de todos os grafos

com g = 0.

Prova:
(i) Todo grafo que possui g = 0 é planar.

Seja G um grafo tracado em uma esfera sem cruzamento de arestas. Se-
lecione um ponto pertencente a face exterior desse grafo e retire esse ponto. Em
seguida, deforme a superficie resultante até obter um circulo sobre o plano, como
mostar a figura 5.2. Apos esse processo teremos um circulo no plano com o grafo
G no interior desse circulo. Apagando o circulo teremos G tracado no plano sem

cruzamento de arestas.

Figura 5.2:

(ii) Todo grafo planar possui g = 0.
Seja G um grafo planar. Trace-o no interior de um circulo. Em seguida,
deforme-o até formar um hemisfério. Continue o processo até obter uma superficie
esférica na qual falta um ponto. Esse procedimento é o inverso do feito em (i).

Complete a esfera e temos G tragado em Sy, portanto GG possui g = 0.
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Teorema 5.2. Todo grafo possui um género.

Prova: Seja G um grafo qualquer. Se G ¢é planar, entao g = 0 pelo teorema
anterior. Caso G nao seja planar, entao trace GG sobre Sy. Para cada cruzamento de
arestas adicione uma "al¢a"(uma deformagao que elimina o cruzamento de arestas
criando um "buraco"em Sy) de modo que seja desfeito esse cruzamento. Seja n o
namero de algas, note que n é finito( pois G' possui um namero finito de arestas). Sy

com essas n "al¢as"pode ser deformado até termos .S,,.

Figura 5.3:

Na sequéncia de superficies Sy, S1, Sa, ... temos que o género g de qualquer
grafo G é a primeira superficie da sequéncia na qual G pode ser tracado sem cruza-

mento de arestas.

Teorema 5.3. Se um grafo G possui género g, entao G pode ser tragado sem cruza-

mento de arestas em toda superficie S, com g < n

Prova: Tome o grafo G e S, e considere um diagrama de G em S, sem cruza-
mento de arestas. Localize uma regiao de S; onde nao passem arestas de G, note
que essa regiao pode ser deformada, acrescentando novos "furos"a Sy, fazendo isso,
podemos deformar S, em S,,, conseguindo assim tracar G' sem cruzamento de arestas
em qualquer superficie S,, com g < n.

A partir deste resultado podemos ver que o género de um grafo divide
a sequéncia de superficies Sy, Si, ... em duas sequéncias distintas: Sy, 51, ..., Sg—1 de
superficies onde nao se pode tracar G sem um cruzamento de arestas, e a sequéncia
Sg,Sg+1, ... em que se pode tragar G sem um cruzamento de arestas.

A nocao de género também nos permite classificar os grafos quanto a sua
"proximidade"com a planaridade, no sentido de que um grafo com g = 100 é mais

afastado da planaridade do que um grafo com g = 10.
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Também podemos reescrever o corolario do teorema de Kuratowsky (corolario 2.4)
utilizando o conceito de género de um grafo:

"O conjunto dos grafos com g = 0 é igual ao conjunto dos grafos que nao sao expansoes
de K33 ou K"

O que nos leva a pensar que possam existir outros grafos, como Ks3 e K5
que possam estabelecer relacoes semelhantes com grafos com g > 0.

De fato em 1968 um matematico chamado Volmerhauss, provou que para
cada inteiro g < 0 existem finitos grafos Hy, Ho, ..., H, tais que ¢é verdadeira a seguinte
afirmacao:

"O conjunto dos grafos com geno ¢ é igual ao conjunto dos grafos que nao sao ex-
pansoes de supergrafos de H; ou Hy ou Hs ou --- ou H,."

No caso de g = 0 temos que r =2 H; = K33 ¢ Hy = Kj;

Definicao 5.2. Dado um grafo G com género g tracado como um diagrama sem
cruzamento de arestas em Sy, esse diagrama divide a superficie S, em regioes chamadas

faces do grafo G. Denota-se o nimero de faces do grafo pela letra f.

Exemplo 5.1.

-
5 I

5.1 A segunda férmula de Euler

A segunda férmula de Euler generaliza a primeira formula de Euler para
grafos de género g e é a seguinte:v —e + f =2 — 2g.
Note que quando o grafo é planar temos g = 0 e a féormula se reduz a formula de
Euler para grafos planos, v —e + f = 2.
Para demonstrar essa formula seré necesséario assumir uma afirmacao:

Afirmacgao:Se GG ¢ um grafo conexo de género g, entao G pode ser tracado sem

cruzamento de arestas em Sy, de tal maneira que em cada um dos g buracos de S,

44



seja tragcado um anel composto por vértices e arestas de G.

Exemplo 5.2.

O
N

Figura 5.4:

Note que essa afirmacao ¢ razoével pois, se G foi tracado em S, sem cruzamento
de arestas, entao pelo menos uma aresta de G passa por dentro de cada buraco de
Sy. Como a representacao de um grafo independe do diagrama utilizado, podemos

usar um grafo onde um anel como o da afirmacao é tragado.

Teorema 5.4. (Sequnda Formula de Fuler:) Se G € um grafo conexo com v vértices,

f faces, e arestas e género g, entdo:
v+ f—e=2-2g

Demonstracgao: Seja G um grafo conexo de género g. Entao segundo a afirmagao
que assumimos como verdadeira, G' pode ser tracado em S,;, de uma maneira que
tenhamos um anel composto por vértices e arestas de g, passando por cada um dos
buracos de S;. Agora corte S, em cada um desses anéis (divindo-os em dois anéis).
Como haviam primeiramente g anéis, agora temos 2g anéis, cubra esses novos anéis
com uma superficie em forma de disco.

Agora essa nova superficies pode ser continuamente deformada em uma
esfera, resultando em um novo grafo H em Sy, como GG nao possuia cruzamento de
arestas, H também nao os possui, portanto temos que H é planar e conexo, pela
formula de Euler temos que: vy — ey + fg = 2.

Agora relacionando o nimero de vértices de G e H temos: © = vy — vg.
Como todas as novas arestas foram criadas quando cortamos os anéis em dois, e os

anéis sao grafos ciclicos(mesmo nimero de vértices e arestas), temos que:x = ey — eg.
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As tunicas faces criadas cobriam os novos anéis, portanto: fg = fo + 2¢g.Sendo assim

temos:

v + fo —ec = (vg — ) + (fu +29) — (ex — ) =
=vg—x+ fg+29g—eg+x=
:vH+fH+2g—eH=2—2g
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Capitulo 6
Biografias

ALFRED KEMPE

Alfred Bray Kempe (1849-1922) Nasceu em Londres na Inglaterra, e estudou
em Cambridge, onde se dedicou a musica e a matematica, Kempe publicou varios
artigos em geometria, e sua contribuicao a teoria dos grafos veio com sua prova do
Teorema das 4 cores, que foi considerada verdadeira por 11 anos até que Heawood

mostrou haver um erro na prova.

CAMILLE JORDAN

Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) Nasceu em Lyon na Franca,
e estudou mateméatica na Ecole Polytechnique. Jordan trabalhou com Topologia

(chamada Analysis situs na época)e com teoria dos grupos. Jordan foi o primeiro
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pesquisador a tratar de modo estritamente matemaético a teoria das arvores, além de

contribuir indiretamente com o teorema da curva de Jordan.

FRANCIS GUTHRIE

Francis Guthrie (1831-1899) nasceu em Londres, mas viveu na Africa do Sul,
foi um matematico e Botanista que estudou o teorema das 4 cores, além de colecionar

e catalogar espécimes da flora sul-africana.

GUSTAV KIRCHHOFF

Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), Nasceu Koénigsberg na Prussia, estudou
na Albertus University de Konigsberg, ele é mais conhecido pelas Leis de Kirchhoff,
mas apresentou outros trabalhos em eletricidade. Ele utilizou a teoria de grafos em

alguns de seus textos.
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KAZIMIERZ KURATOWSKI

Kazimierz Kuratowski (1896-1980) Nasceu em Varsovia na Polonia, e teve
dificuldades para iniciar seus estudos pois a polonia estava sobre dominio soviético,
e a educacao em escolas polonesas apresentava dificuldades. Ele acabou estudando
em Glasgow na escocia, mas por problemas causados pela primeira guerra mundial
acabou conseguindo seu doutorado na entao recém criada universidade de Varsovia.
Kuratowsky estudou principalmente topologia, e sua maior contribuicao para a teoria

dos grafos foi o Teorema de Kuratowsky.

LEONHARD EULER

Leonhard Euler(1707-1783) Nasceu em Basiléia na Suiga, e recebeu educagao
para se tornar um ministro protestante durante sua vida universitaria. Euler lecionou
por varios anos na universidade de Sao Petesburgo na Riussia e na Academia de Berlin.
Euler trabalhou com diversos temas, entre eles: o6tica, analise, lancamento de pro-
jéteis, teoria dos ntmeros, calculo variacional entre muitos outros topicos. A con-
tribuicao de Euler para a teoria dos grafos se deu através do problema das pontes de
Konigsberg, onde ele acabou criando os primeiros teoremas sobre grafos na histoéria, e

na solucao de labirintos, onde buscava métodos para resolugao de labirintos classicos.
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PERCY HEAWOOD

Percy John Heawood (1861-1955) Nasceu em Newport na Inglaterra, e estudou
no Exetter College, e ministrou aulas na Universidade de Durham na Inglaterra. Ele
estudou por 60 anos de sua vida a conjectura das 4 cores, publicando varios artigos
sobre o assunto, e reescrevendo a conjectura de varias formas diferentes, apesar de

nao ter conseguido obter uma demonstracao.

WILLIAM HAMILTON

William Rowan Hamilton (1788-1856) Nasceu em Glasgow na Escocia, e comegou
a estudar matematica aos 12 anos de idade, por conta propria, entrado no Trinity
College, quando completou 18 anos. Ele estudou vérias areas da fisica como a 6tica,
na matematica ele ficou conhecido pelo desenvolvimento dos quaternions, e contribuiu

para a teoria dos grafos com as cadeias de Hamilton.
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