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Capitulo 1

Apresentacao

1.1 Estrutura do trabalho

Geometria Projetiva: Um Caminho Axiomdtico ao estudo das Céonicas foi pen-
sado com o objetivo de conhecer a geometria projetiva. Aproveitamos o interessante
tratamento que essa geometria nao-euclideana da as conicas para passear pelos ax-
iomas, defini¢coes e teoremas dessa teoria. Ou seja, nao faremos aqui o estritamente
necessario para se estudar conicas, afinal queremos introduzir a geometria projetiva
além de simplesmente falarmos das conicas e sua abordagem projetiva.

Nossos estudos tém forte influéncia no livro do H.S.M. Coxeter, Projective Geom-
etry, tanto na parte de organizacao dos capitulos quanto na construcao das figuras.
A abordagem que iremos dar a geometria durante todo o tempo, e assim faz também
Cozxeter na maioria do livro, é essencialmente geométrica. Portanto quando se ouvir
a palavra reta nao devemos pensar em equagao alguma assim como ponto nao sera
associado a um unico par ordenado. Ponto e reta, aqui, serao entidades sem definicao,
termos primitivos, assim como a relacao de incidéncia.

Todo nosso estudo sera realizado no plano. Nossa lista de axiomas, baseada no
livro de Coexeter anteriormente citada, é restrita a esse objetivo. Apresentaremos
também uma lista de axiomas para se trabalhar no espago, mas nao com outro motivo
senao a curiosidade do leitor.

Usaremos ao longo do trabalho axiomas, definicoes, teoremas e corolarios afim
de demonstrar os resultados na medida em que evoluimos nosso estudo. Exemplos e
observacoes também serao utilizadas para fixar idéias ou direcionar raciocinios.

E importante deixar claro que o objetivo aqui nao é fazer comparagoes entre ge-
ometria projetiva e geometria euclideana, embora alguns resultados aqui mostrados
possam ser demonstrados também usando a geometria de Euclides. Ou seja, seguire-

mos um caminho paralelo a esta tltima, por mais ironico que isso seja, fazendo
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associagoes (ndo comparagoes) quando necessario ou conveniente.

1.2 O que é a geometria projetiva?

A origem da palavra geometria é bem simples. “geo”quer dizer Terra e “me-
tria”quer dizer medida. Podemos entao pensar a geometria como uma espécie de
estudo das medidas da Terra. Basta abrirmos os olhos para ver que somos cerca-
dos por tais medidas: angulos para la, uns metros aqui outros centimetros ali, tudo
ao nosso redor. Surge entao uma pergunta: Serd que é possivel estudar geometria
sem usar essas medidas? Ou seja, serd que conseguimos desenvolver uma geometria
consistente abandonando o compasso, intrumento responsavel pelo transporte de me-
didas necesséario na verificagao de conguréncia de segmentos e angulos, isto é, sera
que conseguimos desenvolver uma geometria consistente usando somente uma régua
nao graduada? A resposta é sim. E é isso que vamos fazer aqui nesse trabalho,
construir, sem nocoes de distancia, uma geometria capaz de provar muitos resultados
importantes.

Bom, é comum nessa altura se perguntar sobre o nome “projetiva’ que acompanha
a palavra geometria. A resposta, veremos com mais detalhes na parte da historia, é
que podemos olhar para esta teoria como uma que estuda as propriedades que nao se
alteram numa projecao. Projecao aqui, por enquanto, num sentido intuitivo mesmo.
A figura 1.1 mostra dois pontos A e B sendo projetados, de uma reta r em uma reta
s por um ponto O, onde A" e B' em s sao suas projecoes. Veja que a distancia entre
dois pontos como conhecemos perde totalmente a validade pois se distorce apos a

projecao.

BI

Figura 1.1: Projecio de Ae B em A" em B’

A forca dessa geometria nasce ao observarmos o mundo real. As coisas nao

mantém sua forma quando mudamos de lugar ou quando as observamos sobre outro
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ponto. E as retas paralelas; alguém jd viu um par delas? Claro que nao!(assim como
ninguém nunca viu uma reta, a pergunto foi s6 para provocar.) Qualquer coisa sem
fim que consideramos paralelas, no “nosso mundo”, podemos ver, ou imaginar, ao hor-
izonte uma uniao entre elas. Os trilhos de trem sao um exemplo classico, em nossa
cabeca imaginamos de um jeito paralelos, olhando para eles e os seguindo com os ol-

hos veremos as margens se cruzarem no infinito. A figura 1.2 tenta mostrar essa idéia.

Figura 1.2: Os trilhos do trem

Na geometria projetiva os axiomas sao construidos de modo que nao se admita
retas paralelas, ou seja, toda reta no plano se cruza, sem execao alguma. Esse fato faz
com que a teoria ganhe uma certa simetria. Cada duas retas determinam um ponto
e cada dois pontos determinam uma reta. Se trocarmos “ponto”e “reta”’na primeira
frase chegamos na segunda e vice-versa. Estudando mais a fundo essa simetria gan-
hamos o chamado principio da dualidade onde cada afirmagao tem uma dual(basta
trocar pontos por retas, e vice-versa, em seu enunciado.). Se a afirmagao for ver-
dadeira sua dual também serd, ou seja, a cada teorema que se prova, ganham-se dois
resultados.

Baseando-se na incidéncia de pontos e retas, como o principio da dualidade, ganha-
se uma certa simplicidade. Todos os pontos e retas sao tratados igualmente, sem
execoes. As coOnicas, por exemplo, nao recebem distingao entre parabola, elipse ou
hipérbole em sua definigao, sao simplesmente conicas.

A geometria projetiva demonstra varios resultados ja provados na geometria eu-
clideana mas agora sem o uso de medidas, ou seja, s6 o uso de incidéncias ja é

suficiente para criar uma geometria consistente.
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1.3 Aspectos historicos

Da antiguidade até a idade média era comum para os pintores e artistas desenhar
objetos e pessoas de uma forma irreal e distorcida. Nessa época muito da arte se
entrelacava com a mitologia. As formas expressavam poder, importancia. Se fossemos
desenhar Einstein seguindo essa idéia, nosso Einstein de tintas teria a cabeca bem
avantajada em virtude de sua inteligéncia.

Conforme o tempo passava, os artistas buscavam mais realismo em suas obras.
Queriam desenhar as coisas do jeito que elas realmente eram vistas. Alguns pin-
tores comecaram a trabalhar com essa idéia a partir de 1425 quando o arquiteto
Brunelleschi discutia perspectiva nos desenhos. Em Della Pittura, trabalho de Alberti
em 1435, faz-se a perguunta: Quando vemos o mesmo objeto de pontos distintos, quais
sao as propriedades preservadas? A teoria, embora iniciada no séc.XVII, s ganha
fama dois séculos depois quando comegaram ser estudados os trabalhos do também ar-
quiteto, considerado fundador da geometria projetiva, Girard Desargues(1591-1661).

Por que sera que o trabalho de Desargues s6 foi “aberto”dois séculos depois de
sua existéncia? Bem, existem teorias que apontam a abordagem analitica nos tra-
balhos como fator desestimulante para época. O mundo ainda nao estava pronto
para a geometria projetiva, a geometria analitica tinha de vir antes. Outra corrente
afirma que matematicos da época consideraram os trabalhos de Desargues como um
manual para se usar perspectiva em desenhos. Sem contar as reclamacoes sobre a
nomenclatura, diziam que ele introduzia muitos termos e conceitos. Independente do
motivo, Desargues se aposenta por falta de entusiasmo.

Nao foram todos os matemadticos que ignoraram os trabalhos do pai da geome-
tria projetiva. Um de seus trabalhos, o projeto Brouillon, tratava das conicas de
Apolonio numa maneira mais simples usando projecoes para provar os mesmos teore-
mas. Cinquenta copias do Broullion foram distribuidas, uma delas para Fermat que
o consagrou como fundador das secoes conicas. Blaise Pascal e Philippe de la Hire
foram fortemente influénciados pelo trabalho de Desargues.

No século XIX quando os trabalhos de Desargues, pelas maos de J. V. Poncelet(1788—
1867), K. G. C. von Staudt(1798—1867), Arthur Cayley(1821—1895), Feliz Klein(1849—
1925), entre outros, trouxeram a geometria projetiva das profundezas do tempo, uma
das primeiras (re)descobertas foi a invariancia da razao cruzada .

Esta invariancia é a idéia mais préoxima de distancia na geometria projetiva e diz
que se quatro retas por um ponto O interceptam uma reta r nos pontos A, B, C'e D
e uma reta s nos pontos A, B, ' e D'(ouse A', B', C' e D' em s sao projecdes de

A, B, C' e D em r por um ponto O)(Figura 1.3), entdo, para toda r e s ndo incidentes
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a O temos: S
AC/BC  AC/BC
AD/BD  A'D'/B'D"

)

Figura 1.3: A razao cruzada

A demonstracao da invariancia da razao cruzada envolve triangulos com base
em 7 e vértice O e estd no apéndice A. Nao se sabe ao certo quem descobriu a
razao cruzada. Porém, Pappus é considerado o descobridor dos primeiros teoremas
projetivos. A invariancia da razao cruzada foi registrada por Pappus como comentario
em um livro de Fuclides, por isso suspeitam que Fuclides ja sabia da invarancia antes.

A partir dai comecaram a se desenvolver idéias sobre geometria projetiva como
teoria. A primeira lista de axiomas foi proposta por Gino Fano em 1892 e a segunda

pouco depois por Mario Pieri em 1899.



Capitulo 2
Nocoes Preliminares

Antes de comecar o nosso estudo axioméatico e mais rigoroso, vamos estabelecer
algumas convencoes e fixar uma notagao conveniente. Vamos aproveitar esse capitulo
de nogoes preliminares para treinar nossa intuigao, ou seja, obteremos alguns re-
sultados simples nesse comego, mas sem fazer provas muito rigorosas, apenas para
acostumar nosso raciocinio a um jeito projetivo de se pensar. Algumas defini¢oes
precisam aparecer antes dos axiomas, afinal de contas, precisamos saber o nome das
coisas para poder falar delas. No entanto, precisamos de algumas palavras para dar
nomes as coisas, chamamos essas palavras de termos primitivos que também terao

sua vez nesse capitulo.

2.1 Termos primitivos

Assim como na geometria de Euclides, pontos e retas sao entidades que dispensam
definicoes, mas quem resiste tentar falar delas? Ponto é a entidade minima, invisivel,
adimensional. Reta, como nossa intuicao ja é acostumada, é alguma coisa parecida
com um trago reto infinito no plano.(lembre que para nds nao existe nada além do
plano).

Por falar em plano, chegou a hora da nossa primeira definicao. Na realidade,
definimos apenas quando que uma reta (ou ponto) esta no plano, ou seja, plano acaba
sendo outro termo primitivo usado para representar nosso universo bidimensional
totalmente preenchido com retas e pontos. Podemos, intuitivamente, pensar no plano

como uma placa metalica muito fina e infinita.

Definicao 2.1 Seja r uma reta qualquer e seja P um ponto nao incidente a r. Um
ponto X € dito estar no plano Pr se a reta PX € a mesma reta que PR para algum
ponto R na reta r. Uma reta € dita estar no plano Pr se é determinada por dois

pontos deste plano.
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Observacao: Se r, da definicao anterior, passar por A e B, podemos denotar o
plano Pr como o plano PAB.

Temos trés entidades prontas para serem relacionadas, porém falta o verbo que faz
esse papel. A relacao de incidéncia é o nosso termo primitivo que faltava. Estar em,
passar por, fazer parte de, encontrar com, interceptar, concorrentes, colineares, enfim,
todos esses verbos e adjetivos sao termos primitivos usados para relacionar retas com
pontos, pontos com retas, pontos com pontos e retas com retas que usaremos daqui
para frente. Mas como toda drea da matematica, utilizaremos alguns simbolos para

expressar essas incidéncias.

2.2 Notacoes de incidéncia

Depois de estabelecer nossos termos primitivos, vamos definir uma notagao que
nos poupe palavras e facilite a nossa vida. Usaremos letras maitsculas para pontos,
para retas letras minusculas. Ao invés de falarmos que o ponto P ¢é a intersecao das
retas r e s, escreveremos simplesmente P = r - s. A reta s formada pelos pontos A e
B é areta AB = s.

A partir da notagao podemos tirar informagoes sobre nossos pontos e retas, vere-

mos alguns exemplos:

Exemplo 1 Se A, B, C' e D sao pontos distintos entao AB = C'D implica em AC = DB.
Com efeito, se AB e C'D sao a mesma reta e os pontos A, B, C' e D sao distintos,

entao estes quatro pontos sao colineares e ai AC' = DB.

Exemplo 2 Ser = ABes=CBentaor-s = B. Com efeito, r-s = AB-CB. Ora se B estd
na reta r e também na reta s é claro que B estard na interse¢ao(Provaremos

que essa interse¢ao é um unico ponto).

Exemplo 3 Se A = BC' - DE entao AB = AC = BC e AD = AE = DE. Com efeito,
A esta na intersecao de BC' com DFE entao a reta BC' passa pelo ponto A e
também por B logo BC' = AB e analogamente para BC = AC, DE = AD e
DE = AE.

Exemplo 4 Se A= BC-DEe F=GH-DJ entao AE-FJ = D. Com efeito, pelo exemplo
anterior temos AE = AD e F'J = FD,logo AE-FJ=AD-FD = D.

Durante nossos estudos usaremos esses resultados, disfarcados de exemplos, para
provarmos teoremas sem depender de um desenho(os desenhos serdo dados para vi-

sualizacao dos resultados, nada seré concluido a partir deles).
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2.3 Primeiras definicoes

Agora vamos conhecer os elementos que vao construir a geometria projetiva.
Comecaremos com o mais simples, o triangulo. O triangulo PQR ¢é composto por
trés pontos P, () e R nao colineares chamados de vétices e as trés retas construidas
a partir desses, a saber, PQ), QR e PR, chamados de lados do triangulo. A principio
pode haver confusao com o plano PQR (definigdo 2.1), mas podemos provar que
todo triangulo define um plano, por isso a mesma notacao. Além disso, nao usaremos
quase nenhuma notagao de plano, pois trabalharemos com a geometria plana. Note
que dados trés pontos podemos liga-los aos pares afim de construir um triangulo. O
mesmo acontece quando nos sao dadas trés retas, a uniao de cada par determina um
vértice do triagulo. Essa interessante simetria nao ¢ tao simples quando falamos de
figuras com mais de trés vértices ou lados. Aqui vao as primeiras defini¢oes que ja tém
uma cara mais projetiva(Usando o esquema de duas colunas de Poncelet refor¢cando

o principio da dualidade).

Definicao 2.2 Se quatro pontos A, B,
C e D, dois a dois, determinam seis re-
tas, entao eles sao ditos vértices de um
quadrangulo completo, onde estas seis
retas sao chamadas de lados. Se o ponto
de intersecao entre dois lados nao for um
vértice, entao chamamos esses lados de
lados opostos e o ponto de ponto diago-

nal.

Definicao 2.3 Se quatro retas a, b, ¢ e
d se interceptam, duas a duas, em seis
pontos, entao elas sao ditas lados de um
quadrildatero completo, onde estes seis
Se a

reta determinada por dois vértices nao for

pontos sao chamados de vértices.

um lado, entao chamamos esses vértices
de vértices opostos e a reta de reta diag-

onal.

Exemplo: No quadrangulo completo ABC'D (Figura 2.1 ) A, B, C' e D sao
os vértices; AB, AC, AD, BC, BD e CD sao os lados e P, () e R sao os pontos

diagonais.

No quadrildtero completo abed (Figura 2.1 ) a, b, ¢ e d sao os lados; a - b, a - ¢,

a-d,b-c,b-dec-dsao os vértices e p, ¢ e r sao as retas diagonais.

Observagao: Nao faz muito sentido falar em triangulo completo e trildtero com-
pleto, ja que essas figuras coicidem, ou seja, a figura formada por trés pontos e as
trés retas determinadas por eles é a mesma formada pelas trés retas e os pontos que
elas determinam, como vimos. Dizemos, por isso, que o triangulo é uma figura auto-

dual. O axioma 3.2 na secao 3.1 garante a existéncia de quadrangulos completos,
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Figura 2.1: quadrangulo completo e quadrilatero completo.

mais tarde, o teorema 3.7 ird garantir a do quadrilatero completo.

Usamos a palavra “completo” para diferenciarmos de quadrilateros de outras geo-
metrias, com defini¢oes diferentes, no entanto, desde que a ambiguidade nao esteja
presente, podemos omitir a palavra completo e falarmos apenas de quadrangulos e
quadrilateros.

Como vimos nas definicoes anteriores, existem trés retas diagonais num quadrilatero
completo e trés pontos diagonais num quadrangulo completo. Entao faz sentido

definirmos mais um objeto.

Definigao 2.4 Sejam A, B e C (oua, b e c) os pontos diagonais de um quadrangulo
completo (ou as retas diagonais de um quadrilatero completo). Chamaremos de

triangulo diagonal, o triangulo de vértices ABC' (ou de lados abc).

Agora vejamos uma idéia que ja é intuitiva em nossa cabeca, mas de uma maneira
mais formalizada para podermos estuda-la de fato. Essas proximas defini¢oes vao
embasar a maioria de nosso estudo sobre geometria projetiva.

E conveniente na geometria projetiva pensarmos em pontos como feixes de retas,
e em retas como fileiras de pontos. Assim, veremos que um feixe de retas P projeta
uma fileira de pontos sobre uma reta, ou ainda, a fileira de pontos r é uma secao do
feixe P(Figura 2.2 ). Isso de uma maneira intuitiva, pois nao sabemos ainda o que é

projetar, ou nao sabiamos.

Definicao 2.5 Dizemos que o ponto X projeta a reta x se X = x -0, onde x passa

por O distinto de X e o é uwma reta nao incidente a O e diferente da reta x. Neste
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P

A

Figura 2.2: Feixe de retas e fileira de pontos

caso dizemos também que a reta x projeta o ponto X. Chamaremos esse fato de

correspondéncia elementar e denotaremos da sequinte forma:

XAz ou zANX.

Observacao: Se, como na Figura 2.3, Ana, BAbe C Accom A, B e C incidentes

a o e com a, b e c passando por O, podemos escrever:
ABC A abc ou abc A ABC

Nesse caso dizemos que a fileira ABC' é uma secao do feixe abc pelo ponto O.

Agora de uma maneira mais geral:

Definicao 2.6 Chamaremos de projetividade uma combinagao finita de correspondéncias

elementares:

Escreveremos simplesmente:

XAz ou 2AX" ou XAX" ou zAZ"
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Figura 2.3: ABC A abe

Observacao: Veja que pela definicao 2.5, as retas o, e os pontos O,, envolvidos
nao sao incidentes, assim como o, # 0,11 € O, # O,.+1. E note que quando es-
crevemos a projetividade em sua forma simplificada, podemos comegar, assim como

terminar, tanto pelo ponto quanto pela reta.

Podemos pensar na projetividade, como uma transformacao de um ponto X inci-
dente a 0 em uma reta x™ passando por O, por exemplo. Com os axiomas da secao
3.1, podemos facilmente provar que toda reta cruza uma outra um tnico ponto e que
todo par de pontos determina uma tunica reta. Isso é suficiente para provarmos que

a projetividade é uma correspondéncia biunivoca.

oe

)én-1 )

(n-1)

Figura 2.4: Projetividade.
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Definicao 2.7 Duas fileiras sao rela-
ctonadas por uma perspectividade de cen-
tro O se estas sao se¢oes de um feize de
retas por O com duas retas distintas o e
01. Ou seja, para toda reta XX de pontos
correspondentes o centro O ¢ incidente a

X X'. Denotaremos da sequinte forma:

! Q !
XAX ou XAX

16

Definicao 2.8 Dois feixes de retas sao
relacionados por uma perspectividade de
eixo o se estes projetam de dois pontos
distintos O e Oy uma fileira de pontos em
0. Ou seja, para todo ponto x -z de retas
correspondentes o eizo o passa por x - x .

Denotaremos da sequinte forma:

(9]
- = 7
T NT ou T NT

Exemplo: Na figura 2.5 os pontos A, B e C assim com as retas a, b, e ¢ sao

posicoes particulares do ponto X e da reta x das definicoes 2.7 e 2.8. Nas figuras

podemos encontrar as seguintes perspectividades:

o

O
ABC AR A'B'C' e abcenrabc

Podemos ver as perspectividades acima como correspondéncias elementares do tipo:

ABC ~aben A'B'C

e abceAABC ~ndbc

Logo a perspectividade é uma projetividade (Definigao 2.6).

Figura 2.5: Perspectividade.

Q / / ! /
Observacgao: Veja que, pela definicao 2.7, mostrar que ABC' A A B C" onde A,

’ / - , ’ ’
B e C estao na reta o1, ¢ o mesmo que mostrar que AO -0, =A , BO-0, =B e

CO -0, = C'. Analogamente para as retas usando a definicao 2.8.



CAPITULO 2. NOCOES PRELIMINARES 17

Definicao 2.9 Um ponto X € dito ser invariante por uma determinada projetivi-
dade se para essa projetividade pudermos escrever X A X, assim como uma reta x €

dita invariante por uma projetividade se pudermos escrever x A x.
Exemplo: Na projetividade
XANaNANDABAzZAX
o ponto X ¢ invariante.
Ja temos algumas ferramentas interessantes, que tal provarmos nosso primeiro
teorema? Lembre-se que ainda nao conhecemos nossos axiomas, estamos fazendo um

exercicio de intuicao. Assim que conhecermos os axiomas, se quiserem voltar a este

ponto para justificar rigorosamente as passagens, sintam-se a vontade.

Teorema 2.1 Quatro pontos colineares sempre podem ser relacionados aos pares por

uma projetividade.

Demonstracao: Sejam A, B, C' e D quatro pontos colineares. Tome por D uma
reta [ qualquer e tome um ponto R fora da reta AB. Defina T = AR-1, Q = BR -1,
W =CR-leZ=AQ-CR (Figura 2.6). Note que W estd em CR e Z também estd

em C'R. Assim temos:

AQ - ZR = Z; Pois AQ = AZ, ja que Z = AQ - CR.
BQ-ZR = R; Pois BQQ = BR, jaque ) = BR -l.
CQ-ZR=C,;Pois ZR = ZC, ja que Z = AQ - CR.

DQ-ZR =W, Pois ZR = CR, ja que Z = AQ - CR. Além disso, D e () estao em [
entao [ = D@, logo DQ) - ZR=1-CR=1W.

Q
Assim, provamos que ABC'D A ZRCW . Pela definicao de [ e dos pontos T', () e
W concluimos que [ = D@ = TW. Logo:

ZA-DQ = Q; Pois ZA = ZQ, ja que Z = AQ - CR.
RA-DQ =T; Pois DQ =1eT =AR-1I.

CA-DQ = D; Pois A, B, C' e D sao colineares, logo AC' = DA.
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WA-DQ =W, Pois DQ = TW.

A
Assim, mostramos que ZRCW A QT DW . Finalmente voltaremos a reta AB com

mais uma perspectividade:

QR -AB = B; Pois QR = B, ja que Q = BR - .
TR-AB = A; Pois TR = AT jaque T = AR - .
DR-AB = D; Pois A, B, C e D sao colineares, logo AB = AD.

WR-AB = (' Pois AB = AC' e além disso WR =WC, ja que W = CR - 1.

R
Assim fica provado que QT DW A BADC. De todas as perspectividades que

construimos ficamos com:

Q A R
ABCD A ZRCW A QTDW N BADC

Como perspectividades sao projetividades temos:

ABCD A BADC.

R

Figura 2.6: Teorema 2.1

Observagao: Veja que o desenho de nossa construcao foi absolutamente desnecessario

para a demonstracao do teorema. No entanto, olha-lo pode nos dar idéias de como
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fazer a demonstracgao.
Antes de propor a lista de axiomas vamos definir figuras perspectivas, afinal, é
uma famosa definigao(triangulos perspectivos) que é usada no teorema de Desargues

que adotamos aqui como axioma.

Definicao 2.10 Duas figuras distintas, formadas de pontos e retas, sio ditas per-
spetivas se para cada par de pontos correspondentes associa-se uma reta que concorre
em um ponto O, (figuras perspectivas por um ponto, O € o centro dessa perspectivi-
dade) ou, se para cada par de retas correspondentes associa-se um ponto sobre uma

reta o (figuras perspectivas por uma reta, o € o eizo dessa perspectividade)

Observacao: Entao se PQR e P'Q R’ sao triangulos perspectivos por um ponto,
existe O = PP - QQ' - RR'. Se esses mesmo sio perspectivos por uma reta entao os
pontos PQ - P'Q’, PR-P'R e QR - Q' R’ sao colineares.



Capitulo 3

Axiomas e Suas Consequéncias

Diretas

Depois de exercitar um pouco nossa intuicao para essa nova geometria, comecaremos
uma abordagem mais rigorosa. Provaremos teoremas usando unicamente axiomas e
outros teoremas ja provados. Aqui comeca, de fato, o nosso estudo.

Numa teoria como essa é preciso dar sentido as defini¢oes. Definimos vérios
objetos no capitulo anterior, entre esses um triangulo que consistia em trés pontos
nao colineares... Espere um pouco! Serd que existem trés pontos nao colineares? Caso
nao exista, essa definicao nao faz sentido algum. E a mesma coisa que chamarmos
maca voadora de “brolépto”, temos uma palavra, mas ela nao faz o minimo sentido,

pois nao existem, até onde sabemos, magas voadoras.

3.1 Axiomas da geometria projetiva no plano

A idéia dos axiomas é dar o ponto de partida a uma teoria. Sao resultados assum-
idos como verdades sem demontragao alguma. Espera-se que uma lista de axiomas
seja sempre consistente, nenhum axioma deve contradizer o outro, por exemplo. A
escolha dessa lista é uma questao de preferéncia. Claro que quanto menos axiomas
se tem numa teoria com varios resultados, mais elegante ela é. Axiomas simples e
independentes também sao indicados para uma boa lista.

Esta lista é uma lista proposta no livro Projective Geometry de Coxeter para

estudarmos a geometria projetiva no plano.
Axioma 3.1 Duas retas tém no minimo um ponto em comum.
Axioma 3.2 Ezistem quatro pontos de modo que nao existam 3 desses colineares.

Axioma 3.3 Dados dois pontos distintos existe uma unica reta incidente a eles.
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Axioma 3.4 Os pontos diagonais de um quadrangulo completo nunca sao colineares.

Axioma 3.5 Se dois triangulos sao perspectivos por um ponto entao eles sao pers-

pectivos por uma reta.

Axioma 3.6 Se uma projetividade deixa invariante trés pontos distintos de uma

fileira, entao ela deiza invariante toda a fileira.

O axioma 3.5 ja bem conhecido na geometria euclideana como Teorema de Desar-
gues. A prova desse teorema pode ser feita a partir de axiomas da geometria projetiva
no espaco. Essa demonstracao, juntamente com uma sugestao de lista de axiomas
da geometria projetiva no espago, estd no apéndice B. Faremos uma demonstracao

deste teorema com elementos bem projetivos no capitulo 5.

3.2 Primeiros teoremas

Eis uma caracteristica marcante dessa geometria, o axioma 3.1 exclui a possibili-
dade de duas retas nao se cruzarem, ou seja, nao existem retas paralelas na geometria
projetiva. Quando desenhamos retas “paralelas”no plano, interpretamos como se elas
se cruzassem no infinito (Cabe lembrar aqui do trilho do trém, comentado na se¢ao
1.2). Entao, para cada feixe de retas paralelas existe um ponto no infinito onde to-
das elas se cruzam. Todos esses pontos no infinito estao sobre uma mesma reta no
infinito. Esse é um dos modelos na hora de se construir o plano projetivo.

O axioma 3.2 garante a existéncia dos quadrangulos. A existéncia dos quadrilateros
vai ser garantida daqui a alguns paragrafos.

Segue uma lista de primeiros teoremas que podemos provar usando nossa lista de
axiomas e nossas definigoes até entao. As vezes ficaremos tentados a usar métodos
analiticos ou nosso conhecimento ja acumulado sobre geometria. No entanto, lembre
que para se comegar uma teoria é necessario uma certa ingenuidade para que ela se
torne consistente. Logo nossas unicas afirmacao devem ser baseadas em axiomas,

defini¢oes ou teoremas que ja provamos.
Teorema 3.1 FEuxiste um ponto e uma reta nao incidentes.

Demonstracao: Pelo axioma 3.2, existem quatro pontos A, B, C' e D. Sejam A, B,
e C' trées destes pontos. O mesmo axioma nos diz que esses pontos nao sao colineares.
Pelo axioma 3.3 temos que A e B determinam uma reta. Como C nao é colinear a A

e B entao C nao é incidente a reta AB.



CAPITULO 3. AXIOMAS E SUAS CONSEQUENCIAS DIRETAS 22

Teorema 3.2 Toda reta € incidente a pelo menos trés pontos distintos.

Demonstracao: Seja [ uma reta qualquer. Segundo o axioma 3.2 existem A, B, C' e
D sendo que trés deles nunca sao colineares. Se apenas A for incidente a [ entao BC'
e C'D determinam dois pontos em [, conforme o axioma 3.1, P e (). Note que P e ()
sao diferentes de A, caso contrario A, B e C' ou A, C' e D seriam colineares. Entao
neste caso [ tem trés pontos. Se por acaso A e B estiverem em [ entao C'D determina
o terceiro ponto de [ analogamente. Se [ nao for incidente a nenhum dos quatro
pontos, entao as retas AB, BC' e C'D determinam, do mesmo jeito, trés pontos em
[. Veja que [ nao pode conter trés ou quatro desses pontos, caso contrario teriamos
trés daqueles pontos colineares. Logo para qualquer [ conseguimos determinar pelo

menos trés pontos incidentes a [.

Teorema 3.3 Ser é uma reta, entao existe um ponto nao incidente a .

Demonstracao: Suponhamos que nao, ou seja, suponhamos que para toda reta r
nao exista nenhum ponto fora de r. Pelo teorema 3.2 cada reta é incidente a pelo
menos trés pontos, entao sé pode existir uma reta. Caso contrario irfamos contradizer
a hipotese de absurdo, pois haveriam pontos fora de uma reta dada. Essa construcao

contradiz o teorema 3.1. Portanto dada uma reta r, existe um ponto nao incidente a r.

Teorema 3.4 Se P ¢ um ponto, entao existe uma reta nao incidente a P.

Demonstracao: Seja P um ponto qualquer. Pelo axioma 3.2 existem quatro pontos
sendo trés deles sempre nao colineares. Se P for um deles entao um par dos outros
trés determina, conforme o axioma 3.3, uma reta que nao incide P, pois se incidisse
irfamos contra o axioma 3.2. Se P nao for nenhum deles tome um par qualquer dos
quatro pontos para determinar um reta nao incidente a P. Pode acontecer desse par
determinar uma reta incidente a P. Nesse caso tome um terceiro ponto dos quatro
(que obviamente nao estara na reta por P) e determine uma nova reta usando este

ponto e um ponto do primeiro par escolhido. Como esse ultimo par nao é colinear
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com P, essa iltima reta nao passa por ele. Logo, para todo ponto P existe uma reta

nao incidente a esse.

Teorema 3.5 Se P € um ponto, entao existem trés retas distintas que passam por
P.

Demonstracao: Seja P um ponto qualquer. Pelo teorema 3.4 existe uma reta r nao
incidente a P. Sejam A, B, e C trés pontos distintos e incidentes a r garantidos pelo
teorema 3.2. O axioma 3.3 nos permite determinar trés retas distintas por P a saber:

PA, PBe PC. Logo, para todo ponto P existem trés retas que passam por esse ponto.

Teorema 3.6 Duas retas distintas tém somente um ponto em comum.

Demonstracao: O axioma 3.1 ja nos garante que dadas duas retas distintas r e s,
elas tétm no minimo um ponto comum que chamaremos de P. Se por acaso houvese
outro ponto () que estivesse tanto em r como em s entao os pontos P e () determi-
nariam duas retas distintas r e s o que contradizeria o axioma 3.3. Logo r e s tém

um e somente um ponto em comum.

Teorema 3.7 Existem quatro retas sendo trés delas sempre nao concorrentes.

Demonstragao: Seja r uma reta qualquer e sejam P e () dois pontos incidentes a
r(teorema 3.2). Tome agora duas retas p e m incidentes a P e outras duas q e n
incidentes a @ (teorema 3.5). p, m e n nao sao concorrentes. Se fossem, seriam em
P, pois p-m = P e n concorre com m e n (Teorema 3.6). Como () estd em n e
P também, chegamos a uma contradicao. Os pontos P e () determinam duas retas.

Assim p, m e n nao sao concorrentes, e analogamente para p, me q; p, g e n e m, q
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e n. Logo p, m, g e n sao quatro retas sendo que trés delas nunca sao concorrentes.

Observacao: Aqui esta garantida a existéncia de quadrilateros.

Teorema 3.8 As retas diagonais de um quadrildtero completo nunca sao concor-

rentes.

Demonstracao: Seja pgrs um quadrilatero completo onde p-q = A, p-r = B,
p-s=C,q-r=D,q-s=Fer-s=F. Tome t, u, v como sendo as retas diagonais
de modo quet = (p-q)(r-s),u=(p-r)(qg-s),v=_(p-s)(q-r).

Agora suponha, por absurdo, que ¢, u e v se encontrem no ponto I. Se olharmos para
o quadrangulo completo ABEF veremos que seus pontos diagonais sao AB - FF =
(p-a)(p-r)-(q-s)(r-s)=(p-s)=C,AE-BF = (p-q)(q-s)-(p-7r)(r-s) = (qg-7) = D
e AF-BE=(p-q)(r-s)-(p-r)(g-s)=t-u=1. Comov=(p-s)(qg-r)=CDew
passa por [ entao C', D e I sao colineares contradizendo o axioma 3.4. Logo, as retas

diagonais de pgrs nao sao concorrentes.

Observacao: Esse teorema ¢é uma versao do axioma 3.4 para quadrilateros.

Para terminar nossa lista, provaremos a reciproca do teorema de Desargues. Essa
reciproca quando usamos axiomas do espaco pode ser provada antes do préprio teo-

rema de Desarqgues.

Teorema 3.9 Se dois triangulos sao perspectivos por uma reta, entao eles sao pers-

pectivos por um ponto.

Demonstracao: Sejam PQR e P'Q R’ os tridangulos perspectivos por uma reta o.
Logo, pela definicio 2.10 os lados correspondentes PQ e P'Q; QRe Q' Q e PRe P'R’
se encontram em pontos I, D e F sobre a reta o (Figura 3.1). Seja O = PP" - RR'.
Resta saber se a reta Q' também passa por O. Vamos olhar agora para os triangulos
QQ'D e PP'E. Note que como D, E e F sao colineares e F' = PQ - P'Q)’ entéo as
retas PQ, P'Q e ED concorrem em F. Entdo, os tridngulos QQ'D ¢ PP'E sio
perspectivos pelo ponto F'. Portanto pelo axioma 3.5 eles sao perspectivos por uma
reta, logo R=QD-PE, R =Q'D-P'Ee X =QQ - PP sdo colineares. Se X est4
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em PP’ e X estd tmabém RR entdo X s6 pode ser o ponto O, a intersecio de PP’ e
RR'. Finalmente temos que O = X = QQ' - PP’, ou seja, a reta QQ também passa
por O.

Figura 3.1: Teorema 3.9

3.3 Conjuntos quadrangulares e harmonicos

Definicao 3.1 Um conjunto quadrangular é uma secao de um quadrangulo dado

por uma reta g de modo que g nao passa por nenhum dos vértices do quadrangulo.

Observagao: A maioria dos conjuntos quadrangulares possuem 6 pontos,(Um em
cada lado do quadrangulo) porém pode ocorrer da reta g passar por algum(ns) dos
pontos diagonais do quadrangulo(No maximo dois conforme o axioma 3.4) deixando
o conjunto com cinco ou até quatro pontos.

Para denotar um conjunto quadrangular usaremos a seguinte notacao:
(AD)(BE)(CF)

onde Ae D; Be FE e C e F estdo em lados opostos do quadrangulo (Figura 3.2).
Uma das propriedades interessantes do conjunto quadrangular, é que dado cinco
pontos numa reta podemos construir uma conjunto quandrangular que contenha esses

pontos. A garantia disso é o teorema que segue:

Teorema 3.10 Dados A, B, C', D e E distintos e colineares, entao sempre podemos

determinar um conjunto quadrangular que contenha todos esses cinco pontos.
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Figura 3.2: Conjunto Quadrangular.

Demonstracao: Tome por C, B e D, separadamente, trés retas distintas que nao
concorrem num mesmo ponto. Entao as intersecoes dessas retas vao determinar trés
pontos, que aos pares determinam novamente as trés retas. Seja RS a reta que
passa por C, QS a reta que passa por B e QR a reta que passa por D (Figura 3.2).
Suponha que A esteja no lado oposto ao lado que passa por D, logo se chamarmos
o quadrangulo que queremos construir de PQRS, A estarda em PS (ja que D esta
em QR). Ja sabemos, dai, que P estd em AS. Suponha agora que E estd em um
lado oposto ao ponto B, entao analogamente, como B estd em QS entao E estard
em PR. Como P estd em AS e, agora vimos, que P esta também em E R, podemos
determinar P pois P = AS - FR e em seguida determinamos F' pois F' = QP - g.
Portanto (AD)(BE)(CF) é um conjunto quadrangular que contém os cinco pontos
A B,C,DekEFE.
[ |
Uma pergunta muito pertinente pode surgir em nossa cabeca, serd que existe um

unico ponto F' para esta construgao?
Teorema 3.11 O ponto F determinado pelo teorema anterior € unico.

Demonstragao: Como as trés retas da construcao anterior sao quaisquer, podemos
determinar um outro quadrangulo, de maneira andlaga ao do teorema anterior, de
vértices P'Q RS’ (Figura 3.3). Entao os triangulos PRS e P'R'S’ sao perspectivos
pela reta g, pois PR-P'R = E, PS-P'S' ' =Ae RS-RS = C . Pelo teorema
3.9 existe um ponto O tal que PP - RR - SS" = O;. Analogamente, olhando agora
para os triangulos PQR e P'Q'R’, existe O, tal que PP - RR - QQ = O, como
PP -RR = O, e PP'- RR = Oy entiao O; = Oy = O. Portanto PQ cruza g no
mesmo ponto F em que P'Q" cruza a reta ¢g. Logo, ndo importa o quadrangulo que

se construa, o ponto F' é unicamente determinado pelos cinco pontos A, B, C', D e
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FE dados.

Corolario:Cada ponto de um conjunto quadrangular é unicamente determinado pe-

los outros pontos.

Demonstracao: Basta fixarmos os cinco pontos que sobram e aplicar o teorema
3.11.

Figura 3.3: Teorema 3.11

[ |

O axioma 3.4 nos garante que os pontos diagonais de um quadrangulo nunca sao
colineares. Isso exclui a possibilidade de uma secao do quadrangulo passar por estes
trés pontos. Mas se esta secao passar por apenas dois deles ja teremos uma construcao

bem interessante.

Definicao 3.2 Definimos como conjunto harmaoénico, os casos especiais de con-
guntos quadrangulares quando a reta g (da defini¢io 3.1) cruza o quadrangulo em

dois de seus pontos diagonais.

Observacao: Um conjunto harmonico tem sempre quatro pontos. Para nao usarmos
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(AA)(BB)(CF), denotaremos o conjunto harmonico da figura 3.4 como sendo:
H(AB,CF)

onde A e B sao pontos diagonais e C' e F' estao em lados opoostos que formarao o

terceiro ponto diagonal do quadrangulo PQRS

Figura 3.4: Conjunto Harmonico.

Um conjunto harmonico nao deixa de ser um conjunto quadrangular, entao cada
ponto do conjunto harmoénico pode ser unicamente determinado pelos outros trés
(para tanto, basta fazer A = D e B = E na construgao do teorema 3.10). Isso faz
com que a construcao de um conjunto harmonico relacione seus pontos da seguinte

forma:

Definigcao 3.3 Dizemos que C' é o conjugado harménico de I’ em relagio a A e

B quando A, B, C e F forem tais que H(AB,CF) é um conjunto harmaonico.
Uma outra forma de ver o efeito do axioma 3.4 num conjunto harmonico é:

Teorema 3.12 Sejam A, B e C distintos, entao H(AB,CF) implica que F é difer-
ente de C.

Demonstracao: Como A e B sdo os pontos diagonais do quadrangulo, C' distinto

de A e B nao pode ser igual a F', pois se assim fosse o ponto C' ou F' seria o terceiro

ponto diagonal (Defini¢ao 3.1). E esses, pelo axioma 3.4, nao podem ficar na mesma
reta. Logo C' e F' sao pontos distintos.

[ |

Voltaremos a falar desse conjunto ao longo do nosso estudo. Conjuntos harmonicos

serao muito importantes para se estudar as projetividades e depois, na hora de provar

resultados sobre as conicas.



Capitulo 4
Principio da Dualidade

Na secao 3.1 consta uma lista com seis axiomas do plano. Os axiomas 3.1 e 3.3, em
especial, induzem na geometria projetiva uma poderosa simetria entre as construgoes

geométricas e seus resultados. Essa simetria é a chamada de principio da dualidade.

4.1 O principio

Devido aos axiomas mencionados anteriormente somos capazes de fazer duas
afirmacoes:
“cada dois pontos determinam uwma unica reta”
“cada duas retas determinam um unico ponto”
Se trocarmos na primeira afirmacao a palavra “ponto” pela palavra “reta” (respeitando
a concordancia verbal quando necessario), obtemos a segunda afirmagcao e vice-versa.

Esse fenomeno é mais que uma casualidade. Na geometria projetiva, tudo que
acontece com um ponto, pode acontecer também, igualmente, com uma reta. Pode-
mos usar dessa simetria para fazer novas construgoes. Veja o caso dos quadrangulos
e quadrilateros, as defini¢coes sao praticamente idénticas se ignorarmos as palavras
ponto e reta(e todas as outras que fazem referéncia a eles, por exemplo, colineares e
concorrentes). Quando isso acontece entre duas figuras, dizemos que elas sao duais.
Dessa forma o dual de um quadrangulo é um quadrilatero, assim como, o dual de
trés retas concorrentes sao trés pontos colineares. Para cada construcao, podemos
achar uma dual,e as vezes elas coincidem. No triangulo por exemplo, sao trés retas
determinando trés pontos ou trés pontos determinando trés retas. O triangulo, por
isso, é uma figura auto-dual.

Na figura 4.1, por exemplo, temos duas construcoes duais. Usamos as letras em
auxilio a compreensao, ou seja, a letra P ou p corresponde ao mesmo objeto, porém

dualizado de uma figura para outra.
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>
M
s
»
N
q

Figura 4.1: Construgoes duais.

Veja que como as retas m e n se cruzam no ponto P, entao, na outra figura, os
pontos M e N determinam a reta p. E assim analogamente para os outros pontos e
retas.

Quando dualizamos uma afirmacao, devemos trocar todas as palavras que rela-
cionam pontos por aquelas correpondentes que se referem a retas. A afirmacao:
dois triangulos sao perspectivos por um ponto quando as retas determinadas pelos
vértices correspondentes sao concorrentes pode ser dualizada da seguinte forma: dois
triangulos sao perspectivos por uma reta quando os pontos determinados pelos lados
correspondentes sao colineares. As palavras “vértice” e “concorrentes” foram sub-
stituidas pelas palavras “lado” e “colineares”.

A grande vantagem desse principio é que podemos mecanicamente dualizar os
enunciados e as provas de teoremas afim de obter novos resultados sem minimos
esforgos.

Na secao seguinte vamos conhecer na pratica a utilidade desse principio.

4.2 A dualidade dos conjuntos harmonicos

Acabamos, ha algumas sec¢oes atras, de definir conjunto harmonico de pontos.
Nessa secao, com a ajuda do principio da dualidade, vamos estudar os conjuntos

harmonicos de retas. Primeiro definiremos o dual do conjunto quadrangular

Definicao 4.1 O dual do conjunto quadrangular, ¢ o conjunto formado pelas
retas determinadas por um ponto que nao estd em nenhum dos lados de um quadrildtero

e todos o0s vértices do mesmo.
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Observacao: Da mesma forma que nos conjuntos quadrangulares, podemos ter
seis, cinco, ou quatro retas. Isso depende do ponto que escolhermos incidir, ou nao,

uma das retas diagonias do quadrilatero.

Definicao 4.2 Chamaremos de conjunto harmoénico de retas, a dualizacao do
conjunto harmonicos, porém usando quadrildteros em vez de quadrangulos. Ou seja,

€ quando o ponto escolhido € incidente a duas das trés retas diagonias do quadrilatero.

Na figura 4.2 H(ab, cf) é um conjunto harmonico de retas(a, b, ce f) em relagao ao
quadrilatero pqrs onde G é o ponto escolhido. Usamos a mesma notacao do conjunto

harmonico de pontos.

Figura 4.2: Construgoes duais.

Veja agora a dualizagao do teorema 3.10 quando o conjunto quadrangular é um

conjunto harmonico:

Teorema 4.1 Dadas as retas a, b e ¢ distintas e concorrentes, existe f de modo que

a, b, c e f formem um conjugado harmaonico.

Demonstracao: Sejam a, b e ¢ trés retas concorrentes em um ponto G. Tome
q, r e s, nao concorrentes, de forma que os pontos ¢ -r, ¢-s e s-r sejam incidentes,
respectivamente as retas a, b e ¢. Fazendo uma construcao analoga ao teorema 3.10,
tomaremos p = (a-s)(b-r) e f = (a-b)(p-q). Olhando para o quadrildtero pgrs
temos:

a=(q-r)(p-s) ,pois p passa por a - s
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b= (q-s)(p-r) ,pois p passa por b-r

Logo, a e b sao retas diagonais de pqrs e ¢ e f passam por vértices opostos, que
formarao a terceira reta diagonal (p - q)(r - s). Portanto as retas a, b, ¢ e f formam

um conjunto harmoénico de retas.

c s by f qa a

Figura 4.3: Teorema 4.1

Seria interessante se pudéssemos estabelecer algum tipo de relacao entre esses

conjuntos harmonicos. De fato, essa relacao existe e é uma projetividade.

Teorema 4.2 Um conjunto harmonico de pontos € projetado, por um ponto fora da

reta, em um conjunto harmonico de retas.

Demonstracao: Seja H(AB,CF') um conjunto harmoénico. Pelo teorema 3.10, pode-
mos construir um quadrangulo PQRS de modo que QR passe por A, Q.S passe por
B, RS passe por C, P =AS-BR e F = AB - PQ. Definamos p = PQ, q = AB,
r=QR,s=RP,a=AS, b=QS ec=RS.

Note que: a = AS = (q-r)(p-s), pois p-s = Pe P, Ae S sao colineares (P = AS-BR);
b= BS = (q-s)(p-r), pois P, B e R sao colineares fazendo s = RP = BP e dai
q-s=AB-BP = B, além disso, p-r = @, mas como B, S e () sdo colineares(QS
passa por B) temos BS = BQ = (q-s)(p-r); ¢ passa por R=QR-RP =r-5s e por
ultimo f passa por AB - PQ) = ¢-p. Portanto, olhando o quadrilatero pgrs acabamos
de mostrar que a, b, ¢ e f formam um conjunto harmonico de retas(Defini¢ao 4.2).
Comoa=AS,b=QS=BS, c=RS=CSe f=FS temos:

ABCF A abef

pelo ponto S fora da reta AB.
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Figura 4.4: Teorema 4.2

Dualizando o teorema 4.2 temos, com uma nova formul¢ao do enunciado:

Teorema 4.3 Qualquer secao de um conjunto harmaonico de retas que nao passa pelo

ponto de concorréncia ¢ um conjunto harmonico de pontos.

Demonstracao: Dual do teorema 4.2.
[ |

Esses dois teoremas nos permitem concluir que a projetividade é uma relacao que

preserva os conjuntos harmonicos.
Teorema 4.4 Se ABCF A A'B'C'F' ¢ H(AB,CF), entio H(A'B',C'F).

Demonstracao: Se ABCFAA B'C'F' entio existe um ponto S onde AA-BB'-CC"-
FF' = 5. Como H(AB,CF) entao AS, BS, C'S e FS formam, segundo o teorema
4.2 um conjunto harménico de retas. Além disso, j4 que AA' - BB - CC' - FF =8
os pontos A", B, C" e F' séo a secio do conjunto harménico de retas anterior por

uma reta que nao passa por S logo, pelo teorema 4.3, H(A'B', C”F’).
[ |

Teorema 4.5 Se ABCFAA'B'C'F' ¢ HAB,CF), entio H(A'B',C'F").

Demonstracao: Os teoremas 4.2 e 4.3 garantem que a cada correspondéncia el-
ementar da projetividade ABCF A A'B'C'F’ teremos uma conjunto harmonico de

retas ou de pontos.
[ |

Agora, a garantia de uma liberdade de notacao.
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Teorema 4.6 Se H(AB,CF) entdo:
i H(FC, BA)
ii H(CF, BA)
iii H(FC, AB)

iv H(CF, AB)

Demonstracao: Basta combinarmos os teoremas 4.5 e 2.1



Capitulo 5
Teorema Fundamental

Ja conhecemos, através da definicao 2.6, como funciona uma projetividade. Mas
para se trabalhar com ela precisamos ter uma certa seguranca, ou seja, quantos pares
de pontos correspondentes sao necessarios para se determinar uma projetividade, se
é que isso é possivel.

Uma projetividade entre duas fileiras fica determinada quando, dado um ponto
X pertencente a primeira fileira, conseguimos determinar exatamente o ponto, na
segunda fileira, correspondente a X.

Para responder a esse tipo de questao vamos enunciar e provar o teorema fun-
damental da geometria projetiva, que fala como podemos determinar projetividades.
Desse teorema seguem varios resultados inclusive o teorema de Desargues que ado-

tamos com axioma.

5.1 O teorema e suas aplicacoes

Teorema 5.1 (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva) Uma proje-
tividade € unicamente determinada quando sao dados trés pontos colineares e seus

respectivos correspondentes.

Demonstracao: Dados A, B e C colineares e A, B e C', seus respectivos corre-
spondentes em uma projetividade qualquer, deveremos determinar um ponto X  de
modo que ABCX A A'B'C' X’ para um ponto X qualquer na reta AB.

Para facilitar as coisas vamos dividir as possiveis situacoes em dois casos: quando os
pontos A, B e C estdo em uma reta distinta de A", B" e ', sendo que a intersecio

dessas retas nao ¢ nenhum desses pontos e quando isso nao acontece.

Caso 1 Os pontos A, B e C e os pontos A", B' e C" estdo em retas distintas que nao

se cruzam em nenhum dos pontos anteriores.



CAPITULO 5. TEOREMA FUNDAMENTAL 36

Seja N = AB -BA e M = AC'-CA’, as retas AA" e XA interceptam a retas

MN em dois pontos distintos, a saber, respectivamente, G e Q).

Figura 5.1: Teorema 5.1, Caso 1

Finalmente o ponto X' que procurdvamos fica determinado pela intersecao das
retas AQ e A'B’. Por que deverfamos acreditar que este ponto X é, de fato, o

ponto que queriamos?

Afirmacao: ABCX AA'B'C'X'.

Demonstragao: Primeiro note que:

AA" - MN = G; pela construcio.

!

BA"-MN = N ; pois N esté nareta BA' (N = AB" - BA').

CA"-MN = M ; pois M esté na reta CA" (M = AC" - CA').

’

XA - MN = @ ; pela construcao.

/

A
Entao, ABCX A GNMQ, agora veja que:

GA-AB = A" pois GA = GA ja que G = AA" - MN, daif, GA- A'B" =
GA-AB =A".

NA-A'B =B ;pois NA=NB jaque N =BA - AB', dai, NA-A'B" =
NB -A'B' =B.
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Caso 2

MA-AB =C"; pois MA= MC" j4 que M = CA - AC’, dai, como A', B e
C" sdo colineares, MA-A'B' = MC' - A'C =C".

QA-AB =X :pois QA=QX e AB =AX jaque X =AQ - A'B', dai,
QA-AB =QX -AX =X

é / / / ’ . .
Entao, GNMQ A~ A B C' X . Combinando esse resultado com o anterior temos
A A

ABCX A GNMQ x~ AB'C'X', ou ainda, ABCX AA'B'C'X’.
Quando qualquer coisa diferente do primeiro caso acontecer, por exemplo, se
A, B, C, A", B e C' estiverem na mesma reta, usaremos uma perspectividade

auxiliar para podermos voltar ao caso 1, como ilustra a figura 5.2:

A’

Figura 5.2: Teorema 5.1, Caso 2

Pela construgao teremos A'B'C” % A"B"C". Usando o caso 1 para os pontos A,
B,C, X, A" B"eC" ficamos com ABCXAA"B"C"X". Desses dois resultados
temos ABCX A A'B'C' X’ onde X' é o ponto que OX " intercepta a reta A'B’.
Outros casos podem acontecer, o ponto A', por exemplo, pode coincidir com
o ponto A; O ponto A" pode ser também, citando mais um caso possivel, o
ponto de intersecdo das retas AB e B'C’. Todas essas possibilidades, estao
contempladas no caso 2 descrito anteriormente, o que garante a consisténcia

deste teorema.

Agora que provamos que este ponto X existe, devemos dar sentido a palavra

. . 7 / 7’ / .
“unicamente” deste teorema, ou seja, devemos nos perguntar: Serd que X ¢é tinico?

~ . . "
Vamos supor que nao, ou seja, suponhamos exista um X tal que:



CAPITULO 5. TEOREMA FUNDAMENTAL 38

ABCXAA'BC'X e ABOXAABCX"
Dai concluimos que A'B'C' X' ANABCXAA'B'C' X", ouainda A B'C'X'AA'B'C' X",
Como esta projetividade deixa invariante os trés pontos A', B e C", pelo axioma 3.6,

/ " . ', o, .
X = X, ou seja, o ponto X ¢ unico.
[ |

Agora ja sabemos como construir uma projetividade, dado trés pares de pontos
correspondentes. E claro que o teorema fundamental vale para o caso dual, ou seja,
uma projetividade entre feixes de retas é determinada quando sao dados trés pares de
retas correspondentes. A prova desse resultado é tao dual a do teorema fundamental
quanto o enunciado.

Alguns resultados decorrem diretamente do teorema fundamental:

Teorema 5.2 Uma projetividade entre duas fileiras em duas retas distintas é uma
perspectividade se, e somente se, o ponto de intersecao das retas for invariante pela

projetividade.

Demonstragao: (=)

Seja uma projetividade qualquer entre duas fileiras em duas retas r e s distintas.
Suponha esta uma perspectividade. Entao existe um centro O desta perspectividade
tal que se X e X' sdo pontos correspondentes, (X em uma reta e X " na outra) a
reta XX passa por O. Seja I o ponto tal que I = r - s, em particular, I estd em 7,
entdo, seu correspondente em s deve ser tal que a reta II passe pelo centro O, daf
conclufmos que I = I', pois caso contrério terfamos duas retas distintas por I e I,
areta s e areta OI = OI'. Logo o ponto de intersecio das retas r e s é invariante

pela perspectividade dada.

(<)

Seja agora uma projetividade qualquer entre duas fileiras distintas em duas retas r e
S distintas. Seja I o ponto de intersecao entre r e s de modo que [ seja invariante por
esta projetividade. Podemos, de acordo com o teorema fundamental (5.1), determinar

esta projetividade por trés de seus pares de pontos correspondentes da seguinte forma:

ABIANAB'I.
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Seja O = AA" - BB’ entao temos também:
Q / /
ABI N ABI.

(lembre que I é ponto invariante, e portanto, a reta OI passa por seu correspondente,
que o préprio ponto 7). Como o teorema fundamental garante que uma projetivi-
dade é unicamente determinada por trés de seus pares de pontos correspondentes,
estas tltimas projetividades (Lembre que uma perspectividade é, em particular, uma
projetividade) sao, na realidade, a mesma. Portanto, a projetividade dada é uma

perspectividade.

Teorema 5.3 Qualquer dois conjuntos harmonicos sao relacionados por uma unica

projetividade.

Demonstragao: Seja H(AB,CF)e H(A'B',C'F') dois conjuntos harmonicos quais-
quer. Para cada um desses conjuntos o ponto F (ou F') é determinado unicamente
como ja vimos anteriormente. Determinemos, pelo teorema fundamental, a proje-
tividade ABC' A A'B'C’. Suponha que essa projetividade leve o ponto F' num ponto
F". O teorema 4.5 garante que, como H (AB,CF) é um conjunto harmoénico, entao,
H(A'B',C'F") também o é. Mas F' é unico, portanto F" = F' e por isso existe a

projetividade ABCF A A'B'C'F' que relaciona os dois conjuntos harmonicos.

5.2 Eixo de uma projetividade

Construimos na demonstracao do teorema fundamental uma projetividade a partir
de trés pares de pontos correspondentes. Essa foi determinada como produto de duas
perspectividades que tinham como destino e depois origem a reta M N (Figura 5.1).
Esta reta foi construida a partir de dois pontos: A'C'- AC" ¢ A'B- AB'.

Se eu afirmasse que a reta M N ficaria exatamente no mesmo lugar independente
da escolha dos pontos A, B, C, A", B' e C" acreditariam em mim?...Bem, é para isso

que servem os teoremas.
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Teorema 5.4 Toda projetividade que relaciona fileiras de pontos em retas distintas
determina uma outra reta especial, o eizo, que contém todas as intersecoes das unioes
cruzadas de cada dois pares de pontos correspondentes. (Na projetividade ABC A
A'B'C" o ponto I = AB' - A'B € wma intersecio das unides cruzadas dos pares AA'

e BB’ de pontos correspondentes)

Demonstracao: Seja uma projetividade relacionando fileiras em retas distintas.
Sejam A, Be Cemre A, B e C' em s de modo que ABC A AB'C". A reta
formada pelos pontos N = AB - A'B e M = AC' - A'C é uma reta formada por
duas intersecoes de unioes cruzadas de pares de pontos correspondentes. O que resta
sabermos ¢ se todas as outras dessas intersecoes incidirao em MN. Seja E o ponto

de intersecao entre r e s. Vamos dividir os nossos casos em dois.

Caso 1 O ponto E é invariante na projetividade ABC' A A'B'C".

Figura 5.3: Teorema 5.4 Caso 1

Neste caso, se N = AB'- AB e E = E' é invariante, podemos descrever o
eixo como a reta EN ji que AE - AE = AE - A'E = E (figura 5.3). Note
que E sempre sera esta intersecao independente do par de pontos correspon-
dentes que colocarmos no lugar de AA". Pelo teorema 5.2 chamaremos de O
o centro da perspectividade ABC A A'B'C’. Ora, se essa projetividade é uma
perspectividade entdo cada reta XX deverd passar pelo ponto O. Portanto
a reta EN pode ser definida como o conjugado harmonico da reta FO em
relacdo as retas EB e EB’ (ou, respectivamente, e s). Finalmente, qualquer
quadrilatero (XX (XY ) (YX)(YY"), onde XX e YY' sdo pares de pontos

correspondentes, terd como vértice o ponto O. Portanto o ponto XY - X'Y
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(uma intersecdo das unides cruzadas de pares correspondentes) passara pelo
. A~ . ~ N / .
conjugado harmoénico de FO em relacao a EB = r e EB = s, ou seja, toda

intersecao dessa forma passard por esta reta, que o teorema define como eixo.

Caso 2 O ponto E nao é invariante na projetividade ABC A A'B'C".

Figura 5.4: Teorema 5.4 Caso 2

Se E nao ¢é invariante existem os pontos Ey em r e E' em s de modo que
ABCEyE A A'B'C'EE’. Como E esta nas duas retas temos que, para qula-
quer par XX  de pontos correspondentes, r = FpX = EX es=F X = EX .
Entdo, EX -E'X = EX -E'X = E' etambém Fy X -EX = E X -FyX = E.
Logo, Ey ¢ E' sdo intersecoes de unides cruzadas de pares de pontos correspon-
dentes. (os primeiros dois pares sao XX "e EE'; os seguintes dois pares sao
XX e EpFE). Com isso podemos definir o eixo como a reta FEoE'. Podemos
provar que o ponto I = AB' - A'B estd nesse eixo, usando a construcao do

teorema fundamental.

De acordo com a nossa construcao, um corolario rapido e direto pode ser enunci-

ado da seguinte forma:

Corolario:Se E, Ey e E formam um tridingulo, entio o eizo da prietividade
AEEANAEE' € areta EgE'

O teorema de Pappus, também famoso e demonstrado na geometria euclidana,
pode ser provado usando a idéia de eixo de uma projetividade quase como um

corolario.
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Teorema 5.5 (Teorema de Pappus) Se os vértices de um hexdgono se alternam

em duas retas, os trés pares de lados opostos se encontram em pontos colineares.

Figura 5.5: Teorema 5.5

Demonstracao: Seja AB'CA'BC’ um hexédgono onde A, B e C' estdao numa
reta r e A, B ¢ C' estdao numa reta s (figura 5.5). Dados AA", BB e CC', trés
pares de pontos correspondentes, podemos determinar uma projetividade tnica (teo-
rema fundamental) ABC' A A'B'C’. As interseces dos lados opostos L = BC' - B'C,
M = AC" - A'C e N = AB' - A'B sio intersecoes de unides cruzadas de pares de
pontos correspondentes. Assim pelo teorema 5.4 os pontos L. M e N estao no eixo

da projetividade e por isso sao colineares.

5.3 Pappus e Desargues: Uma abordagem bem
projetiva

Aproveitando a figura 5.5 do teorema anterior, podemos (re)demonstrar o teorema
de Pappus, porém agora usando ferramentas bem projetivas e bem elementares.
Demonstracgao(2): Seja AB'C A'BC" um hexagono onde A, B e C' estdo numa

/ / ! ~ . ~ ~
retar e A, B e (' estdao numa reta s. As interse¢oes dos lados opostos sao L =
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BC' -B'C, M =AC"-A'Ce N=AB' - A B. Podemos definir agora:
J=AB -CA" |, E=AB-AB ¢ K=AC -CB.

Com estes pontos construimos as seguintes perspectividades:

/ /

A C
ANJB ~ ABCE » KLCB'.

Como B’ é ponto invariante da projetividade resultante ANJ A KLC' esta é uma

perspecitivade e o centro dela é o ponto M = AK - JC', Mas:

AK = AC' = AM; Pois K = AC' -CB e M = AC" - A'C
JC =CA =CM; Pois J=AB -CA e M = AC" - A'C

Logo AK - JC = AM - CM = M. Ou seja, M é o centro da perspectividade
ANJ A KLC. Assim, L, M e N sao colineares.

Pouco além das nossas primeiras conversas sobre perspectividades e, é claro, o
teorema fundamental foram necesséarios para esta demonstracao.

Podemos usar uma idéia como esta para demonstrar um de nossos axiomas mais
famosos. Enunciaremos, desta vez, o teorema de Desargues sem falar de triangulos

perspectivos.

Teorema 5.6 (Teorema de Desargues)Sejam P, P', Q, Q', R e R pontos dis-
tintos( PQR e P'Q'R" formam um tridangulo) tais que PP - QQ - RR = O. Sejam,
também, os pontos D = QR-Q'R, E=RP-R'P e¢F = PQ-P'Q entio D, E e

F sao colineares.

Demonstragao: Defina os pontos A= OP-DE , B=0Q -DFE e (C =0OR-DE.
Note que, por construgao, A, B e C estao na reta DE(figura 5.6).

Queremos mostrar que o ponto F' também esta nessa mesma reta DFE. Para tanto

observe que:

OE-OR=0 ;

PE-OR = R; pois PE = PR jaque E=RP-RP'.
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Figura 5.6: Teorema 5.6

AE - OR = C; pois como DE = AE temos AE-OR=DFE-OR =C.

P'E-OR =R';Pois PE=RE,jaque E= RP-R P". Além disso, como OR passa
por R temos OR = OR'.

£ ,
Acabamos de mostrar, com isso, que OPAP' A ORCR' (Note que os pontos O, P,
A e P’ estdo na mesma reta, assim como os pontos O, R, C' e R em outra). Agora

veja que:

OD-0Q =0 ;
RD -0Q = Q; pois RD = QD ja que D=QR-Q'R.
CD - 0@ = B; pois como CD = DE temos CD -OQ = DE - OR = B.

R'D-0Q = Q'; Pois RD = Q'D, ja que D = QR - Q'R’. Além disso, como OQ
passa por @ temos OQ = 0Q'.

>

OQBQ' (Note que os pontos O, Q, B e Q'

estao numa mesma reta). Unindo esses dois resultados ficamos com:

E dessa vez mostramos que ORCR'

E D
OPAP' ~ ORCR ~ OQBQ'

Podemos expressar o resultado anterior através da projetividade OPAP" A OQBQ',
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e pelo teorema 5.2, como O é o ponto de intersecao das retas PP e RR' e é invari-
ante nessa projetividade, concluimos que essa ultima é uma perspectividade. Como
F=PQ-PQ,oponto F é o centro da perspectividade, logo a reta AB passa por
F. Como AB = DEFE, os pontos D, E e F sao colineares.

Dois importantes teoremas conhecidos foram demonstrados usando resultados to-
talmente diferentes dos usuais. E interessante analisar como duas teorias diferentes
chegam ao um mesmo resultado de caminhos tao diferentes. Mais resultados como
esses estao por ser provados nas proximas secoes. Por agora, vamos continuar con-

hecendo as intimidades da geometria projetiva plana.



Capitulo 6
Projetividades

Neste capitulo vamos conhecer a fundo as propriedades das projetividades. Para
tanto, dividimos este capitulo em trés secoes: projetividades na reta é a primeira delas
e vai tratar daquelas projetividades que relacionam duas fileira numa mesma reta.
A segunda secao trata das projetividades no plano. Aqui veremos transformacoes de
objetos(pontos e retas) no plano que preservam as relagoes de incidéncia. A parte
referente a polaridades deveria estar na secao das projetividades no plano, entretanto,
a partir das polaridades é que vamos definir uma conica, por isso, uma secao separada.

Como era de se esperar, neste capitulo estd concentrada a maior parte de nossos

teoremas e resultados que nos darda uma base consistente para discutirmos conicas.

6.1 Projetividades na reta

Como foi dito anteriormente, trataremos agora unicamente das projetividades na
reta, ou seja, as fileiras relacionadas pela projetividade estao na mesma reta. Um
exemplo de tal projetividade é aquela construida na demonstragao do teorema 2.1.

Sabemos que qualquer projetividade que deixa invariante mais de dois pontos na
reta, deixa invariante toda a reta. Essa é a afirmacao proposta pelo axioma 3.6.
Entao nao seria problema se existisse uma projetividade que nao houvesse nenhum
ponto invariante ou apenas um ou dois destes pontos. Sem afirmar nada sobre a

existéncia destas projetividades vale a seguinte defini¢ao:

Definicao 6.1 Uma projetividade que leva uma fileira de pontos de uma reta para

uma fileira de pontos dessa mesma reta € classificada como:

1 Eliptica, se a projetividade nao deiza pontos invariantes.

1 Parabdlica, se a projetividade deixa somente um ponto invariante.
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111 Hiperbdlica, se a projetividade deixza dois pontos invariantes.

As projetividades parabdlicas e hiperbdlicas vao gastar um pouco mais de nosso
tempo por serem “diferentes”das projetividades “normais”. Nao sabemos ainda se
estas projetividades existem de fato, estamos apenas classificando-as. Porém, chegou

a hora de sanar um pouco esta duvida cruel.

Teorema 6.1 Sejam A, B, C, D e E pontos distintos em r. AECF AN BDCF se e
somente se (AD)(BE)(CF), mesmo quando C = F.

Demonstragao: (<)
Dados A, B, C, D e E pontos distintos em r, podemos construir um conjunto quad-

rangular (AD)(BE)(CF). Esta construgao ¢ garantida pelo teorema 3.10, onde:
PS-AB=A

QS -AB=2RB
RS -AB=c
QR-AB=D
PR-AB=F

PQ-AB = F (Figura 6.1)

Figura 6.1: Teorema 6.1: Quando C' # F

Agora veja que:

AP - RS = S; Pois AP = AS, ja que PS - AB = A.
EP-RS = R; Pois EP = ER, ja que PR-AB =FE.

CP - RS = C; Pois RS = RC, ja que RS- AB = C.
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P
Isso significa que AEC A SRC. Por outro lado:
SQ - AB = B; Por construcao.
R(Q) - AB = D; Por construcao.

CQ-AB = (' Pois C esta em r = AB.

O

E daf temos que SRC A BDC. Apés determinada esta projetividade (Teorema

Fundamental), vamos ver qual é o efeito dela sobre o ponto F'. Vamos chamar de U
P
o ponto correspondente de F' na perspectividade AEC' A SRC. Logo U = FP - RS.

Qual serd agora o correspondente de U na perspectividade SRC' % BDC, ou seja,
qual é o ponto UQ - AB ?

Ora, U esta nareta PF, pois U = FFP-RS. Assim como o ponto () esta em PF, pois
PQ-AB=F. Se U e (Q estao em PF entao PF = U(Q. E, finalmente, AB = AF,

pois F estd em AB. Concluimos disso que:
UQ-AB=PF-AF =F

ou seja:
p Q
AECF AN SRCU A BDCF

e por fim:
AECF A BDCF

Agora, se C = F (Figura 6.2) entdao C serd um ponto diagonal do quadrangulo
PQRS, porém nada mudara, pois o teorema fundamental garante a projetividade

com apenas trés pares de pontos correspondentes.
(=)

Dado AECF N BDAF tome A, B, C, D e E e construa o conjunto harmonico
(AD)(BE)(CX) segundo o teorema 3.10. Usando a primeira parte deste teoroma,
temos o seguinte resultado: AECX A BDCX, Como o teorema garante que a proje-
tividade AECF A BDAF é tinica entao F' = X.

[ |

A sutil observagao: mesmo quando C' = F'; no enunciado do teorema 6.1 garante a
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Figura 6.2: Teorema 6.1: Quando C' = F

existéncia, além da projetividade hiperbdlica, de uma projetividade parabdlica (basta
construirmos o conjunto quadrangular (AD)(BE)(CC)).
Estas projetividades podem ser determinadas quando sao dados um par de pontos

correspondentes e seu(us) ponto(s) invariante(s), como mostra o teorema que segue.

Teorema 6.2 Dados quatro pontos colineares A, B, C' e F' podemos determinar uma

projetividade hiperbolica.

Demonstragao: Como sabemos, uma projetividade hiperbdlica deixa dois de seus
pontos invariantes, sao eles, sem perda de generalidade, C' e F. Assim estamos a
procura da projetividade ACEF A BCF. Sejam ), P e S tais que A estd em PS, B
estd em QS e F estd QP. Chame de U o ponto QP - CS ( Figura 6.3 ).

P
i\

A B C F

u

Figura 6.3: Teorema 6.2

Veja que:
AP -CS = S; Pois AP = PS, ja que o ponto A estd em PS.

cCpP-CS=C.
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FP-CS=U,pois AP = PS, ja que o ponto A esta em PS; pois FFP = P, ja que
o ponto F estd em QP. Entao FP-CS=QP-CS=U.

P
Ou seja, ACF A SCU. Da mesma forma veja que: Como,

SQ - AB = B; Pois SQ = B(Q ja que B esta em (Q.S,
CQ - AB = (' pois AB = BC' ja que C esta em AB e

UQ-AB = F; pois AB = BF e UQ = QP ja que F esti em ABe U = QP -CS.
Como, além disso, QP = QF (pois F' esta em QP) temos UQ - AB = QP - BF =
QF - AF = F

temos SCU A BCF. Juntando essa perspectividade com o resultado anterior ficamos
P

P Q
com ACF' A SCU A BCF ou ainda, como queriamos, ACEF A BC'F uma projetivi-
dade hiperbdlica.

Corolario: Podemos determinar uma projetividade parabdlica quando nos sao dados

um par de pontos correspondentes e o ponto invariante dessa mesma.

Demonstracao: A demostracao deste corolario consiste em fazer a mesma con-
strucao do teorema 6.2 porém considerando C' = F', ou seja, os dois pontos invari-

antes, na verdade, sao o mesmo.
[ |

Observacao: Com esse corolario podemos escrever a projetividade parabdlica

que leva A em B e possui C' como ponto invariante da seguinte forma: ACC A BCC.

Vimos que a projetividade é uma bijecao, e definimos perspectividade, a grosso
modo, como o produto de duas projetividades. Um produto entre duas projetivi-
dades é uma idéia que nada difere daquela usada para compor func¢oes. A primeira
projetividade leva o ponto A no ponto B, por exemplo, e a segunda leva o ponto B
em C. Se essas duas projetividades forem determinadas, o produto delas é aquela
projetividade(podemos pensar aqui na aplicagdo de todas as correspondéncias ele-

mentares de uma projetividade seguidas das correspondéncias da outra) que levard o
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ponto A no ponto C.
Podemos agora pensar sobre o produto de duas projetividades parabdlicas, sera

que elas continuam parabdlicas? Sera que depende do ponto invariante delas? Bem...

Teorema 6.3 Se o produto de duas projetividades parabélicas com o mesmo ponto

imvariante nao for a identidade, entao ele € também uma projetividade parabolica.

Demonstracao: Ora, como tratamos de duas projetividades parabdlicas com o
mesmo ponto invariante ja podemos deduzir que o produto delas possuira pelo menos
um ponto invariante, ou seja, serd uma projetividade parabdlica ou hiperbélica (o teo-
rema, basta reler o enunciado, exclui a projetividade identidade). Suponhamos que
este produto seja hiperbdlico. Entao, sejam A e C' os pontos invariantes desse pro-
duto. Se C' é o ponto invariante da primeira projetividade parabdlica que leva A
num ponto B, por exemplo, teremos a projetividade ACC A BCC. Mas A é um
ponto invariante do produto, logo a segunda projetividade parabdlica é obrigada a
ser BOCANACC. Fazendo o produto encontraremos, contradizendo a hipdtese de que

o produto era hiperbdlico, a identidade. Assim o produto deve ser parabdlico.
[ |

Observacao: Podemos “iterar’uma projetividade parabdlica ACC A A'CC da
seguinte forma (Figura 6.4):
Usando a idéia do teorema 6.2 construimos a projetividade ACCAA CC de modo que
A esteja em PS, A’ esteja em QS e C esteja em QP. Entao, ACC % ScC % Acce,
j4 que A estd em PS e A’ estd em QS. Para “iterar”a projetividade, devemos ver
que efeito a projetividade ACC A A'CC' causa no ponto A', ou seja, o ponto A é
levado no ponto A" mas para onde é levado o ponto A'? Se S’ é o correspondente
de A" na primeira perspectividade, entdo S = A'P - C'S. Da mesma forma, se A"
é o correspondente de S na segunda perspectivdade entdo A" = S'Q - A'C. Logo
AA'CC % ss'cc % A'A"CC, ou ainda, AACC A AA"CC. Agora repetimos o
processo pesquisando o efeito desta projetividade sobre o ponto A” e assim por diante

obtendo uma projetividade da seguinte forma:

"

COAA A A" ... ~oocA A" A" A"

Teorema 6.4 A projetividade AA'C A A'A"C ¢ parabdlica se H(A'C,AA"). Caso

contrario ela € hiperbolica.
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Figura 6.4: Iterando uma projetividade parabdlica

"CFAAACF
equivale ao conjunto quadrandular (AA”)(A"A™)(CF). Como estamos estudadando a
projetividade AA'CAA A" C usaremos C = F e A" = A" para deduzir que AA'CC A
A'A"CC é equivalente & H (A/C’, AA"). O fato de C ser igual F garante que a

projetividade seja parabdlica. Se o conjunto harmonico nao existisse teriamos C' # F'

Demonstragao: De acordo com o teorema 6.1 a projetividade AA

"

o que resultaria numa projetividade hiperbélica.
Corolario:Se a projetividade ACC A A'CC leva A" em A", entdo A" € o conju-

gado harmonico de A em relagio a A" e C.

Demonstracao: E apenas uma reformulacao do enunciado do teorema 6.4.
[ |

Um caso especial e muito 1til a ser estudado, é o das projetividades que trocam

pares de pontos.

Definicao 6.2 Uma involugao é uma projetividade que troca pares de pontos, ou
seja, se o ponto X € levado ao ponto X' entao X' serd levado em X pela mesma

involucdo, ou ainda, XX AN X'X.

Observagao: Mais adiante, quando definirmos periodo de uma projetividade,

apresentaremos uma definicao mais formal para uma involucao.

Nao devemos esquecer em nenhum momento que, se falarmos de projetividades
nesta se¢ao, estaremos nos referindo aquelas que relacionam duas fileiras de pontos

numa mesma reta.

Teorema 6.5 Qualquer projetividade que trocar dois pontos distintos, € uma in-

volucao.
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Demonstracio: Sejam A e A" dois pontos distintos trocados por uma projetivi-
dade. Nessa mesma, seja X um ponto qualquer e X seu correspondente, ou seja,
AA'XANA'AX'. Queremos saber que efeito a projetividade tem sobre o ponto X . Se
mostrarmos que essa projetividade leva X' em X entdo ela serd uma involucao, pois
X é um ponto qualquer. Ora, como A, A", X e X' sio colineares, pelo teorema 2.1

podemos determinar a seguinte projetividade:

AAXX AAAX'X

O teorema fundamental garante que essa projetividade é igual a primeira. X', entéo,

é levado em X, o que caracteriza essa projetividade como uma involucao.
[ |

Apos reler o enunciado do teorema 2.1 podemos enunciar um importante corolario

bem direto desse teorema.
Teorema 6.6 Uma involucao € determinada por qualquer dois de seus pares.

Demonstracao: Sejam A e A pontos correspondentes de uma involucio, assim
como B e B'. Entdo, pelo teorema 2.1, temos que AA' BB A A'AB'B, o que deter-

mina a involugao.

Observacao: Ja que dois pares de pontos correspondentes determinam uma in-
volugdo, usaremos (AA)(BB') para denotar uma involucao que troca A por A" e B

por B', ou ainda (AA")(BB), se por acaso B for ponto invariante (B = B').
|

Podemos associar um conjunto quadrangular com uma involuc¢ao como afirma o

seguinte teorema:

Teorema 6.7 Se os lados de uma qudrangulo se interceptam em uma reta que ndo
passa por nenhum de seus vértices (conjunto quadrangular), entdo, pares de lados

opostos "geram”pares de pontos correspondentes de uma involugdo e vice-versa.

Demonstragao: (=)

Seja PQRS um quadrangulo e (AD)(BE)(CF) um conjunto quadrangular qualquer
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de PQRS. Segue do teorema que 6.1 AECF A BDCF. Ja que B, D, C e F sao
colineares podemos dizer que BDCF A DBFC, segundo o teorema 2.1. Fazendo o
produto dessas projetividades ficamos com AECFADBFC. Como esta ultima troca

C por F podemos chamaé-la de involugao pelo teorema 6.5.
(<)

Sejam A , B, C, D, E e F pontos colinares de forma que ABCDEF N DEFABC.
Agora tome o conjunto quadrangular (AD)(BE)(CX), garantido pelo teorema 3.10.
Da primeira parte desse teorema temos que ABCDEXANDEX ABC é uma involucao,
logo X = F' (teorema fundamental). Entao (AD)(BE)(CF) é uma conjunto quad-

rangular.
[ |

Agora trés propriedades bem importantes das involucoes, uma delas é peca chave

na definicao das conicas.

Teorema 6.8 Se MN ¢é um par das involugées (AA)(BB') e (AA,)(BB,), entdo
MN ¢é um par da involugio (A" B,)(B Ay).

Demonstragiao: Se o par M N estd na involucio (AA")(BB') entdo pelo teorema
6.7 (AA)Y(BB)(MN) é um conjunto quadrangular e pelo teorema 6.1 temos que
AB'MNABA MN. Analogamente, como M N também est4 na involugio (AA;)(BB;)
segue que ABIMN AN BA{MN. Como AMN A BMN é unicamente determinada
pelo teorema fundamental, temos que AB'B;MN A BA'A;M N, ou se preferirmos,
B'BiMN A A'A;MN. Novamente pelo teorema 6.1 temos que (A B;)(B A;)(MN) é
um conjunto quadrangular o que implica, segundo o teorema 6.7, que M N faz parte
da involugao (A'By)(BA;).

[

Teorema 6.9 Qualquer projetividade de dimensao 1, ou seja, que relaciona fileiras

de pontos numa mesma reta, pode ser escrita como um produto de duas involucoes.

Demonstracao: Vamos escrever a projetividade ABCAA B'C’, onde A e B nio sao
pontos invariantes, como o produto de duas involucoes. Pelo teorema 6.6 construimos

a involucao (AB")(BA') que troca o ponto C' por um ponto D. Pelo mesmo teorema
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determinamos uma outra involucdo, a saber, (A'B")(C'D). Com isso podemos escr-

ever a projetividade ABC A A'B'C" como segue:

ABCAB'ADANABC

Teorema 6.10 Qualquer involucao que possuir um ponto B invariante, tem também
um outro ponto A invariante. A € o conjugado harmonico de B em relacdo a qualquer

par de pontos distintos corresponddentes.

Demonstracao: Seja B o ponto invariante de uma involucdo que troca C' por C,
ou simbélicamente, BCC' A BC'C'. Seja A o conjugado harménico de B em relacio
a C e (C entao:

H(CC',BA) ou H(C'C,BA).

Segundo o teorema 5.3 esses conjuntos harmonicos se relacionam através da projetivi-
dade CC'BA A C'CBA. O teorema fundamental garante que essa tltima projetivi-

dade é a involugao (C'C")(BB), logo o ponto A também ¢é invariante nesta involucao.
|
Corolario: Nao existem involucoes parabolicas.

Demonstracao: Sempre que uma involugao possuir um ponto invariante, o teorema
6.10 garante a existéncia de outro o que exclui a possibilidade de termos uma in-

volugao com um tnico ponto invariante.

Observagao: Denotaremos por (AA)(BB) a involugao hiperbélica onde A e B

sao pontos invariantes.

Esse ultimo teorema dé sentido a uma definicao peculiar.

Definicao 6.3 Qualquer ponto é seu proprio conjugado harmoénico em relagao

a st mesmo e a um ponto qualquer.

Observacao: A primeira vista, esta definicao parece nao ter muito sentido. Mas
se pensarmos que achar o conjugado harmonico de um ponto C' com relacao a A e

B é a mesma coisa que achar o par de C' na involucao (AA)(BB) a definicao fica, de
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certo modo, mais confortavel.

6.2 Projetividades no Plano

Para estudar o que podemos fazer com as projetividades no plano, definiremos
algumas transformacoes no plano. Primeiro vamos falar daquelas que sao ponto a

ponto e reta a reta.

Definiciao 6.4 Uma transformacdo T onde X — X', ponto & ponto, ¢ tal
que associa a cada ponto X um ponto X' de modo que exista um unico X para cada

7 . !
X e um unico X para cada X .

Lembre que ja sabemos que a projetividade é uma trnasformacao ponto a ponto,

desde os primeiros capitulos.

Definicdo 6.5 Uma transformacdo T onde v — z', reta & reta, ¢ a dual-

izagao da definigcao 6.4.
Podemos falar também de transformagoes ponto a reta e reta a ponto

o« ~ ~ / N s
Definicao 6.6 Uma transformacao T onde X —— x, ponto a reta, ¢ tal que
. ’ . , . ’
associa a cada ponto X uma reta x de modo que exista uma unica reta r para cada

Ve . !
ponto X e um unico X para cada x .

Definicdo 6.7 Uma transformacdao T onde v — X , reta & ponto, € a dual-

1zacao da definicao 6.6.

Duas dessas transformacoes receberao um pouco da nossa atencao.

6.2.1 Colineacoes

Definicao 6.8 Chamaremos de colineagcao uma relagao ponto a ponto e reta a reta

que preservar as relacoes de incidéncia.

Observacao: Como definimos a colineacao por uma transformacao denotaremos
por T(A) = B quando a colineagao T levar o ponto A no ponto B. Nesse caso,
dizer que uma colineacao T preserva as relagoes de incidéncias significa dizer que se
T(A) = B, T(r) = s e Aestd em r, entdo B estd em s. Logo, uma colineagao
transforma fileiras de pontos em fileiras de pontos, feixes de retas em feixes de retas,

quadrangulos em quadrangulos. O dual de uma colineagao é também uma colineagao,
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assim como o produto de duas delas.

Estamos interessados em somente um tipo de colineagao.

Definicao 6.9 Uma colineagao T é uma colineagao projetiva quando T trans-

forma fileiras e feixes projetivamente, ou seja quando

T(A)=A = ARA".

Algumas consequéncia da defini¢ao:

Teorema 6.11 Qualquer colineacdo que transforma uma fileira de pontos projetiva-

mente € uma colineacao projetiva

Figura 6.5: Teorema 6.11

Demonstracao: Seja T" uma colineacao que relaciona projetivamente as fileiras
aead,onde T(a) =da'. Dadas duas retas b e b quaisquer, onde T(b) = b', queremos
mostrar que b e b também sdo relacionadas projetivamente. Tome Y qualquer em

b e O um ponto qualquer fora de a e de b (Figura 6.5). Chamaremos de X o ponto
o

onde OY encontra a reta a, até aqui temos apenas X A Y. Agora tome O, Y e 2’
onde T(O) =0, T(Y) =Y e T(X) = X". Como T preserva as incidéncias temos

/
que areta Q'Y (com Y’ em b') encontra a reta @’ em X' tiramos disso que X' A Y.
Ora se a reta a estd projetivamente relacionada com a” entdo X A X', ja que X estd

’ , ’ . .
em a e X estd em a . Basta juntar todos os resultados para concluir que

/

o o
YAXAX AY ousea, YAY.

Como Y é um ponto qualquer numa reta b qualquer e definimos que Y = T (Y),

podemos concluir que a colineacao 1" é projetiva.
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Observacao: Podemos obter a dualizagao desse teorema e de sua prova usando
. 2’ / / .o~ !/
ao invés de pontos Y e Y | retas y e y como sendo uniao de pontos B e B corre-

/
spondentes, com pontos O e O analogamente ao que acabamos de fazer.

Teorema 6.12 A unica colineacdo projetiva que deixza invariante quatro retas que

formam um quadrildatero ou quatro pontos que formam um quadrangulo é a identidade.

Demonstracgao: Lembremos que o axioma 3.6 nos diz que se uma projetivdade deixa
invariante trés pontos numa reta entao essa projetividade deixa invariante todos os
pontos dessa reta.

Sabendo disso, seja pgrs um quadrilatero qualquer com seus quatro lados invari-
antes pela colineacao projetiva 7' . Devemos mostrar que 7' na realidade é a iden-
tidade. se A = p-q é um vértice do quadrilatero entao T(A) deve estar sobre
T(p) e T(q) pois T preserva as incidéncias. Como T'(p) = p e T(q) = ¢ entdo
T(A)=T(p)-T(q) =p-q= A, ouseja, A também é invariante. Analogamente todos
os outros cinco vértices deste quadrildtero também sao invariantes por 7. Como cada
lado do quadrilatero passa por trés vétices, todos os pontos sobre esses lados sao in-
variantes segundo o axioma 3.6(Lembre que T é projetiva, por isso estamos usando
axiomas de projetividades.). Seja [ uma reta qualquer diferente de qualquer um dos
lados de pgrs. Como [ passa por quatro pontos invariantes (I-p, l-q,[-rel-s), 0
mesmo axioma 3.6 garante que todos os pontos de [ sao invariantes. Ja que [ é uma

reta qualquer, a colineacao T' é a identidade, pois todos os pontos sao invariantes por

T.
|

Agora um probleminha de construcao. Como sera quer podemos construir uma
colineagao projetiva? O teorema que segue afirma que as tinicas coisas que precisamos

sao dois quadrangulos.

Teorema 6.13 Dados dois quadrildteros completos (ou quadrangulo completo) com
seus quatro lados (ou vértices) em uma certa ordem de correspondéncia, so existe

uma colineacdo projetiva que transforma o primeiro no sequndo.
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Demonstracao: Sejam DEFPQR e D'E'F'P'Q R’ os dois quadrildteros, com a

ordem de correspondéncia induzida pela notacao, de modo que:

p=DEF qg=DQR,r = PRE,s = PF(Q

p/ _ D/E/F/7q/ _ D/Q/R/7,r=/ _ P/R/El7 8/ _ P/F/Q/'
Vamos aos poucos construir esta colineagao. Seja a uma reta qualquer. Se para for-
mar um quadrilatero os lados nao podem ser, trés deles, concorrentes, existem dois
pontos em lados distintos do quadrilatero DEF PQR que estao também em a. Sejam

eles X e Y onde, sem perda de generalidade, X estd em DFE e Y estd em DQ.(Figura
6.6)

Figura 6.6: Teorema 6.13

De acordo com o teorema fundamental, podemos estabelecer duas projetividades:

DEFADEF e DQRADQR.
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Se as projetividades j& estdo determinadas, existem X e Y’ (Note que X estd em
DE e Y estd em DQ) tais que:

DEFXADEFX e DQRYADQRY'.

Sejaa = X'Y'.

Serd que T tal que T'(a) = a' é uma colineacio projetiva? Segundo a definicdo 6.8
devemos mostrar, para tanto, que 7T leva ponto em ponto preservando as relagoes de
incidéncia (J4 provamos que 7" leva reta em reta preservando as incidéncias.). Seja C

um ponto de a. Podemos, portanto fazer a variar no feixe de retas C'. Dessa forma
c

teremos X A Y e ainda, dos resultados anteriores teremos:

’

X ANX

!

YAY.

>11Q

Veremos o efeito que esta tltima projetividade causa no ponto D'

X' A X leva D' em D como definimos.

X /:C\ Y leva D em D pois a intersecao de DFE, onde estda o ponto X com a reta D(Q),
onde esta o ponto Y, é o ponto D.

Y AY leva D em D' como definimos.

Conclusao: D" é ponto invariante da projetividade X' AY'. E Como D' = D'E"-D'Q’
temos, pelo teorema 5.2, que X e Y estao relacionados por uma perspectividade com
centro C', onde C" assim com C' é um feixe de retas. Dai concluimos que T leva retas
concorrentes em retas concorrentes (duas retas que concorrem no ponto C' sao lev-
adas em duas retas concorrentes em C'/). Entao T leva ponto em ponto, preservando
as incidéncias (Lembre-se que todo ponto pode ser escrito como intersegao de duas
retas.). A definicdo 6.8 ja nos diz que T é uma colineacio e como X A X o teorema
6.11 garante que T' é uma colineacao projetiva. Como p = DE, ¢ = DQ, r = ER,
s=FQ,p=DE,qd=DQ,r =E'R es =FQ acolineacao T, de fato, leva o
primeiro quadrilatero no segundo, mas sera que 71" é tinica?

Suponha que T} tal que T} (a) = a; também leve DEFPQRem D'E'F'P'Q'R’. Como
T: é uma colineacio, a definicio 6.8 garante que existe uma 7, ' tal que T'(a;) = a
que leva Tj(a;) em a. Seja P onde P(a;) = a o produto de T, com T (Estamos na
realidade compondo fungdes.). Note que P leva D'EFPQR emDEFPQR,ou
seja, P deixa invariante os quatro lados deste quadrilatero. Portanto, pelo teorema

6.12, P ¢ a identidade, ou seja, a; = a e T é, logo, tnica.
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Dualizando essa mesma argumentacao obteremos um resultado analogo para quadrangulos.

Provamos alguns resultados para colineagoes projetivas em geral. Agora vamos

conhecer uma caso especial de colineacao projetiva.

Definicao 6.10 Dizemos que uma colineagao projetiva é perspectiva quando deixa
invariante todos os pontos de uma reta o, chamada de eizo da colineagao, e todas as

retas através de um ponto O, chamado de centro da colineacdo.

Definicao 6.11 Uma homologia é uma colineagao perspectiva cujo centro nao é

incidente ao seu eixo.

Definicao 6.12 Uma elagao ¢ uma colineacao perspectiva cujo centro incide no seu

€e1zo.
Como j4 era de se esperar temos:

Teorema 6.14 Quaisquer dois triangulos perspectivos estao relacionados por uma

colineacao perspectiva.

Demonstracio: Sejam PQR e P'Q R dois triangulos perspectivos, defina D =
QR-QR,E=PR-PR e F=PQ-PQ (Figura 6.7).

Figura 6.7: Teorema 6.14: O ponto O pode, ou nao, estar sobre a reta o.

Segundo o teorema 6.13, podemos determinar uma colineagao T, projetiva e tnica,
que leva o quadrangulo DEPQ no quadrangulo DEP'Q’. A reta o = DE é in-
variante por T pois T(DE) = T(D)T(F) = DE. Como os triangulos sao pers-

pectivos, podemos afirmar que o ponto F' estd em o, portanto ' = o - P() entao
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T(F) = T(o- PQ) = T(o) - T(PQ) = o-T(P)T(Q) = o- P'Q" = F, ou seja, F
¢ também invariante o que juntamente com o axioma 3.6 nos garante que todos os
pontos sobre o sao invariantes.

Seja XX uma reta qualquer onde T(X) = X'. Se I é o ponto onde XX  encontra
a reta o entdo, T(XX') = T(XI) = T(X)T(I) = X'I = XX', isto é, a reta XX’
é invariante para todo X e X'. Se O = PP’ - QQ' entdo, T(0) = T(PP - QQ") =
T(PP) - T(QQ') = PP - QQ" = O o que faz de O um ponto invariante. E mais,
qualquer reta por O, por exemplo OY, serd invariante, pois OY encontrard o em
um ponto K invariante, (pois estd em o) assim T(0OY) = T(OK) = OK = OY.
Concluimos até aqui, juntamente com a definicao 6.10, que T' é uma colineacao per-
spectiva mas ainda resta saber, se T(R) = R’

Ora,Se D=QR-Q'R ¢ E=PR-P'R entdao DQ = RQ DQ' =R Q', EP=ERe
EP' = ER', portanto DQ - EP = RQ - ER = R e daf temos que:

T(R) = T(EP-DQ) = T(EP) - T(DQ) = T(E)T(P) - T(D)T(Q) = EP" - DQ" =
FER -RQ =R.

Como T(PQR) = P'Q'R’', T é uma colineacio perspectiva que relaciona os triangulos
PQR e P'Q'R'. Note que se O estiver em o o teorema nao perde nenhum sentido,

apenas trataremos de uma homologia ao invés de uma elagao (Figura 6.7).
|

Podemos determinar uma elacao ou uma homologia? Que objetos sao necessarios

para tal construcao?

Teorema 6.15 Uma homologia é determinada quando sao dados seu centro, seu

eizo, e um par de pontos correspondentes(colineares ao centro).

Demonstracao: Sejam O o centro, o o eixo e P e P' o par de pontos correspon-
dentes colineares a O. Se R é um ponto qualquer, fora de o e de OP (Figura 6.8),
deveremos ser capazes de encontrar o correspondente R de R perante esta homolo-
gia H para que esta seja dita determinada. Note que a reta PR determina em o
o ponto F, invariante. Ora, se H preserva as incidéncias e sabemos que R estd na
reta EP, entdao R estard na reta H(EP) = EP'. A reta OR determina em o o
ponto I, invariante, analogamente ao caso anterior, o ponto R deve estar na reta
H(OI) = OI = OR,ja que R estd em OI. Bem, se R estd em EP' e também em
OR é claro que R = EP" - OR.

Se, por algum acaso, R estiver na reta OP (Figura 6.8), usaremos um ponto )

!/ ~ . . ., z
fora desta e acharemos () conforme a contrucao anterior para depois, ja que R estara
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Figura 6.8: Teorema 6.14: O ponto R pode, ou nao, estar sobre a reta OP.

fora de OQ), repetir a contrucao usando o par @ e Q" para achar R e determinar a

homologia.

Teorema 6.16 Uma elagao é determinada pelo seu eizo e um par de pontos corre-

spondentes.

Demonstracio: Seja o o eixo de uma elacio Te ¢ P e P’ um par correspondente
da mesma. Se O estd em PP’ e também em o entdo O = o- PP'. Analogamente a
construcao do teorema anterior, se R é um ponto fora de OP entdo R = OP - EP'.
Se R estiver OP usaremos @ e Q" um novo par de pontos correspondentes onde Q

~ ’ r ., . ~ / .
nao estda em OP e () é determinado usando a mesma construcao do R anterior.
[ |

~ 7’ ~ ’ . . /
Observacao: Ja que uma elacao é determinada por seu eixo o e um par P e P

de pontos correspondentes, podemos denoté-la, convenientemente, por [o; P — P'].

A seguir um importante teorema que, com seus corolarios, nos ajudarao a re-
conhecer aspectos sobre colineagoes perspectivas analisando algumas de suas carac-

teristicas.

Teorema 6.17 Qualquer colineagcao que tem somente uma fileira invariante é per-

spectiva.

Demonstracao: Seja 7" uma colinecao onde somente a fileira o é invariante. Note
que T é projetiva, pelo teorema 6.11 pois relaciona a fileira o, com ela mesma, pro-
jetivamente com a identidade. Se A é um ponto fora de o entdo A" = T/(A) também

’ s’ . ! . . . !’
o serd, caso contrario A" teria que ser invariante. Analogamente o ponto B = T'(B),
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com B fora da reta o nao incide a mesma. Sejam X e Y os pontos de intersecao
das retas AA" e BB’ com o, respectivamente. Como X e Y estdo em o, entdo
T(AA) =T(AX)=A'X = AA e T(BB') = T(BY) = B'Y = BB, ou scja, AA" e
BB’ sio invariantes e por isso o ponto O = AA - BB também deve ser(O’ deve estar
em T(AA") = AA e em T(BB') = BB logo O = O). Seja CC" uma reta construida
da mesma forma que AA" e BB onde CC'-0 = Z. Certamente CC' cruza AA e BB':

Caso 1 O ponto O estd na reta o: Entao, X =Y = 0. Sejam P e () os pontos que
CC' cruza AA e BB', respectivamente. P e @ sdo invariante, ja que AA", BB’
e CC' também o sdo. Se olharmos para a reta CC’ veremos, com a ajuda do
axioma 3.6, que todos os pontos sobre essa reta sao invariantes, pois 4, P e
@ ja o sao. Mas, a unica fileira invariante é o, entao Z = P = ) = O, ou
seja, CC" cruza o em O o que caracteriza uma elacdo que em particular é uma

colineagao perspectiva.

Caso 2 O ponto O nao estd sobre o: Seja P o ponto de intersecao das duas retas
invariantes AA e CC’, logo AA" trés pontos invariantes, a saber P, O e X, o
que segundo o axioma 3.6, garante que toda a fileira AA" seja invariante. Mas
como a tnica fileira invariante é o, o ponto O é o ponto P, ou seja, AA e CC'(e
BB') se cruzam em O. Portanto 7' é uma homologia que em particular é uma

colineagao perspectiva.

Corolario(1): Se uma colineagdo tem uma fileira invariante entdao tem um feize de

retas invariante.

Demonstracao: E apenas uma reformulacao do enunciado do teorema 6.17.

Corolario(2): Todos os pontos invariantes de uma elagdo estao sobre o eizo.

Demonstracao: Se existir um ponto P invariante fora do eixo, toda reta r por P
sera invariante pois P e o ponto de encontro entre r e o eixo sao invariantes. Como
qualquer ponto pode ser escrito como intersecao de uma reta por P com uma reta

por O, entao todos os pontos seriam invariantes.
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Corolario(3): Numa homologia, o centro é o unico ponto invariante que ndo estd

no eixro.

Demonstracgao: Se houvessem dois pontos invariantes O e P fora do eixo entao a
reta OP iria encontrar o eixo num terceiro ponto () também invariante o que faria de
OP, conforme o axioma 3.6, uma fileira invariante diferente de o. Ai, todas as retas

seriam invariantes pois teriam um ponto em o e um em OP.
|

Podemos fazer uma associacao interessante entre um conjugado harmonico de
pontos e a homologia. Nesta homologia, fica mais facil construir pares de pontos

correspondentes.

Definicao 6.13 Uma homologia harménica ¢ uma homologia onde o conjugado
harmonico do centro em relacao a dois pontos correspondentes estd no eixo desta

homologia.

Como fizemos com todas as outras colineac¢oes é sempre importante saber como
podemos determinar aquilo que estamos definindo, para assim, darmos significado

aquilo que estamos fazendo.

Teorema 6.18 Uma homologia harmonica é determinada quando sao dados o seu

centro e o seu eixo.

Demonstracgao: Sabemos que trés pontos determinam um quarto ponto através de
um conjunto harménico. Logo seja P uma ponto qualquer, para determinar P’ basta

fazermos o conjugado harmonico de P em relacao a O ea [ = OP - o.
[ |

Para discutirmos mais uma propriedade das homologias harmonicas, precisaremos
falar em periodo de uma transformacao. Tocamos no assunto quando falamos de

involucao, entretanto nao foi definido o que de fato é o periodo de uma transformacao.

Definigao 6.14 Uma transformacdo T ponto a ponto onde T(X) = X', T(X') =
X', (X)) =X", .., T(X")= X" eT(X") = X ¢ dita periédica e seu periodo

¢ dado pelo menor n que satisfaca estas condigoes.
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Teorema 6.19 Toda homologia harmonica é uma colineacao de periodo 2 e wvice-

cersa.

Demonstragao: (=)

Toda homologia harménica é uma colineacio de perfodo 2 ja que H(PP', O(o -
OP)) = H(O(o-OP),PP").

(<)

Seja T' uma colineacao projetiva de periodo dois, ou seja, se P e P’ e também Q e Q'
sdo pares de pontos correspondentes nao colineares, entao T(P) = P', T(P') = P,
T(Q) = Q eT(Q) = Q (Figura 6.9). Pelo teoroema 6.13, T é a tinica colineacio
que leva o quadrangulo PP'QQ’ no quadrangulo P'PQ'Q. As retas PP ¢ QQ' sio
invariantes pois T(PP') = PP e T(QQ") = Q'Q. Se O = PP -QQ’ entdo O também
é invariante. Como T(PQ) = P'Q" e T(PQ") = P'Q temos:

M=PQ-PQ =T(M)=T(PQ-PQ)=PQ  -PQ=M

N=PQ -PQ=T(N)=T(PQ -PQ)=PQ-PQ =N

ou seja, M e N sao invariantes, assim como o ponto L = M N - PP/(L é a intersecao
de duas retas invariantes). Se L, M e N sao invariantes entdo, pelo axioma 3.6,
todos os pontos de M N nao invariantes. Logo, pelo teorema 6.17, T' é perspectiva.
M =PQ-PQ eN = PQ - P'Q sao dois pontos diagonais do quadrangulo PP QQ’
logo o terceiro deles, a saber O = PP’ - QQ’, ndo pode estar na mesma reta dos dois
primeiros, conforme o axioma 3.4 garantindo assim que T seja uma homologia. E,
finalmente, se olharmos para o quadrangulo MQQ N veremos que como L estd em
MN, O estaem QQ', MQ-Q'N=MP-NP=PeQN-MQ =PN-PM="P,
temos H(PP',OL), logo T é também harménica pela definicao 6.13.

6.2.2 Correlagoes projetivas

Definicao 6.15 Uma correlacao é uma transformacdao ponto-reta e reta-ponto que

respeita as relacoes de incidéncia de acordo com o principio de dualidade.
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Figura 6.9: Teorema 6.19

Observacgao: Como definimos a correlacao por uma transformacao denotaremos
por T'(A) = b quando a correla¢ao T' levar o ponto A na reta b. Nesse caso, dizer que
uma correlagao 1" preserva as relacoes de incidéncias de acordo com o principio de
dualidade significa dizer que se T(A) = b, T(c) = D e A estd em ¢, entdao D esta em
b. Logo, uma correlacao transforma fileiras de pontos em feixes de retas, feixes de
retas em fileiras de pontos, quadrangulos em quadrilateros. O dual de uma correlacao

é também uma correlacao, mas nao o produto de duas delas, este € uma colineacao.

Trabalhando com correlacoes o principio da dualidade vai se mostrar muito im-
portante. Como preservamos as incidéncias, esta transformacao dualiza as figuras que
transforma. Mas, analogamente as colineagoes, nao estamos interessados em todos

os tipos de correlagao.

Definicao 6.16 Uma correlagcao projetiva ¢ uma correlacao que transforma pon-

tos em retas e retas em pontos através de uma projetividade.

Abusaremos um pouco do principio da dualidade para enunciar teoremas cujas
demonstracgoes, o que poupa trabalho, ja foram quase feitas, basta apenas dualizarmos

parte delas.

Teorema 6.20 Qualquer correlagao que transforma uma fileira de pontos projetiva-

mente € uma correlagcao projetiva.

Demonstragao: A demostracao é andloga ao do teorema 6.11 usando a dualidade
entre colineagoes e correlagoes para trocar pontos e retas da demonstracao quando
necessario.

Teorema 6.21 Dados um quadrildatero completos(ou quadrangulo completo) e um

quadrangulo completo(ou quadrildtero completo), com seus quatro lados e vértices (ou
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vértices e lados) em uma certa ordem de correspondéncia, so existe uma correlagao

projetiva que transforma o primeiro no sequndo.

Demonstracao: Andloga ao do teorema 6.13 trocando o quadrangulo PQRS pelo

quadrilatero pgrs e fazendo as adaptacoes necessarias.

Estudaremos, na proxima segao, um tipo especial de correlacao projetiva que
muito vai nos interessar para o estudo das conicas. As proposicoes anteriores sao

apenas para contextualizar as correlagoes.

6.3 Polaridades

Definicao 6.17 Uma polaridade T'p ¢ uma correlagao projetiva de periodo 2, ou
seja, se Tp(r) = R entao Tp(R) = r. Chamaremos r de polar do ponto R e esse de

polo da reta r.

Observacgao: A polaridade é uma correlacao projetiva, logo preserva as in-
cidéncias. Dado, por exemplo, uma reta a, o conjunto de polares dos pontos sobre
a formardo um feixe de retas pelo ponto A = T'(a). Veja ainda que T'p é projetiva,

portanto, a relagao entre os pontos sobre a e as retas por A é uma projetividade.

Definigao 6.18 Sejam A e B pontos quaisquer e T'p uma polaridade onde Tp(A) = a
e Tp(B) =b. Entao os pontos A e B sao ditos pontos conjugados se A estiver em

b e B estiver em a. Dizemos também, neste caso, que a e b sao retas conjugadas.

Definicao 6.19 Dizemos que um ponto A é auto-conjugado se A for incidente a

seu polar.

Ja da para perceber, intuitivamente, que os pontos auto-conjugados sao pontos

especiais. De fato,

Teorema 6.22 A unido de dois pontos auto-conjugados ndao pode ser uma reta auto-

conjugada.

Demonstracao: Sejam A e B dois pontos auto-conjugados na polaridade 7}, onde
Tp(A) = a e Tp(B) = b (Note que a # b, caso contrario uma reta teria dois pdlos

distintos). Se r é a reta AB entdo o pélo R de r deverd estar em Tp(A) = a e
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Figura 6.10: Teorema 6.22

Tp(B) = b, logo R = a-b, ou seja R nao esta em 7, por isso r nao é auto-conjugada
(Figura 6.10).
[

Teorema 6.23 Uma reta nao pode ser incidente a mais de dois pontos auto-conjugados.

Demonstracao: Sejam A e B dois pontos auto-conjugados, sobre um reta r, de
acordo com uma polaridade T, onde Tp(A) = a, Tp(B) = b e Tp(r) = R. E claro
que R = a-b pois r = AB e T, preserva as incidéncias. Seja C' um outro ponto
auto-conjugado também em r, com T'(C) = ¢. Ou a reta ¢ cruza a em R, ou nao.
Se nao cruzar entao o ponto K = a - ¢ terd como polar a reta AC = r, o que nao é
possivel pois r ja é polar de R. Se, por outro lado, a reta ¢ cruzar a em R teremos
AR-BC = AR-AB = A, AC-BR=AB-BR=Be AB-CR=AC-CR =C,
ou seja, A, B e C saovos trés pontos diagonais do quadrangulo ABCR. Ora, A, B e
C sao colineares e isso contradiz o axioma 3.4, logo C' nao pode ser auto-conjugado.
Analogamente para qualquer ponto diferente de A e B, garantindo que nao é possivel

ter, em uma mesma reta, mais de dois pontos auto-conjugados.
[ |

Os pontos conjugados sao de extrema importancia no hora de falar das conicas.
Veremos mais adiante que uma conica pode ser definida como o lugar geométrico de
um ponto auto-conjugado em determinadas condi¢oes. Mas isso sao cenas do proximo
capitulo.

Por agora vamos continuar estudando os resultados das polaridades. Voceés ainda

lembram o que é uma involugao?(Defini¢ao 6.2)

Teorema 6.24 Uma polaridade determina uma tnvolucao em qualquer reta que nao

¢ auto-conjugada. (dizemos que nessa reta a polaridade induz uma involugao.)
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Demonstracao: Seja ¢ uma reta e A um ponto que nao sao auto-conjugados na
polaridade T}, onde Tp(A) = a e Tp(c) = C. Se B = a-centao b = Tp(B) = AC pois
as incidéncias sao preservadas por T'p. Da mesma forma 7'(¢c) = T(AB) =a-b = C,
ou seja a - b = C. Agora vamos contruir uma involu¢ao na reta ¢. Dado X em ¢
temos que z = T'p(X) passa por C. Se Y =c-zentdoy =Tp(Y) =Tp(c-z) = CX.
Note que se X for auto-polar teremos X =Y (lembre que o teorema 6.23 afirma que
nao existe mais de dois pontos auto-conjugados em c¢). De acordo com a defini¢ao
6.17, como T}, é polaridade, X Az e como Y = c-x temos que x AY assim X AY e
analogamente Y A X pois Y Ay e X = y-c. Entdo pelo teorema 6.6 (AB)(XY) é

uma involugao assim como (ab)(xy) no feixe C.

Figura 6.11: Teorema 6.24

Chegou a hora de comegarmos a nos preocupar com a determinacao de uma
polaridade. Como sera que se determina uma delas e como serd que se constréi uma?
Serd que dado um ponto, somos capazes de construir a reta polar deste? Falta muito
pouco para responder essas perguntas, pois ainda falta definir e apresentar algumas

ferramentas para que consigamos dominar de vez as polaridades.

Definicao 6.20 Um triangulo é dito auto-polar quando cada vértice é polo de seu

lado oposto(ou cada lado € polar de seu vértice oposto).

Observacao: Claro que, segundo a definicao, dois vértices de um triangulo auto-

polar vao ser sempre pontos conjugados.

Teorema 6.25 Qualquer correlagao projetiva que relaciona cada vértice de um triangulo

com seu lado oposto € uma polaridade.
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Demonstracao: Seja ABC um triangulo de lados a, b e c onde AB =¢, BC'=a e
AC = b e P um ponto fora de a, b e c. Seja Tc uma correlagao projetiva dada por
ABCP — abep (teorema 6.21) em que p nao passa por A, Bou C. Sejam P, = a- AP,
P,=b-BP,P.=c-CP,A,=p-a, B,=p-beC,=p-c (Figura 6.12).

C

Figura 6.12: Teorema 6.25

Note que:
Te(la) =Te(BC)=b-c=AC-AB=A

e assim também para Tc(b) = B e T'(c) = C,
E ainda que:
Tc(AP)=a-p=A4,

e assim T'¢(BP) = B, e Te(CP) = C, e por ultimo,
Te(P,) =Tc(a- AP) = A(a-p) = AA,

e assim T'¢(B,) = BB, e Te(P,) = CC,.

Como P é um ponto qualquer, queremos saber, qual é o efeito de T'c sobre p. Pois se
Tc(p) = P (ja sabemos que T'¢(P) = p por construgao) al mostraremos que 7'c tem
periodo 2, o que basta para podermos chamar T'c de polaridade(definigao 6.17).
Seja X um ponto na reta ¢, entdo temos, para todo ponto Y que T¢(X)-c=Y =
X AY, pois T é projetiva logo X ATe(X) (e claro: Te(X)AY jaque Te(X)-c=Y).
Se X = Aentao T'c(A)-c =a-c = Bese X = Btemos T¢(B)-c = b-c = A, portanto a
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projetividade X AY troca A por B caracterizando, de acordo com o teorema 6.5, uma
involugao. Se fizermos X = P, teremos Y = T'¢(Pc)-c¢ = CC,-c = Cy(pois C, = ¢+ p,
ou seja, C, estd em ¢). Da involugao temos que C, A P, ou ainda T'¢(C,) - ¢ = P,
ou seja, P. estd na reta T'c(C),), mas o ponto C' deve passar também por T'c(C,), ja
que C, estd em ¢, entdo T'c(C,) = CP. = CP (P. = ¢- CP). Analogamente para
Tc(A,) = AP e T¢(B,) = BP. Sabendo que A, e C, estaio em p (4, = p-a e

C, = p - ¢) podemos deizer que p = A, B, e finalmente:
Te(p) =Te(A,C,) = AP - BP = P.

Observacao: Uma polaridade é determinada por um triangulo auto-polar ABC' e
um par P e p de ponto e reta correspondentes, onde P nao esta em nenhum dos lados
do triangulo. Assim é conveniente usarmos a notagao (ABC)(Pp) para determinar

essa polaridade. Lembre-se que o teorema 6.21 nos ensina a determinar a correlacao

ABCP — abep.

Agora, voltaremos aquela involucao que mostramos ser induzida por uma polar-
idade. Com a polaridade determinada podemos especificar exatamente a involugao

da qual falamos.

Teorema 6.26 Na polaridade (ABC)(Pp), onde P ndo estd em p, a involugao de

pontos conjugados em P € a involugao determinada em p pelo quadrangulo ABCP.

Demonstragao: O teorema 6.24 nos diz que como P nao estd em p (ou p nao é uma
reta auto-conjugada), existe uma uma involu¢ao em p de pontos conjugados. Usando

a mesma construcao do teorema anterior:
Tce(Ay,) = AP |, Te(B,)=BP , T(C,) =CP

entao, o quadrangulo ABC'P determina a involugao da seguinte maneira: Veja que
AB-p=c-p=C,eCP-p=K. Como K estd em CP entao Tc(K) passa por
Te(CP) = C, logo C, e K sao conjugados e portanto pares da involucao. Isto é: As

intersecoes de lados opostos de ABC'P com p sao pares da involucao.
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Estamos a um passo, ou melhor, a um teorema de podermos construir a reta polar
de um ponto dado numa polaridade dada. O senhor M. Chasles é quem vai nos ceder
esta ultima ferramenta. O ponto de partida é perceber que se um triangulo nao é
auto-polar entao os pélos de seus lados formarao um outro triangulo. Podemos dizer

que o segundo triangulo é um triangulo polar do primeiro.

Teorema 6.27 (Teorema de Chasles) Se as retas polares dos vétices de um
triangulo nao coicidem com seus lados opostos, entao eles encontram estes lados em

trés pontos colineares (um triangulo nao auto-polar e seu polar sao perspectivos).

Demonstracao: Seja PQ R um triangulo e 7, uma polaridade tal que T'p(P) = p #
QR, Tp(Q) = q # PR e Tp(R) = r # PQ. Sejam P, = p-QR, Q1 = q- PR
e Ry = r- PQ. E f4cil notar que P, ()1 e Ry sao as intersecoes dos lados do
triangulo PQR e de seu polar pqr, portanto, devemos provar que P, ()1 e Ry sao

colineares. (Figura 6.13)

Figura 6.13: Teorema 6.27

Veja que Tp(Ry) = Tp(PQ - 7) = (p-¢)R = r1. Sejam P' = PQ-q, R = QR - q,
entdo T(P') = T(PQ-q) = (p-q)Q = p". Dai tiramos que P, Q, R, e P’ estdo na reta
PQ), logo, pelo teorema 2.1 temos Ry PP’ QAPR,QP’ e por T, temos PR,QP' Apriqp
Mas:

p- QR = Py; Por construgao.

r1- QR = R; Pois r = (p- ¢)R.
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q-QR = R/; Por construcao.

p QR =Q;Poisp = (p-q)Q.

ou seja, prigp A PLRR'Q e assim:
RiPP'QA~PRQP A prigp A PLRR Q

ou ainda R PP'Q A PL.RR Q.
Ja que P' = PQ-ge R = QR-q temos, respectivamente, PP’ = PQ ¢ RR = QR. Dai
RR -PP = PQ-QR = Q. Como Q, o ponto invariante dessa dltima projetividade é

o ponto de intersecao das fileiras da mesma, entéo , pelo teorema 5.2, R PP' AP RR’

é uma perspectividade. @, é o centro da perspectividade Ry PP’ % P,RR' , ja que
P ' =PQ-ge R = QR qimplicam em ¢ = P'R" e também PR-P'R = PR-q =
Q1. Logo os pontos Ry, Q1 e P; sdo colineares(R; e 1 sdo correspondentes na
perspectividade).

Note que se P, estiver em ¢, entdo P, =p-QR=¢-QR=R e Ry = P, como R ¢
P’ estdo em g entdo Ry = P', Q, e P, = R’ sio colineares.

E se () estiver em ¢ basta chamarmos PQR de pgr e vice-versa.

6.3.1 A reta polar de um ponto

Teorema 6.28 A reta polar de um ponto X (ndao incidénte a AP, BP ou p) na
polaridade T = (ABC)(Pp) € a reta X1 Xo onde:

Ai=a-PX,P=p-AX, X, = AP - AP,

By =b-PX, P,=p-BX, Xo=BP-ByP,.

Demonstracao: Sejam A, B e C tais que T'(a) = A, T(B) = be T(C) = ¢
com T = (ABC)(Pp). Seja X um ponto qualquer, fora de AP, BP e p, queremos
determinar, x = T'(X), a reta polar desse ponto(Figura 6.14). De acordo com o
teorema 6.27 o triangulo PAX (que nao é auto-polar, pois PX # a) tem seus lados
AP, AX e X P encontrando os polares de seus vértices opostos p, a e x em trés pontos
colineares, logo P, = AX -p, A = PX -a e mais um ponto AP - x sao colineares. Ou
seja, tem um ponto de x na reta A, P, a saber X; = A1 P, - AP.

Analogamente, usando agora o triangulo PBX determinamos mais trés pontos, B =
b-PX,P,=p-BX e Xo=BP-ByP. Ai como X; e X, estao em z, z = X; Xo>.
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Figura 6.14: Teorema 6.28

Observacgao: Se, por acaso, X estiver em AP, x passard por a-p = A,. Portanto
r = A, Xs(se o ponto X estiver em AP ele nao estara em BP).
O mesmo para quando X estiver em BP, ai x = B, - X; onde B, = b - p.
Se X estiver em p, entao x passa por P. O outro ponto de x pode ser determinado
utilizando o dual do teorema 6.28 para achar um ponto Y , pélo da reta y que passa

por X (que nao seja p ou PX), al z = PY, ja que y passa por X.
[ |

Desenhe num papel(ou em algum software geométrico) um tridngulo ABC uma
reta p que nao passa por nenhum vértice e um ponto P fora da reta p e dos lados do
triangulo ABC'. Usando esse teorema, podemos construir a reta polar de qualquer
ponto que desenharmos no papel. Essa idéia é importante e fundamenta a construgao
das conicas. E claro que o dual deste teorema nos permite construir o polo de uma

reta r dada.

6.3.2 O pentagono auto-polar e o quadrilatero auto-conjugado

Podemos pensar num pentidgono auto-polar tal como um triangulo auto-polar.
Ou seja, os polos dos vértices de um pentdagono auto-polar devem ser seus respectivos
lados opostos. Dessa maneira, uma polaridade pode ser determinada usando esses

pentagonos ao invés dos triangulos auto-polares que utilizamos.

Teorema 6.29 Uma correlacao projetiva que leva quatro vértices de um pentdgono
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em seus respectivos lados opostos € uma polaridade e transforma o quinto vértice em

seu respectivo lado oposto.

Demonstracao: Seja PQRST um pentagono onde a correlacao projetiva T'c é tal

que:
Te(Q) = q= ST,
Tc(R)=r=TP,
Tc(S) =s=PQ,
Te(T)=t=QR,

p e
A = q - t(Figura 6.15).

Figura 6.15: Teorema 6.29

Entao:
Te(t) =Tc(QR)=q-r=ST-TP =T,
Te(p) =Tc(RS)=r-s=TP-PQ =P,
Tc(q) =Te(ST)=s-t=PQ-QR=Q e
Te(A)=Te(qg-t) =QT = a.
Logo T'c é a polaridade (AQT')(Pp) pelo teorema 6.25. Ai T'¢(P) = Te(TP - PQ) =
T(r-s)=RS =np.

O quadrilatero auto-conjugado é uma simples consequéncia do teorema de Chasles.

Teorema 6.30 (Teorema de Hesse) Se dois pares de vértices opostos de um

quadrilatero sao também pares de pontos conjugados em wuma polaridade, entao o
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terceiro par de vértices é também um par de pontos conjugados da mesma polaridade.

Demonstragao: Seja PQRP;Q1R; um quadrilidtero onde T(P) = p, T(Q) = g,
T(R)=r,T(P) =p;, T(Q1) =q e T(Ry) = r; numa polaridade 7', onde P estd em
p1 e P esta em p assim como () esta em ¢ e () estd em Q).

Pelo teorema 6.27, r deve passar por um ponto Ry, = PQ) - PiQ);. Logo r; passa por

Ry e os pontos R e Ry sao conjugados.

6.3.3 O produto de duas polaridades

Na subsecao 6.2.2 vimos que o produto de dois correlagoes é uma colineacao.
Sabemos também que uma polaridade é, em particular, uma correlacao. Logo o
produto de duas polaridades é uma colineacao. Podemos provar um resultado bem

geral a respeito disso.

Teorema 6.31 Qualquer colineacao projetiva pode ser escrita como o produto de

duas polaridades.

Demonstracao: Vamos dividir nossa demonstracao em trés casos:

Afirmacao 1: Uma homologia pode ser escrita como o produto de duas polaridades.

Seja Th uma homologia de centro O e eixo o com o par P e P’ de pontos
correspondentes. Como T'h ja estd determinada(teorema 6.15), temos Th(Q) =
Q', Th(R) = R para Q e R quaisquer. Sejam F = PQ-P'Q e D =QR-Q'R’.
Claro, pelo coroléario 3 teorema 6.17, que F'D = 0. Seja p é uma reta qualquer
que nao passa por O, D e F(escolhido para triangulo auto-polar).

Veja que Th(O) = O, Th(D) = D Th(F) = F e Th(P) = P, assim Th leva
ODFP em ODFP'. Seja Tp, = (ODF)(Pp) uma polaridade, entao Tp;(0) =
o, Tpy(D) = OF = d, Tpi(F) = OD = f e Tp,(P) = p. Portanto T'p; leva
ODFP em odfp.

J& em Tpy = (ODF)(Pp), uma segunda polaridade, temos: Tpy(0) = O,
Tpa(d) = Tp2(OF) = o+ f = DF - OD = D, Tpy(f) = Tps(OD) = 0-d =
DF -OF = F e Tpy(p) = P’ o que faz Tp, levar odfp em ODFP'.

Dessa maneira T'py - Tps leva, assim como Th, ODFP em ODFP’, entao, pelos
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Afirmacao 2:

Afirmacao 3:

teoremas 6.13 e 6.21 T'py, Tpy e Th sao unicas, o que nos permite escrever
Th = Tpl . Tpg

Toda colinecao perspectiva pode ser escrita como o produto de duas polaridades.
Como esse caso, passamos a considerar também as elagoes, além das homologias.
Seja T'c uma colineacdo perspectiva de centro O e de eixo 0 onde A e A" é um
par de pontos correspondentes de T'c(T'c, com esses dados, ja é determinada
pelos teoremas 6.15 e 6.16). Chamremos OA = OA" de ¢ e tomaremos C' e
P em o aleatériamente, assim o = C'P(Nao sabemos se O estd em 0). Seja
b=CAeb =CA. Agora por O construimos a reta p que em b e b determina
os pontos Q e Q' respectivamente (Veja que Te(Q) = Q', pois AQ - A'Q = C
que estéd em o e também QQ passa por O). Tome, agora em ¢, um ponto B
arbitrario(Figura 6.16). Em T'c temos Tc(A) = A, Te(P) = P, Tc(O) = O e
Te(Q) = Q', logo Te leva APOQ em A" POQ'.

Seja Tp, = (ABC)(Pp) uma polaridade, entdo: Tp;(A) = BC = a,

Tp:(P) =p,

Tp1(O) =Tpi(c-p)=CP=o0ce

Tpi(Q) =Tpi(b-p) = BP =g

Portanto Tp; leva APOQ em a'poq .

Seja Tpy = (A'BC)(Pp) uma polaridade, entdo: Tps(a’) = Tpa(BC) = A',
Tpa(p) = P,

Tpa(0) =Tp(CP)=c-p=0e

TPQ(QI) =Tpi(BP) = b P = Q/-

Portanto Tp; leva a'pog’ em A'POQ'.

Logo, assim como T¢, o produto Tp; - Tps leva APOQ em A'POQ'. Entao,
pelo teorema 6.21 temos T'c = T'py - T'ps.

Qualquer colineacao projetiva nao perspectiva pode ser escrita como o produto
de duas polaridades.

Seja T uma colineacao projetiva que nao é perspectiva. A e [ sao nao invariantes
em T de modo que [ passa por A e ainda T(A) = A, T(A) = A", T() = [,
Ty =1"eT(")=1".

Como T nao é perspectiva, entdo a reta A A, assim como o ponto I - ', néo
é invariante. Se A’ estivesse em [ entdo T(I) = T(AA') = A'A =1, mas [ é
néo invariante, logo A" néo estd em [ e nem em I” e " pelo mesmo motivo.
A" analogamente, nio est4 em [. E, claro, A ndo estd nem em [ ou I (Figura
6.17). Se B=1"-1eC =1"-1, entdo, como T(A) = A e T(A") = A", temos
TB)y=T(1"-1)=1"-1=BeT(C)=T1"-1')=1"-1"= C". Portanto T

1" 1 1"
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Figura 6.16: Teorema 6.31: Afirmagao 2(Nao se sabe se é homologia ou elagao).

leva AA'BC em A'A"B'C’.

Figura 6.17: Teorema 6.31: Afirmagao 3.

Seja T,1 = (AA" B)(A'l') uma polaridade, entdo:
Tpi(A)=A"B=1";Pois B=1"-1 assim como A" estd em [", ji que A esta

em [;
Tpi(A) =1
Tpi(B) = AA”;

Tpi(C)=Tp(I" - 1) = AA".

Portanto a polaridade T'p; leva AA'BC em I"I'(AA")(AA").
Seja agora Tpy = (A'A"C)(Al") outra polaridade, logo:
Tpy(I") = Tpa(A"C) = A'; Pois A" estaem " e CI" -1
Tpo(l') = Tpy(A'C) = A”; Pois A estaem ' e C =1" -1
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Tp2<AA/l) — l/// . (A/C) — l/// . l/ — B/
Tp2<AA/) — l/// . (A”C) — l/// . l// — C/

Portanto Tpy leva "' (AA")(AA") em A'A"B'C".O produto Tp; - Tpy, assim
como T, leva AA'BC em A'A"B'C’, logo, pelo teorema 6.21, Tc = Tpy - Tpo.

Como toda colineacao projetiva s6 pode ser, ou nao, perspectiva, mostramos,
através das afirmagoes 2 e 3, que toda colineacao pode ser escrita como o produto

entre duas polaridades.



Capitulo 7
Conicas

Apds construir com todo cuidado nossas ferramentas da geometria projetiva, esta-
mos prontos para conhecer essa abordagem original que veremos sobre as conicas. A
propria definigao de conica da geometria projetiva, dada por von Staudt em Geometre
der Lage(1847) ja causa um certo impacto.

O estudo das conicas comegou por volta do ano 430 antes de Cristo com o famoso
problema da duplicacao do cubo. O povo de Athenas, na Grécia, deveria duplicar
o altar cuibico de Apollo para escapar da praga pela qual passavam. Ao duplicar a
aresta do cubo(e assim aumentar 22 o volume do altar) eles fizeram da praga uma
verdadeira catastrofe. Uma primeira solucao geométrica foi por volta do ano 400
antes de cristo. Esta solucao usava uma curva na construcao. Uma solucao bem mais
simples foi encontrada por Menaechmus no ano 340 antes de cristo com o uso das
coOnicas. A partir dai as conicas comegaram as ser estudas a serio.

Apolonio de Perga foi quem deu os nomes pardbola, elipse e hipérbole que usamos
até hoje. Entretanto nossa definicao de conica nao faz diferenca entre parabola, elipse

ou hipérbole. Mas antes, precisamos falar de uma polaridade especial.

Definicao 7.1 Uma polaridade é dita hiperbdlica quando adimite pontos auto-

conjugados. Caso contrario ela € eliptica.

Observacao: Toda polaridade hiperbdlica admite uma reta auto-conjugada, a

reta polar do ponto auto-conjugado.

A partir do préximo teorema, que fala ainda da polaridade hiperbdlica, é que

iremos definir conica.

Teorema 7.1 Toda reta passando por um ponto P auto conjugado na polaridade

T = (ABC)(Pp) admite outro ponto auto-conjugado.
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Demonstracao: O teorema 6.22 garante que a “uniao de dois pontos auto-conjugados
nao ¢ uma reta auto-conjugada. Logo, em uma reta auto-conjugada o tnico ponto
auto-conjugado é o seu polo. Dualmente, por um ponto auto-conjugado passa apenas
uma reta auto-conjugada, a reta polar deste.

Assim, todas as retas que passam por P, diferente de p, nao sao auto-conjugados,
assim como todos os pontos sobre p com execao de P.

Chamaremos [ uma reta qualquer por P, diferente de p. Ja que [, como vimos, nao é
auto-conjugada, existe uma involucao X AY, garantida pelo teorema 6.24, onde X e
Y sao pontos conjugados. Nessa involucao o ponto P é invariante, pois é o seu proprio
conjugado. Logo, pelo teorema 6.10 existe outro ponto K, invariante nesta involucao,
que ¢ o conjugado harmonico de P em relacao a dois pontos correspondentes nesta.
Se a involucao relaciona pontos conjugados e K em [ é ponto invariante desta, entao

K é auto-conjugado assim como P.

7.1 Definicao de conica

Definicao 7.2 Seja uma polaridade hiperbdolica onde P é auto-conjugado. Chamare-
mos de cénica o lugar geométrico dos pontos X tais que, X # P € auto-conjugado
sobre uma reta por P(diferente de p). Chamaremos de tangente as retas polares de

todos 0s pontos X.

Observagao: A partir de agora, todas as polaridades que estudaremos serao
hiperbdlicas, ou seja, toda polaridade determina uma conica. Podemos falar, entao,
em polar em relagao a uma conica, ou ponto conjugado em relacao a uma conica.
Essa definicao de conica pode ser dualizada, de modo que podemos também chamar
de conica a envoltéria de retas auto-conjugadas por pontos sobre p(pontos estes difer-
entes de P). A figura 7.1 mostra a mesma conica determinada pela defini¢ao 7.2 e

depois pela definicao dual a esta.

Vocé deve estar pensando se esta definicao atende as “trés conicas” que vocé
conhece, afinal, estamos usando o mesmo nome. Nao faremos aqui essa prova, ou
seja, as curvas geradas pela nossa definicao de conica sao, de fato, muito parecidas
com hipérboles, elipses ou parabolas, mas nada podemos garantir de que de fato
sao as mesmas. Na realidade, podemos até classificar as conicas usando os nomes

elipse, parabola e hipérbole de acordo com o niimero de pontos que a cOnica possui
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Figura 7.1: Conicas.

na reta no infinito, porém, como pontos no infinito nao tém qualquer diferenciacao
dos outros, essa classificagao nao se faz necessaria.

Agora, mais algumas defini¢cées e consequéncias das conicas.

Definicao 7.3 Seja [ uma reta que nao é auto-conjugada e T uma conica. A reta
[ ¢ dita secante quando a involucao induzida por T sobre | for hiperbélica e nao-

secante quando esta involucao for eliptica.

Observacao: Visto que a conica é o lugar geométrico dos pontos auto-conjugados,
entdo [ é tangente se toca a conica em um ponto(uma reta auto-conjugada passa
por apenas um ponto auto-conjugado), secante se toca a conica em dois pontos(toda
involugao hiperbdlica induzida por uma conica possui dois pontos invariantes que sao
auto-conjugados) e nao-secante se nao toca a conica. Logo, se P e () sd@o pontos de

uma conica, a reta P() é secante a esta.

Definicao 7.4 Um ponto, que nao estd na conica, é dito exterior a ela quando € a

intersecao de duas tangentes e antertor a ela quando nao passa por nenhuma destas.

Observacao: Podemos, também, pensar num ponto P exterior como sendo um
ponto, cuja involugao de retas sobre P induzida pela conica é hiperbdlica ou interior

se esta involugao for eliptica.
Teorema 7.2 O pélo de uma secante é um ponto exterior.

Demonstragao: Seja P@Q) uma secante da conica T'(com P e () pertecentes a T),
logo T(PQ) = T(P) - T(Q). Como P e @ fazem parte de T', T(P) e T(Q) sao tan-
gentes(definigao 7.2), portanto o pélo T'(PQ) de PQ é a intersecao de duas tangentes,
o que nos garante pela definigao 7.4, que T'(PQ) é ponto exterior(Figura 7.2).

[ |
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Figura 7.2: Teorema 7.2

Teorema 7.3 O pdlo de uma nao-secante é ponto interior.

Demonstracao: Se P(@) é uma reta nao-secante de uma conica 7', entao P(@) nao
tem nenhum ponto da coénica, logo o ponto T'(P@)) nao passa por nenhuma tangente
de T, ou seja, T'(PQ) ¢ interior(Figura 7.3).

Figura 7.3: Teorema 7.3

Teorema 7.4 Quaisquer dois pontos conjugados numa secante PQ) de uma conica

T (Com P e Q na conica) sao conjugados harmonicos com rela¢io a P e Q.

Demonstracgao: Este teorema, como a involucao induzida por T'em P() é hiperbdlica,
¢ um corolario do teorema 6.10, ja que numa involugao induzida, pontos conjugados

equivalem a pontos correspondentes.
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Teorema 7.5 Numa secante PQ a uma conica T (com P e Q) em T) qualquer par

de conjugados harmonicos em relagao a P e () sao pontos conjugados perante T

Demonstracao: E a reciproca do teorema 7.5 e é provado analogamente usando
a equivaléncia entre pontos correspondentes de uma involucao induzida e pontos

conjugados em relacao a uma conica.

Teorema 7.6 Qualquer par de retas conjugadas por um ponto exterior p-q d uma
conica T (com p e q tangentes a T') sao conjugados harmaénicos com relagao a p e q
e também qualquer par de conjugados harmonicos em relagao as tangentes p e q de

uma conica T € um par de retas conjugadas em relacao a T

Demonstragao: Este teorema, assim como sua demonstracao, ¢ a dualizagao do

teorema 7.4 e de sua reciproca, o teorema 7.5.
[ |

Esta chuva de teoremas e definigbes, primeiras consequéncias da definicao de
conica combinadas com outras defini¢oes e resultados, sao os primeiros passos a cam-

inho de propriedades mais complexas das conicas.

7.2 Polaridade induzida por uma conica

Cada conica induz uma polaridade, como ja vimos. Esta polaridade que vai nos
ajudar a fazer construgoes. Construgao de uma tangente por um dado ponto, por
exemplo. Para tanto, devemos analisar as caracteristicas dessa polaridade induzida

pela conica.

Teorema 7.7 Se um quadrangulo estd inscrito em uma conica, ou seja, seus quatro
vértices tocam a conica, entao seu triangulo diagonal é auto-polar em real¢ao a esta

conica.

Demonstracao: Seja PQRS um quadrangulo inscrito em uma conica 7. Sejam
A=PQ-RS,B=PR-QSe(C = PS-QR os trés pontos diagonais deste quadrangulo.
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A reta AB encontra as retas QR e PS respectivamente nos pontos C e (5. Veja
agora o quadrangulo ABQR:

AQ-BR=AP-BP = P; Pois A=PQ-RSe B=PR-QS;
AR-QR=AS-BS = S;Pois A=PQ-RSe B=PR-QS;

C5 estd em AB;

C esta em QR;

P, S, C e (5 estao na mesma reta PS; Pois C = PS-QRe Cy=PS-AB.

Logo H(PS,CC5), ai, pelo teorema 7.5, C' e Cy sdo pontos conjugados em T'(Ja que
PS é secante a T'). Portanto, a reta T'(C') passa por Cs.

Agora olharemos para o quadrangulo ABPS:

AP-BS =AQ -BQ =Q; Pois A=PQ-RSe B=PR-QS,

AS-BP =AR-BR = R; Pois A= PQ-RSe B=PR-QS,

C} estd em AB;

C esta em PS,

@, R, C e (' estao na mesma reta QR; Pois C' = PS-QRe Cy = AB-QR.

Logo H(QR,CCY), ai, pelo teorema 7.5, C' e C sao pontos conjugados em T'(J4 que
QR é secante a T'). Portanto, a reta T'(C') passa por C}.

Ora, Se T(C') passa por C e por Cy entao T(C) = C1Cy = AB(Cy = AB - QR
e Cy = AB - PS). Analogamente T(A) = BC ¢ T(B) = AC, portanto ABC, o
triangulo diagonal de PQ RS, inscrito a conica, é auto-polar.

Corolario: A reta polar de um ponto C' dado, fora da conica, € a reta formada por

PS-QR e PR-QS onde PQ) e RS sao secantes a conica por C'.

Demonstracao: Se C = PQ - RS entao C' é um dos pontos diagonais de PQRS,
logo a sua reta polar é formada pela reta que passa pelos outros dois, a saber PS-QR
e PR-QS.

[ |

Na figura 7.4, determinamos a reta polar AB de um ponto C' interior e exterior a

conica.

Teorema 7.8 Para construir a tangente por um ponto P da conica, basta pegarmos

a reta que une P com o polo de qualquer secante por ele.

Demonstracao: Seja C' o pélo da secante P(Q), onde P e () sao pontos da conica. C

é exterior pelo teorema 7.2, logo PC' e QC' sao duas tangentes a conica por C.
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Figura 7.4: Polar de um ponto usando a conica

Na proxima se¢ao, veremos como as projetividades envolvidas na conica podem

nos ajudar a construi-la a partir de pontos ou retas dadas.

7.3 Algumas construcoes

Nessa secao vamos demostrar teoremas muito “intimos” das conicas. Através deles
teremos base suficiente para construir conicas sob diversas condi¢oes impostas. Claro
que pelo fato da nossa definicao de conica envolver lugar geométrico e envoltoria, fica
bem limitado para fazer esse tipo de construcao a mao. Porém com o auxilio de um
software computacional, podemos realizar belissimas construcoes relativas as conicas.

Isso gragas a alguns teoremas.

Teorema 7.9 (Teorema de Seydewitz) Em um triangulo inscrito numa conica,

qualquer reta conjugada a um dos lados encontra os outros dois em pontos conjugados.

Demonstracao: Seja PQQR um triangulo inscrito a uma conica 7', e seja ¢ uma reta
conjugada ao lado PQ do triangulo. Logo, existe um ponto C' = T'(¢) em PQ. Se S
é a intersecao de RC com a conica, entao C' = PQ - RS. Sejam agora A = PR - QS
e B=PS-QR. Note que A, B e C' sao os pontos diagonais do quadrangulo PQRS
inscrito em 7T, portanto, pelo teorema 7.7, o triangulo ABC' é auto-polar. AB = c,
istoé, A=c-PRe B=c-QR, onde PR e QR sao dois lados do triangulo. Como
ABC' é auto-polar, A e B sao pontos conjugados.

[ |
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Teorema 7.10 (Teorema de Steiner) Sejam x ey duas retas que unem um ponto

varidvel da conica a dois pontos fixo dessa mesma, entao x Ay

Demonstragao: Sejam P e () fixos numa conica T e R um ponto varidavel na mesma.
Sejam agora z e y retas tais que + = PR e y = QR. As tangentes p = T(P) e
q =T(Q) se cruzam em D = T(PQ). Pelo ponto D tome uma reta ¢, nao incidente
a Pou@. Sejam A =c-x e B = c-y(Figura 7.5).

A reta ¢, por passar por D = T(PQ) é conjugada ao lado PQ do triangulo PQR,
entao, pelo teorema 7.9, os pontos A e B sao conjugados em 7T, e por isso A A B é
uma involugao. Como A=c-ze B=c-y,entao ct AAABAYy = xAYy.
Observagao: Nessa mesma construcao(Figura 7.5), sejad = PQ e C; = ¢-d. Quando
RéPentaoy=RQ =PQ=deA=c-y=c-d=C}. Béoconjugado de A = (.
Ja que B = ¢ -z e x é uma reta por P que nao é secante(z = PR, mas P = R), entao
B = D, portanto p = x. Analogamente, se R = () teremos y = ¢, ou seja, podemos

considerar as tangentes p e ¢ como posicoes particulares de x e y.

Figura 7.5: Teorema 7.10: Veja que p e ¢ sao posicoes particulares de x e y

A partir desses resultados é que vamos mostrar varias construcoes de conicas.

Teorema 7.11 Uma conica € determinada quando sao dados trés de seus pontos e

as tangentes de dois deles.

Demonstragao: Sejam P, () e R pontos de uma conica T e sejam p = T(P) e ¢ =
T(Q) duas tangentes dadas. Se D =p-qe C = PQ - RD entao podemos determinar
Cy de maneira que H(PQ,CCy) (Figura 7.6), logo pelo teorema 7.5, C' e C sao
pontos conjugados a T', ou seja, ¢ = T'(C') passa por Cj. Mas C estd em d = PQ),
logo ¢ = T(C) deve passar por D = p-q = T(PQ), portanto T(C') = ¢ = C1D.
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Figura 7.6: Teorema 7.11

Se A= PR-ce B = RQ-c, entao o triangulo ABC' é auto-polar(teorema 7.7). Assim
a conica T' é determinada pela polaridade (ABC)(Pp).
|

Teorema 7.12 Sejam duas retas x e y tais que x passa por P e y passa por Q) de
modo que x Ay, mas nao através de uma perspectividade(x Ay nao acontece). Entio,
o lugar geométrico de R = x -y é uma conica que passa por P e Q). Se pdx A dqy,

onde d = PQ), entdo p e q sao tangentes em P e Q).

Demonstracao: Sejam x e y duas retas onde P e () estao, respectivamente, em x
e y. Se, por acaso, d = P() fosse uma reta invariante, entao, pelo teorema dual do
teorema 5.2, x %\y Yy, mas x Ay nao é uma perspectividade, por hipotese, logo a reta d
nao é invariante em x Ay, ou seja, existem retas p e ¢ tais que pdx Adqy. Pelo teorema
7.11, s6 existe uma conica T passando pelos trés pontos P, Q e R =x -y onde p e q
sao tangentes a T por P e () respectivamente. T', pelo teorema 7.10, determina uma
projetividade x -y para qulquer R = z -y, que leva retas por P em retas por (). Vimos
também no teorema 7.10 que quando R = P tinhamos y = d e x = p e que quando
R = @ tinhamos x = d e y = ¢, portanto pdx A dqy. Como, pelo teorema fundamen-

tal, falamos da mesma projetividade x Ay, T  é o lugar geométrico dos pontos R = x-y.
|

Nunca podemos esquecer que temos um fortissimo principio que “duplica” todos

os resultados que provamos.

Teorema 7.13 Sejam X e Y pontos que variam em duas retas p e ¢ (X em p e

Y em q) de modo que X NY, mas nao através de uma perspectividade. Entdo, a
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envoltoria da reta XY € uma conica T onde p e q sao tangentes. Se a projetividade
levar PDX em DQY onde D =p-q, entao P e () serao pontos de T'.

Demonstracgao: Esse teorema, assim como sua demonstracao, ¢ a dualizagao do

teorema 7.12.

Teorema 7.14 Quaisquer cinco retas, sendo trés a trés nao concorrentes, determi-

nam uma unica conica onde todas essas sao tangentes.

Demonstracao: Sejam p e q retas fixas e Xy, Xy e X3 pontos em p. Tome em ¢ os
pontos Y7, Y5 e Y3 de modo que X7 X5X3 A Y1YsY3, mas nao através de uma perspec-
tividade. Veja que essa projetividade ja esta determinada pelo teorema fundamental
(se por acaso for uma perspectividade troque Y3 por Y diferente dos demais de modo
que isso nao acontega mais). Assim, se X é um ponto de p, podemos achar um tnico
Y em ¢ de modo a termos X; X X3X A YY5Y3Y.
A envoltoria da reta XY, segundo o teorema 7.13, determina uma conica 7. E como
evitamos a perspectividade, nehuma reta XY (com X variando em p) passa por p- g
e dadas trés posicoes de XY, elas nao sao concorrentes. Portanto T' foi determinada
pelas cinco retas p, ¢, X Y7, XoY5 e X3Y5.

[ |

Teorema 7.15 Se os vértices de um triangulo varidvel estao em trés retas fivas e
nao concorrentes onde dois dos lados do triangulo passam por pontos A e B fizos e
nao colineares com p - q, entao a envoltoria do terceiro lado varidvel deste triangulo

é uma conica.

Demonstracao: Seja XY Z um triangulo variavel de modo que seus vértices X, Y
e Z passam, respectivamente, por trés retas nao concorrentes p, g e r. Os lados Y7
e ZX passam, respectivamente, por dois pontos fixos A e B de maneira que A, B e
D = p- g nao sao colineares(Figura 7.7).
B A

Como B esta em ZX e Aestd em ZY temos X A ZAY = XAY. XAY nao
é uma perspectividade pois r nao concorre com p e ¢ e os pontos A, B e D nao sao
colineares. Portanto, pelo teorema 7.13 existe uma conica, a envoltoria da reta XY,

onde p e ¢ sao tangentes.
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Figura 7.7: Teorema 7.15

E dualmente:

Teorema 7.16 Quaisquer cinco pontos, sendo trés a trés nao colineares, determinam

uma unica conica por estes.

Demonstragao: Esse teorema, assim como sua demonstracao, ¢ a dualizagao do

teorema 7.14.

Embora o proximo teorema seja dual do teorema 7.15, ele foi descoberto indepen-

dentemente em 1733 por Willian Braikenridge e Colin Maclaurin

Teorema 7.17 Se os lados de um triangulo varidvel passam por trés pontos fixos
nao colineares P, () e R de modo que dois destes vértices estao em duas retas a e b
fixas e nao concorrentes com PQ), entdo o lugar geométrico do terceiro ponto € uma

conica.

Demonstragao: Esse teorema, assim como sua demonstracao, ¢ a dualizacao do
teorema 7.15.(Figura 7.8)
[ |
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i
/ \

Figura 7.8: Teorema 7.17

7.4 Teorema de Brianchon e teorema de Pascal

Depois de uma série de construcoes vamos agora provar dois dos teoremas da ge-
ometria euclideana usando a geometria projetiva. Mas primeiro usaremos um teorema

auxiliar.

Teorema 7.18 Seja Z um ponto varidvel da diagonal CE de um pentdgono ABCDE
dado. Entao os pontos X = ZB-DFE eY = ZA-CD determinam uma reta XY

cuja envoltoria € uma conica inscrita em ABCDE.

Demonstracao: Seja ABC'DFE um pentagono onde CE =r, DE=pe (CD =gqe
sejam trés pontos X = ZB-DE,Y = ZA-CD e Z um ponto que varia na diagonal
CE do pentiagono(Figura 7.9). Note que X estd em p e Y estd em ¢ e além disso
X estd em ZB(ou seja, ZX passa por B) e Y estd em AZ(ou seja, Y Z passa por
A). Entao, pelo teorema 7.15, as retas XY, do triangulo XY Z tém como envoltéria
uma conica T onde p e ¢ sao tangentes. Agora precisamos saber se esta conica estd

inscrita no pentagono ABCDE.

Sejam G = AB-r, [ =AB-pe J=AB-q. Se Z = E(Z varia em C'E) entao:
X=/ZB-DE=FEB-DE=Fc¢e
Y =Z7ZA-CD = FA-CD, ou seja, Y estda em AE = AX, ou ainda, AF = XY.
Portanto AF é tangente a T'.
Quando Z = C temos:
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Figura 7.9: Teorema 7.18

Y=ZA-CD=CA-CD=Ce

X =7B-DFE =CB-DEFE, ou seja, X estd em CB = Y B, ou ainda, CB = XY.
Portanto C'B é tangente a T'. Se Z = G entao G = AB-r = AB-CFE = Z, ou seja,
AB = ZB, entao:

X=/ZB-DE=AB-DE=AB-p=1e

Y =ZA-CD=AB-CD = AB-q = J, portanto XY = JI = AB(J e I estdao em
AB), isto é, AB é tangente a T

Mostramos que as retas AB, BC, CD = q, DE = p e EA sao tangentes & conica

T, mas estas sao os lados do pentagono ABCDE, logo T é incrita ao pentagono

ABCDE.

Agora sim, o teorema de Brianchon(Na geometria euclideana esse resultado é

enunciado somente para circunferéncias.)

Teorema 7.19 (Teorema de Brianchon) Se um hexdgono € circunscrito a uma

conica, entdo as trés diagonais deste sao concorrentes. (e reciprocamente)

Demonstracao: Olharemos primeiro a reciproca. Fazendo a construcao do teorema
7.18 temos um pentagono ABC' DFE circuscrito a uma conica T'. Tome Z de modo que
X fique entre D e E (lembre que X = ZB-DFE) eY fiqueentre Ce D (Y = ZA-CD).
Dessa maneira, o hexdgono ABCY X E é circunscrito a conica, ja que CY = CD,
EX = ED e XY é sempre tangente a T. As retas AY, BX e CE unem vértices
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opostos do hexagono ABCY X E e por isso sao chamadas de diagonais do mesmo.

Z estda em AY pois Y = ZA-CD,

Z esta em BX pois X =7ZB-DFE e

Z esta em C'E pela construgao da conica 7.

Entao, pelo teorema 7.18, se as diagonais AY, BX e C'E concorrem em Z, entao o
hexagono tem seus lados tangentes a conica. Até aqui provamos que se um hexagono
tem suas diagonais concorrentes entao existe um conica que o circunscreve. Agora
mostraremos sua reciproca.

Seja um hexdgono cujos lados sao tangentes a uma conica T. Logo, em particu-
lar, cinco desses lados, a saber DE, FA, AB, BC' e C'D(o pentdgono anterior) sao
tangentes a 7. Como s6 uma conica passa por estas cinco retas, de acordo com o
teorema 7.14, o outro lado desse hexagono deve coincidir com alguma posicao de XY

do teorema anterior, logo AY, BX e C'E se cruzam em um tnico ponto.
[ |

Veja na figura 7.10 dois exemplos desse importante resultado que na geometria

euclideana prova-se apenas para circunferéncias.

Figura 7.10: Teorema 7.19

O teorema de Pascal na geometria projetiva vem de brinde, pois é a dualizacao

do teorema de Brianchon.

Teorema 7.20 (Teorema de Pascal) Se um hexdgono € incrito em uma conica,

0s trés pares de lados opostos se encontram em pontos colineares.



CAPITULO 7. CONICAS 95

Demonstracao: Esse teorema, assim como sua demonstracao, é a dualizagao do

teorema 7.19.
[ |

Figura 7.11: Teorema 7.20

7.5 Dois tridangulos auto-polares

Podemos relacionar dois triangulos auto-polares em uma mesma polaridade com
a conica determinada por ela. Para tanta, Desargues desenvolveu uma ferramenta

eficiente.

Teorema 7.21 (Teorema da involugcdo de Desargues) Dentre todos as conicas
que passam pelos vértices de um quadrangulo dado, aquelas que interceptam uma reta

dada(que nao passa por nenhum vértice), o fazem em pares de uma involugado.

Demonstracao: Seja PQRS um quadrangulo dado e seja g uma reta dada. Sejam
A=PS-g B=QS-gD=QR-ge F = PR -g. K e U sao os pontos em que a

reta g cruza uma conica 71'.(Figura 7.12)

Figura 7.12: Teorema 7.21

Pelo teorema 7.10, onde P e () sao os pontos fixos e S, R, K e U quatro posigoes

de um ponto variavel da conica, temos que as retas de P até S, R, K e U e as retas
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de S, R, K e U até @) sao relacionadas projetivamente, ou seja:
PSASQ, PRANRQ , PKANKQe PUANUQ.

Se PS-g=A,QS-g=B,QR-g=De PR-g= FE, entao, ANPS, BAQS, DAQR

e PR A FE e al, com os resultados anteriores
AANPSASQAB e EAPRAQRAD = AEABD.

K e U sao pontos da conica e também pontos de g, entao TAPTAQT AT = TAT
eUNUPANUQAU = UAU,logo TUATU e portanto AETU A BDTU. Pelo
teorema 2.1, como B, D, T e U sao colineares entao BDTU A DBTU. Portanto

AETU A BDTU A DBTU = AETU A DBTU.

Acabamos de mostrar que na involucao (AD)(BE)(lembre que apenas dois pares
de pontos correspondentes ja determina uma involug¢ao) os pontos 1" e U se corre-
spondem. Visto que A, B, D e E dependem unicamente do quadrangulo, o mesmo

ocorrera para todas as conicas que tiverem seus vértices neste.

Corolario: De todas as conicas tangentes a uma reta em um ponto dado, passando

por outros dois pontos dados(numa mesma reta ), o fazem em pares de uma involu¢ao

Demonstracao: Basta fazermos () = S no teorema anterior, ai B sera determinado
pela tangente por Q.
[ |

Teorema 7.22 Se dois triangulos tém seis vértices em uma conica, entao existe uma

polaridade no qual os dois triangulos sao auto-polares.

Demonstragao: Sejam P, R, S, @, K e U(do teorema 7.21) os vértices destes
triangulos em uma conica. Entao podemos dizer que a conica passa pelos vértices do
quadrangulo PQRS e cruza uma reta KU = g em K e U. Portanto, pelo teorema
7.21, existe uma involugdo (AD)(BE). Como esta involugao foi determinada pelo
quadrangulo PQRS na reta g entao existe, segundo o teorema 6.26, uma polaridade
T = (PQR)(Sg) onde os pares de da involugao (AD)(BE) sao pontos conjugados de
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T.

Veja que PQR é auto-polar em 7. Como K estd em g entao T'(K) = k passa por
T(g) = S, mas k também passa por U, pois U e K sao pares da involugao e portanto
conjugados, logo t = US. Da mesma forma T(U) = u é a reta SK. Portanto o

triangulo SKU também é auto-polar em 7.

Teorema 7.23 Se dois triangulos, sendo que nenhum vértice de um estd sobre o lado
de outro, sao auto-polares com relacao a uma polaridade dada, entao os seis vértices

estao sobre uma conica e os seis lados sao tangentes a uma outra conica.

Demonstracao: Sejam PQR e SKU dois triangulos cujos vértices nao estao sobre
nenhum dos lados do outro triangulo, de modo que estes sao auto-polares com relacao

a uma polaridade dada T'.

Figura 7.13: Teorema 7.23

Se SKU é auto-polar entdao T(S) = KU = g e S nao estd em g, por isso T'
pode ser denotada, segundo o teorema 6.7, por T'= (PQR)(Sg). Pelo teorema 6.26,
o quadrangulo PQRS determina em g uma involucao de pontos conjugados em 7.
Como a conica construida pelo teorema 7.21 usando o mesmo quadrangulo e a mesma
reta ¢g induz a mesma involucao, essa conica passa por PQRSKU. Os lados destes

triangulos sao tangentes a uma conica por um motivo dual a este.
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Vocé deve ter notado que na maioria dos nossos resultados ilustramos usando um
circulo. O motivo é a comodidade de um desenho mais limpo e didatico. No apéndice
C apresentamos uma demonstracao tirada do livro Projective Geometry de H. S. M.

Cozeter que o circulo de fato é uma de “nossas” conicas.

7.6 Conicas degeneradas

Pense numa elipse, tal qual se conhece. Agora imagine todas as suas tangentes.
Conforme vamos achatando a elipse suas tangentes vao parecer dois feixes de retas,
um em cada extremidade da elipse.

Falar em conicas degeneradas é adimitir como conicas um par de retas(como lugar
geométrico) e um par de pontos(como envoltéria).

Omitindo dos teoremas a condicao mas que nao aconteca xr Ay ganharemos estas
novas conicas. Podemos afirmar , por exemplo, que quaisquer cinco pontos sendo,
quatro a quatro nao colineares, determinam uma conica(se trés forem concorrentes
teremos um par de retas). Ou dualmente, que cinco retas, sendo quatro a quatro nao
concorrentes determinam também uma conica(se forem trés colineare teremos um par
de pontos ou um s6 ponto).

Dessa forma podemos enunciar os teoremas de Brianchon e de Pascal da seguinte
forma:

Se num hexagono ABCDFEF circunscrito a uma conica temos que AB, CD, EF
sao concorrentes, assim como DE, FA e BC também sao concorrentes, entao, AD,
BE e C'F sao concorrentes.(Brianchon)

Se num hexdgono abcdef inscrito & uma conica temos que a - b, ¢-d, e - f sao
colineares assim como d - e, f-a e b-c também sao colineares, entao, a-d, b-eec- f
sao colineares.(Brianchon)

Basta olharmos para o teorema de Pappus (Teorema 5.5) e vermos que estes trés

sao equivalentes.



Capitulo 8
Consideracoes Finais

Cheagamos ao fim da nossa pequena viagem ao universo da geometria proje-
tiva. Testemunhar uma construcao como essa, com certeza, € uma experiéncia muito
valiosa, pois trata de uma realidade completamente diferente daquela que estavamos
acostumados e construida passo a passo, axioma a axioma, definicao a defini¢ao.

Passar por coisas j& vistas durante o caminho (teoremas da geometria euclideana)
é outra coisa que valoriza essa construgao. Ver as mesmas coisas sob outros olhares,
sob um olhar mais ingénuo. A abordagem dada as conicas com certeza vale a pena,
chega a ser estranho uma coisa que estavamos a ver de um jeito ser definido de outro
totalmente distinto.

Daqui, podemos sugerir dois caminhos que podem ser realmente interessantes
e que nao foram tratados aqui por nao ser o objetivo. Um deles é tentar provar as
propriedades euclideanas das conicas por meios projetivos. Teoremas sobre tangentes
e focos, por exemplo. O primeiro passo ja foi dado, j4 conhecemos como a gemetria
projetiva encara as conicas, basta agora estudar essa relacao da conica “projetiva” com
a conica “euclideana” (A propdsito, serd que estas duas definigoes se equivalem?).

Outro caminho é refazer toda nossa construgao tendo como base uma estrutura
algébrica, com equacoes e expressoes algébricas que substituiem palavras e afirmacoes.
A abordagem usando vetores e o sistema de coordenadas homogéneas consta no livro
do Cozxeter, Projective Geometry.

A idéia que a geometria projetiva traz, de tratar o mundo como nés o vemos é
usada como base para um dos estudos mais atuais: a computagao grafica. Quando
vemos um filme de animacao temos a impressao de que existe de fato uma camera,
que se movimenta como se fosse um filme real. As propriedades projetivas é que
criam esse efeito de um objeto permanecer o mesmo embora o ponto de vista se mexa
constantemente.

Foi um enorme prazer conhecer uma pequena introducao dessa teoria. Instiga-nos
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uma curiosidade de estudar as aplicagoes e as relagoes que podemos fazer com tudo
aquilo que ja sabemos e a geometria projetiva. A inocéncia foi, com certeza, a maior
dificuldade. Fingir que nao sabifamos de nada ou fingir que o desenho nao existe ¢é
uma tarefa que requer uma certa maturidade e paciéncia.

Intimeras construgoes de conicas foram realizadas em software geométrico (Cabri
Géometre II) a partir de teoremas provados aqui. Sao belissimas e simples con-

strugoes de conicas que fazem todo esse trabalho valer a pena.
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Apeéendice A
A Razao Cruzada

Para demonstracao da razao cruzada vamos precisar de um resultado sobre triangulos.
Considre um triangulo de vétrices A, B e C. A altura h relativa ao lado AB intercepta
0 mesmo no ponto G. Seja a = ACG, 8= BCG e C = AC’B(Figura Al).

&
A G B
Figura A.1: Triangulo ABC
veja que:

senC = sen(a + ) = senacosf3 + senfcosa.

Como ACG e BCG sao triangulos retangulos temos:

sena = —, senfl = —, cosa = — e cosfi = —.

AC BC AC BC

Entao:

. AG h  BG h h

senC' =25 8¢ Y Be ac = ac.po A¢+EB)
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Como AG + GB = AB ficamos com:

o h-AB
SN = AC BO

senC' - AC -BC =h - AB
(%)sené-AC-BC:(%)h-AB

1 R
Logo, a area do triangulo ABC' é tal que Aapc = (§)senC - AC - BC.
Mostremos agora que se quatro retas por um ponto O interceptam uma reta r nos

pontos A, B, C' e D entao, para toda r nao incidente a O:

AC/BC
AD/BD

¢é invariante.

O primeiro passo € notar que a altura h, em relagao ao lado oposto a O, dos triangulos
ACO, BCO, ADO e BDO sao a mesma e corresponde a distancia de O até r(Figura
A2).

Figura A.2: h é a distancia de O até r

Entao pelo resultado anterior:

1 1 .
Asco = (5)AC -l = (3)sen(A0C) - A0 - OC,
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Apco — (%)BC h= (%)sen(BOC) .BO - OC,
1 1 A
Aupo = (§)AD -h = (§)sen(AOD) -AO-0OD e

1 1 .
Appo = (é)BD -h= (§)sen(BOD) -BO -OD.

Isolando AC, BC;, AD e BD em suas respectivas igualdades temos:

sen(AOC) - AO - OC

A pum—
C : :
BC — sen(BOC) - BO - OC’
h
AD — sen(AOD) - AO - OD .
h
BD — sen(BOD) - BO - OD‘

h

Entao:

104
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sen(AOD) - AO - OD

AD i B sen(AOD) - AO
BD  sen(BOD)-BO-0OD  sen(BOD)-BO
h

Assim:

AD/BD  gen(A

(AOC)

AC/BC sen(BOC) - BO  sen(AOC) - sen(BOD)
(A0D) . A
(BOD)

Ou seja, acabamos de mostrar que a razao cruzada depende unicamente dos
angulos AOC, BOC, AOD e BOD. Como esses angulos nao dependem da escolha de
r, pois ja estao determinados pelas quatro retas por O, a razao se mantém invariante

para toda reta r escolhida.



Apeéendice B
O Teorema de Desargues

Para provarmos o teorema de Desargues, vamos precisar usar uma lista de ax-
iomas para geometria projetiva espacial. Vamos usar a lista de axiomas proposta
por Cozeter que segundo ele, tem pouca diferenca da lista proposta por Vebber and
Young em 1966:

Axioma B.1 Euziste um ponto e uma reta nao incidentes.
Axioma B.2 Toda reta é incidente a pelo menos trés pontos distintos.
Axioma B.3 Quaisquer dois pontos sao incidentes a uwma unica reta.

Axioma B.4 Se A, B, C e D sao pontos distintos de modo que AB cruza C'D entao
AC cruza BD.

Axioma B.5 Quaisquer dois planos tém pelo menos uma reta em comum.

Axioma B.6 Se ABC ¢ um plano entao existe pelo menos um ponto que ndao estd
no plano ABC'.

Axioma B.7 Os trés pontos diagonais de um quadrangulo completo nunca sdo col-

meares.

Axioma B.8 Se uma projetividade deixa invariante cada um dos trés pontos distin-

tos de uma reta, entao essa deixa todos os pontos da reta invariantes.

A definig¢ao de plano que usaremos é a defini¢ao 2.1 proposta no capitulo 2. Antes

de provarmos o teorema de Desargues, provaremos outros trés resultados:

Teorema B.1 Ser é uma reta, entao existe um ponto nao incidente a r.
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Demonstracao: Suponhamos que nao, ou seja, suponhamos que para toda reta r
nao exista nenhum ponto fora de r. Pelo axioma B.2 cada reta é incidente a pelo
menos trés pontos, entao sé pode existir uma reta. Caso contrario iriamos contradizer
a hipotese de absurdo, pois haveriam pontos fora de uma reta dada. Essa construcao

contradiz o axioma B.1. Portanto dada uma reta r, existe um ponto nao incidente a r.

|
Teorema B.2 Duas retas que se cruzam o fazem em um unico ponto.

Demonstracao: Suponha que as retas distintas AB e C'D se cruzem em dois pontos
Pe @, entao AB-CD = P e AB-CD = K, Assim P estda em AB e K estd em
AB, logo AB = PK. Mas P estd também em C'D assim como K estd em C'D, entao
CD = PK. Contradi¢ao! Temos CD = PK = AB, mas AB sao e CD sao retas
distintas, logo nao pode existir dois pontos de intersecao entre duas retas. Assim, se
duas retas se cruzam em algum ponto, ele é tinico.

Teorema B.3 Duas retas coplanares sempre se interceptam.

Demonstracao: Seja r uma reta. Entao, como consequéncia do teorema B.1, existe
um ponto E fora da reta AB. Seja [ uma reta no plano Er, entao existem C' e D
em [ tal que AE -1 =Ce BE-1l= D, onde A e B estao em r (definigao 2.1). Veja
que AC - BD = AE - BE = E, logo as retas AC e BD se cruzam. Finalmente, pelo
axioma B.4, AB =r cruza CD = [.

[ |

Nao precisamos enunciar o teorema de Desargues usando triangulos perspectivos,
porém, como ja temos a definicao 2.10, enunciaremos da seguinte forma, primeiro sua

reciproca:

Teorema B.4 Se dois triangulos sao perspectivos por uma reta, entao eles sao pers-

pectivos por um ponto.

Demonstracao: Sejam PQR e P'Q'R’ dois triangulos perspectivos por uma reta.
Ou sejaos pontos D = QR-Q'R'| E = RP-R'P' e F = PQ-P'Q’ sdo colineares(Figura
B.1).

Consideraremos dois casos:
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Caso 1

Caso 2

Figura B.1: Teorema B.4

Os triangulos PQR e P'Q'R’ estao em planos distintos.

Pelo axioma B.4 temos que se D = QR -Q R’ entéo, ou seja, se QR cruza Q R’
entdao Q@' cruza RR'. Analogamente para E e F temos que PP cruza QQ’ e
que PP cruza RR'. Quremos mostrar que estas trés retas PP, QQ e RR' se
cruzam em um unico ponto.(Definigao 2.10)

Vamos supor que nao, assim, sejam K = RR - PP, L = QQ - RR e M =
QQ"-PP'. Se considerarmos o plano formado por K LM veremos que PP’ QQ'
¢ RR' sao retas desse plano( veja que KL = RR LM =QQ e KM = PP/).
Neste caso as retas PR, P'R, QR, Q'R', PQ ¢ P'Q" também fazem parete do
plano K LM, ou seja, PQR e P'Q R’ estdo no mesmo plano. Contradicao! Pois
por hipétese esses triangulos estdo em planos distintos. Logo as retas PP, QQ’
¢ RR se cruzam em um tnico ponto e é por esse ponto que os triangulos PQR

e P'Q'R’ sdo perspectivos.

Os triangulos PQR ¢ P'Q'R’ estdo no mesmo plano.

Pelo axioma B.6, existe um ponto P; fora do plano dos triangulos. Na reta
Py E(Axioma B.3) tome o ponto R; diferente de Py e E garantido pelo axioma
B.2(Note que R; também nao esta no plano dos triangulos, se estivesse a reta
P E também estaria, pois £ é um ponto desse plano). Seja ()1 o ponto de

intersecao das retas DR; e F'P; determinadas pelo axioma B.2(DR; e F'P, se
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cruzam pelo axioma B.4, pois DF' - PLRy = EF - P E = FE). Note que:
E=RP -RP=RP -RP

D=QR-QR= QR -QR

F=Q:P,-QP=Q.P,-Q'P

Entéo o triangulo P;Q, R, é perspectivo aos triangulos PQR e P'Q R’ pela reta
DE. Pelo primeiro caso deste teorema, existem S e S tais que PP,QQ 1 RR; =
SePPQQRR =S5

Se S ou S’ estivessem no plano do triangulo PQR, as retas PS e P'S’ também
estariam, como PS = P;S e P'S" = P.S e sabemos que P; nao esta no plano
de PQR, entdo nem S e nem S estao nesse plano.

O axioma B.4 garante que PP, QQ" e RR cruzam SS’, pois P, = PS-P'S,
Q1 =QS-QS eR =RS-RS.

Se dois pontos de SS" (SS"- PP e SS"-QQ', por exemplo) estivessem no plano
PQR, entao a reta toda estaria(Defini¢ao 2.1), o que de fato nao acontece pois
S e S’ ndo estdao 1. Logo existe apenas um ponto de SS mno plano PQR
e é nele, no ponto O, que as retas PP, QQ e RR interceptam SS’. Logo
O = PP -QQ -RR'. Entao, os triangulos PQR ¢ P'Q'R’ sao perspectivos pelo
ponto O.

Teorema B.5 (Teorema de Desarques) Se dois triangulos sio perspectivos por um

ponto, entao eles sao perspectvos por uma reta.

Demonstracio: Sejam dois triangulos PQR ¢ P'Q'R’ perspectivos pelo ponto O,
entdo O = PP -QQ" - RR'. Por isso e pelo axioma B.4 podemos concluir que existem
D, E e F tais que:

D=QR-QR, E=RP-RP ¢ F=PQ P

Queremos mostrar que D, F e F sao colineares(Definicao 2.10). Para tanto veja
que:

R=QD-PE, R=QD-PE ¢ O=PP -QQ

Mas RR' passa por O, entdo R, R e O sio colineares, ou seja, os triangulos PP’

e DQQ' sdo perspectivos pela reta RR. Logo, pelo teorema B.4, existe um ponto
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que estd em PQ, P'Q e DE ao mesmo tempo. Naturalmente, F' é este ponto pois
PQ-P'Q = F. Entdo F estd em DE, ou seja, D, FE e F sao colineares e finalmente
os triangulos PQR e P'Q R’ sdo perspectivos pela reta DE.

[ |



Apéndice C
O Circulo é uma Conica?

Essa demostracao, como dissemos, consta no livro de Cozxeter, entretanto é devida
a S. L. Greitzer. A idéia é compararmos a construcao do teorema 7.17, com a teoria
da geometria euclideana para provar que o ponto X = x -y, que varia nesse teorema,
tem como lugar geométrico uma conica e também um circulo. Logo o circulo é uma
conica.

Tomaremos, para tanto, cinco pontos em um circulo, por convéniéncia pegaremos
A, P, B, (Q e C' como sendo cinco dos seis vértices de um hexagono regular inscrito
em um circulo.

Em seguida tome R como sendo AQ - C'P (note que R é o centro do circulo pois
num hexdgono regular inscrito num circulo, o segmento que liga os vértices opostos
sao também diametros). Por R tome um diametro variavel que intercepta AB em M
e BC' em N. E finalmente faga X = PM - QN (Figura C.1).

Figura C.1: O circulo é uma conica.
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Pelo fato do hexagono ser inscrito em um circulo, entao AP, AR, PB, RB, (B,
RC e C@Q tém medida igual a do raio do circulo, e portanto sao congruentes entre si
por transitividade. Logo a diagonal AB do losango APBR ¢é mediatriz do segmento
PR(a outra diagonal), assim como a diagonal C'B do losango BQC R é mediatriz do
segmento RQ(a outra diagonal), pois as diagonais de um losango se interceptam ao
meio formando um angulo reto.

A mediatriz de um segmento GH ¢é o lugar geométrico dos pontos equidistantes
de G e H. Logo AP = AR e MP = MR pois A e M estao na mediatriz do segmento
PR. Analogamente NR = N( pois N esta na mediatriz de R(Q).

Veja que os triangulos AMP e AM R sao congruentes pois AM = AM, MP =
MR, e AP = AR. Veja também que o triangulo QRN ¢é isésceles pois NR = NQ.

Dai tiramos algumas congruéncias de angulos, a saber:
APM = ARM ¢ NRQ = NQR

mas, os angulos N RQ e ARM sao opostos pelo vértice e portanto também sao con-

gruentes, logo:
APM = ARM = NRQ = NQR = APM = NQR.

Agora vamos olhar para os tridngulos APK e XQK. Note que AKP e XKQ sio
congruentes pois sao opostos pelo vértice. Como K = MP - QR e N esta na reta
X, entao

APK = APM = NQR = XQR = XQK,

ou seja, APK = XQK. Logo os triangulos APK e X QK sao semelhantes e por isso
PAQ = PAK = QXK = QXP,

ou ainda, PAQ = PXQ.

Como os angulos PAQ e PXQ “olham” para o mesmo segmento P() e sao con-
gruéntes, entao X deve estar no arco capaz do angulo de medida PAQ, ou seja, o
lugar geométrico de X ¢é o circulo que passa por APQ. Por outro lado, pelo teorema
7.17, o lugar geométrico de X é a conica que passa por APBQC. Visto que para
qualquer circulo é possivel realizar a construcao acima, podemos afirmar que o circulo

¢ uma conica.
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