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Caṕıtulo 1

Introdução

Pi é certamente o mais natural dentre os números transcendentes. Portanto
não é surpresa que suas propriedades venham sendo estudadas ao longo dos
últimos 250 anos.

Sabemos que pi é um número irracional desde 1771 (Lambert), que pi é um
número transcendente desde 1882 com a prova apresentada por Lindermann.
Também sabemos que pi não é um número de Liouville1 (provado por Mahler
em 1953).

Conhecemos algumas centenas de milhares de d́ıgitos de pi e que ques-
tões concernentes à normalidade e/ou à distribuição destes d́ıgitos são muito
comuns em técnicas matemáticas para o cálculo de pi. Vale salientar que as
técnicas mais avançadas hoje utilizadas visam apenas aplicações substanciais
como, por exemplo, em testes de integridade global de supercomputadores,
já que não podemos fazer muita coisa em termos de precisão estendida no
cálculo numérico (de pi).

A primeira técnica utilizada para o cálculo de π foi introduzida por Ar-
quimedes de Saracenas (287-212 A.C.) que relacionou as áreas de poĺıgonos
com 6 ·2n-lados inscritos e circuncritos a uma circunferência de raio unitário.
Com n = 4 Arquimedes obteve

3
10

71
< π < 3

1

7

Esta foi a base para todos os cálculos de π nos próximos 1800 anos. Ludolph
(1540-1610) calculou 34 d́ıgitos de π por este método.

1Um número β é dito de Liouville se para qualquer número n, existem inteiros p e q
tais que

0 <
∣∣∣∣β − p

q

∣∣∣∣ < 1
qn

Liouville provou que todos estes números são números transcendentes.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

O desenvolvimento do cálculo (séries, integrais, etc) possibilitou o estudo
de técnicas mais avançadas para calcular d́ıgitos de π. Em 1671 com a série
de Gregory

arctanx =

∫ x

0

1

1 + t2
dt = x− x3

3
+
x5

5
− · · ·

surgiram várias fórmulas que aproximavam π. Em 1706 John Machin (1680-
1752) provou a igualdade

π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239

Variações nesta identidade foram estudadas até 1970, concluindo com o cál-
culo manual de π feito por Willian Shanks que obteve 527 d́ıgitos de π (na
verdade seus cálculos chegaram a 707 d́ıgitos, porém um erro ocorrido na 527
casa decimal fez anular todos os d́ıgitos sequêntes).

Com o avanço computacional, Metropolis, Reitwieses e von Neumann em
1949 computaram e analisaram 2037 d́ıgitos de π utilizando-se da fórmula de
Machin e o micro ENIAC. Em 1961, Daniel Shanks e John Wrench compu-
taram 100.000 d́ıgitos de π no IBM 7090. Já em 1973, ainda pela fórmula
de Jonh Machin, um milhão de d́ıgitos de π foram computados com o micro
CDC 7600, mérito atribúıdo a Jean Guillord e M. Bouyer.

A terceira técnica, baseada na teoria de integrais eĺıpticas, promoveu o
mais recente algoritmo para a computação de d́ıgitos de π. Os mais recen-
tes recordes vão, separadamente, para David Bailey (1986 - 29 milhões de
d́ıgitos) e Yasumasa Kanada, que começou pelos estudos de Richard Brent
e Eugene Salamin. Com aux́ılio do supercomputador Hitachi S-820, Kanada
obteve 201.326.000 d́ıgitos de π em 6 horas.

Para apresentar todas estas técnicas, este trabalho está organizado da
seguinte forma: No caṕıtulo 2, que servirá também como preliminar para os
caṕıtulos 5 e 6, apresento uma forma de aproximação para π que é dada pelo
método de aproximação por polinômios de Taylor. Definições, resultados e
propriedades sobre convergência deste modelo também serão abordados.

No caṕıtulo 3, apresento preliminares necessárias para o estudo das séries
de Fourier. Introduzo um espaço de funções, definindo o produto interno e
norma neste espaço. Já no caṕıtulo 4 faço um estudo da série de Fourier num
contexo geral, mostrando como são dados os coeficientes desta série e como
ela serve para aproximar funções. Como um caso particular, apresento um
segundo método de aproximação para π.

No caṕıtulo 5 considero a aproximação f(x) ≈
∑∞

n=1 cnφn(x), {φn}∞n=1

uma base de funções linearmente independentes, e utilizo as idéias preceden-
tes (Taylor e Fourier) para encontrar os coeficientes cn’s que auxiliarão na
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aproximação de π. O caṕıtulo 6 pode ser considerado como uma extensão do
caṕıtulo 5, já que utiliza a mesma idéia deste. A diferença entre eles é a base
de funções utilizada. Aqui apresento outro método para aproximação de π,
analisando sua convergência e o comparando com o método de Fourier.

Por fim, no caṕıtulo 7, estudo um dos mais recentes e avançados métodos
para o cálculo de pi: o algoritmo MAG. Este algoritmo tem convergência
exponencial e essa velocidade de convergência não pode ser apreciada em
computadores domésticos, já que a precisão da máquina é atingida logo nas
primeiras iterações.
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Caṕıtulo 2

Preliminares I

2.1 Funções anaĺıticas reais

Existem vários métodos para se aproximar uma função. Um deles é a apro-
ximação por funções polinomiais. Por exemplo, a idéia da aproximação de
Taylor 1 é aproximar uma função f por um polinômio p no sentido de que
o polinômio e suas derivadas concordem com a função e suas derivadas na
vizinhança de um determinado ponto, ou seja,

p(k)(a) = f (k)(a), k = 0, 1, . . . , a ∈ R. (2.1)

Portanto, supondo que f seja uma função com derivadas até ordem n ≥ 1
na vizinhança de um ponto a, e considerando o polinômio

pn(x) = a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + · · ·+ an(x− a)n (2.2)

a tentativa de aproximar a função f por um polinômio p,

f(x) ≈ a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + · · ·+ an(x− a)n,

respeitando-se as condições (2.1), nos dá a seguinte relação entre os coefici-
entes ak’s da aproximação com a função a ser aproximada:

ak =
f (k)(a)

k!
, k = 1, 2, . . . , n. (2.3)

Conclusão: Se f é uma função com derivadas até ordem n ≥ 1 na vi-
zinhança de um ponto a, a aproximação de f por um polinômio pn é dada
por

f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)
(x− a)2

2!
+ · · ·+ f (n)(a)

(x− a)n

n!
1Brook Taylor, matemático inglês 1685 - 1731.

5
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que pode ser denotada simplesmente por

f(x) ≈
n∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
. (2.4)

O polinômio pn(x) dado em (2.2) com constantes dadas por (2.3) é dito
o polinômio aproximador de Taylor.

No caso particular em que a = 0, a aproximação é dita aproximação de
Maclaurin. Se n = 1, f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x− a) - que é o Teorema do Valor
Médio.

Além disso, se a função f for n+ 1 vezes diferenciável no intervalo ]a, x[,
então o sinal “≈” pode ser substitúıdo pelo sinal de “=” fazendo-se

f(x) = Pn(x) +Rn(x) (2.5)

em que o termo Rn(x) representa o erro na aproximação da função f pelo
polinômio Pn. O erro na aproximação por polinômio de Taylor é dado por
uma das seguintes fórmulas:

a) erro de Lagrange [18], [23]:

Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 , c ∈ (a, x);

b) erro de Cauchy (a representação integral do erro[2]):

Rn(x) =
fn+1(c)

n!
(x− c)n(x− a) , c ∈ (a, x) ou

Rn(x) =
1

n!

∫ x

a

(x− t)nf (n+1)(t) dt , t ∈ (a, x).

Em geral, se a função f for infinitamente diferenciável no intervalo [a, x],
com Rn(x)→ 0 quando n→∞, então segue de (2.5) que

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·

ou, simplesmente,

f(x) =
∞∑
n=1

f (n)(a)

n!
(x− a)n

em [a, x].
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2.1.1 Análise de convergência

Considere o intervalo I ⊆ R. Uma sequência de funções definidas em I é
uma sequência do tipo

f1, f2, . . . , fn, . . . (2.6)

Dado x ∈ I, a sequência (2.6) pode ou não ter um limite, podendo definir
uma função f nos pontos de I em que existe o limite:

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Contudo, suponha que as funções fn tenham certas propriedades, por
exemplo sejam cont́ınuas, diferenciáveis e/ou integráveis. Será que tais pro-
priedades são mantidas na função f? Dependendo do tipo de convergência a
resposta é positiva. Vejamos:

Definição 2.1 (Convergência pontual de funções). Dizemos que a sequência

f1, f2, . . . , fn, . . .

converge pontualmente em um intervalo I ⊆ R para uma função f(x) se, e
somente se, para cada x ∈ I fixado, para cada ε > 0, existe um inteiro N tal
que,

|fn(x)− f(x)| < ε , ∀ n > N.

Denotamos essa relação por fn → f pontualmente em I.

Definição 2.2 (Convergência uniforme de funções). Dizemos que a sequência

f1, f2, . . . , fn, . . .

converge uniformemente em um intervalo I ⊆ R para uma função f se, e
somente se, para cada ε > 0, existe um inteiro N , independente de x, tal que

|fn(x)− f(x)| < ε , ∀ x ∈ I , ∀ n > N.

Denotamos essa relação por fn → f uniformemente em I.

Decorre da própria definição que convergência uniforme implica em con-
vergência pontual. Já a rećıproca não é verdadeira. Convergência pontual
não é um modelo forte de convergência no que diz respeito à preservação de
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propriedades das funções fn’s, pois não preserva sequer a continuidade. Com
efeito, considere a sequência de funções cont́ınuas dadas por

fn(x) =


0 , se x ≤ 0
1 , se x ≥ 1

n

nx , se 0 < x < 1
n

Essa sequência converge pontualmente para a função

f(x) =

{
0 , se x ≤ 0
1 , se x > 0

que não é uma função cont́ınua. Por outro lado, a convergência uniforme
preserva a continuidade de funções. O resultado que prova esse fato é o que
segue.

Teorema 2.1. Suponha que a sequência de funções {fn(x)}∞n=1 converge uni-
formemente para a função f(x) em I ⊆ R. Se cada função {fn}∞n=1, for
cont́ınua em I ⊆ R, então f é cont́ınua em I ⊆ R.

Demonstração:
� Seja ε um inteiro positivo qualquer. Pela definição de convergência uni-
forme, existe N sufucientemente grande tal que

|fn(x)− f(x)| < ε

3
, ∀ x ∈ I , ∀ n > N.

Suponha, agora, x0 ∈ I. Uma vez que fN+1 é cont́ınua, para todo ε > 0,
existe δ > 0 tal que

|fN+1(x)− fN+1(x0)| <
ε

3
, ∀ x ∈ |x− x0| < δ.

É claro que

f(x)− f(x0) = f(x)− fN+1(x) + fN+1(x)− fN+1(x0) + fN+1(x0)− f(x0).

Logo,

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fN+1(x)|+ |fN+1(x)− fN+1(x0)|
+|fN+1(x0)− f(x0)|

< ε/3 + ε/3 + ε/3

= ε ,

sempre que |x− x0| < δ. Isto é, f é cont́ınua para cada ponto x0 ∈ I, o que
conclui a demonstração.
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Em termos de séries, dizemos que a série de funções
∑∞

n=1 fn(x) con-
verge se a sucessão das reduzidas, também chamada sequência das somas
parciais, converge. Isto é, se existe e é finito o limite limn→∞ Sn(x), em que
Sn(x) =

∑n
k=1 fk(x) é a sequência das somas parciais. Neste caso devemos

estudar para que função converge a série das somas parciais Sn(x).

Definição 2.3 (Convergência pontual de séries). Considere a sequência de
funções fk’s definidas num intervalo I ⊆ R. Dizemos que a série de funções∑∞

n=1 fn(x) converge pontualmente para uma função f se, e somente se, para
cada x ∈ I fixado,

f(x) = lim
n→∞

Sn(x)

em que Sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) é a sequência das somas parciais.

Definição 2.4 (Convergência uniforme de séries). Considere a sequência de
funções fk’s definidas num intervalo I ⊆ R. Dizemos que a série de funções∑∞

n=1 fn(x) converge uniformemente para uma função f se, e somente se,

f(x) = lim
n→∞

Sn(x) , ∀ x ∈ I ,

em que Sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) é a sequência das somas parciais.

A condição suficiente para ocorrer convergência uniforme de uma série
pode ser dada pelo teste M de Weierstrass (teste M-W), vide demonstração
em [1]:

Teorema 2.2 (Teste M-W ). Considere
∑
un(x) uma série de funções

un : I → R, I um intervalo da reta. Suponha que |un(x)| < Mn para todo
x ∈ I, em que Mn é uma constante positiva. Se

∑
Mn converge, então a

série
∑
un(x) converge uniformemente e absolutamente2 em I.

Vale lembrar que a série
∑∞

n=1 x
n, conhecida como série geométrica, con-

verge sempre que |x| < 1 e seu valor é igual a x/(1 − x). Já para a p-série∑∞
n=1

1
np , caso p = 1 então ela não converge, donde diz-se que ela divergente.

Voltando à série de Taylor, nada sabemos, a priori, sobre a convergência
da série

∞∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k. (2.7)

2Diz-se que uma série
∑
un(x) de funções un : I → R, I ⊆ R, converge absolutamente

se a série
∑
|un(x)| dos valores absolutos convergir. Não é dif́ıcil ver que se uma série

converge, então ela convergirá absolutamente.
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O que sabemos é que ela é uma série do tipo
∑∞

n=0 an(x− a)n, dita uma série
de potências numa vizinhança do ponto a. Como pode ser visto em [23] ou
em [18], vale o teorema:

Teorema 2.3 (Convergência da série de potências). Suponha a série de po-
tências

∑∞
n=0 an(x− a)n. Existem três possibilidades para esta série:

1. é convergente somente quando x = a;

2. é convergente para qualquer valor de x;

3. existe um número real R > 0 tal que a série converge sempre que
|x− a| < R e diverge sempre que |x− a| > R.

O número R é dito o raio de convergência da série e, por convenção, R = 0
para o caso (1) e R =“∞” para o caso (2).

Uma vez garantida a convergência da série em (2.7), podemos diferenciá-
la e integrá-la termo a termo obtendo novas séries, as quais continuam com
o mesmo raio de convergência R, isto é, valem os resultados [1]:

Teorema 2.4 (Diferenciação da série de potências). Suponha R > 0 e que a
série

∑∞
n=0 an(x− a)n tenha raio de convergência R. Defina

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− a)n. (2.8)

Então f é diferenciável, tem raio de convergência R e é dada por

f ′(x) =
∞∑
n=1

nan(x− a)n−1

para todo x tal que |x− a| < R.

Corolário 2.4.1 (Integração da série de potências). Considere as hipóteses
do teorema (2.4). Então f é integrável, com

∫ x
a
f(t)dt obtida integrando-se

(2.8) termo a termo, tem raio de convergência R e é dada por

G(x) =
∞∑
n=0

an
(x− a)n+1

n+ 1

para todo x tal que |x− a| < R.

Além das definições de convergência estudadas, para funções integráveis
temos mais um conceito de convergência: a convergência em média:
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Definição 2.5 (Convergência em média). Dizemos que uma sequência de
funções f1, . . . , fn integráveis num intervalo I = [a, b] converge em média
para uma função f se, e somente se,

lim
n→∞

(∫ b

a

[fn(x)− f(x)]2 dx

)1/2

= 0.

A convergência em média é diferente da convergência pontual. De fato,
para a sequência de funções fn(x) = xn em C([−1, 1]),

lim
n→∞

‖xn − 0‖ = lim
n→∞

(∫ 1

−1

x2n

)1/2

= lim
n→∞

(
2

2n+ 1

)1/2

= 0.

Ou seja, a sequência x, x2, x3, . . . converge em média para zero. Entretanto,
se x = 1 essa sequência converge para 1, enquanto que se x = −1 a sequência
sequer converge. Logo x, x2, x3, . . . não converge pontualmente. Decorre dáı
que convergência em média também é diferente de convergência uniforme.

Definição 2.6 (Função Anaĺıtica). Seja I um intervalo aberto da reta e
f : I → R uma função infinitamente diferenciável. Dizemos que f é ana-
ĺıtica em I se para cada ponto x0 ∈ I existir uma vizinhança aberta VR ⊆ I
de x0 tal que

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

para todo ponto x ∈ VR.

Exemplos. Para a função f(x) = senx, qualquer que seja k ∈ N,
f (4k)(x) = sen x, f (4k+1)(x) = cosx, f (4k+2)(x) = − senx e f (4k+3)(x) =
− cosx. Dáı,

f (4k)(0) = 0

f (4k+1)(0) = 1

f (4k+2)(0) = 0

f (4k+3)(0) = −1

e a série de Maclaurin de f(x) = senx fica

0 + 1 · x+ 0 · x
2

2!
− 1 · x

3

3!
+ 0 · x

4

4!
+ 1 · x

5

5!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n · x2n+1

(2n+ 1)!
.
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Como esta série converge para qualquer valor de x,

senx =
∞∑
n=0

(−1)n · x2n+1

(2n+ 1)!
, ∀ x ∈ R.

Um estudo análogo obtém:

ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

3!
+
x4

4!
· · · =

∞∑
n=0

xn

n!
e

cosx = 1− x2

2
+
x4

4!
− · · ·+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n · x
2n

(2n)!
.

Ambas com convergência é assegurada para qualquer x ∈ R.

Considere, agora, a seguinte função:

g(x) =

{
e−1/x2

, se x > 0
0 , se x ≤ 0

(2.9)

Esse exemplo nos mostra que nem sempre uma função infinitamente diferen-
ciável pode ser representada como uma série de Taylor.

De fato, g é infinitamente diferenciável em x = 0. A saber, f(0) = f ′(0) =
f ′′(0) = · · · = f (n)(0) = 0 para qualquer número natural n. Desta forma, a
série de Maclaurin de g(x), dada por

0 + 0x+ 0
x2

2!
+ 0

x3

3!
+ · · ·+ 0 + · · · = 0.

Mas g não é identicamente nula numa vizinhança de zero!

Um caso interessante é derivado da série geométrica 1 − x + x2 − x3 +
· · ·+ (−1)nxn + · · · , a qual é convergente sempre que x ∈ (−1, 1). A saber,

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · (2.10)

Integrando termo a termo, de 0 a x, obtemos

log (1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ · · ·

=
∞∑
n=0

(−1)n · x
n+1

n+ 1
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em que a convergência é assegurada sempre que −1 < x ≤ 1. Seguindo de
forma semelhante,

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + · · ·+ (−1)nx2n + · · ·

que é convergente sempre que |x| ≤ 1. Assim, integrando de 0 a x,

arctanx =

∫ x

0

1

1 + t2
dt

=

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)nt2n dt

=
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

= 1− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · · (2.11)

para todo x tal que |x| ≤ 1.
Fazendo x = 1, obtemos a série de Leibniz

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · (2.12)

que foi uma das descobertas mais significativas do século XVII. No entanto,
usando essa identidade para aproximar o valor de π, percebemos que essa
série converge muito lentamente. De fato, cada parcela de (2.12) decai muito
lentamente, o que significa que para encontrarmos uma casa decimal correta
teremos calcular a soma de várias parcelas (Para calcular π com 3 d́ıgitos
corretos são necessárias 1690 parcelas).

Contudo, interessante é perceber que

arctan
x

k
=
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)k2n+1
.

Portanto, quanto maior o valor de k mais rapidamente decrescerão os termos
dessa série. Assim, utilizando-se da relação trigonométrica

tg (A+B) =
tgA+ tgB

1− tgA tgB

tomemos A e B de modo que A + B = π
4
. Por exemplo, A = arctan 1

2
e

B = arctan 1
3
. Então

tg (A+B) =
1
2

+ 1
3

1− 1
6

= 1
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donde obtemos outra fórmula para aproximar o valor de π:

π

4
= arctan

1

2
+ arctan

1

3
. (2.13)

Utilizando (2.11) para calcular os termos à direita em (2.13), percebemos
que esta fórmula é um pouco mais eficaz no cálculo de π, já que cada parcela
convergirá à zero mais rapidamente. Entretanto, em 1706 o escocês John
Machin (1680-1752) provou a igualdade

π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239
(2.14)

que foi utilizada para a maioria dos cálculos extensos de π [21], [6].

Dados numéricos

Truncando-se a série (2.11) em n = 9, (2.12) retorna π ≈ 3, 25236 . . . (0 d́ı-
gito) enquanto que (2.13) e (2.14) retornam, respectivamente, π ≈ 3, 141592981 . . .
(6 d́ıgitos) e π ≈ 3, 14159265358984 . . . (12 d́ıgitos).

2.2 Funções anaĺıticas complexas

Uma função complexa pode ser expressa em componentes real e imaginária.
De fato, se z = x+ iy, então

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

u a componente real, v a componente imaginária. A função conjugada da
função complexa f é definida invertendo-se o sinal de sua componente ima-
ginária.

O conjunto de todos os pontos w forma o conjunto imagem de f . Essa
correspondência é dita um mapeamento ou uma tranformação de pontos do z-
plano para pontos do w-plano. Por exemplo, considere a função w = f(z) =
z̄. Essa função toma pontos z = x + iy no z-plano e mapeia em pontos
w = x− iy no w-plano. Seria a reflexão do caso real.

Observe que limz→z0 f(z) = u0 + iv0 se, e somente se,

lim
x→ x0

y → y0

u(x, y) = u0 e lim
x→ x0

y → y0

v(x, y) = v0

Assim, a continuidade de funções complexas fica por conta da continuidade
das funções u e v.
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O processo de derivação no caso complexo é mais abrangente que no caso
real. Para uma função f , considere z0 um número complexo fixo. Seja z ∈ C
um ponto pertencente a uma vizinhança de z0 no domı́nio de definição de f .
A derivada de f em z0 é definida por

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

se o limite existir. Da existência da derivada f ′(z) decorre que

∂u

∂x
=
∂v

∂y
e

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (2.15)

Essas equações formam a condição de Cauchy-Riemann. Também decorre
da existência da derivada f ′(z) que

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
. (2.16)

Definição 2.7 (Função anaĺıtica - Caso complexo). Uma função complexa
f : D → C em que D é um conjunto aberto de C é dita anaĺıtica em z0 ∈ D
se existir a derivada em z0. f é dita anaĺıtica em um domı́nio D se existir
f ′(z) para todo ponto z de D. Nesse caso, também dizemos que f é regular
ou holomórfica.

Uma vez que a derivada da soma e do produto de funções existe sempre
que existir a derivada dessas funções, temos que se f e g são funções anaĺıticas
num domı́nio D, então também serão sua soma e seu produto. O quociente
f/g também resulta em uma função anaĺıtica em todo o domı́nio D tal que
g(z) 6= 0. A composição de funções anaĺıticas também é uma função anaĺıtica.

Perceba que f cont́ınua é uma condição necessária para que se tenha uma
função f anaĺıtica. A condição de Cauchy-Riemann também é uma condição
necessária para analiticidade de f . Contudo, para uma função f = u+iv, u e
v funções reais, a condição suficiente para que se tenha f anaĺıtica em (x0, y0)
é que u, v, ∂xu, ∂yu, ∂xv e ∂yv sejam cont́ınuas em (x0, y0) e satisfaçam a
condição de Cauchy-Riemann [8].

Consideremos um exemplo. Seja f(z) = u(x, y) + iv(x, y) uma função
complexa com u(x, y) = ex cos y e v(x, y) = ex sen y. u e v definidas dessa
forma são anaĺıticas em todos os pontos de D ∈ R2. Além disso,

∂

∂x
(ex cos y) = ex cos y =

∂

∂y
(ex sen y) ,

∂

∂y
(ex cos y) = −ex sen y = − ∂

∂x
(ex sen y)
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e vale a condição de Cauchy-Riemann para qualquer ponto de D. Conse-
quentemente, f ′(z) existe em qualquer ponto de D e é dada por

f ′(z) = ex cos y + iex sen y = f(z). (2.17)

Uma vez visto em cálculo real que a única função que possui derivada igual
a ela mesma é a função exponencial, (2.17) sugere a definição:

Definição 2.8 (Exponencial complexa). Para o número complexo z = x+ iy,
x, y ∈ R, defino

ez = exp(z) = ex+iy = ex (cos y + i sen y) .

No caso particular em que x = 0 temos

eiy = (cos y + i sen y) . (2.18)

Note que ∀ z ∈ C,

z = |z| eiθ , θ = arg(z).

Pelo teorema de Moivre, ∀ n ∈ Z,
(
eiθ
)n

= einθ.

É interessante perceber que (2.18) fornece um meio de definir as funções
reais senx e cosx a partir da exponencial complexa eiy. De fato, qualquer
que seja o inteiro k, tem-se

eiky + e−iky

2
=

cos (ky) + i sen (ky) + cos (ky)− i sen (ky)
2

= cos (ky) (2.19)

eiky − e−iky

2i
=

cos (ky) + i sen (ky)− cos (ky) + i sen (ky)
2i

= sen (ky) (2.20)
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Além disso, as equações (2.19) e (2.20) garantem que

2
n∑
k=1

cos (kx) =
(
eix + e−ix

)
+ · · ·+

(
einx + e−inx

)
=

n∑
k=1

eikx +
n∑
k=1

e−ikx

=
eix(1− einx)

1− eix
+
e−ix(1− e−inx)

1− e−ix

= −1 +
eixeinx + einx − e−ixe−inx

2− eix − e−ix

= −1 +

(
ei

x
2 einx − e−ix

2 e−inx
) (
−eix

2 + e−i
x
2

)(
ei

x
2 − e−ix

2

) (
−eix

2 + e−i
x
2

)
= −1 +

ei(n+ 1
2
)x − e−i(n+ 1

2
)x

ei
x
2 − e−ix

2

= −1 +
sen
[(
n+ 1

2

)
x
]

sen x
2

.

Ou seja,

1

2
+

n∑
k=1

cos (kx) =
sen
[(
n+ 1

2

)
x
]

2 sen x
2

. (2.21)
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Caṕıtulo 3

Preliminares II

Neste caṕıtulo apresento conceitos que serão a base para o estudo das séries
de Fourier.

3.1 Espaços de funções

As funções polinomiais do tipo p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n são funções

cont́ınuas em qualquer ponto x ∈ R. Outras funções estudadas, também
cont́ınuas, são as funções trigonométricas do tipo sen kx, cos kx, x sen kx,
x cos kx, x2 sen kx, x2 cos kx, etc, em que k ∈ R.

Seja I = [a, b] um intervalo em R. Considere o conjunto C(I,C) o conjunto
de todas as funções de valores complexos, cont́ınuas, definidas em I. Com
as operações usuais de soma de função e produto por escalar C(I,C) é um
espaço vetorial.

Definição 3.1 (Produto interno em C(I,C)). Considere as funções f, g ∈
C(I). Defino o produto interno das funções f e g pela função

〈f, g〉 =

∫
I

f(t)g(t)dt

isto é, pela função que leva o par ordenado (f, g) de funções pertencentes a
C(I) ao número 〈f, g〉 ∈ C, em que g(t) representa a função conjugada de g.

De fato a função 〈f, g〉 assim definida constitui um produto interno, já
que

1. Para toda função f ,

〈f, f〉 =

∫
I

f(t)f(t)dt =

∫
I

|f(t)|2dt ≥ 0

A igualdade é obtida se, e somente se, f = 0;

19
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2. Pela comutatividade das funções cont́ınuas,

〈f, g〉 =
∫

I

f(t)g(t)dt =
∫

I

f(t)g(t)dt =
∫

I

g(t)f(t)dt =
∫

I

g(t)f(t)dt = 〈g, f〉;

3. Da distributividade de funções cont́ınuas,

〈f, g + h〉 =
∫

I

f(t)[g(t) + h(t)]dt =
∫

I

f(t)g(t)dt+
∫

I

f(t)h(t)dt = 〈f, g〉+ 〈f, h〉 ;

4. Para α uma constante qualquer,

〈αf, g〉 =

∫
I

αf(t)g(t)dt = α

∫
I

f(t)g(t)dt = α 〈f, g〉 .

Definição 3.2 (Norma em C(I,C)). Considere uma função cont́ınua f defi-
nida em I = [a, b] ⊆ R. Defino a norma da função f como sendo a norma
induzida pelo produto interno, isto é,

‖f‖ =
√
〈f, f〉 =

[∫ b

a

|f(x)|2 dx
]1/2

.

Lembremos que uma norma satisfaz

1. ‖f‖ ≥ 0. A igualdade ocorre somente se f = 0;

2. ‖αf‖ = |α| ‖f‖;

3. ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖;

Além disso, quando a norma é induzida por um produto interno temos que ela
goza da seguinte propriedade: |〈f, g〉| ≤ ‖f‖ ‖g‖ (desigualdade de Cauchy-
Schwarz ).

De agora em diante o espaço das funções consideradas será C(I,R) = C(I).

3.1.1 Funções seccionalmente cont́ınuas

Definição 3.3 (Função seccionalmente cont́ınua). Uma função f é dita sec-
cionalmente cont́ınua em um intervalo I = [a, b] ⊆ R se, e somente se, para
a = x1 < x2 < · · · < xn = b, f for cont́ınua em todo subintervalo (xi, xi+1),
e existam os limites laterais limx→x−i

f(x) e limx→x+
i
f(x). Em palavras, f

é seccionalmente cont́ınua num intervalo [a, b] se for cont́ınua a menos de
um número finito de pontos, em que as posśıveis descontinuidades são de
primeira espécie, isto é, são descontinuidades do tipo salto.

Denotaremos o espaço das funções seccionalmente cont́ınuas em I por
CP(I).
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Diretamente da definição, percebemos que se f for uma função cont́ınua,
então f é seccionalmente cont́ınua. Isto é, C(I) ⊂ CP(I). Além disso, se f é

uma função seccionalmente cont́ınua, então
∫ b
a
f(x)dx existe e é independente

dos valores que f assume nas descontinuidades. De fato, para o intervalo
I = [a, b], em que a = x1 < x2 < · · · < xn = b,∫ b

a

f(x)dx =

∫ x2

x1

f(x) dx+ · · ·+
∫ xn

xn−1

f(x) dx.

Definição 3.4 (Função seccionalmente diferenciável). Uma função f é dita
seccionalmente diferenciável em I se, e somente se, f for seccionalmente
cont́ınua e diferenciável no interior dos intervalos de continuidade de I, com
derivada seccionalmente cont́ınua em I.

Definição 3.5. Sejam f e g funções seccionalmente cont́ınuas no intervalo
[a, b]. f e g são idênticas se diferem em apenas um número finito de pontos.

A partir dessa definição, podemos tomar o produto interno e a norma
em CP(I) como sendo o produto interno e a norma definidos para o espaço
C(I). Com efeito, considere a função f(x) = 0 exceto para um número finito
de pontos. Como a integral de uma função independe de seus pontos de
descontinuidade (finitos),

〈f(x), f(x)〉 =

∫
I

f 2(x) dx = 0

com f(x) não identicamente nula. Portanto, 〈 , 〉 não definiria um produto
interno.

Definição 3.6. Defino Cn(I) o espaço contitúıdo de todas as funções n vezes
diferenciável, com a n-ésima derivada cont́ınua.

Claro que se f ∈ Cn(I), então f ∈ C(I), isto é, Cn(I) ⊂ C(I).

3.1.2 Funções pares, ı́mpares e a ortogonalidade

Definição 3.7 (Ortogonalidade). Dadas as funções f e g pertencentes a C(I),
f 6= g, diremos que f e g são mutuamente ortogonais se, e somente se,
ocorrer que

〈f, g〉 =

∫
I

f(t)g(t)dt = 0.
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Por exemplo, considere as funções cont́ınuas f(x) = x e g(x) = cos (kx),
k ∈ Z, para o intervalo da forma I = [−L,L].

〈f, g〉 =

∫ L

−L
x cos (kx)dx

=

{
1

k
· x sen (kx)

}L
−L
−
∫ L

−L
sen (kx)dx

=

{
1

k

[
L sen (Lk) + L sen (−Lk)

]
+

1

k
· cos (kx)

}L
−L

=
1

k

[
L sen (Lk)− L sen (Lk)

]
+

1

k

[
cos (Lk)− cos (−Lk)

]
= 0.

Já que sen (−Lk) = − sen (Lk) e cos (−Lk) = cos (Lk), ∀k. Assim, f(x) = x
e g(x) = cos (kx) são funções ortogonais.

Definição 3.8 (Funções pares e ı́mpares). Uma função f , definida no inter-
valo I, é dita par se

f(−x) = f(x) , ∀ x ∈ I , (3.1)

e ı́mpar se

f(−x) = −f(x) , ∀ x ∈ I. (3.2)

Caso não se verifique nem (3.1) nem (3.2), dizemos que a função f é nem
par, nem ı́mpar ou, simplesmente, sem paridade.

Decorre da definição que o gráfico de funções pares são simétricos em
relação ao eixo y, enquanto que o gráfico de funções ı́mpares é simétrico em
relação ao ponto (0, 0).

Como exemplo de funções ı́mpares temos, principalmente, as funções po-
linomiais do tipo a1x+ a3x

3 + · · ·+ a2k+1x
(2k+1) e a função sen kx; e funções

pares, principalmente, as funções polinomiais do tipo a0+a2x
2+· · ·+a2kx

2k e
a função cos kx, qualquer que seja o inteiro k e as constantes a0, a1, . . . , a2k+1.

Observação. Note que soma e produto de funções pares, e o produto de
funções ı́mpares são pares. Também, soma de funções ı́mpares e produto de
função par com função ı́mpar são ı́mpares. Mais ainda, seja f uma função
de C(I), então:

f par =⇒
∫ L

−L
f(x) dx = 2

∫ L

0

f(x) dx. (3.3)

f ı́mpar =⇒
∫ L

−L
g(x) dx = 0. (3.4)
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Com efeito, vimos que as funções pares têm gráfico simétrico em relação
ao eixo y. Desta forma as áreas à direita e à esquerda do eixo y serão
iguais. lembrando que a área entre a curva f e o eixo x é dada por

∫ b
a
f(x)dx

conclúımos que ∫ L

−L
f(x) dx = 2

∫ L

0

f(x) dx.

Não obstante, se f for uma funçao ı́mpar, então o gráfico de f é simétrico
em relação à origem (0, 0) o que faz com que as áreas à esquerda e à direita
do eixo y se anulem. Noutras palavras,∫ L

−L
g(x) dx = 0.

Com aux́ılio deste resultado, teŕıamos conclúıdo de imediato que

〈x, cos (kx)〉 =

∫ L

−L
x cos (kx)dx = 0 ,

já que a função x cos (kx) é uma função ı́mpar.

3.1.3 Wronskiano

Sabemos que uma sequência de funções f1, . . . , fn, pertencentes a Cn−1(I)
é linearmente dependente se existem constantes c1, . . . , cn arbitrárias, nem
todas nulas, tais que

c1f1(x) + · · ·+ cnfn(x) = 0 (3.5)

para todo x ∈ I. Caso contrário dizemos que as funções f1, . . . , fn são line-
armente independentes.

Dado um conjunto composto de n funções pertencentes a Cn−1(I), di-
gamos f1, . . . , fn, definidas em I, não é uma tarefa fácil, em geral, decidir
se essas funções são linearmente independentes ou linearmente dependentes
através de (3.5). Uma condição suficiente para provar que um conjunto de
n funções é linearmente independente é mostrar que existe pelo menos um
ponto x0 em I tal que

W [f1(x0), . . . , fn(x0)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x0) · · · fn(x0)
f ′1(x0) · · · f ′n(x0)

...
. . .

...

f
(n−1)
1 (x0) · · · f

(n−1)
n (x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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chamado o wronskiano de f1, . . . , fn, é não nulo. Caso o wronskiano seja
nulo para qualquer ponto x ∈ I, então as funções f1, . . . , fn serão linearmente
dependentes em I [16].

Por exemplo, para f1(x) = e2x e f2(x) = e−3x,

W [f1(x), f2(x)] =

∣∣∣∣ e2x e−3x

2e2x −3e−3x

∣∣∣∣ = 2e−x − 3e−x = −e−x 6= 0 ,

qualquer que seja o valor de x ∈ R. Logo as funções e2x e e−3x são linearmente
independentes.

Teorema 3.1. Consiedere S = {φ1, . . . , φn} um conjunto de funções orto-
gonais de C(I), não nulas. Então S é um conjunto de funções linearmente
independentes. Noutras palavras, se um conjunto é formado por funções or-
togonais não nulas, então essas funções são linearmente independentes.

Demonstração:
� De fato, considere a equação

a1u1 + · · ·+ anun = 0 ,

a′is constantes reais. Da ortogonalidade das funções u′is, temos que 〈ui, uj〉 = 0,
se i 6= j e 〈ui, uj〉 6= 0, se i = j. Assim, para um número k fixado,
k = 1, 2, . . . , n,

〈a1u1 + · · ·+ akuk + · · ·+ anun, uk〉 = 0

a1 〈u1, uk〉+ · · ·+ ak 〈uk, uk〉+ · · ·+ an 〈un, uk〉 = 0

0 + 0 + · · ·+ ak 〈uk, uk〉 = 0

Como por hipótese 〈uk, uk〉 6= 0, devemos ter ak = 0. Como k representa um
valor arbitrário entre 1 e n,

a1u1 + · · ·+ anun = 0⇐⇒ a1 = · · · = an = 0.

Concluindo que S = {u1, . . . , un} é linearmente independente.

Uma expressão do tipo como à esquerda em (3.5) é dita uma combinação
linear das funções f1, . . . , fn.
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3.2 Operadores diferenciais

Do cálculo diferencial, considerando o diferencial D = d
dx

,

(2D3 + 3D)y = 0 ⇐⇒ 2D3y + 3Dy = 0

⇐⇒ 2DD[D(y)] + 3D(y) = 0

⇐⇒ 2D[D(y′)] + 3y′ = 0

⇐⇒ 2D(y′′) + 3y′ = 0

⇐⇒ 2y′′′ + 3y′ = 0.

Mais geralmente, o operador potência Dn é definido como sendo a com-
posição de n vezes o operador diferencial D, isto é, Dn = dn

dxn .

Vale lembrar que se y é uma função com mais de uma variável, então
Dx = ∂

∂x
, Dy = ∂

∂y
, . . ., denotam os diferenciais parciais, enquanto que ∇y é

o gradiente da função y, dado por ∇y =
(
d
dx
, d
dy
, . . .

)
.

Definição 3.9 (Operador diferencial com coeficientes constantes). Um ope-
rador diferencial de grau n com coeficientes constantes, L : Cn(I) −→ Cn(I),
é um operador da forma

L = anD
n + · · ·+ a1D

1 + a0 ,

em que D é o operador diferencial D = d
dx

, e a0, a1, · · · , an são constantes
reais arbitrárias, an 6= 0.

Aplicando o operador L em uma função y, resulta

L(y) = any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y.

Exemplo: Seja o operador L = D2 − 5D + 6. Para a função y = x2 + 2,

L(y) = y′′ − 5y′ + 6y

= 2− 5(2x) + 6(x2 + 2)

= 6x2 − 10x+ 14.

Afirmação 3.1. Operadores diferenciais com coeficientes constantes são ope-
radores lineares.

Demonstração:
� Sejam L um operador com coeficientes constantes; u, v funções; e α, β
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constantes. Então,

L(αu+ βv) = anD
n(αu+ βv) + · · ·+ a1D(αu+ βv) + a0(αu+ βv)

= an[Dn(αu) +Dn(βv)] + · · ·+ a1[D(αu) +D(βv)]

+a0(αu+ βv)

= αanD
n(u) + βanD

n(v) + · · ·+ αa1D(u) + βa1D(v)

+αa0u+ βa0v

= α(anD
n(u) + · · ·+ a0u) + β(anD

n(v) + · · ·+ a0v)

= αL(u) + βL(v).

Concluindo que o operador L é um operador linear.

Observe que por serem operadores lineares, os operadores com coeficientes
constantes herdam as leis de associatividade e distributividade. Além disso,
como DrDs = DsDr quaisquer que sejam os naturais r e s, então LrLs =
LsLr.

Definição 3.10 (Núcleo de um operador). Seja L um operador diferencial
com coeficientes constantes. O núcleo de L é o conjunto formado por todas
as funções y tais que Ly = 0. Denotaremos o núcleo de um operador L por
N (L). Resumidamente,

N (L) = {y; Ly = 0} .

Por exemplo, seja L o operador diferencial dado por

L = D2 +D − 6 , (3.6)

em que deseja-se resolver a equação diferencial

Ly = 0 , y = y(x) ,

que, por sua vez, equivale a encontrar o espaço gerado pelo núcleo do operador
L. No entanto,

Ly = 0⇐⇒ y′′(x) + y′(x)− 6y(x) = 0. (3.7)

Supondo y(x) = ceλx, c uma constante arbitrária, obtemos

λ2 + λ− 6 = 0

donde os posśıveis valores de λ são λ1 = 2 e λ2 = −3. Portanto o núcleo de
L é dado por

N (L) = [e2x, e−3x]. (3.8)
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Isto é, a solução geral de (3.7),

y(x) = a1e
2x + a2e

−3x,

com a1, a2 constantes arbitrárias. Perceba que de (3.8) conclúımos que o
espaço solução do operador diferencial de ordem 2 (3.6) tem dimensão 2. Essa
relação não é mera coincidência. De fato, em [14] está provado o seguinte
teorema, mais geral:

Teorema 3.2. O espaço solução de qualquer equação diferencial linear ho-
mogênea normal de ordem n

an(x)Dny(x) + · · ·+ a1(x)Dy(x) + a0(x)y(x) = 0

definida num intervalo I é um subespaço de dimensão n de Cn(I).

O resultado que segue agora mostra que toda vez que nos dispusermos
com um operador diferencial linear, com coeficientes constantes, digamos L,
que pode ser expressa como produto de operadores diferenciais, também de
coeficientes constantes, digamos L1, L2, etc, então encontrar o núcleo do
operador original L será equivalente a encontrar o núcleo de cada operador
Lj. Mais precisamente:

Teorema 3.3. Seja L um operador diferencial de coeficientes constantes de-
finido em um intervalo I ⊆ R. Suponha que L seja expresso como um pro-
duto de operadores diferenciais, também de coeficientes constantes, digamos
L = L1L2 · · ·Ln. Então o espaço solução da equação diferencial L(y) = 0
contém o espaço solução de cada equação diferencial Lk(y) = 0 para cada
k = 1, 2, . . . , n. Noutras palavras,

N (Lk) ⊆ N (L) , k = 1, 2, . . . , n ,

em que N (Lk) denota o núcleo do operador Lk.

Demonstração:
� A idéia da demonstração é tomar u ∈ N (Lk) e provar que u ∈ N (L) para
cada k = 1, 2, . . . , n.

Considere uma função u tal que u ∈ N (Lk) para um k fixo, k = 1, . . . , n.
Desta forma, Lk(u) = 0. Usando o fato de que os operadores diferenciais de
coeficientes constantes comutarem,

L(u) = (L1 · · ·Lk · · ·Ln) (u)

= (L1 · · ·Lk−1Lk+1 · · ·LnLk) (u)

= (L1 · · ·Lk−1Lk+1 · · ·Ln) Lk(u)

= (L1 · · ·Lk−1Lk+1 · · ·Ln) · 0
= 0.
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Isto é, u ∈ N (L). Com isto, provo que o núcleo do operador L contém o
núcleo do operador Lk. No entanto, pela arbitrariedade do número k fixado,
podemos concluir que

N (Lk) ⊆ N (L) , k = 1, 2, . . . , n ,

como queria demonstrar.

Assim, para o operador diferencial dado como no exemplo citado ante-
riormente, L = D2 + D − 6, perceba que D2 + D − 6 = (D − 2)(D + 3).
O teorema demonstrado logo acima garante que o núcleo de L contém os
núcleos dos operadores L1 = D − 2 e L2 = D + 3. Mas

L1y = 0 ⇐⇒ (D − 2)y = 0

⇐⇒ y′ − 2y = 0

⇐⇒ y = y(x) = c1e
2x.

Também,

L2y = 0 ⇐⇒ (D + 3)y = 0

⇐⇒ y′ + 3y = 0

⇐⇒ y = y(x) = c2e
−3x ,

em que c1, c2 são constantes arbitrárias. Logo,

N (L1) = [e2x] ,

N (L2) = [e−3x] ,

donde,

N (L) ⊇
{
e2x, e−3x

}
.

Decorre do Teorema 3.2 que o núcleo de L deve ter dimensão 2. Além disso,
provamos que as funções e2x e e−3x são l.i.’s. Portanto,

N (L) = [e2x, e−3x].

Assim, o espaço solução de (3.7), Ly = 0, com L = D2 + D − 6, é o espaço
gerado por estas funções, isto é, o espaço solução de Ly = 0, com L =
D2 +D − 6, é dada pela combinação linear das funções e2x, e−3x,

y(x) = a1e
2x + a2e

−3x , (3.9)

em que a1, a2 são constantes arbitrárias. É claro que o resultado aqui ob-
tido concorda com o resultado obtido anteriormente. Esse exemplo servirá
como modelo para resolver equações diferenciais mais complicadas, como fa-
rei agora.
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3.2.1 Ly = 0: Uma abordagem

Consideremos a equação diferencial Ly = 0 em que

L =
(
D2 + 12

)2 (
D2 + 22

)2 · · · (D2 + s2
)2
, (3.10)

D é o operador diferencial, y = y(x), s ≥ 1. O espaço solução dessa equação
é gerado pelo núcleo do operador L que, pelo Teorema 3.2, deve ser um
subespaço de dimensão 4s de C4s(I). No entanto, considere os operadores
diferenciais,

Lk =
(
D2 + k2

)2
, k = 1, . . . , s. (3.11)

O operador L definido em (3.10) pode ser reescrito como produto dos ope-
radores Lk, k = 1, . . . , s, e o Teorema 3.3 pode ser aplicado com intuito de
simplificar a busca pela solução de (3.10). Com efeito, L = L1 · · ·Ls, donde
devemos ter

N (L) ⊇ N (L1), . . . ,N (Ls).

Sendo assim, resolvendo Lky = 0, para k = 1, 2, . . . , s, estaremos resolvendo
Ly = 0 para L dado em (3.10).

Lky = 0 ⇐⇒
(
D2 + k2

)2
y = 0

⇐⇒
(
D4 + 2k2D2 + k4

)
y = 0

⇐⇒ D4y + 2k2D2y + k4y = 0

⇐⇒ y(iv) + 2k2y′′ + k4y = 0.

Supondo y(x) = ceλx, para c uma constante arbitrária não nula1,

λ4 + 2k2λ2 + k4 = 0 ,

que, pela mudança de variável φ = λ2, fornece

φ2 + 2k2φ+ k4 = 0 ,

que tem raiz de multiplicidade 2 dada por φ = −k2. Logo, λ = ± ik e,
portanto, y1(x) = eikx, y2(x) = xeikx, y3(x) = e−ikx e y4(x) = xe−ikx.

Afirmação 3.2. As funções y1(x) = eikx, y2(x) = xeikx, y3(x) = e−ikx e
y4(x) = xe−ikx são linearmente independentes em C(I), qualquer que seja o
valor de k, k = 1, 2, . . . , s, x ∈ C(I).

1É claro que c = 0 implica em y = 0 que é uma solução da equação diferencial dada.
Porém não há interesse na solução nula e sim o contrário.
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Demonstração:
� De fato, calculando o wronskiano dessas funções em x0 = 0,

W [y1(x0), y2(x0), y3(x0), y4(x0)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
ik 1 −ik 1
−k2 2ik −k2 −2ik
−ik3 −3k2 −ik3 −3k2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Não é dif́ıcil ver que as colunas desse determinante são l.i.’s, donde o deter-
minante é diferente de zero. De qualquer forma,∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0
ik 1 −ik 1
−k2 2ik −k2 −2ik
−ik3 −3k2 −ik3 −3k2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 16k4.

Concluindo que W [y1, y2, y3, y4] 6= 0, qualquer que seja o valor de k, k =
1, 2, . . . , s.

Note que pelo Teorema 3.2, o núcleo do operador Lk deve ter dimensão
4. Além disso, as 4 soluções encontradas para Lky = 0 são linearmente
independentes. Logo,

N (Lk) = [eikx, xeikx, e−ikx, xe−ikx].

Portanto, segundo o Teorema 3.3, o núcleo do operador L contém as 4s
funções (s um número natural maior ou igual a 1)

eix, xeix, . . . , eisx, xeisx, e−ix, xe−ix, . . . , e−isx, xe−isx.

O que é equivalente a dizer que o núcleo de L contém as 4s funções

cosx, senx, x cosx, x senx, . . . , cos (sx), sen (sx), x cos (sx), x sen (sx) (3.12)

já que

eikx = cos (kx) + i sen (kx) ;

xeikx = x [cos (kx) + i sen (kx)] ;

e−ikx = cos (kx)− i sen (kx) ;

xe−ikx = x [cos (kx)− i sen (kx)] .

Com objetivo de provar que as funções dadas em (3.12) são linearmente
independentes em C(I), considere T o espaço vetorial de todas as somas
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trigonométricas da forma

f(x) =
n∑
k=1

[ak cos (kx) + bk sen (kx)]

em que n ∈ N, com as operações usuais de soma e multiplicação por escalar.
Nesse espaço, a função

〈f, g〉 = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

f(x)g(x) dx (3.13)

define um produto interno para qualquer par de soma trigonométrica f(x)
e g(x), desde que o limite exista. No entanto, para ver que o limite existe
sempre, basta considerar apenas três casos:

1. f(x) = cos (kx) e g(x) = sen (jx);

2. f(x) = cos (kx) e g(x) = cos (jx);

3. f(x) = sen (kx) e g(x) = sen (jx).

Uma vez que a integração é realizada termo a termo, e uma constante mul-
tiplicativa não altera o limite em questão.

Caso 1. Se j 6= k,

lim
t→∞

1
t

∫ t

0
cos (kx) sen (jx) dx = lim

t→∞

1
t

∫ t

0

1
2
{ sen [(j + k)x] + sen [(j − k)x]} dx

= lim
t→∞

1
2t

{
cos [(j + k)x]

j + k
+

cos [(j − k)x]
j − k

}t
0

= 0

Se j = k,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

cos (kx) sen (jx) dx = lim
t→∞

1

2t

[
cos (2kx)

2k

]t
0

= 0

Caso 2. Se j 6= k,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

cos (kx) cos (jx) dx = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

1

2
{cos [(j + k)x] + cos [(j − k)x]} dx

= lim
t→∞

1

2t

{
sen [(j + k)x]

j + k
+

sen [(j − k)x]

j − k

}t
0

= 0
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Se j = k,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

cos (kx) cos (jx) dx = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

1

2
[1 + cos (2kx)] dx

= lim
t→∞

1

2t

[
t+

sen (2kx)

2k

]t
0

=
1

2

Caso 3. Se j 6= k,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

sen (kx) sen (jx) dx = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

1

2
{cos [(j − k)x]− cos [(j + k)x]} dx

= lim
t→∞

1

2t

{
sen [(j − k)x]

j − k
− sen [(j + k)x]

j + k

}t
0

= 0

Se j = k,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

sen (kx) sen (jx) dx = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

1

2
[1− cos (2kx)] dx

= lim
t→∞

1

2t

[
t− sen (2kx)

2k

]t
0

=
1

2

Teorema 3.4. Seja T ∈ T . Se limx→∞ T (x) = 0, então todos os coeficientes
de T são nulos.

Demonstração:
� Considere

T (x) =
n∑
k=1

[ak cos (kx) + bk sen (kx)] .

Pela ortogonalidade das funções sen kx e cos kx:

ak = 2 lim
t→∞

1

t

∫ t

o

T (x) cos (kx) dx ;

bk = 2 lim
t→∞

1

t

∫ t

o

T (x) sen (kx) dx.
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Por hipótese, T (x) → 0 quando x → ∞. Portanto, para ε > 0 tão
pequeno quanto se queira, existe um número real N > 0 tal que

|T (x)| < ε

2
, sempre que x > N. (3.14)

Então,

1

2
|ak| =

∣∣∣∣ limt→∞

1

t

∫ t

0

T (x) cos (kx) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ limt→∞

1

t

∫ N

0

T (x) cos (kx) dx+ lim
t→∞

1

t

∫ t

N

T (x) cos (kx) dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ limt→∞

1

t

∫ N

0

T (x) cos (kx) dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ limt→∞

1

t

∫ t

N

T (x) cos (kx) dx

∣∣∣∣ .
Mas, note que

∣∣∣limt→∞
1
t

∫ N
0
T (x) cos (kx)dx

∣∣∣ = 0, enquanto que

∣∣∣∣ limt→∞

1

t

∫ t

N

T (x) cos (kx) dx

∣∣∣∣ ≤ lim
t→∞

1

t

∫ t

N

|T (x) cos (kx)| dx

< lim
t→∞

1

t

∫ t

N

ε

2
dx

= lim
t→∞

1

t
(t−N)

ε

2

=
ε

2

Isto é, |ak| < ε, para todo k. Segue-se que ak = 0 para todo k.

De forma análoga, obtém-se bk = 0 para todo k.

Corolário 3.4.1. As funções dadas em (3.12) são linearmente independentes
em C(I).

Demonstração:
� Considere

F (x) = A1 senx+B1 cosx+ · · ·+ As sen (sx) +Bs cos (sx)

+ C1x senx+D1x cosx+ · · ·+ Csx sen (sx) +Dsx cos (sx)

= A1 senx+B1 cosx+ · · ·+ As sen (sx) +Bs cos (sx)

+ [C1 senx+D1 cosx+ · · ·+ Cs sen (sx) +Ds cos (sx)]x.
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Ou, simplesmente,

F (x) =
s∑

k=1

[Ak cos (kx) +Bk sen (kx)] + x
s∑

k=1

[Ck cos (kx) +Dk sen (kx)]

= f(x) + xg(x).

Suponha que F (x) ≡ 0. Devo provar que todos os coeficientes são nulos.
Para isto, suponha que exista pelo menos um coeficiente não nulo em g(x),
pois, se não, f(x) = 0, o que implica que os coeficientes de f são nulos.

Então,

g(x) = −f(x)

x
,

e limx→∞ g(x) = 0. Contradizendo o Teorema 3.4, já que supomos haver
algum coeficiente não nulo em g(x).

Conclusão: Para que

s∑
k=1

[Ak cos (kx) +Bk sen (kx)] + x
s∑

k=1

[Ck cos (kx) +Dk sen (kx)] = 0

devemos, necessariamente, ter

Ak = Bk = Ck = Dk = 0 , ∀ k , k = 1, 2, . . . , s.

Uma vez visto que o núcleo do operador L tem dimensão 4s, que

N (L) ⊇ {cosx, senx, x cosx, x senx, . . . , cos (sx), sen (sx), x cos (sx), x sen (sx)}

e que essas funções são linearmente independentes, conclúımos, com aux́ılio
do Teorema 3.2, que

N (L) = [cosx, senx, x cosx, x senx, . . . , cos (sx), sen (sx), x cos (sx), x sen (sx)] .

Encerro o caṕıtulo salientando que as funções dadas em (3.12) são funções
linearmente independentes, soluções da equação diferencial (3.10) que, por
sua vez, será a peça chave no método de aproximação de π desenvolvido no
caṕıtulo 5 e, consequentemente, no caṕıtulo 6.



Caṕıtulo 4

Fourier: Segundo método

O presente caṕıtulo tratará das séries de Fourier, onde estudo a relação entre
uma função arbitrária f e sua série de Fourier. Estudo de que modo a função
f pode ser aproximada por uma série de Fourier e quão arbitrária pode ser
essa função.

Por fim, utilizo a teoria de Fourier para encontrar uma aproximação para
o valor de π.

4.1 Motivação

Na aproximação por Taylor, como condição necessária devemos ter uma fun-
ção f n vezes diferenciável num intervalo I ⊆ R. No entanto, como aproxi-
mar, por exemplo, a função f(x) = |x| em algum intervalo I que contenha
a origem, já que nesse intervalo a função f sequer é diferenciável? Desta
forma somos impulsionados a encontrar outra forma de aproximação. Uma
idéia é utilizar aproximações por funções trigonométricas, isto é, será posśıvel
expressar uma função f qualquer pela série

f(x) ∼
∞∑
n=0

(
an cos

nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)
em que an’s e bn’s constantes a serem determinadas? Se assim puder ser feito,
qual a expressão que define as constantes an’s e bn’s? Qual a relação entre a
função f e a série que a representa?

Considere o espaço C(I) das funções cont́ınuas, com produto interno de-
finido em (3.1).

Afirmação 4.1. Para k um número inteiro não negativo, {1
2
, sen kπx

L
, cos kπx

L
}

é um sistema ortogonal em C([−L,L]).

35
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Demonstração:
� De fato, como sen kπx

L
e sen kπx

L
cos kπx

L
são funções ı́mpares,

1

2

∫ L

−L
sen

kπx

L
dx = 0 , ∀ x ∈ [−L,L] ;∫ L

−L
cos

kπx

L
sen

kπx

L
dx = 0 , ∀ x ∈ [−L,L].

Também, qualquer que seja x ∈ [−L,L],

1

2

∫ L

−L
cos

kπx

L
dx =

∫ L

0

cos
kπx

L

=

(
L

kπ
sen

kπx

L

)L
0

= 0.

Além disso,∥∥∥∥1

2

∥∥∥∥2

=

∫ L

−L

(
1

2

)2

dx =
L

2
;∥∥∥∥ sen

kπx

L

∥∥∥∥2

=

∫ L

−L

(
sen

kπx

L

)2

dx =

∫ L

−L

1

2

[
1− cos

2kπx

L

]
dx = L ;∥∥∥∥cos

kπx

L

∥∥∥∥2

=

∫ L

−L

(
cos

kπx

L

)2

dx =

∫ L

−L

1

2

[
1 + cos

2kπx

L

]
dx = L.

Isso conclui a demonstração.

Definição 4.1 (Funções periódicas). Considere I ⊆ R um intervalo que con-
tenha o ponto x. Uma função f é dita periódica, de peŕıodo p, se, e somente
se,

f(x+ p) = f(x) , ∀x ∈ I.

Por exemplo, para n ≥ 1 considere as funções

sen
nπx

L
e cos

nπx

L

com x pertencente a um intervalo da forma I = [−L,L]. Essas funções são
periódicas, com peŕıodo dado por P = 2L

n
. Como n = 1, 2, . . ., então o menor

peŕıodo que é comum para todas essas funções é P = 2L. Neste caso 2L é
dito o peŕıodo fundamental das funções sen nπx

L
e cos nπx

L
.
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Uma propriedade das funções periódicas é que se f for uma função di-
ferenciável, periódica de peŕıodo 2L, então também será a sua derivada f ′.
Este resultado demonstro agora.

Afirmação 4.2. Suponha que uma função f seja diferenciável, periódica de
peŕıodo 2L. Então a derivada de f , f ′, será periódica de peŕıodo 2L.

Demonstração:
� Como hipóteses temos que f(x + 2L) = f(x) e, por f ser diferenciável,

f ′(x) = limh→0
f(x+h)−f(x)

h
. Desta forma,

f ′(x+ 2L) = lim
h→0

f(x+ h+ 2L)− f(x+ 2L)
h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= f ′(x)

concluindo com o desejado.

4.2 A série de Fourier

Considere a série trigonométrica

∞∑
n=0

(
an cos

nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)
(4.1)

com x pertencente a um intervalo I ⊆ R. O que desejamos é expressar uma
função arbitrária f pela série (4.1). Assim, sob quais condições para a função
f e para que pontos x ∈ R teremos

f(x) =
∞∑
n=0

(
an cos

nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)
(4.2)

com an’s e bn’s constantes a serem determinadas? É de se esperar que essas
contantes estejam intimamente ligados à função f . Que expressões elas têm
em termos de f?

Visto que as funções sen nπx
L

e cos nπx
L

têm peŕıodo fundamental igual a
2L, e desejando-se que valha (4.2), como primeira hipótese natural, devemos
ter f uma função periódica de peŕıodo 2L. Não obstante, provamos no ca-
ṕıtulo 2 que se uma sucessão de funções cont́ınuas convergir uniformemente
para uma função, digamos f , então f deve ser uma função cont́ınua. Para
(4.2) valer no sentido de convergência uniforme outra hipótese natural é que
f seja cont́ınua.
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É claro que se essa igualdade valer no sentido de convergência uniforme,
então segundo o Teorema 2.4 e o Corolário 2.4.1, poderemos derivar e integrar
(4.2) termo a termo e, então,

f(x) cos
mπx

L
=
∞∑
n=0

(
an cos

nπx

L
cos

mπx

L
+ bn sen

nπx

L
cos

mπx

L

)
.

Integrando de −L a L,∫ L

−L

f(x) cos
mπx

L
dx =

∫ L

−L

∞∑
n=0

(
an cos

nπx

L
cos

mπx

L
+ bn sen

nπx

L
cos

mπx

L

)
dx

=
∞∑

n=0

(
an

∫ L

−L

cos
nπx

L
cos

mπx

L
dx

+bn
∫ L

−L

sen
nπx

L
cos

mπx

L
dx

)
.

Como a função sen nπx
L

cos mπx
L

é ı́mpar, quaisquer que sejam os inteiros m
e n, ∫ L

−L
sen

nπx

L
cos

mπx

L
dx = 0

Logo, ∫ L

−L
f(x) cos

mπx

L
dx =

∞∑
n=0

(
an

∫ L

−L
cos

nπx

L
cos

mπx

L
dx

)
. (4.3)

Além disso, pela ortogonalidade das funções cos nπx
L

e cos mπx
L

em [−L,L], a
integral em (4.3) é nula sempre que m 6= n. Portanto,

a0 =
1

2L

∫ L

−L
f(x) dx ;

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

nπx

L
dx , n ≥ 1.

Procedendo de forma análoga e pelos mesmos motivos anteriores, porém
multiplicando (4.2) por sen mπx

L
e integrando de −L a L, obtemos:

b0 = 0 ;

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sen

nπx

L
dx , n ≥ 1
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Conclusão: Se f é uma função integrável em cada intervalo limitado (f
seccionalmente cont́ınua por exemplo), em particular o intervalo [−L,L],
então os coeficientes an’s e bn’s ficam bem definidos, dados por:

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

nπx

L
dx , n ≥ 0 ; (4.4)

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sen

nπx

L
dx , n ≥ 1. (4.5)

Desta forma podemos relacionar a função f com a série trigonométrica dada
em (4.1) escrevendo

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)
(4.6)

com as constantes an’s e bn’s dadas por (4.4) e (4.5).
Observe que (4.6) pode ser reescrita por

f(x) ∼
∫ L

−L

[
f(y) · 1

2∥∥1
2

∥∥2 +
∞∑
n=1

(
f(y) cos nπyL
‖ cos nπyL ‖2

cos
nπx

L
+
f(y) sen nπy

L

‖ sen nπx
L ‖2

sen
nπx

L

)]
dy.

Essa relação nos diz que f é aproximada tomando-se a sua projeção sobre o
espaço das funções ortogonais {1

2
, cos kπx

L
, sen kπx

L
}.

Definição 4.2 (Série de Fourier). A série dada em (4.6) é a série de Fourier
de f ; (4.4) e (4.5) são os coeficientes de Fourier de f .

A série de Fourier de uma função é a série gerada a partir dessa função.
Nada garante que o śımbolo “∼” seja uma igualdade.

Caso essa série seja convergente, devemos estudar para qual função ela
converge. O estudo que segue tratará desse assunto com maiores detalhes.

4.3 Convergência da série de Fourier

De modo geral, estudar a convergência de uma série resume-se a estudar a
convergência da série de suas somas parciais. Assim, considere

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(
ak cos

kπx

L
+ bk sen

kπx

L

)
(4.7)

a série das somas parciais de (4.6).
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Um dos fortes resultados sobre convergência da série de Fourier é o Teo-
rema de Fourier. Este teorema dá as condições necessárias para que a série
de Fourier de uma função f seja convergente para a função f . Sua demons-
tração pode ser vista em [9] ou em [15]. Neste caso a convergência é dada no
sentido pontual.

Teorema 4.1 (Convergência pontual da série de Fourier). Seja f uma função
seccionalmente diferenciável, periódica de peŕıodo 2L. Então para um ponto
x fixado,

Sn(x) −→ f(x+) + f(x−)

2
, n→∞ ,

em que f(x+) e f(x−) são os limites laterais à direita e à esquerda, respec-
tivamente. Ou seja, fixado um número x ∈ R,

f(x+) + f(x−)

2
=
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)
.

Note que se f é cont́ınua, então f(x+)+f(x−)
2

= f(x). Isto nos diz que
se f é uma função de CP(I), I ⊆ R, seccionalmente diferenciável em um
ponto x0 ∈ I, então a série de Fourier de f converge para f(x0) se x0 for
um ponto de continuidade da função f . Por outro lado, se esse ponto for
de descontinuidade, então a série de Fourier de f converge para a média dos
limites laterais de f no ponto x0.

Observe também que a série de Fourier de uma função f convergirá pontu-
almente em toda a reta real se, e somente se, f for cont́ınua em [−L,L], com
f(−L) = f(L). De fato, neste caso f não terá pontos de descontinuidades
qualquer que seja o ponto x0 ∈ R.

Teorema 4.2 (Melhor aproximação). Seja f uma função periódica de peŕıodo
2L, integrável e de quadrado integrável em [−L,L]. Então as reduzidas da
série de Fourier de f

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(
ak cos

kπx

L
+ bk sen

kπx

L

)
são polinômios trigonométricos de melhor aproximação para a função f .

Demonstração:
� Seja

Tn(x) =
c0
2

+
n∑
k=1

(
ck cos

kπx

L
+ dk sen

kπx

L

)
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outro polinômio trigonométrico que representa as reduzidas de Fourier de f .
Analisando o erro en(x) = ‖Tn(x)− f(x)‖2, temos que en(x) =

=
∫ L

−L

|Tn(x)− f(x)|2dx

=
∫ L

−L

∣∣∣∣∣c02 +
n∑

k=1

ck cos
kπx

L
+

n∑
k=1

dk sen
kπx

L
− f(x)

∣∣∣∣∣
2

dx

=
∫ L

−L

c20
4

+

(
n∑

k=1

ck cos
kπx

L

)2

+

(
n∑

k=1

dk cos
kπx

L

)2

+ f2(x) + 2c0
n∑

k=1

ck cos
kπx

L

+2c0
n∑

k=1

dk cos
kπx

L
− 2c0f(x) + 2

n∑
k=1

ck cos
kπx

L

n∑
k=1

dk cos
kπx

L

−2
n∑

k=1

ck cos
kπx

L
f(x)− 2

n∑
k=1

dk cos
kπx

L
f(x)

=
c20L

2
+ L

n∑
k=1

c2k + L

n∑
k=1

d2
k +

∫ L

−L

|f(x)|2dx− La0c0 − 2L
n∑

k=1

akck − 2L
n∑

k=1

bkdk.

Ou seja,

en(x) =
L

2
c20 + L

n∑
k=1

(
c2k + d2

k

)
+
∫ L

−L

f2(x)dx− La0c0 − 2L
n∑

k=1

(akck + bkdk)

=
L

2
(c0 − a0)2 + L

n∑
k=1

(ck − ak)2 + L

n∑
k=1

(dk − bk)2

+
∫ L

−L

f2(x)dx− L

2
a2
0 − L

n∑
k=1

(
a2

k + b2k
)

Note que en(x) será mı́nimo quando c0 = a0, ck = ak e dk = bk, concluindo
a demonstração.

Pela demonstração acima,

en(x) =

∫ L

−L
f 2(x)dx− L

2
a2

0 − L
n∑
k=1

(
a2
k + b2k

)
.

Além disso en(x) ≥ 0 qualquer que seja o inteiro positivo n. Logo,

a2
0

2
+

n∑
k=1

(
a2
k + b2k

)
≤ 1

L

∫ L

−L
f 2(x)dx < +∞ (4.8)

Observe que a “melhor aproximação” referida no Teorema 4.2 diz respeito
à minimização de en(x) = ‖Tn(x)− f(x)‖2. Logo, essa é a melhor aproxima-
ção no sentido de média quadrática.
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Com objetivo de encontrar uma melhor convergência da a série de Fourier,
considere a série das somas parciais

Sn(x) =
n∑
k=1

(
ak cos

kπx

L
+ bk sen

kπx

L

)
, (4.9)

com constantes ak’s e bk’s dados por (4.4) e (4.5). Perceba que∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) ,

já que | senx| ≤ 1 e | cosx| ≤ 1, qualquer que seja o valor de x. Assim, a
análise da convergência da série de Fourier pode ser substitúıda pela análise
da série da soma dos valores absolutos de seus coeficientes.

4.3.1 Coeficientes de Fourier: Três estimativas

Estimativa 1

Diretamente de (4.4) e (4.5) temos que

|an| ≤
1

L

∫ L

−L
|f(x)| dx ; (4.10)

|bn| ≤
1

L

∫ L

−L
|f(x)| dx . (4.11)

E supondo que a função f seja integrável e de módulo integrável, as integrais
em (4.10) e (4.11) estarão bem definidas e

|an|, |bn| ≤ C , (4.12)

C = 1
L

∫ L
−L |f(x)| dx, constante. (4.12) é a primeira estimativa para os co-

eficientes de Fourier. Infelizmente esta estimativa não nos leva a resultado
algum.

Estimativa 2

Como segunda estimativa, resolvamos as integrais em (4.4) e (4.5) por partes.

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

nπx

L
dx

=
1

L

{[
L

nπ
f(x) sen

nπx

L

]L
−L
− L

nπ

∫ L

−L
f ′(x) sen

nπx

L
dx

}
.
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E como sennπ = 0 para qualquer n,

an = − 1

n

∫ L

−L

1

π
f ′(x) sen

nπx

L
dx , n ≥ 1. (4.13)

Analogamente,

bn =
1

n

∫ L

−L

1

π
f ′(x) cos

nπx

L
dx , n ≥ 1. (4.14)

Portanto,

|an| = |bn| ≤
1

nπ

∫ L

−L
|f ′(x)| dx.

Supondo a função f integrável, com derivada integrável e de módulo integrá-
vel, exitirá uma constante C = 1

π

∫ L
−L |f

′(x)| dx, tal que

∞∑
n=1

∣∣∣an cos
nπx

L
+ bn sen

nπx

L

∣∣∣ ≤ C
∞∑
n=1

1

n
.

E ainda não obtivemos sucesso quanto à convergência da série de Fourier, já
que a série

∑∞
n=1

1
n

é divergente.

Estimativa 3

Seguindo-se com a idéia aplicada na estimativa 2, resolvendo-se, agora, (4.13)
e (4.14),

−nπan = − L

nπ

[
f ′(x) cos

nπx

L

]L
−L

+
L

nπ

∫ L

−L
f ′′(x) cos

nπx

L
dx

=
L

nπ
[f ′(L)− f ′(−L)] cosnπ +

L

nπ

∫ L

−L
f ′′(x) cos

nπx

L
dx

=
L

nπ

∫ L

−L
f ′′(x) cos

nπx

L
dx ,

uma vez que f periódica⇒ f ′ periódica de 2L⇒ f ′(L)−f ′(−L) = 0. Assim,

an = − L

n2π2

∫ L

−L
f ′′(x) cos

nπx

L
dx , n ≥ 1. (4.15)

Analogamente,

an = − L

n2π2

∫ L

−L
f ′′(x) sen

nπx

L
dx , n ≥ 1. (4.16)
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Portanto,

|an| = |bn| ≤
L

n2π2π

∫ L

−L
|f ′′(x)| dx.

Supondo que a função f seja integrável, com derivada segunda integrável e
de módulo integrável, existirá uma constante C =

∫ L
−L

L
π2 |f ′′(x)| dx tal que

∞∑
n=1

∣∣∣an cos
nπx

L
+ bn sen

nπx

L

∣∣∣ ≤ C
∞∑
n=1

1

n2
.

Como a série à direita é convergente, o teste M-W pode ser aplicado provando
que a série de Fourier de f converge uniformemente para todo x.

É importante ressaltar que o teste M-W garante convergência uniforme
para alguma função, não necessariamente para a função f . No entanto, com
as hipóteses da estimativa 3 também vale o Teorema de Fourier, isto é, a série
de Fourier converge pontualmente para a função f(x). Logo a convergência
uniforme deve ser para a função f .

Um dos resultados mais fortes no que diz respeito à convergência uniforme
da série de Fourier de uma função f para a função f é dado pelo seguinte
resultado:

Teorema 4.3 (Convergência uniforme da série de Fourier). Seja f uma fun-
ção cont́ınua, periódica de peŕıodo 2L e seccionalmente diferenciável. Nessas
condições, a série de Fourier de f converge uniformemente para a função f .

Demonstração:
� Sejam

a0

2
+

n∑
k=1

(
ak cos

kπx

L
+ bk sen

kπx

L

)
,

c0
2

+
n∑
k=1

(
ck cos

kπx

L
+ dk sen

kπx

L

)
,

as séries de Fourier de f e f ′ respectivamente. Como f é periódica de peŕıodo
2L,

a′0 =
1

L

∫ L

−L
f ′(x) dx =

1

L
[f(L)− f(−L)] = 0.
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Para k > 0,

a′k =
1

L

∫ L

−L
f ′(x) cos

kπx

L
dx

=
1

L

{[
f(x) cos

kπx

L

]L
−L

+

∫ L

−L

kπ

L
f(x) sen

kπx

L
dx

}

=
1

L

[
f(L) cos (kπ)− f(−L) cos (kπ)

]
+
kπ

L

[
1

L

∫ L

−L
f(x) sen

kπx

L
dx

]
=

kπ

L
bk.

Também,

b′k =
1

L

∫ L

−L
f ′(x) sen

kπx

L
dx

=
1

L

{[
f(x) sen

kπx

L

]L
−L
−
∫ L

−L

kπ

L
f(x) cos

kπx

L
dx

}

= −kπ
L

[
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

kπx

L
dx

]
= −kπ

L
ak.

Logo,∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sen

nπx

L

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
ak cos

kπx

L
+ bk sen

kπx

L

)∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

|ak|+ |bk|

=
n∑
k=1

L

kπ
|a′k|+

L

kπ
|b′k|

=
L

π

n∑
k=1

1

k
(|a′k|+ |b′k|)

=
L

π

n∑
k=1

(
1

k2

)1/2 [
(|a′k|+ |b′k|)

2
]1/2

≤ L

π

n∑
k=1

(
1

k2

)1/2 n∑
k=1

[
(|a′k|+ |b′k|)

2
]1/2

.
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Observando que (a+ b)2 ≥ 0⇒ a2 + b2 ≥ 2ab⇒ (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), então
obtemos a majoração

L

π

n∑
k=1

(
1
k2

)1/2 n∑
k=1

[(
|a′k|+ |b′k|

)2]1/2 ≤ √2L
π

n∑
k=1

(
1
k2

)1/2 n∑
k=1

[(
|a′k|2 + |b′k|2

)]1/2
.

E ambas as séries à direita convergem. A primeira é uma p-série com p = 2
e a segunda converge em virtude da desigualdade (4.8).

Desta forma, a aplicação do teste M-W nos permite concluir que a série
de Fourier de f ,

a0

2
+

n∑
k=1

(
ak cos

kπx

L
+ bk sen

kπx

L

)
,

converge uniformemente em qualquer intervalo de R.
Finalmente, pelo Teorema de Fourier, sabemos que essa série converge

pontualmente para a função f , completando a demonstração.

Observação. Se f é uma função descont́ınua em um ponto x0, então,
em virtude do Teorema 2.1 do caṕıtulo 2, a série de Fourier de f não pode
convergir uniformemente. Logo, para se ter convergência uniforme em todo
o R deve-se ter f cont́ınua em todo o R.

Contudo, se f é uma função definida e cont́ınua apenas num intervalo fe-
chado [a, b], será posśıvel ter convergência uniforme nesse intervalo? Observe
que se a série de Fourier de uma função f converge, então a série converge
para uma função periódica definida em todo o R. Por outro lado, se a série
de Fourier convergir em todo R então é claro que ela convergirá no intervalo
[a, b]. Por estas observações, encontramos um modo de obter convergência
uniforme para uma função definida somente num intervalo [a, b]. De fato,
considere a afirmação:

Definição 4.3 (Extensão periódica). Considere uma função cont́ınua e defi-
nida em [−L,L]. A extensão periódica de f , que denotarei por F̂ = ext[f ], é
obtida repetindo-se f sucessivamente ao longo de todo o eixo x, em intervalos
de comprimento 2L. Formalmente,

F̂ (x) =

{
f(x+)+f(x−)

2
se x = (2k − 1)L

f(x) se (−2k − 1)L < x < (−2k + 1)L

Através dessa definição temos condições de estabelecer uma relação entre
a série de Fourier de F̂ com a função f . Como exemplo, tome a função
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f : [−L,L] → R, definida por f(x) = x. f é ı́mpar, donde f(x) cos nπx
L

é
ı́mpar, e an = 0 para todo n ≥ 0. Também,

bn =
1

L

∫ L

−L
x sen

nπx

L
dx

=
2

L

∫ L

0

x sen
nπx

L
dx

=
2

L

{
−
[
L

nπ
x cos

nπx

L

]L
0

+
1

n

∫ π

0

cosnx dx

}

=
2L

π

(−1)n+1

n
.

Assim, a série de Fourier de f em [−L,L] é

x ∼ 2L

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sen

nπx

L
. (4.17)

Observe que para x = L 6= 0 a relação “∼” é uma relação de desigualdade,
já que para esse valor a série à direita em (4.17) é nula.

O interessante é analisarmos para quais valores de x “∼” pode ser substi-
túıdo pela igualdade. Para isto considere a extensão de f :

F̂ (x) =

{
0 se x = (2k − 1)L

f(x) se (−2k − 1)L < x < (−2k + 1)L

Para esta função as hipóteses da estimativa 3 são satisfeitas, o que im-
plica na convergência uniforme da série em (4.17) para a função F̂ em cada
intervalo da forma ](−2k−1)L, (−2k+ 1)L[. Em particular, para o intervalo
(−L,L). Noutras palavras,

x =
2L

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sen

nπx

L
, ∀ x ∈ (−L,L). (4.18)

4.4 Dados numéricos

Na expansão dada por Fourier (4.18), façamos L = π. Desta forma, se x é
um valor pertencente ao intervalo (−π, π), vale a igualdade:

x = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sennx (4.19)

= 2

(
senx− sen 2x

2
+

sen 3x

3
− sen 4x

4
+

sen 5x

5
− sen 6x

6
+ · · ·

)
.
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Variando-se os valores x = π/6, x = π/8 e x = π/12, obtemos as respectivas
aproximações:

π ≈ 3, 1372 . . . (1 d́ıgito)

π ≈ 3, 14318 . . . (2 d́ıgitos)

π ≈ 3, 1527 . . . (1 d́ıgito)

Nos cálculos acima, truncamos a série (4.19) em n = 1000.
A análise de convergência do método aqui apresentado, bem como outros

resultados para o valor de π via método de Fourier, serão computados no
final do caṕıtulo 6.



Caṕıtulo 5

Método SH - Parte 1

Neste caṕıtulo apresento um método de aproximação para π seguindo as
idéias passadas por Cardinal e por Newton [13] – O método SH. O estudo
de Fourier e a aproximação de Maclaurin serão indispensáveis no desenvolvi-
mento desse método, bem como o conjunto de funções linearmente indepen-
dentes encontrado no final do caṕıtulo 3.

5.1 Cardinal e Newton

Para qualquer x ∈ R,

senx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · − · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

x cosx = x− x3

2!
+
x5

4!
− x7

6!
+ · · · − · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n)!
+ · · ·

Ou, simplesmente,

senx = x− x3

3!
+O(x5)

x cosx = x− x3

2!
+O(x5)

Seguem dáı as aproximações

senx ≈ x− x3

3!

x cosx ≈ x− x3

2!

49
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E, para A1 e A2 constantes arbitrárias,

A1 senx− A2x cosx ≈ A1

(
x− x3

3!

)
− A2

(
x− x3

2!

)
≈ (A1 − A2)x− (A1 − 3A2)

x3

3!
. (5.1)

No entanto, se tomarmos A1 e A2 de modo que{
A1 − A2 = 1
A1 − 3A2 = 0

⇐⇒

{
A1 = 3

2

A2 = 1
2

então (5.1) resulta em

x ≈ 3 senx

2 + cos x
(5.2)

Esta foi a aproximação da função f(x) = x dada por Cardinal Nicolau Cu-
sanus e, mais tarde, pelo f́ısico e matemático Snellius1.

Da trigonometria, sen 2x = 2 senx cosx. Além disso, pela aproximação
de Taylor,

sen 2x = 2x− 23x
3

3!
+ 25x

5

5!
+O(x7)

Assim, para A1, A2 e A3 constantes arbitrárias, truncando-se todos os termos
de ordem superior a 5,

A1 senx− A2x cosx+ A3 sen 2x ≈

(A1 − A2 + 2A3)x− (A1 − 3A2 + 23A3)
x3

3!
+ (A1 − 5A2 + 25A3)

x5

5!
(5.3)

Se tomarmos as constantes de modo que
A1 − A2 + 2A3 = 1

A1 − 3A2 + 23A3 = 0
A1 − 5A2 + 25A3 = 0

então (5.3) resulta em

x ≈ 14 senx+ 2 sen 2x

9 + cos x
= 2 sen x

7 + 2 cosx

9 + cos x
. (5.4)

Esta foi a aproximação da função f(x) = x apresentada por Newton.
Para x = π/12, (5.2) fornece π ≈ 3, 1415099 . . . (4 d́ıgitos), enquanto que

(5.4) fornece π ≈ 3, 141592169 . . . (6 d́ıgitos).

1Willebrord Snellius foi mais conhecido pelas leis da refração, famosas leis de Snell.
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5.1.1 Seguindo os passos dos mestres

Cardinal e Newton tomaram as constantes da aproximação de modo a anular
todos os termos de grau maior a 1, donde expressaram x em função sen sx e
x cos sx.

Da motivação dada por eles, será sempre posśıvel fazer uma aproximação
da forma

x ≈ A1 senx−A2x cosx+A3 sen 2x−A4x cos 2x+· · ·+A2s−1 sen (sx)−A2sx cos (sx)

com as constantes An’s tomadas seguindo-se essa mesma idéia?
Sabemos que {cos (kx), x cos (kx), sen (kx), x sen (kx)} é uma base para

o conjunto solução de(
D2 + 12

)2 · · · (D2 + s2
)2
y = 0. (5.5)

Seja k(x) = A1 senx−A2x cosx+· · ·+A2s−1 sen (sx)−A2sx cos (sx). Definido
assim, k(x) também é solução de (5.5). No entanto, exigindo-se que

k′(0) = f ′(0) ;

k′′(0) = f ′′(0) ;
...

k(s−1)(0) = f (s−1)(0) ;

então, segundo o teorema da existência e unicidade para equações diferenciais,
k(x) é único. Ou seja, {A1, . . . , A2s} é único. Isso é equivalente a dizer que

1 −1 · · · s −1
1 −3 · · · s3 −3s2

1 −5 · · · s5 −5s4

1 −7 · · · s7 −7s6

...
...

. . .
...

...
1 −(4s− 3) · · · s4s−3 −(4s− 3)s4s−4

1 −(4s− 1) · · · s4s−1 −(4s− 1)s4s−2


(5.6)

é inverśıvel, pois considerando

x ≈
s∑

k=1

[
A2k−1 sen (kx)− A2kx cos (kx)

]
(5.7)

uma aproximação como sendo uma aproximação dada por Maclaurin, expan-
dindo os 2s termos à direita em (5.7), truncando-se todos os termos de ordem
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superior a 4s− 1, obtemos

x ≈
+A1

(
x− x3

3! + x5

5! −
x7

7! + · · ·+ x4s−3

(4s−3)! −
x4s−1

(4s−1)!

)
−A2

(
x− x3

2! + x5

4! −
x7

6! + · · ·+ x4s−3

(4s−4)! −
x4s−1

(4s−2)!

)
+A3

(
2x− 23 x3

3! + 25 x5

5! − 27 x7

7! + · · ·+ 24s−3 x4s−3

(4s−3)! − 24s−1 x4s−1

(4s−1)!

)
−A4

(
x− 22 x3

2! + 24 x5

4! − 26 x7

6! + · · ·+ 24s−4 x4s−3

(4s−4)! − 24s−2 x4s−1

(4s−2)!

)
...

+As−1

(
(s− 1)x− s3 x3

3! + s5 x
5

5! − s
7 x7

7! + · · ·+ s4s−3 x4s−3

(4s−3)! − s
4s−1 x4s−1

(4s−1)!

)
−A2s

(
x− s2 x3

2! + s4 x
5

4! − s
6 x7

6! + · · ·+ s4s−4 x4s−3

(4s−4)! − s
4s−2 x4s−1

(4s−2)!

)
.

Procedendo de forma semelhante aos mentores Cardinal e Newton, ficamos
com o seguinte sistema para as constantes Ak’s:

A1 − A2 + 2A3 − A4 + · · ·+ sA2s−1 − A2s = 1

A1 − 3A2 + 23A3 − 3 · 22A4 + · · ·+ s3A2s−1 − 3 · s2A2s = 0

A1 − 5A2 + 25A3 − 5 · 24A4 + · · ·+ s5A2s−1 − 5 · s4A2s = 0
...

A1 − (4s− 3)A2 + · · ·+ s4s−3A2s−1 − (4s− 3)s4s−4A2s = 0

A1 − (4s− 1)A2 + · · ·+ s4s−1A2s−1 − (4s− 1)s4s−2A2s = 0

Ou, matricialmente,



1 −1 · · · s −1
1 −3 · · · s3 −3s2

1 −5 · · · s5 −5s4

1 −7 · · · s7 −7s6

...
...

. . .
...

...
1 −(4s− 3) · · · s4s−3 −(4s− 3)s4s−4

1 −(4s− 1) · · · s4s−1 −(4s− 1)s4s−2




A1

A2
...

A2s−1

A2s

 =


1
0
...
0
0

 (5.8)
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Essa matriz é um caso particular da seguinte matriz

u1 −1 · · · us −1
u3

1 −3u2
1 · · · u3

s −3u2
s

u5
1 −5u4

1 · · · u5
s −5u4

s

u7
1 −7u6

1 · · · u7
s −7u6

s
...

...
. . .

...
...

u4s−3
1 −(4s− 3)u4s−4

1 · · · u4s−3
s −(4s− 3)u4s−4

s

u4s−1
1 −(4s− 1)u4s−2

1 · · · u4s−1
s −(4s− 1)u4s−2

s


(5.9)

para ui = i, i = 1, 2, . . . , s.

Afirmação 5.1. O determinante de (5.9) é

(−2)s(u1 · · ·us)3
∏

1≤i<j≤s

(u2
j − u2

i )
4

Demonstração:
� Farei a demonstração por indução sobre o valor de s. Para isto, seja

H(u1, u2, . . . , us) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · us −1
u3

1 −3u2
1 · · · u3

s −3u2
s

u5
1 −5u4

1 · · · u5
s −5u4

s

u7
1 −7u6

1 · · · u7
s −7u6

s
...

...
. . .

...
...

u4s−3
1 −(4s− 3)u4s−4

1 · · · u4s−3
s −(4s− 3)u4s−4

s

u4s−1
1 −(4s− 1)u4s−2

1 · · · u4s−1
s −(4s− 1)u4s−2

s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Para s = 1, ∣∣∣∣ u1 −1
u3

1 −3u2
1

∣∣∣∣ = −3u3
1 + u3

1 = (−2)u3
1 ,

e o resultado é válido. Como hipótese de indução, considere o resultado
válido para s ≥ 2. Isto é,

H(u1, · · · , us) = (−2)s (u1 · · ·us)3
∏

1≤i<j≤s

(
u2
j − u2

i

)4
. (5.10)

Devo provar que para s+ 1 temos

H(u1, . . . , us, us+1) = (−2)s+1 (u1 · · ·usus+1)
3

∏
1≤i<j≤s+1

(
u2
j − u2

i

)4
.
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Com efeito, perceba que o determinante D(x) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · us −1 x −1
u3

1 −3u2
1 · · · u3

s −3u2
s x3 −3x2

u5
1 −5u4

1 · · · u5
s −5u4

s x5 −5x4

u7
1 −7u6

1 · · · u7
s −7u6

s x7 −7x6

...
...

. . .
...

...
...

...
u4s−3

1 −(4s− 3)u4s−4
1 · · · u4s−3

s −(4s− 3)u4s−4
s x4s−3 −(4s− 3)x4s−4

u4s−1
1 −(4s− 1)u4s−2

1 · · · u4s−1
s −(4s− 1)u4s−2

s x4s−1 −(4s− 1)x4s−2

u4s+1
1 −(4s+ 1)u4s

1 · · · u4s+1
s −(4s+ 1)u4s

s x4s+1 −(4s+ 1)x4s

u4s+3
1 −(4s+ 3)u4s+2

1 · · · u4s+3
s −(4s+ 3)u4s+2

s x4s+3 −(4s+ 3)x4s+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
é um polinômio de grau igual a 8s+ 3, na variável x. Logo pode ser decom-
posto por

D(x) = K · (x− r1)(x− r2) · · · (x− r8s+3) = K ·
8s+3∏
i=1

(x− ri) ,

em que K é a coeficiente de x8s+3 e r1, r2, . . ., r8s+3 são as ráızes do polinômio
D(x), isto é, são os valores de x que anulam o determinante D. No entanto,
observe que D(x) é dado, em blocos, por∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · us −1 x −1
u3

1 −3u2
1 · · · u3

s −3u2
s x3 −3x2

u5
1 −5u4

1 · · · u5
s −5u4

s x5 −5x4

u7
1 −7u6

1 · · · u7
s −7u6

s x7 −7x6

...
...

. . .
...

...
...

...
u4s−3

1 −(4s− 3)u4s−4
1 · · · u4s−3

s −(4s− 3)u4s−4
s x4s−3 −(4s− 3)x4s−4

u4s−1
1 −(4s− 1)u4s−2

1 · · · u4s−1
s −(4s− 1)u4s−2

s x4s−1 −(4s− 1)x4s−2

u4s+1
1 −(4s+ 1)u4s

1 · · · u4s+1
s −(4s+ 1)u4s

s x4s+1 −(4s+ 1)x4s

u4s+3
1 −(4s+ 3)u4s+2

1 · · · u4s+3
s −(4s+ 3)u4s+2

s x4s+3 −(4s+ 3)x4s+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
∣∣∣∣ H(u1, · · · , us) ∗

∗ X

∣∣∣∣ ,

em que

X =
∣∣∣∣ x4s+1 −(4s+ 1)x4s

x4s+3 −(4s+ 3)x4s+2

∣∣∣∣ = (4s+ 1)x8s+3 − (4s+ 3)x8s+3 = (−2)x8s+3

Portanto o coeficiente de x8s+3 é igual a (−2)H(u1, · · · , us), e então

D(x) = (−2)H(u1, · · · , us)
8s+3∏
i=1

(x− ri). (5.11)

Assim, o determinante D(x) é nulo sempre que:
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• x = 0, pois desta forma o determinante D terá uma linha identicamente
nula, portanto será nulo;

• x = ±u1, x = ±u2, . . . , x = ±us, pois no caso em que x = ±ui,
1 ≤ i ≤ s, o determinante terá duas colunas múltiplas, portanto nulo.

Logo, 0, ±ui, 1 ≤ i ≤ s, serão ráızes de D(x). Neste momento questi-
ono: Qual será a multiplicidade algébrica dessas ráızes? E a resposta vem
analizando-se as derivadas de D(x):

D′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 1 −1
u3

1 −3u2
1 · · · 3x2 −3x2

u5
1 −5u4

1 · · · 5x4 −5x4

u7
1 −7u6

1 · · · 7x6 −7x6

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · x 0
u3

1 −3u2
1 · · · x3 −6x

u5
1 −5u4

1 · · · x5 −20x3

u7
1 −7u6

1 · · · x7 −42x5

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · x 0
u3

1 −3u2
1 · · · x3 −6x

u5
1 −5u4

1 · · · x5 −20x3

u7
1 −7u6

1 · · · x7 −42x5

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Note que aqui foi utilizado a seguinte propriedade: a11(x) a12(x) · · · a1n(x)

...
...

. . .
...

an1(x) a2n(x) · · · ann(x)


′

=

 a′11(x) a12(x) · · · a1n(x)
...

...
. . .

...
a′n1(x) a2n(x) · · · ann(x)

+

+

 a11(x) a′12(x) · · · a1n(x)
...

...
. . .

...
an1(x) a′2n(x) · · · ann(x)

+ · · ·+

 a11(x) a12(x) · · · a′1n(x)
...

...
. . .

...
an1(x) a2n(x) · · · a′nn(x)


Observe que D′(x) = 0 sempre que:

• x = 0, pois desta forma D′(x) terá uma coluna identicamente nula;

• x = ±ui, 1 ≤ i ≤ s, pois desta forma D′(x) terá duas colunas múltiplas.

D′′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 1 0
u3

1 −3u2
1 · · · 3x2 −6x

u5
1 −5u4

1 · · · 5x4 −20x3

u7
1 −7u6

1 · · · 7x6 −42x5

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · x 0
u3

1 −3u2
1 · · · x3 −6

u5
1 −5u4

1 · · · x5 −60x2

u7
1 −7u6

1 · · · x7 −210x4

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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e D′′(x) = 0 sempre que

• x = 0, pois desta forma D′(x) terá uma coluna identicamente nula;

• x = ±ui, 1 ≤ i ≤ s, pois desta forma D′(x) terá duas colunas múltiplas.

D′′′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 0 0
u3

1 −3u2
1 · · · 6x −6x

u5
1 −5u4

1 · · · 20x3 −20x3

u7
1 −7u6

1 · · · 42x5 −42x5

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 1 0
u3

1 −3u2
1 · · · 3x2 −6

u5
1 −5u4

1 · · · 5x4 −60x2

u7
1 −7u6

1 · · · 7x6 −210x4

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 1 0
u3

1 −3u2
1 · · · 3x2 −6

u5
1 −5u4

1 · · · 5x4 −60x2

u7
1 −7u6

1 · · · 7x6 −210x4

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · x 0
u3

1 −3u2
1 · · · x3 0

u5
1 −5u4

1 · · · x5 −120x
u7

1 −7u6
1 · · · x7 −840x3

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ou seja,

D′′′(x) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 1 0
u3

1 −3u2
1 · · · 3x2 −6

u5
1 −5u4

1 · · · 5x4 −60x2

u7
1 −7u6

1 · · · 7x6 −210x4

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · x 0
u3

1 −3u2
1 · · · x3 0

u5
1 −5u4

1 · · · x5 −120x
u7

1 −7u6
1 · · · x7 −840x3

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e D′′′(x) = 0 sempre que x = ±ui, 1 ≤ i ≤ s, pois desta forma D′′′(x)
terá duas colunas múltiplas. Perceba que 0 não é raiz de D′′′(x), uma vez
que se x = 0, então as duas últimas colunas de D′′′(x) serão linearmente
independentes. Por fim,

D(iv)(x) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 0 0
u3

1 −3u2
1 · · · 6x −6

u5
1 −5u4

1 · · · 20x3 −60x2

u7
1 −7u6

1 · · · 42x5 −210x4

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 1 0
u3

1 −3u2
1 · · · 3x2 0

u5
1 −5u4

1 · · · 5x4 −120x
u7

1 −7u6
1 · · · 7x6 −840x3

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 1 0
u3

1 −3u2
1 · · · 3x2 0

u5
1 −5u4

1 · · · 5x4 −120x
u7

1 −7u6
1 · · · 7x6 −840x3

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · x 0
u3

1 −3u2
1 · · · x3 0

u5
1 −5u4

1 · · · x5 −120
u7

1 −7u6
1 · · · x7 −2520x2

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Ou seja,

D(iv)(x) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 0 0
u3

1 −3u2
1 · · · 6x −6

u5
1 −5u4

1 · · · 20x3 −60x2

u7
1 −7u6

1 · · · 42x5 −210x4

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · 1 0
u3

1 −3u2
1 · · · 3x2 0

u5
1 −5u4

1 · · · 5x4 −120x
u7

1 −7u6
1 · · · 7x6 −840x3

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 −1 · · · x 0
u3

1 −3u2
1 · · · x3 0

u5
1 −5u4

1 · · · x5 −120
u7

1 −7u6
1 · · · x7 −2520x2

...
...

. . .
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e D(iv)(x) 6= 0 para x = ±ui, 1 ≤ i ≤ s. Portanto conclúımos que a raiz
0 tem multiplicidade algébrica igual a 3, enquanto que as ráızes ±ui, com
1 ≤ i ≤ s, são ráızes de multiplicidade algébrica igual a 4. Logo,

8s+3∏
i=1

(x− ri) = x3

s∏
i=1

(x2 − u2
i )

4.

Também, pela hipótese de indução,

H(u1, · · · , us) = (−2)s (u1 · · ·us)3
∏

1≤i<j≤s

(
u2
j − u2

i

)4
.

De (5.11) segue que

D(x) = (−2)s+1 (u1 · · ·usx)3
∏

1≤i<j≤s

(
u2
j − u2

i

)4 s∏
i=1

(
x2 − u2

i

)4
.

Fazendo x = us+1,

D(x) = H(u1, . . . , us, us+1) = (−2)s+1 (u1 · · ·usus+1)
3

∏
1≤i<j≤s+1

(
u2
j − u2

i

)4
.

Como eu queria demonstrar.

Desta forma, fazendo-se uj = j, 1 ≤ j ≤ 2s, no determinante (5.9),
verifica-se que este determinante é precisamente o determinante do sistema
(5.8), cujo valor é não nulo:

(−2)s(1 · · · s)3
∏

1≤i<j≤s

(j2 − i2)4 6= 0
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uma vez que i < j, quaisquer que sejam os valores de i e de j. Assim,
resolvendo-se (5.7), obtemos

x ≈ A1 senx− A2x cosx+ · · ·+ A2s−1 sen (sx)− A2sx cos (sx)

= A1 senx+ · · ·+ A2s−1 sen (sx)− x [A2 cosx+ · · ·+ A2s cos (sx)] .

Ou seja,

x ≈ A1 senx+ A3 sen 2x+ A5 sen 3x · · ·+ A2s−1 sen (sx)

1 + A2 cosx+ A4 cos 2x+ A6 cos 3x · · ·+ A2s cos (sx)
.

Para s = 1, encontramos A1 = 3
2

e A2 = 1
2
, verificando a expressão dada

por Cardinal (5.2).
Com o objetivo de computar todas as funções trigonométricas no mesmo

argumento, levemos em conta as identidades trigonométricas,

sen 2x = 2 senx cosx

cos 2x = cos2 x− sen 2x

Assim, para s = 2 e 3 obtemos as respectivas aproximações:

x ≈ 5

3
senx

16 + 5 cosx

17 + 16 cosx+ 2 cos2 x
; (5.12)

x ≈ 7

5
senx

92 + 66 cosx+ 7 cos2 x

82 + 111 cosx+ 36 cos2 x+ 2 cos3 x
. (5.13)

5.2 Dados numéricos

Fazendo x = π/6 as aproximações 5.12) e 5.13) retornam, respectivamente,

π ≈ 3, 141592228 . . . (6 d́ıgitos)

π ≈ 3, 141592653460 . . . (9 d́ıgitos)

Com x = π/12 temos, respectivamente,

π ≈ 3, 14159265199 . . . (8 d́ıgitos)

π ≈ 3, 14159265358976 . . . (13 d́ıgitos)

Note que as aproximações dadas aqui pelas fórmulas (5.12) e (5.13) me-
lhoram consideravelmente a feito por Fourier. Aqui também truncamos os
cálculos com n = 1000.
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Para o caso s = 3 façamos x = P − π. Desta forma (5.13) nos deixa com
a aproximação

π ≈ P +
7

5
senP

92− 66 cosP + 7 cos2 P

82− 111 cosP + 36 cos2 P − 2 cos3 P
.

Note que se P for um valor aproximado para π, então x representa o erro
desta aproximação. Fazendo P = 3, 1 obtemos

π ≈ 3, 14159265358979 . . . (> 14 d́ıgitos)
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Caṕıtulo 6

Método SH - Parte 2

No caṕıtulo anterior a função f(x) = x foi aproximada utilizando-se a base
composta pelas funções ı́mpares senx, x cosx, . . . , sen (sx), x cos (sx). Neste
caṕıtulo utilizo a base dada apenas pelas funções sen x, sen 2x, . . . , sen sx.
Esta base é a mesma utilizada no método de Fourier, no entanto desta vez
as constantes não serão tomadas pelo produto interno. Ao final faço um
confronto entre os métodos anteriores e o método aqui desenvolvido para que
possamos tirar algumas conclusões.

6.1 Idéia simplificada

No caṕıtulo 4, vimos que a série de Fourier da função f(x) = x é dada por

x = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1 sen (nx)

n

e tem convergência garantida sempre que x pertencer a um intervalo da
forma [−π, π]. Com esta mesma base de funções, será posśıvel aproximar
uma função f(x) utilizando-se da idéia passada pela aproximação do caṕıtulo
anterior, isto é, será que podemos ter

x ≈ A1 senx− A2 sen 2x+ · · ·+ (−1)s−1As sen (sx) (6.1)

com as coeficientes Ak’s a serem determinadas de modo que esta aproximação
seja considerada no sentido de Maclaurin?

Na tentativa de obter uma resposta positiva, expandimos a expressão à
direita em (6.1) truncando, agora, todos os termos de grau maior a 2s − 1.

61
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Feito isto,

x ≈
+A1

(
x− x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)s−1 x2s−1

(2s−1)!

)
−A2

(
2x− 23 x3

3!
+ 25 x5

5!
− 27 x7

7!
+ · · ·+ (−1)s−122s−1 x2s−1

(2s−1)!

)
+A3

(
3x− 33 x3

3!
+ 35 x5

5!
− 37 x7

7!
+ · · ·+ (−1)s−132s−1 x2s−1

(2s−1)!

)
...

+(−1)s−1As

(
sx− s3 x3

3!
+ s5 x5

5!
− s7 x7

7!
+ · · ·+ +(−1)s−1s2s−1 x2s−1

(2s−1)!

)
.

O que nos deixa com o seguinte sistema para os coeficientes Ak’s (idéia de
Cardinal e Newton):

A1 − 2A2 + 3A3 − · · ·+ (−1)s−1sAs = 1

A1 − 23A2 + 33A3 − · · ·+ (−1)s−1s3As = 0
...

A1 − 22s−1A2 + 32s−1A3 − · · ·+ (−1)s−1s2s−1As = 0

Ou, matricialmente,
1 −2 3 · · · s
1 −23 33 · · · s3

...
...

...
. . .

...
1 −22s−1 32s−1 · · · s2s−1



A1

A2
...
As

 =


1
0
...
0

 . (6.2)

Para ver que de fato esse sistema é sempre solúvel, considere a afirmação
abaixo:

Afirmação 6.1.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
v1 v2 · · · vn
v2

1 v2
2 · · · v2

n
...

...
. . .

...
vn−1

1 vn−1
2 · · · vn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(vj − vi) . (6.3)
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Demonstração:
� Farei a prova deste resultado por indução no número de ordem do deter-
minante.

Com efeito, para n = 2,∣∣∣∣ 1 1
v1 v2

∣∣∣∣ = v2 − v1 =
∏

1≤i<j≤2

(vj − vi)

e o resultado é verificado.
Considere válido o resultado para n ≥ 2. Assim,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
v1 v2 · · · vn x
...

...
. . .

...
...

vn−1
1 vn−1

2 · · · vn−1
n xn−1

vn1 vn2 · · · vnn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∏1≤i<j≤n(vj − vi) ∗
∗ xn

∣∣∣∣
é um polinômio em x de grau n. Seja P (x) esse polinômio. Note que se
x = vi, para qualquer i = 1, 2, . . . , n, P (x) terá duas colunas idênticas, o
que o torna nulo. Equivalente é dizer que P (x) tem como ráızes os números
v1, v2, . . . , vn. Então P (x) pode ser decomposto por

P (x) = D(x− v1)(x− v2) · · · (x− vn)

em que D é o coeficiente de xn. Nesse caso, D é dado por
∏

1≤i<j≤n (vj − vi).
Donde,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
v1 v2 · · · vn x
...

...
. . .

...
...

vn−1
1 vn−1

2 · · · vn−1
n xn−1

vn1 vn2 · · · vnn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− v1)(x− v2) · · · (x− vn)

∏
1≤i<j≤n

(vj − vi)

Faça x = vn+1 e o resultado fica completo.

Uma vez válido o resultado acima, faça vi = λ2
i na equação (6.3) para

todo i = 1, 2, . . . , n. Desta forma,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
λ2

1 λ2
2 · · · λ2

n

λ4
1 λ4

2 · · · λ4
n

...
...

. . .
...

λ2n−2
1 λ2n−2

2 · · · λ2n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(
λ2
j − λ2

i

)
.
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Ou, equivalentemente,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 λ2 · · · λn
λ3

1 λ3
2 · · · λ3

n

λ5
1 λ5

2 · · · λ5
n

...
...

. . .
...

λ2n−1
1 λ2n−1

2 · · · λ2n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ1λ2 · · ·λn

∏
1≤i<j≤n

(
λ2
j − λ2

i

)
.

Por fim, faça agora

λj = (−1)j−1j , j = 1, . . . , n ,

o determinante em (6.3) é precisamente o determinante da matriz em (6.2),
cujo valor é

1(−2)3(−4) · · ·n
∏

1≤i<j≤n

(
j2 − i2

)
=

n∏
i=1

(−1)i−1i
∏

1≤i<j≤n

(
j2 − i2

)
6= 0.

Logo o sistema para as constantes Ak’s possui única solução.
Observação. A unicidade das constantes Ak’s teria sido obtida de forma

mais simplificada se tivéssemos encontrando uma equação diferencial de di-
mensão finita s com base para o conjunto solução dada por

{ senx, sen 2x, . . . , sen (sx)}

pois desta forma bastaria tomar

K(x) = A1 senx− A2 sen 2x+ · · ·+ (−1)s−1As sen (sx)

e impor as condições iniciais

K ′(0) = f ′(0)

K ′′(0) = f ′′(0)
...

K(s−1)(0) = f (s−1)(0)

Por exemplo a equação diferencial

(D2 + 1)(D2 + 22) · · · (D2 + s2)y = 0

é uma equação que atende tais exigências.
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Resolvendo o sistema (6.2) para s = 1, 2, 3 e 4 obtemos, respectivamente,

x ≈ senx

x ≈ 4

3
senx− 1

6
sen 2x (6.4)

x ≈ 3

2
senx− 3

10
sen 2x+

1

30
sen 3x (6.5)

x ≈ 8

5
senx− 2

5
sen 2x+

8

105
sen 3x− 1

140
sen 4x (6.6)

6.2 Convergência do método

Suponha que P é uma aproximação para π. Faça x = P − π: o erro na
aproximação de π. Substituindo x por P − π em (6.1), obtemos

P − π ≈
s∑

n=1

(−1)n−1An sen [n(P − π)] . (6.7)

Uma vez que sen [n(P − π)] = sen (nP − nπ) = (−1)n sen (nP ),

P − π ≈
s∑

n=1

(−1)2n−1An sen (nP )

= −
s∑

n=1

An sen (nP ).

Ou seja,

π ≈ P +
s∑

n=1

An sen (nP ) (6.8)

= P + A1 senP + A2 sen 2P + A3 sen 3P + · · ·+ As sen (sP ).

Para s = 1, obtemos

π ≈ P + senP. (6.9)

Esta foi a aproximação apresentada por D. Shanks em 1992 [20]. Observe
que se x = P − π, então senP = sen x+ π = − senx e, portanto,

P + senP = π + x− senx

= π + x−
(
x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·

)
= π +

x3

3!
− x5

5!
+ · · ·
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Isto é, o erro nesta aproximação é da ordem x3

3!
. Portanto o erro envolvido na

aproximação de π por P é reduzido para x3

3!
em (6.9). Assim, se P for uma

aproximação de π com n casas decimais corretas, então (6.9) terá 3n casas
decimais corretas. Faça P = 3, 1 em (6.9) e teremos

π ≈ 3, 1415806 . . . (4 d́ıgitos)

Com P = 3, 14 obtemos

π ≈ 3, 14159265291 . . . (8 d́ıgitos)

Não obstante, reescrevendo-se também as equações (6.4), (6.5) e (6.6),
obtemos as respectivas melhores aproximações:

π ≈ P +
4

3
senP +

1

6
sen 2P (6.10)

π ≈ P +
3

2
senP +

3

10
sen 2P +

1

30
sen 3P (6.11)

π ≈ P +
8

5
senP +

2

5
sen 2P +

8

105
sen 3P +

1

140
sen 4P (6.12)

Como x = P − π, então senP = − senx, sen 2P = sen 2x, sen 3P =
− sen 3x, sen 4P = sen 4x e

P +
4
3

senP +
1
6

sen 2P = π +
4x5

5!
− 20x7

7!
+ · · ·

P +
3
2

senP +
3
10

sen 2P +
1
30

sen 3P = π +
36x7

7!
− 504x9

9!
+ · · ·

P +
8
5

senP +
2
5

sen 2P +
8

105
sen 3P +

1
140

sen 4P = π +
576x9

9!
− · · ·

Logo, se P é uma aproximação de π com n casas decimais corretas, então
(6.10) aproxima π com 5n casas decimais corretas. Analogamente, se P
aproxima π com n casas decimais corretas, então (6.11) e (6.12) retornam
valores de π com 7n e 9n casas decimais corretas, respectivamente.

6.3 Dados numéricos

Nas fórmulas (6.10), (6.11) e (6.12) obtidas pelo método SH, fazendo P = 3, 1,
obtemos, respectivamente, as seguintes aproximações:

π ≈ 3, 141592649 . . . (7 d́ıgitos)

π ≈ 3, 1415926535882 . . . (11 d́ıgitos)

π ≈ 3, 1415926535897922 . . . (15 d́ıgitos)
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6.4 SH VS Fourier

Para entender melhor a importância do método apresentado nesse caṕıtulo,
faça x = P − π na aproximação dada por Fourier. Isto é,

P − π ≈ 2
s∑

k=1

(−1)k+1

k
sen (kP − kπ)

≈ 2
s∑

k=1

(−1)k+1

k
(−1)k sen (kP )

≈ −2
s∑

k=1

sen (kP )

k
.

Ou seja,

π ≈ P + 2
s∑

k=1

sen (kP )

k
. (6.13)

Para s = 1,

π ≈ P + 2 senP. (6.14)

Neste caso,

P + 2 senP = π + x− 2 senx

= π + x− 2

(
x− x3

3!
− x5

5!
− x7

7!
+ · · ·

)
= π − x+

2x3

3!
− 2x5

5!
− 2x7

7!
+ · · ·

Conclúımos que o erro dado por Fourier é linear: Para P = 3, 1, (6.14) re-
torna 3, 1831 . . . (1 d́ıgito), enquanto (6.9) retornou 3, 1415806 . . . (4 d́ıgitos).
Também, para P = 3, 14 (6.14) retorna 3, 14318530 . . . (2 d́ıgitos), enquanto
(6.9) retornou π ≈ 3, 14159265291 . . . (8 d́ıgitos).

Se s = 3, então por Fourier temos

π ≈ P + 2 senP + sen 2P +
2

3
sen 3P

e tanto para P = 3, 1 quanto para P = 3, 14 os resultados não melhoram no
que diz respeito a d́ıgitos corretos de π.
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Caṕıtulo 7

A iteração MAG e a
convergência para π

Diversos métodos para aproximar π foram estudados até agora. Contudo,
neste caṕıtulo apresento um método iterativo que converge para o valor de
π de forma surpreendente no que diz respeito à velocidade de convergência.

Com base nas médias aritmética e geométrica, o método apresentado
converge exponencialmente para o valor de π, ou seja, a cada iteração há
redução do erro (diferença entre o valor aproximado e o valor real de π) de
forma exponencial.

Seja {an}∞n=1 uma sequência numérica. Se existir uma constante C1 e um
número natural p, o menor posśıvel, para o qual

|an+1 − L| < C1|an − L|p, ∀ n

então diz-se que {an}∞n=1 converge para L na ordem de p.

Por outro lado, se existe uma constante C2 tal que

|an − L| ≤ C−2n

2

então dizemos que {an}∞n=1 converge a L exponencialmente.

O método de Newton é o que se conhece como melhor método iterativo
de convergência quadrática (p = 2). Funções polinomiais com coeficientes
racionais podem ser computados por este método, porém a dificuldade é en-
contrar um método que aproxime exponencialmente pelo menos uma função
transcendental. Até o momento, o único procedimento que converge expo-
nencialmente para funções transcendentais é o método por média aritmética-
geométrica, pauta da próxima seção.
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7.1 Iteração MAG

Considere os números positivos a e b, a > b. Para a0 := a e b0 := b, defina

an+1 :=
an + bn

2
, (7.1)

bn+1 :=
√
anbn , (7.2)

com n ∈ N. Não é dif́ıcil ver que an ≥ an+1 ≥ bn+1 ≥ bn, ∀ n. Segue dáı que
ambas as sequências {an}∞n=1 e {bn}∞n=1 convergem para o mesmo limite L,
também denotado por AG(a, b).

Defina, agora,

cn :=
√
a2
n − b2n.

Desta forma,

cn+1 =
an − bn

2
=

c2n
4an+1

≤ c2n
4L

e, portanto, a sequência {cn}∞n=1 converge quadraticamente para zero.
A percepção de que

an = an+1 + cn+1 ,

bn = an+1 − cn+1 ,

permite-nos definir an, bn e cn para valores negativos de n. De fato, iniciando
com ă0 = a0 e b̆0 = c0 e definindo ăn e b̆n tal como em (7.1), a indução em n
conduz a

ăn = 2−na−n ;

b̆n = 2−nb−n ;

c̆n = 2−nc−n.

Além disso, para um número k entre 0 e 1, defino k̆ :=
√

1− k2.
Utilizando-se da integral eĺıptica de primeiro tipo

I(a, b) :=

∫ π/2

0

1√
a2 cos2 θ + b2 sen 2θ

dθ ,

sabemos que I(an, bn) independe do valor de n [17], donde

I(a0, b0) = lim
n→∞

I(an, bn) = I(L,L) =
π

2L
.



7.1. ITERAÇÃO MAG 71

Isto é,

AG(a0, b0)I(a0, b0) =
π

2
.

Em seu trabalho, J. M. Borwein e P. B. Borwein [5] provaram que

lim
k→0+

[
log

(
4

k

)
− I(1, k)

]
= 0.

Teorema 7.1. A iteração MAG satisfaz a seguinte identidade:

lim
n→∞

2−n
ăn
an

log
4an
cn

=
π

2
. (7.3)

Demonstração:
� Com efeito,

π

2
= lim

n→∞
ănI(ă0, b̆0)

= lim
n→∞

ănI(ă−n, b̆−n)

= lim
n→∞

ănI(2nan, 2
ncn).

Observe que

I(2nan, 2
ncn) =

∫ π/2

0

1√
(2n)2a2

n cos2 θ + (2n)2c2n sen 2θ
dθ

=
2−n

an

∫ π/2

0

1√
cos2 θ +

(
cn
an

)2
sen 2θ

dθ

=
2−n

an
I
(

1,
cn
an

)
.

Portanto,

π

2
= lim

n→∞
2−n

ăn
an
I
(

1,
cn
an

)
= lim

n→∞
2−n

ăn
an

log
4an
cn

.
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Assim, para a0 = ă0 = 1, b0 = k e c0 = k̆, considere

Pn(k) :=

(
4an
cn

)21−n

,

Qn(k) :=
an
ăn

,

e os limites P = limn→∞ Pn, Q = limn→∞Qn, a = limn→∞ an e ă =
limn→∞ ăn. Desta forma,

Pn+1 = Pn

(
an+1

an

)21−n

.

Como a ≤ an+1 ≤ an, então
(
an+1

an

)21−n

≤ 1 e, portanto, Pn+1 ≤ Pn ≤ P0,

∀ n. Assim,

0 ≤ Pn − Pn+1 ≤

[
1−

(
an+1

an

)21−n
]
Pn

≤
(

1− an+1

an

)
P0

≤
(
an − an+1

an

)
P0

≤ an − an+1

a
P0

Portanto,

|Pn+k − Pn| ≤
|an+k − an|

a
P0

Uma vez que P0 = 16/(1− k2), fazendo k −→∞ obtemos

|Pn(k)− P (k)| ≤ 16

1− k2

(
|an − a|

a

)
. (7.4)

Também,

|Qn(k)−Q(k)| =

∣∣∣∣anăn − lim
n→∞

an
ăn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣anăn − a

ă

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ană+ ăa− ăa− aăn
ăăn

∣∣∣∣
≤ ă|a− an|+ a|ă− ăn|

ă2
. (7.5)
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Decorre das majorações (7.4) e (7.5) que ambos Pn(k) e Qn(k) podem ser
computados exponencialmente desde que os an’s possam ser calculados. As-
sim, por (7.3) segue que

lim
n→∞

1

2n
log

4an
cn

=
π

2
lim
n→∞

an
ăn

(7.6)

e ambos os lados convergem.
O ponto crucial desse método é perceber que ao diferenciarmos (7.6) eli-

minaremos o logaritmo e ficaremos apenas com π.

7.2 O algoritmo MAG

Teorema 7.2. Considere os valores iniciais

α0 =
√

2

β0 = 0

π0 = 2 +
√

2

Se

αn+1 =
1

2

(
α1/2
n + α−1/2

n

)
βn+1 = α1/2

n

(
βn + 1

βn + αn

)
πn+1 = βn+1

(
1 + αn+1

1 + βn+1

)
πn

então πn converge exponencialmente para o valor de π.

Demonstração:
� � Considere os valores de an, bn, cn, ăn, b̆n e c̆n funções de k, ou seja, faça
b0 = k, b̆0 =

√
1− k2, a0 = ă0 = 1. Diferenciando a expressão

1

2n
log

4an
cn
− π

2

an
ăn

,

que sabemos convergir para zero, obtemos:

1

2n

(
a′n
an
− c′n
cn

)
− π

2

an
ăn

(
a′n
an
− ă′n
ăn

)
(7.7)

que converge para zero.
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Note que os valores de a′n, b′n e c′n podem ser computados recursivamente
fazendo-se

a′n+1 =
a′n + b′n

2

b′n+1 =
1

2

(
a′n

√
bn
an

+ b′n

√
an
bn

)
c′n+1 =

1

2
(a′n − b′n)

com a′0 = 0, b′0 = 1, a0 = 1 e b0 = k.
Por simplicidade façamos

αn :=
an
bn

;

βn :=
a′n
b′n
.

Levando-se em conta a iteração MAG, ou seja, as definições de an+1, bn+1 e
cn+1, obtemos as seguintes identidades:

a′n+1 − b′n+1 =
a′n + b′n

2
− 1

2

(
a′n

√
bn
an

+ b′n

√
an
bn

)

=
1

2

(
a′n + b′n −

a′n
√
bn√
an
−
b′n
√
an√
bn

)
=

1

2

(√
an −

√
bn
)( a′n√

an
− b′n√

bn

)
.

1− an+1

a′n+1

c′n+1

cn+1

= 1− (an + bn)(a′n − b′n)

(a′n + b′n)(an − bn)

= 1− ana
′
n + a′nbn − anb′n − bnb′n

ana′n + anb′n − a′nbn − bnb′n

=
2anb

′
n − 2a′nbn

ana′n + anb′n − a′nbn − bnb′n

=
2
(
an

bn
− a′n

b′n

)
an

bn

a′n
b′n

+ an

bn
− a′n

b′n
− 1

=
2(αn − βn)

αnβn + αn − βn − 1

=
2(αn − βn)

(βn + 1)(αn − 1)
.
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αn+1 =
1

2

an + bn√
anbn

=
1

2

an
√
anbn + bn

√
anbn

anbn

=
1

2

(√
anbn
bn

+

√
anbn
an

)
=

1

2

(√
an
bn

+

√
bn
an

)
=

1

2

(
α1/2
n + α−1/2

n

)
.

βn+1 =
a′n + b′n

a′n

√
bn
an

+ b′n
√

an

bn

=
a′n + b′n

a′nα
−1/2
n + b′nα

1/2
n

=
α

1/2
n (a′n + b′n)

a′n + b′nαn

=
α

1/2
n

(
a′n
b′n

+ 1
)

a′n
b′n

+ αn

= α1/2
n

(
βn + 1

βn + αn

)
. (7.8)

αn+1 − 1 =
1

2

(
α1/2
n + α−1/2

n

)
− 1

=
1

2α
1/2
n

(
αn + 1

)
− 1

=
1

2α
1/2
n

(
αn + 1− 2α1/2

n

)
=

1

2α
1/2
n

(
α1/2
n − 1

)2
. (7.9)
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αn+1 − βn+1 =
1

2
(α1/2

n + α−1/2
n )− α1/2

n

(βn + 1)

(βn + αn)

=
α

1/2
n

2

[
αn + 1

αn
− 2(βn + 1)

βn + αn

]
=

α
1/2
n

2

[
(βn + αn)(αn + 1)− 2αn(βn + 1)

αn(βn + αn)

]
=

α
1/2
n

2

(
α2
n − αn + βn − αnβn

)
αn(βn + αn)

=
α

1/2
n

2

(αn − 1)(αn − βn)

αn(βn + αn)
. (7.10)

αn+1 − βn+1

αn+1 − 1
=

α
1/2
n (αn − 1)(αn − βn)

2αn(αn + βn)
· 2αn

α
1/2
n

(
α

1/2
n − 1

)2
=

(αn − 1)(αn − βn)(
α

1/2
n − 1

)2
(αn + βn)

=

(
α

1/2
n + 1

)2
(αn − βn)

(αn − 1)(αn + βn)

=

(
1 + α

1/2
n

)2
(αn + βn)

(αn − βn)

(αn − 1)
. (7.11)

Definindo, agora,

γn :=
1

2n

(
αn − βn
αn − 1

)
.

Diretamente de (7.11) decorre que

γn+1 =

(
1 + α

1/2
n

)2
2(αn + βn)

γn. (7.12)

E, portanto,

γn
1 + βn

=
1

2n+1

(
1−

an+1c
′
n+1

a′n+1cn+1

)
.

O algoritmo para π vem multiplicando-se a identidade (7.7) por an/a
′
n,

pois essa multiplicação resulta em

1

2n

(
1− anc

′
n

a′ncn

)
− π

2

an
ăn

(
1− ană

′
n

a′năn

)
(7.13)
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Além disso, note que se

ăn = an ,

ă′n = −a′n ,

então (7.13) torna-se

1

2n

(
1− anc

′
n

a′ncn

)
− π ,

que converge para zero. Ou seja,

γn
1 + βn

−→ π. (7.14)

Mas para obter a igualdade an = ăn basta que a1 = ă1, já que a1 = ă1 ⇒
an = ăn, ∀ n. Decorre dáı que k = k̆ = 2−1/2.

Com intuito de estabelecer uma recursividade para (7.14) defino

πn :=
γn

1 + βn
.

Desta forma,

πn+1 =
γn+1

1 + βn+1

=
1

2

(
1 + α

1/2
n

)2
(αn + βn)

γn
(1 + βn+1)

=
1

2

(
1 + α

1/2
n

)2
(αn + βn)

γn[
1 + α

1/2
n

(1+βn)
(αn+βn)

]
=

1

2

(
1 + 2α

1/2
n + αn

)
γn

(αn + βn) + α
1/2
n (1 + βn)

=
1

2

(
1 + 2α

1/2
n + αn

αn+βn

1+βn
+ α

1/2
n

)
πn

=
1

2

 α
−1/2
n + α

1/2
n + 2

α
−1/2
n

(
αn+βn

1+βn

)
+ 1

πn
=

1

2

[
2 + 2αn+1

1
βn+1

+ 1

]
πn

= βn+1

(
1 + αn+1

1 + βn+1

)
πn.
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Lembremos que πn converge para o valor de π.
Observação. Para analisar o quão rápido ocorre tal convergência, devemos

considerar a diferença πn+1−πn. Antes disso, façamos algumas considerações:

Lema 7.2.1. αn −→ 1, quadraticamente.

Demonstração:
�

αn+1 − 1 =
1

2α
1/2
n

[
(α

1/2
n − 1)(α

1/2
n + 1)

]2
(
α

1/2
n + 1

)2
=

(αn − 1)2

2α
1/2
n

(
α

1/2
n + 1

)2
≤ 1

2
(αn − 1)2.

Observe que |αn− 1| ≤ 1 =⇒ |αn+1− 1| ≤ 1. Além disso, como α0 =
√

2,
1 ≤ αn+1 ≤ αn, ∀ n.

Lema 7.2.2. Considere a identidade (7.8). Por esta identidade segue que

β2
n ≤ αn =⇒ β2

n+1 ≤ αn+1

Demonstração:
� Se β2

n ≤ αn, então βn ≤
√
αn e, logo,

βn(α1/2
n − 1) ≤ α1/2

n (α1/2
n − 1) =⇒ α1/2

n βn + α1/2
n ≤ αn + βn

=⇒ α1/2
n (βn + 1) ≤ αn + βn

=⇒ α1/2
n

(βn + 1)

(αn + βn)
≤ 1.

Ou seja, βn+1 ≤ 1. Logo, β2
n+1 ≤ 1 ≤ αn+1.

Como β2
0 ≤ α0, β

2
n ≤ αn, ∀ n. Mais, βn ≤ 1, ∀ n.

Lema 7.2.3. Para n ≥ 4 temos

|αn − 1| ≤ 1

102n+2
.
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Demonstração:
� Farei a prova por indução sob o número n. Com efeito, para n = 4 o
cálculo numérico nos leva a

|α4 − 1| ≤ 1

1024 + 2
.

Considere, então, válida a relação

|αn − 1| ≤ 1

102n+2

para n ≥ 4. Notando que

|αn − 1| = |α1/2
n − 1||α1/2

n + 1| =⇒ |α1/2
n − 1| ≤ 1

α
1/2
n + 1

· 1

102n+2

da identidade (7.9) segue que

|αn+1 − 1| =
1

2α
1/2
n

|α1/2
n − 1|2

≤ 1

2α
1/2
n

1(
α

1/2
n + 1

)2 · 1

102n+1+4

≤ 1

102n+1+2

que termina a demonstração.

Lema 7.2.4. Para n ≥ 4 temos

|βn − 1| ≤ 1

102n+2
.

Demonstração:
� Novamente farei uma indução sobre o número n. Para n = 4 de fato temos

|β4 − 1| ≤ 1

1024 + 2
.

Considerando o resultado válido sempre que n ≥ 4, isto é,

|βn − 1| ≤ 1

102n+2
, n ≥ 4 ,

temos, de acordo com as identidades (7.9) e (7.10),

1− βn+1 =
(αn − 1)(αn − βn)

2α
1/2
n (αn + βn)

+ (1− αn+1).
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Logo,

|1− βn+1| ≤

∣∣∣∣∣(αn − 1)(αn − βn)

2α1/2
n (αn + βn)

∣∣∣∣∣+ |1− αn+1|

≤ |αn − 1||αn − βn|+ |αn − 1|2

≤ 1
102n+2

(|αn − 1|+ |βn − 1|) +
1

102n+1+4

≤ 2
102n+1+4

+
1

102n+1+4

≤ 1
102n+1+2

.

Finalizando a demonstração.

Voltando à diferença πn+1 − πn, perceba que esta é dada por

γn+1

1 + βn+1
− γn

1 + βn
=

[ (
1 + α

1/2
n

)2
2(βn + αn)(1 + βn+1)

− 1
(1 + βn)

]
γn

=

[
(1 + αn + α

1/2
n )(1 + βn)− 2(βn + αn)(1 + βn+1)

2(βn + αn)(1 + βn+1)(1 + βn)

]
γn.

Entretanto,

(1 + αn + α1/2
n )(1 + βn)− 2(βn + αn)(1 + βn+1) =

= 1 + αnβn + 2α1/2
n βn + 2α1/2

n − αn − βn
− 2βnβn+1 − 2αnβn+1

= 2βn(α1/2
n − 1) + βn + 1 + αnβn + 2α1/2

n

− αn − 2βnβn+1 − 2αnβn+1

= 2βn(α1/2
n − 1) + 2βn(1− βn+1)− βn + 1

+ αnβn + 2α1/2
n − αn − 2αnβn+1

= 2βn(α1/2
n − 1) + 2βn(1− βn+1) + βn(αn − 1)

+ 1 + 2α1/2
n − αn − 2αnβn+1

= 2βn(α1/2
n − 1) + 2βn(1− βn+1) + βn(αn − 1)

−
(
α1/2
n − 1

)2 + 2− 2αnβn+1

= 2βn(α1/2
n − 1) + 2βn(1− βn+1) + βn(αn − 1)

−
(
α1/2
n − 1

)2 + 2βn+1(1− αn)− 2βn+1 + 2

= 2βn(α1/2
n − 1) + 2βn(1− βn+1) + βn(αn − 1)

−
(
α1/2
n − 1

)2 + 2βn+1(1− αn) + 2(1− βn+1).
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Uma vez que 2(βn + αn)(1 + βn+1)(1 + βn) > 1,∣∣∣∣ γn+1

1 + βn+1

− γn
1 + βn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣(1 + αn + α1/2
n )(1 + βn)− 2(βn + αn)(1 + βn+1)

∣∣ |γn|
≤

(
2|α1/2

n − 1|+ 2|βn+1 − 1|+ |αn − 1|

+
∣∣α1/2

n − 1
∣∣2 + 2|αn − 1|+ 2|βn+1 − 1|

)
|γn|

≤ 10

∣∣∣∣ 1

102n+2

∣∣∣∣ |γn|
≤

∣∣∣∣ 1

102n+1

∣∣∣∣ |γn|.
Observe, agora, que

|λn+k − λn| = |λn+k − λn+k−1 + λn+k−1 − · · · − λn+1 + λn+1 − λn|
≤ |λn+k − λn+k−1|+ · · ·+ |λn+1 − λn|.

Assim, para λn := γn

1+βn
temos que∣∣∣∣ γn+k

1 + βn+k

− γn
1 + βn

∣∣∣∣ ≤ 1

102n+k−1+1
|γn+k−1|+ · · ·+

1

102n+1
|γn|

≤ 1

10

k−1∑
s=0

|γn+s|
102n+s

Como γn −→ 2π, a partir de um certo número N , n ≥ N ⇒ |γn| ≤ 8. Desta
forma, fazendo k tender a infinito,∣∣∣∣π − γn

1 + βn

∣∣∣∣ ≤ 8

10

∞∑
s=n

1

102s

≤ 4

5

∞∑
s=1

1(
102n

)s
≤ 1

5/4

1(
102n − 1

) .
Como 102n − 5 ≥ 0⇔ 5/4(102n − 1) ≥ 102n

, conclúımos que∣∣∣∣ γn
1 + βn

− π
∣∣∣∣ ≤ 1

102n (7.15)

e, de fato, a sequência πn converge exponencialmente para o valor de π.
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7.3 Dados numéricos

Começamos desenvolvendo nosso algoritmo com os valores a0 = ă0 = 1,
b0 = k e b̆0 = k̆. Além disso, na parte intermediária de nossos cálculos nos
deparamos com a necessidade k = k̆ = 2−1/2. Assim, para que o algoritmo
funcione corretamente precisamos encotrar agora os valores iniciais α0, β0 e
π0:

α0 =
a0

b0
=
√

2

β0 =
a′0
b′0

= 0

π0 =
γ0

1 + β0

= γ0 = 2 +
√

2

Com estes valores, e iterando conforme as identidades

αn+1 =
1

2

(
α1/2
n + α−1/2

n

)
βn+1 = α1/2

n

(
βn + 1

βn + αn

)
πn+1 = βn+1

(
1 + αn+1

1 + βn+1

)
πn

obtemos os seguintes resultados (n é o número de iterações):

n = 1 =⇒ π ≈ 3, 1426 . . . (2 d́ıgitos)

n = 1 =⇒ π ≈ 3, 141592660 . . . (7 d́ıgitos)

n = 1 =⇒ π ≈ 3, 14159265358979 . . . (> 14 d́ıgitos)

Os cálculos foram realizados em um micro computador com processador
AMD Sempron(tm) 2600+. Para valores maiores de n vide tabela 7.1 abaixo.

Com 20 interações temos o valor de π com 2 milhões de casas decimais
corretas. Fonte: [5].
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Iteração (n) Dı́gitos corretos Iteração (n) Dı́gitos corretos

1 3 6 170
2 8 7 345
3 19 8 694
4 41 9 1392
5 83 10 2788

Tabela 7.1: Resultados do algoritmo. Fonte [5].
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Caṕıtulo 8

Conclusão

Neste trabalho, foram apresentados vários métodos de aproximação para π,
dos quais um, em especial, merece destaque: o algoritmo MAG (no original,
Arithmetic-Geometric Mean). A cada iteração deste algoritmo, a diferença
entre o valor retornado pela máquina e o valor exato de π decresce exponen-
cialmente.

Este trabalho obrigou-me a aplicar conhecimentos de diversas áreas da
Matemática: Análise, Álgebra Linear, Teoria de Números, Equações Dife-
renciais, Métodos Numéricos etc. No âmbito pessoal, a visão da Matemática
que eu tinha, como algo meramente abstrato, foi substitúıda por uma visão
mais realista, ao verificar o valor da teoria quando aplicada em um problema
concreto.
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