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Capitulo 1

Introducao

Pi é certamente o mais natural dentre os niimeros transcendentes. Portanto
nao é surpresa que suas propriedades venham sendo estudadas ao longo dos
ultimos 250 anos.

Sabemos que pi é um nimero irracional desde 1771 (Lambert), que pi é um
numero transcendente desde 1882 com a prova apresentada por Lindermann.
Também sabemos que pi nao é um nimero de Liouville! (provado por Mahler
em 1953).

Conhecemos algumas centenas de milhares de digitos de pi e que ques-
toes concernentes a normalidade e/ou a distribuicao destes digitos sao muito
comuns em técnicas matematicas para o calculo de pi. Vale salientar que as
técnicas mais avancadas hoje utilizadas visam apenas aplicagoes substanciais
como, por exemplo, em testes de integridade global de supercomputadores,
ja que nao podemos fazer muita coisa em termos de precisao estendida no
célculo numérico (de pi).

A primeira técnica utilizada para o calculo de 7 foi introduzida por Ar-
quimedes de Saracenas (287-212 A.C.) que relacionou as areas de poligonos
com 6 - 2™-lados inscritos e circuncritos a uma circunferéncia de raio unitario.
Com n = 4 Arquimedes obteve

3ﬁ<7T<3?

Esta foi a base para todos os calculos de 7 nos proximos 1800 anos. Ludolph
(1540-1610) calculou 34 digitos de 7 por este método.

'Um ntmero § é dito de Liouville se para qualquer niimero n, existem inteiros p e ¢

tais que
1
0< ‘5—1)‘ < —
q q

Liouville provou que todos estes niimeros sao nimeros transcendentes.
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O desenvolvimento do célculo (séries, integrais, etc) possibilitou o estudo
de técnicas mais avancadas para calcular digitos de 7. Em 1671 com a série
de Gregory

t /x ! dt x3+x5
arctanx = —r -4+ _ ...
o 1+t 3 5

surgiram varias formulas que aproximavam 7. Em 1706 John Machin (1680-
1752) provou a igualdade

T 1
— = 4 arctan — — arctan —
4 5 239

Variacoes nesta identidade foram estudadas até 1970, concluindo com o cal-
culo manual de 7 feito por Willian Shanks que obteve 527 digitos de 7 (na
verdade seus céalculos chegaram a 707 digitos, porém um erro ocorrido na 527
casa decimal fez anular todos os digitos sequéntes).

Com o avanco computacional, Metropolis, Reitwieses e von Neumann em
1949 computaram e analisaram 2037 digitos de 7 utilizando-se da férmula de
Machin e o micro ENIAC. Em 1961, Daniel Shanks e John Wrench compu-
taram 100.000 digitos de m no IBM 7090. Ja em 1973, ainda pela féormula
de Jonh Machin, um milhao de digitos de 7w foram computados com o micro
CDC 7600, mérito atribuido a Jean Guillord e M. Bouyer.

A terceira técnica, baseada na teoria de integrais elipticas, promoveu o
mais recente algoritmo para a computagao de digitos de 7. Os mais recen-
tes recordes vao, separadamente, para David Bailey (1986 - 29 milhdes de
digitos) e Yasumasa Kanada, que comegou pelos estudos de Richard Brent
e Fugene Salamin. Com auxilio do supercomputador Hitachi S-820, Kanada
obteve 201.326.000 digitos de 7 em 6 horas.

Para apresentar todas estas técnicas, este trabalho esta organizado da
seguinte forma: No capitulo 2, que servira também como preliminar para os
capitulos 5 e 6, apresento uma forma de aproximagcao para 7w que é dada pelo
método de aproximacao por polinomios de Taylor. Defini¢oes, resultados e
propriedades sobre convergéncia deste modelo também serao abordados.

No capitulo 3, apresento preliminares necessarias para o estudo das séries
de Fourier. Introduzo um espaco de funcoes, definindo o produto interno e
norma neste espaco. Ja no capitulo 4 faco um estudo da série de Fourier num
contexo geral, mostrando como sao dados os coeficientes desta série e como
ela serve para aproximar fungoes. Como um caso particular, apresento um
segundo método de aproximacao para 7.

No capitulo 5 considero a aproximagao f(z) ~ Y~ c,0n(z), {dn}o,
uma base de fungoes linearmente independentes, e utilizo as idéias preceden-
tes (Taylor e Fourier) para encontrar os coeficientes ¢,’s que auxiliardo na



aproximacao de m. O capitulo 6 pode ser considerado como uma extensao do
capitulo 5, ja que utiliza a mesma idéia deste. A diferenca entre eles é a base
de fungoes utilizada. Aqui apresento outro método para aproximagao de T,
analisando sua convergéncia e o comparando com o método de Fourier.

Por fim, no capitulo 7, estudo um dos mais recentes e avancados métodos
para o calculo de pi: o algoritmo MAG. Este algoritmo tem convergéncia
exponencial e essa velocidade de convergéncia nao pode ser apreciada em
computadores domésticos, ja que a precisao da maquina ¢é atingida logo nas
primeiras iteragoes.
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Capitulo 2

Preliminares 1

2.1 Funcoes analiticas reais

Existem varios métodos para se aproximar uma funcao. Um deles é a apro-
ximacgao por fungoes polinomiais. Por exemplo, a idéia da aproximagao de
Taylor! é aproximar uma funcdao f por um polindémio p no sentido de que
o polinomio e suas derivadas concordem com a fungao e suas derivadas na
vizinhanga de um determinado ponto, ou seja,

p®(a) = f®a), k=0,1,..., a€eR. (2.1)

Portanto, supondo que f seja uma funcao com derivadas até ordem n > 1
na vizinhanc¢a de um ponto a, e considerando o polinémio

() = ag+ a1(z — a) + ag(xr —a)* + -+ + a, (v — a)” (2.2)
a tentativa de aproximar a funcao f por um polinémio p,
f(@) ~ ag+ ai(z — a) + as(z — a)® + -+ - + an(z — a)",

respeitando-se as condigdes (2.1), nos da a seguinte rela¢ao entre os coefici-
entes a’s da aproximacao com a funcao a ser aproximada:

f"(a)
kL
Conclusao: Se f é uma funcao com derivadas até ordem n > 1 na vi-

zinhanca de um ponto a, a aproximagao de f por um polinomio p, ¢ dada
por

k=1,2,....n. (2.3)

ap =

(z —a)’
2!
1Brook Taylor, matematico inglés 1685 - 1731.

f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + f"(a)
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que pode ser denotada simplesmente por

(x —a)*

fla) =y f P (a) = (24)

O polinémio p,(x) dado em (2.2) com constantes dadas por (2.3) é dito
o polinomio aproximador de Taylor.

No caso particular em que a = 0, a aproximacao é dita aproximacao de
Maclaurin. Sen =1, f(z) = f(a)+ f'(a)(x —a) - que é o Teorema do Valor
Médio.

Além disso, se a fungao f for n + 1 vezes diferencidvel no intervalo |a, x|,
entao o sinal “~” pode ser substituido pelo sinal de “=" fazendo-se

f(z) = Py(x) + R, (x) (2.5)

em que o termo R,(z) representa o erro na aproximacao da fungao f pelo
polinémio P,. O erro na aproximacao por polinomio de Taylor é dado por
uma das seguintes férmulas:

a) erro de Lagrange [18], [23]:

F (0

CES (x—a)"™, cc(a,z);

R, (x) =

b) erro de Cauchy (a representagao integral do erro[2]):
B fn-i—l (C)
ol

R,(x) = %/w (z —t)"f (@) dt, te (a,z).

Ry ()

(x—¢)"(x—a), cé€(a,x)ou

Em geral, se a funcdo f for infinitamente diferencidvel no intervalo [a, z],
com R,(z) — 0 quando n — oo, entao segue de (2.5) que

(@) = fa) + f(a)(x —a) + fz_(f‘)(x AT

ou, simplesmente,

em [a, z].
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2.1.1 Analise de convergéncia

Considere o intervalo I C R. Uma sequéncia de funcgoes definidas em I é
uma sequencia do tipo

fisfoy ooy fuy e (2.6)

Dado x € I, a sequéncia (2.6) pode ou nao ter um limite, podendo definir
uma funcao f nos pontos de I em que existe o limite:

lim f,(z) = f(x).

Contudo, suponha que as funcgoes f,, tenham certas propriedades, por
exemplo sejam continuas, diferencidveis e/ou integraveis. Sera que tais pro-
priedades sao mantidas na funcao f? Dependendo do tipo de convergéncia a
resposta ¢é positiva. Vejamos:

Definicao 2.1 (Convergéncia pontual de fungoes). Dizemos que a sequéncia

fisfoy ooy fay oo

converge pontualmente em um intervalo I C R para uma fungdo f(x) se, e
somente se, para cada x € I fixado, para cada € > 0, existe um inteiro N tal
que,

|fu(z) = f(z)| <€, Vn>N.
Denotamos essa relagao por f, — f pontualmente em 1.

Definicao 2.2 (Convergéncia uniforme de fungoes). Dizemos que a sequéncia

fisfos ooy fuy oo

converge uniformemente em um intervalo I C R para uma funcao f se, e
somente se, para cada € > 0, existe um inteiro N, independente de x, tal que

|fulz) — f(z)|<e, Vaxel, Vn>N.
Denotamos essa relagao por f, — f uniformemente em I.

Decorre da prépria definicao que convergéncia uniforme implica em con-
vergéncia pontual. Ja a reciproca nao é verdadeira. Convergéncia pontual
nao é um modelo forte de convergéncia no que diz respeito a preservacao de
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propriedades das funcoes f,,’s, pois nao preserva sequer a continuidade. Com
efeito, considere a sequéncia de funcoes continuas dadas por

0 ,se <0
folz) = 1 ,se xz>1
nr , se O<x<%

Essa sequéncia converge pontualmente para a funcgao

0 ,se <0

f(x):{l ,se >0

que nao ¢ uma funcao continua. Por outro lado, a convergéncia uniforme
preserva a continuidade de fungoes. O resultado que prova esse fato é o que
segue.

Teorema 2.1. Suponha que a sequéncia de fungoes { fn(x)} | converge uni-
formemente para a fun¢ao f(x) em I C R. Se cada funcao {f,} —,. for
continua em I C R, entao f € continua em I C R.

Demonstracao:
[J Seja € um inteiro positivo qualquer. Pela definicao de convergéncia uni-
forme, existe N sufucientemente grande tal que

Ifn(:c)—f(a:)|<§, Veel, Vn>N.

Suponha, agora, o € I. Uma vez que fyi1 é continua, para todo € > 0,
existe 6 > 0 tal que

€
|fvs1(®) = fasi(zo)| < 3 V& € |r— x| <.

E claro que

f(x) = f(wo) = f(z) — fni1(z) + v (®) — fyea(zo) + fnsi(zo) — f(=o)-
Logo,
|f(x) = fl@o)] < |f(@) = [y (@) + [ fvra(z) — g (o))
+| fng1(zo) — f2o)]
< €/3+¢€/3+¢€/3

—= € 5

sempre que |x — x| < §. Isto é, f é continua para cada ponto xy € I, o que
conclui a demonstracao. [ |



2.1. FUNCOES ANALITICAS REAIS 9

Em termos de séries, dizemos que a série de fungoes >~ f,(z) con-

verge se a sucessao das reduzidas, também chamada sequéncia das somas
parciais, converge. Isto é, se existe e é finito o limite lim,, .., S,(x), em que
Sn(z) =31_, fr(z) é a sequéncia das somas parciais. Neste caso devemos
estudar para que func¢ao converge a série das somas parciais S, ().

Definicao 2.3 (Convergéncia pontual de séries). Considere a sequéncia de
funcoes fr’s definidas num intervalo I C R. Dizemos que a série de funcgoes
> falx) converge pontualmente para uma fungdo f se, e somente se, para
cada x € I fizado,

f(z) = lim S,(x)

n—oo
em que S,(x) =Y ;_, fr(x) € a sequéncia das somas parciais.

Definicdo 2.4 (Convergéncia uniforme de séries). Considere a sequéncia de
fungoes fr’s definidas num intervalo I C R. Dizemos que a série de funcgoes
Y fa(x) converge uniformemente para uma funcao f se, e somente se,

f(x) = lim S,(x), Vzel,

em que S,(x) = 1_, fr(x) € a sequéncia das somas parciais.

A condigao suficiente para ocorrer convergéncia uniforme de uma série
pode ser dada pelo teste M de Weierstrass (teste M-W), vide demonstragao
em [1]:

Teorema 2.2 (Teste M-W). Considere > u,(x) uma série de fungoes

up : I — R, I um intervalo da reta. Suponha que |u,(z)| < M, para todo
x € I, em que M, é uma constante positiva. Se >, M, converge, entio a
série > u,(x) converge uniformemente e absolutamente® em 1.

Vale lembrar que a série )~ 2", conhecida como série geométrica, con-
verge sempre que |r| < 1 e seu valor é igual a x/(1 — x). J4 para a p-série

p n—lp, caso p = 1 entao ela nao converge, donde diz-se que ela divergente.

Voltando a série de Taylor, nada sabemos, a priori, sobre a convergéncia
da série
> f®) (g
> fk—'()(g; —a)*. (2.7)
- !

1

2Diz-se que uma série > u, (z) de funcdes u, : I — R, I C R, converge absolutamente
se a série Y |u,(x)| dos valores absolutos convergir. N&o é dificil ver que se uma série
converge, entao ela convergird absolutamente.
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O que sabemos ¢ que ela é uma série do tipo Y~ a,(z — a)”, dita uma série
de poténcias numa vizinhanga do ponto a. Como pode ser visto em [23] ou
m [18], vale o teorema:

Teorema 2.3 (Convergéncia da série de poténcias). Suponha a série de po-
téncias Y " an(x — a)". Existem trés possibilidades para esta série:

1. € convergente somente quando x = a;
2. € convergente para qualquer valor de x;

3. existe um numero real R > 0 tal que a série converge sempre que
|z — a| < R e diverge sempre que |z — a| > R.

O numero R é dito o raio de convergéncia da série e, por convencao, R = 0
para o caso (1) e R =“00” para o caso (2).

Uma vez garantida a convergéncia da série em (2.7), podemos diferencia-
la e integra-la termo a termo obtendo novas séries, as quais continuam com
o mesmo raio de convergéncia R, isto é, valem os resultados [1]:

Teorema 2.4 (Diferenciagao da série de poténcias). Suponha R > 0 e que a
série Yy " an(x — a)™ tenha raio de convergéncia R. Defina

Z an(x —a)" (2.8)

n=0

Entao f é diferenciavel, tem raio de convergéncia R e é dada por

o0
= Z nap(z —a)*
n=1

para todo x tal que |z — a| < R.

Corolario 2.4.1 (Integragao da série de poténcias). Considere as hipdteses
do teorema (2.4). Entao f € integrdvel, com fax f(t)dt obtida integrando-se
(2.8) termo a termo, tem raio de convergéncia R e é dada por

(x —a)”
Za" n+1

para todo x tal que |r —a| < R.

+1

Além das defini¢oes de convergéncia estudadas, para funcoes integraveis
temos mais um conceito de convergéncia: a convergéencia em média:
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Definicao 2.5 (Convergéncia em média). Dizemos que uma sequéncia de
fungées fi,..., fn integrdveis num intervalo I = [a,b] converge em média
para uma funcao f se, e somente se,

i ([ sar) =

A convergéncia em média é diferente da convergeéncia pontual. De fato,
para a sequéncia de fungoes f,(z) = 2" em C([—1,1]),

1 1/2
lim ||z" =0 = lim </ :L’Q”)
n—o00 n—oo -1

9 1/2
= lim

= 0.
Ou seja, a sequéncia x, x2, 22, . .. converge em média para zero. Entretanto,
se r = 1 essa sequéncia converge para 1, enquanto que se x = —1 a sequéncia
sequer converge. Logo x,x?, x3,... nao converge pontualmente. Decorre dai

que convergéncia em média também ¢é diferente de convergéncia uniforme.

Definicao 2.6 (Funcao Analitica). Seja I um intervalo aberto da reta e
f I — R uma funcgao infinitamente diferenciavel. Dizemos que f € ana-
litica em I se para cada ponto xog € I existir uma vizinhanga aberta Vi C I
de xq tal que

£ (g
fa) =3 T e

n!
n=0
para todo ponto x € Vi.

Ezemplos. Para a fungdo f(x) = senzx, qualquer que seja k € N,
fU () = senz, fWHD(2) = cosx, fUWH(z) = —senz e fUH3)(z) =
—cosx. Dai,

fU40) = 0
f(4k+1)(0) — 1
f(4k+2)(0) _ 0
f(4k+3) 0 -1

e a série de Maclaurin de f(x) = senz fica

e
2 3 4 $5 2n+1

x x x N T
0+1'm+0'5_1'§+0'I+1'§+”':Z(_1) S
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Como esta série converge para qualquer valor de z,

e x2n+1
Senx:ZO(—l) 'm, \V/Z'GR

Um estudo andlogo obtém:

. 2?3t e
e’ = 1+x+?+§+z---:§%me
T2 x4 o r2n
T ). .
st > "1 * U™ 2o

3
o

Ambas com convergéncia é assegurada para qualquer x € R.
Considere, agora, a seguinte funcao:

(2.9)

eV ge x>0
g(x) =

0 ,se <0

Esse exemplo nos mostra que nem sempre uma fung¢ao infinitamente diferen-
ciavel pode ser representada como uma série de Taylor.

De fato, g é infinitamente diferencidvel em = = 0. A saber, f(0) = f'(0) =
f"(0) = -+ = f™(0) = 0 para qualquer nimero natural n. Desta forma, a
série de Maclaurin de g(x), dada por

2 3

o+0x+0%+0%+-~-+0+---:0.

Mas ¢ nao é identicamente nula numa vizinhanca de zero!

Um caso interessante é derivado da série geométrica 1 — x + 22 — 23 +

-+ 4 (=1)"z™ + - - -, a qual é convergente sempre que x € (—1,1). A saber,
! =l—zc+2> -2+ -+ (=D 2"+ --- (2.10)
1+ '

Integrando termo a termo, de 0 a x, obtemos

2 3

?  x
log (1 — 4T 4.
og (1 +x) x 2+3 +
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em que a convergéncia é assegurada sempre que —1 < x < 1. Seguindo de
forma semelhante,

1
1+ 22

:1—x2+$4_$6++(_1>nx2n+

que é convergente sempre que |z| < 1. Assim, integrando de 0 a z,

arctanz = dt
/0 1+¢2

o0 . $2n+1
- SR o
n=0 n+
I T 1
= -S4t (2.11)

para todo x tal que |z| < 1.
Fazendo x = 1, obtemos a série de Leibniz

w 1 1 1
G (i I 2.12
4 375 77 (2.12)

que foi uma das descobertas mais significativas do século XVII. No entanto,
usando essa identidade para aproximar o valor de m, percebemos que essa
série converge muito lentamente. De fato, cada parcela de (2.12) decai muito
lentamente, o que significa que para encontrarmos uma casa decimal correta
teremos calcular a soma de vdrias parcelas (Para calcular 7 com 3 digitos
corretos sao necesséarias 1690 parcelas).

Contudo, interessante é perceber que

S~ 2n+1

X n X
arctanE = Z (—1) m

n=0

Portanto, quanto maior o valor de k£ mais rapidamente decrescerao os termos
dessa série. Assim, utilizando-se da relacao trigonométrica

tgA+ tgB
te(A+B) = 1—tgAtg B
1

Por exemplo, A = arctan; e

™

tomemos A e B de modo que A+ B =

B = arctan % Entao

|

N
+
W=

tg(A+ B) =

—
|
D=
Il
—_
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donde obtemos outra férmula para aproximar o valor de 7:

1 1
% = arctan 3 + arctan 3 (2.13)
Utilizando (2.11) para calcular os termos a direita em (2.13), percebemos
que esta férmula é um pouco mais eficaz no calculo de 7, ja que cada parcela
convergira a zero mais rapidamente. Entretanto, em 1706 o escocés John
Machin (1680-1752) provou a igualdade

1

1
% = 4 arctan 5 arctan 239 (2.14)

que foi utilizada para a maioria dos célculos extensos de 7 [21], [6].

Dados numéricos

Truncando-se a série (2.11) em n = 9, (2.12) retorna 7 ~ 3,25236... (0 di-

gito) enquanto que (2.13) e (2.14) retornam, respectivamente, 7 ~ 3, 141592981 . ..

(6 digitos) e m ~ 3,14159265358984 . . . (12 digitos).

2.2 Funcoes analiticas complexas

Uma fun¢ao complexa pode ser expressa em componentes real e imaginaria.
De fato, se z = x + iy, entao

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

u a componente real, v a componente imaginaria. A fun¢ao conjugada da
funcao complexa f é definida invertendo-se o sinal de sua componente ima-
ginaria.

O conjunto de todos os pontos w forma o conjunto imagem de f. Essa
correspondéncia é dita um mapeamento ou uma tranformacao de pontos do z-
plano para pontos do w-plano. Por exemplo, considere a fungao w = f(z) =
Z. Essa funcao toma pontos z = x + iy no z-plano e mapeia em pontos
w = x — iy no w-plano. Seria a reflexao do caso real.

Observe que lim,_.,, f(z) = ug + ivg se, e somente se,

lim  u(z,y)=uy e lim  v(z,y) = v
T — X T — X
Y—Yo Y—Y

Assim, a continuidade de fung¢oes complexas fica por conta da continuidade
das funcoes u e v.
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O processo de derivacao no caso complexo é mais abrangente que no caso
real. Para uma funcao f, considere z; um niimero complexo fixo. Seja z € C
um ponto pertencente a uma vizinhanca de zy no dominio de definicao de f.
A derivada de f em z; é definida por

f(2) — f(z0)

=20 2 — 2
se o limite existir. Da existéncia da derivada f’(z) decorre que

Ou_Ov =~ Ou_ v (2.15)
or 0Oy oy ox
Essas equagoes formam a condicdo de Cauchy-Riemann. Também decorre
da existéncia da derivada f'(z) que

;o Ou Ov  Ov  Ou

Definicao 2.7 (Fungao analitica - Caso complexo). Uma func¢ao complexa
f:D — C em que D é um conjunto aberto de C é dita analitica em zy € D
se existir a derivada em zy. f € dita analitica em um dominio D se existir
f'(2) para todo ponto z de D. Nesse caso, também dizemos que f € regular
ou holomorfica.

Uma vez que a derivada da soma e do produto de funcgoes existe sempre
que existir a derivada dessas funcoes, temos que se f e g sao funcoes analiticas
num dominio D, entao também serao sua soma e seu produto. O quociente
f/g também resulta em uma fungao analitica em todo o dominio D tal que
g(z) # 0. A composicao de fungoes analiticas também é uma fungao analitica.

Perceba que f continua é uma condi¢ao necessaria para que se tenha uma
funcao f analitica. A condicao de Cauchy-Riemann também é uma condicao
necessaria para analiticidade de f. Contudo, para uma funcao f = u+iv, u e
v fungoes reais, a condicao suficiente para que se tenha f analitica em (zg, yo)
é que u, v, Oyu, Oyu, O;v e Jyv sejam continuas em (xg,yo) e satisfacam a
condigao de Cauchy-Riemann [8].

Consideremos um exemplo. Seja f(z) = u(z,y) + iv(zr,y) uma fungao
complexa com u(z,y) = e*cosy e v(x,y) = eseny. u e v definidas dessa
forma sao analiticas em todos os pontos de D € R2?. Além disso,

— (e cosy) = e cosy = — (e*seny) ,

ox Jy

(e®cosy) = —e"seny = —— (e seny)

3_y ox
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e vale a condicao de Cauchy-Riemann para qualquer ponto de D. Conse-
quentemente, f’(z) existe em qualquer ponto de D e é dada por

f'(2) = e"cosy +ie"seny = f(z). (2.17)

Uma vez visto em calculo real que a tnica funcao que possui derivada igual
a ela mesma é a funcdo exponencial, (2.17) sugere a defini¢ao:

Definicao 2.8 (Exponencial complexa). Para o nimero complexo z = x+1iy,
x,y € R, defino

e” = exp(z) = T = e (cosy + iseny).

No caso particular em que x = 0 temos
e = (cosy +iseny). (2.18)
Note que V z € C,
z=lz| €, 0=arg(2).

Pelo teorema de Moivre, V n € Z, (e)" = e,

E interessante perceber que (2.18) fornece um meio de definir as fungoes
reais senx e cosx a partir da exponencial complexa €. De fato, qualquer
que seja o inteiro k, tem-se

oiky _;ez’ky _ cos (ky) + isen (ky) —;—cos (ky) — isen (ky) ~ cos(ky) (2.19)
ety — e—iky cos (ky) + i sen (ky) — cos (ky) + isen (ky)

21 21

= sen (ky) (2.20)
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Além disso, as equagdes (2.19) e (2.20) garantem que

2> cos(kx) = (e 4e ) 4ot (€M 4
k=1

n n
— § :ezkx + E :efzkx
k=1 k=1

em(l - e'mx) 67ix(1 o efinz)
1—e 1—e
eixeinx + einx _ 6—ix6—inw

= 1+ .
2 e — giT
_ - (6i261nx e—iiefinx) g_ez% te—z%)
(T =) (o 4o )
ez(n-‘r%)x e—z(n—‘r%)x
= —1+ iz iz
e'z2 —e 2
_ sen [(n + %) x]
B sen =

Ou seja,

17

(2.21)
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Capitulo 3

Preliminares 11

Neste capitulo apresento conceitos que serao a base para o estudo das séries
de Fourier.

3.1 Espacos de funcoes

As fungodes polinomiais do tipo p(z) = ag + a1 + -+ + a,x™ sdo fungodes
continuas em qualquer ponto x € R. Outras fungoes estudadas, também
continuas, sao as fungoes trigonométricas do tipo senkx, coskz, xsenkz,
x coskx, x%sen kx, x? cos kx, etc, em que k € R.

Seja I = [a, b um intervalo em R. Considere o conjunto C(/, C) o conjunto
de todas as funcoes de valores complexos, continuas, definidas em I. Com
as operagoes usuais de soma de func¢ao e produto por escalar C(I,C) é um
espago vetorial.

Definicao 3.1 (Produto interno em C(I,C)). Considere as funcies f,g €
C(I). Defino o produto interno das fun¢ées f e g pela fungdao

(f.g) = / F (gt

isto é, pela fungao que leva o par ordenado (f,g) de funcgdoes pertencentes a
C(I) ao numero (f,g) € C, em que g(t) representa a funcao conjugada de g.

De fato a funcao (f,g) assim definida constitui um produto interno, ja
que

1. Para toda funcao f,

. f) = / FOT Dt = / F&)Pdt >0

A igualdade é obtida se, e somente se, f = 0;

19
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2. Pela comutatividade das funcoes continuas,

o) = [ ratiae = [ TOa0de = [ o700 = [ o070 =7

3. Da distributividade de func¢oes continuas,

(frg+h) = /f @) + A (Dt = /f dt+/f g+ (o)

4. Para o uma constante qualquer,

(@f.g) = / af (gDt = a / F(Og@)d = a (f.g).

Definicao 3.2 (Norma em C(I,C)). Considere uma fun¢ao continua f defi-
nida em I = [a,b] C R. Defino a norma da fun¢io f como sendo a norma
mduzida pelo produto interno, isto €,

7= vVGE7 = [ 15w dx]

Lembremos que uma norma satisfaz

1/2

L. ||fll > 0. A igualdade ocorre somente se f = 0;

2. Nlafll = lal A1
3. F +gll < A1+ llgll

Além disso, quando a norma é induzida por um produto interno temos que ela
goza da seguinte propriedade: |(f,g)| < ||f]l |lgll (desigualdade de Cauchy-
Schwarz).

De agora em diante o espago das fungoes consideradas serd C(I,R) = C(I).

3.1.1 Funcoes seccionalmente continuas

Definicdo 3.3 (Funcao seccionalmente continua). Uma fungao f € dita sec-
cionalmente continua em um intervalo I = [a,b] C R se, e somente se, para
a=x1 <xy< -+ <xp=>0, f for continua em todo subintervalo (x;, x;y1),
e existam os limites laterais limxﬂwi— f(z) e lim%x;r f(z). Em palavras, f
¢ seccionalmente continua num intervalo |a,b] se for continua a menos de
um numero finito de pontos, em que as possiveis descontinuidades sao de
primeira espécie, isto €, sao descontinuidades do tipo salto.

Denotaremos o espaco das funcoes seccionalmente continuas em I por

CP(I).
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Diretamente da defini¢ao, percebemos que se f for uma funcao continua,
entdo f é seccionalmente continua. Isto é, C(I) C CP(I). Além disso, se f é
uma fungao seccionalmente continua, entao f: f(z)dz existe e é independente
dos valores que f assume nas descontinuidades. De fato, para o intervalo
I'=la,bl,emquea=12; <zy < - <x, =0,

/abf(:c)d:c _ /:2f(:c) dx+--~+/;n1 f(z) de.

Definicao 3.4 (Funcao seccionalmente diferenciavel). Uma funcio f € dita
seccionalmente diferenciavel em I se, e somente se, [ for seccionalmente
continua e diferencidvel no interior dos intervalos de continuidade de I, com
derivada seccionalmente continua em 1.

Definicao 3.5. Sejam f e g funcoes seccionalmente continuas no intervalo
la,b]. [ eg sao idénticas se diferem em apenas um nimero finito de pontos.

A partir dessa definicdo, podemos tomar o produto interno e a norma
em CP(I) como sendo o produto interno e a norma definidos para o espago
C(I). Com efeito, considere a func¢ao f(x) = 0 exceto para um nimero finito
de pontos. Como a integral de uma func¢ao independe de seus pontos de
descontinuidade (finitos),

(), fx)) = / £ do = 0

com f(z) ndo identicamente nula. Portanto, ( , ) ndo definiria um produto
interno.

Definicao 3.6. Defino C"(I) o espago contituido de todas as fungoes n vezes
diferencidvel, com a n-ésima deriwada continua.

Claro que se f € C*(I), entdao f € C(I), isto é, C*(I) C C(I).

3.1.2 Funcoes pares, impares e a ortogonalidade

Definicao 3.7 (Ortogonalidade). Dadas as fungdes f e g pertencentes a C(I),
f # g, diremos que f e g sdo mutuamente ortogonais se, e somente se,
ocorrer que

(f,9) Z/If(t)g(t)dtzo.
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Por exemplo, considere as fungoes continuas f(z) = = e g(z) = cos (kx),
k € Z, para o intervalo da forma [ = [—L, L].

o) = [ weostharie
L L
- n (kz) — n (kx)d
- sen (kx }L /_ sen (kx)dx

L

1 L
Lsen (Lk) + Lsen (— Lk)] + — - cos (ka:)}
L

?vl»—
>~

1
Lsen (Lk) — Lsen (Lk) } + %[cos (Lk) —cos(—Lk)]

—

;
#

Ja que sen (—Lk) = —sen (Lk) e cos (—Lk) = cos (Lk), Vk. Assim, f(z) =
e g(x) = cos (kx) sdo fungoes ortogonais.

Definicao 3.8 (Fungoes pares e impares). Uma fungao f, definida no inter-
valo I, € dita par se

fl=x)=f(x), Vzel, (3.1)
e impar se
fl=zx)=—f(x), Vaxel. (3.2)

Caso nao se verifique nem (3.1) nem (3.2), dizemos que a fungio f é nem
par, nem impar ou, simplesmente, sem paridade.

Decorre da definicao que o grafico de fungoes pares sao simétricos em
relacao ao eixo y, enquanto que o grafico de fungoes impares é simétrico em
relagdo ao ponto (0,0).

Como exemplo de funcoes impares temos, principalmente, as funcoes po-
linomiais do tipo a1z + asx® + - - - + agp 12D e a funcao sen kx; e funcoes
pares, principalmente, as funcoes polinomiais do tipo ag+asx?+- - - +ag2?* e
a funcao cos kz, qualquer que seja o inteiro k e as constantes ag, aq, . .., Gog11-

Observacao. Note que soma e produto de fungoes pares, e o produto de
funcoes impares sao pares. Também, soma de fungoes impares e produto de
funcao par com func¢ao impar sao impares. Mais ainda, seja f uma funcao
de C(I), entao:

f par — /_LLf(x) dx:2/0Lf(x) dx. (3.3)

L
f impar = / g(z) de = 0. (3.4)
-L
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Com efeito, vimos que as fungoes pares tém grafico simétrico em relagao
ao eixo y. Desta forma as areas a direita e a esquerda do eixo y serao
o . . , b
iguais. lembrando que a area entre a curva f e o eixo x é dada por fa f(x)dx

concluimos que
L L
/ f(x) da:z?/ f(z) dx.
-L 0

Nao obstante, se f for uma funcao impar, entao o grafico de f é simétrico
em relagao a origem (0,0) o que faz com que as dreas a esquerda e a direita
do eixo y se anulem. Noutras palavras,

/_L g(x) dz = 0.

L

Com auxilio deste resultado, teriamos concluido de imediato que

(x,cos (kx)) = / xcos (kx)dx =0 ,

—L

ja que a fungao x cos (kz) é uma fungao impar.

3.1.3 Wronskiano

Sabemos que uma sequéncia de fungoes fi,..., f,, pertencentes a C" !([)
é linearmente dependente se existem constantes ci,...,c, arbitrarias, nem
todas nulas, tais que

afilx)+ -+ epfulz) =0 (3.5)

para todo x € I. Caso contrario dizemos que as funcoes fi,..., f, sao line-
armente independentes.

Dado um conjunto composto de n fungoes pertencentes a C"~(I), di-
gamos f1,..., f,, definidas em I, nao é uma tarefa facil, em geral, decidir
se essas fungoes sao linearmente independentes ou linearmente dependentes
através de (3.5). Uma condigao suficiente para provar que um conjunto de
n fungoes é linearmente independente é mostrar que existe pelo menos um
ponto xy em [ tal que

.
Wi el =| 0
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chamado o wronskiano de fi,..., f,, ¢ nao nulo. Caso o wronskiano seja
nulo para qualquer ponto x € I, entao as funcgoes fi, ..., f, serao linearmente
dependentes em [ [16].

Por exemplo, para fi(z) = €** e fo(x) = 732,

eQa: e—3ac

W[fl(l'),fz(l‘)] = ‘ 26290 _36—395 =2 " -3¢ " =—¢" 7& 0 ,

3

qualquer que seja o valor de x € R. Logo as funcoes e2* e e~3% sao linearmente

independentes.

Teorema 3.1. Consiedere S = {¢1,...,¢n} um conjunto de funcoes orto-
gonais de C(I), nao nulas. Entao S é um conjunto de fun¢oes linearmente
independentes. Noutras palavras, se um conjunto é formado por fungoes or-
togonais nao nulas, entao essas fungoes sao linearmente independentes.

Demonstracao:
(1 De fato, considere a equacao

a1u1+"'+anun:07

a}s constantes reais. Da ortogonalidade das funcoes u;s, temos que (u;, u;) = 0,
se i # j e (w,u;) # 0, se i = j. Assim, para um numero k fixado,
k=1,2,...,n,

(aquy + -+ + agug + -+ - + apug,ug) =0
ay (uy, ug) + -+ - 4 ag (g, ug) + - + ap (Up, ug) =0
0+0+-+a(up,up) =0

Como por hipétese (uy, ug) # 0, devemos ter ary = 0. Como k representa um
valor arbitrario entre 1 e n,

auy + -+ ayu, =0 a; =---=a, =0.
Concluindo que S = {uy,...,u,} é linearmente independente. [

Uma expressao do tipo como a esquerda em (3.5) é dita uma combinagao
linear das funcoes fi,..., f,.
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3.2 Operadores diferenciais

a4

Do célculo diferencial, considerando o diferencial D = -,

(2D +3D)y =0 <= 2D* +3Dy=0
<= 2DD[D(y)]+3D(y) =0
< 2D[D(y)]+3y =0
<~ 2D(y")+3y =0
— 2y +3y =0.

Mais geralmente, o operador poténcia D" é definido como sendo a com-

. ~ . . . 7’ n
posicao de n vezes o operador diferencial D, isto é, D" = ddmn.

Vale lembrar que se y é uma fungdo com mais de uma variavel, entao

D, = %, D, = a%’ ..., denotam os diferenciais parciais, enquanto que Vy é

o gradiente da funcao y, dado por Vy = (%, %, .. )

Definicao 3.9 (Operador diferencial com coeficientes constantes). Um ope-
rador diferencial de grau n com coeficientes constantes, L : C"(I) — C™(1),
¢ um operador da forma

L=a,D"+---+a;D" +ag ,

d

em que D é o operador diferencial D = -,

reais arbitrdarias, a, # 0.

€ ag,ay, - ,0a, S40 constantes

Aplicando o operador L em uma fungao y, resulta
L(y) = any(n) + an_1y("_1) +--+ aly' + agy.
Exemplo: Seja o operador L = D? — 5D + 6. Para a funcao y = 2% + 2,

Liy) = 3" —5y +6y
= 2-5(22) +6(2* +2)
622 — 10x + 14.

Afirmacao 3.1. Operadores diferenciais com coeficientes constantes sao ope-
radores lineares.

Demonstracao:
[0 Sejam L um operador com coeficientes constantes; u, v funcgoes; e «, (3
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constantes. Entao,

L(au+ fv) = a,D"(au+ pv)+ -+ a1 D(au + (v) + ag(au + (o)
= a,[D"(au) + D"(fv)] + - - - + a1[D(au) + D(6v)]
+ap(au + [v)
= «aa,D"(u) + Ba,D"(v) + -+ aa; D(u) + fa; D(v)
+aagu + Bagv
= afa,D"(u) + -+ apu) + B(a,D"(v) + - - - + apv)
= al(u) + pL(v).

Concluindo que o operador L é um operador linear. [ |
Observe que por serem operadores lineares, os operadores com coeficientes
constantes herdam as leis de associatividade e distributividade. Além disso,

como D"D?® = D*D" quaisquer que sejam os naturais r e s, entao L,Lgs =
LL,.

Definicdo 3.10 (Nucleo de um operador). Seja L um operador diferencial
com coeficientes constantes. O niucleo de L é o conjunto formado por todas
as funcoes y tais que Ly = 0. Denotaremos o nicleo de um operador L por
N(L). Resumidamente,

N(L) = {y; Ly = 0}.
Por exemplo, seja L o operador diferencial dado por
L=D>+D-6, (3.6)
em que deseja-se resolver a equacgao diferencial
Ly=0, y=y(),

que, por sua vez, equivale a encontrar o espaco gerado pelo niicleo do operador
L. No entanto,

Ly =0 <= ¢"(z) + ¢ (z) — 6y(z) = 0. (3.7)
Supondo y(z) = ce’*, ¢ uma constante arbitraria, obtemos
M+ A-6=0
donde os possiveis valores de A sao Ay = 2 e Ay = —3. Portanto o ntcleo de

L é dado por
N(L) = [e**, e75]. (3.8)
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Isto é, a solugao geral de (3.7),

y(r) = a1e® + age ™,
com ap, ay constantes arbitrarias. Perceba que de (3.8) concluimos que o
espago solugao do operador diferencial de ordem 2 (3.6) tem dimensao 2. Essa
relagdo nao é mera coincidéncia. De fato, em [14] estd provado o seguinte
teorema, mais geral:

Teorema 3.2. O espaco solucdo de qualquer equacdao diferencial linear ho-
mogeénea normal de ordem n

an(2)D"y(x) + - - - + a1(z) Dy(x) + ao(x)y(x) = 0
definida num intervalo I é um subespago de dimensao n de C™(I).

O resultado que segue agora mostra que toda vez que nos dispusermos
com um operador diferencial linear, com coeficientes constantes, digamos L,
que pode ser expressa como produto de operadores diferenciais, também de
coeficientes constantes, digamos Li, Ls, etc, entao encontrar o nicleo do
operador original L sera equivalente a encontrar o nicleo de cada operador
L;. Mais precisamente:

Teorema 3.3. Seja L um operador diferencial de coeficientes constantes de-
finido em um intervalo I C R. Suponha que L seja expresso como um pro-
duto de operadores diferenciais, também de coeficientes constantes, digamos
L = LyjLy---L,. Entao o espaco solugcio da equagao diferencial L(y) = 0
contém o espago solu¢ao de cada equagao diferencial Lg(y) = 0 para cada
k=1,2,...,n. Noutras palavras,

NL)CNL), k=12....n,
em que N (Lg) denota o nicleo do operador L.

Demonstracao:
O A idéia da demonstragao é tomar u € N (L) e provar que u € N (L) para
cada k=1,2,... n.

Considere uma fungao u tal que u € N(Ly) para um k fixo, k =1,...,n.
Desta forma, Ly (u) = 0. Usando o fato de que os operadores diferenciais de
coeficientes constantes comutarem,
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Isto é, u € N(L). Com isto, provo que o nicleo do operador L contém o
ntcleo do operador L;. No entanto, pela arbitrariedade do nimero & fixado,
podemos concluir que

NL)CNL), k=1,2...,n,

como queria demonstrar. [ |

Assim, para o operador diferencial dado como no exemplo citado ante-
riormente, L = D* + D — 6, perceba que D* + D — 6 = (D — 2)(D + 3).
O teorema demonstrado logo acima garante que o nicleo de L contém os
nucleos dos operadores Ly = D — 2 e Ly = D + 3. Mas

Liy=0 < (D—-2)y=0
— 9y —-2y=0
— y=y(r)=ce™.

Também,
Loy=0 < (D+3)y=0
— Yy +3y=0
= y=y(r) =ce ",
em que cp, ¢ sao constantes arbitrarias. Logo,
N(Li) = [e¥],
N(Ly) = [e7],
donde,
N(L) 2 {e*, e},

Decorre do Teorema 3.2 que o nicleo de L deve ter dimensao 2. Além disso,
provamos que as funcoes e?* e e3* sdo 1.i.’s. Portanto,

N(L) = [e**, e73].

Assim, o espaco solugao de (3.7), Ly = 0, com L = D? + D — 6, é 0 espago
gerado por estas funcgoes, isto é, o espaco solucao de Ly = 0, com L =

D? + D — 6, é dada pela combinacao linear das funcoes e?*, e=3%,

y(x) = a1e® + age " | (3.9)

em que ai,as sao constantes arbitrarias. E claro que o resultado aqui ob-
tido concorda com o resultado obtido anteriormente. Esse exemplo servira
como modelo para resolver equacoes diferenciais mais complicadas, como fa-
rei agora.
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3.2.1 Ly =0: Uma abordagem

Consideremos a equacao diferencial Ly = 0 em que
L= (D2+12)2(D2+22)2«~(D2+52)2, (3.10)

D é o operador diferencial, y = y(z), s > 1. O espago solucao dessa equagao
¢ gerado pelo nicleo do operador L que, pelo Teorema 3.2, deve ser um
subespaco de dimensao 4s de C**(I). No entanto, considere os operadores
diferenciais,

Ly = (D*+#k)%, k=1,...,s (3.11)

O operador L definido em (3.10) pode ser reescrito como produto dos ope-
radores Lg, K = 1,...,s, e o Teorema 3.3 pode ser aplicado com intuito de
simplificar a busca pela soluc¢ao de (3.10). Com efeito, L = Ly --- Ly, donde
devemos ter

N(L) D N(Ly), ..., N(Ly).

Sendo assim, resolvendo Liy = 0, para k = 1,2,..., s, estaremos resolvendo
Ly = 0 para L dado em (3.10).

(D*+ %)’y =0
(D*+2k*D* +k*) y =0
DY +2k*D*y + k'y =0
Y 4 2k%y" + kly = 0.

kazo

1111

Supondo y(x) = ce*®, para ¢ uma constante arbitraria nao nulal,
M4+ k=0,

que, pela mudanca de varidvel ¢ = A2, fornece
O+ 220+ k' =0,

que tem raiz de multiplicidade 2 dada por ¢ = —k?. Logo, A = £ ik e,

portanto, yi(z) = €%, yp(z) = 2™, ys(x) = ™ e yy(x) = ze*.

—ikx

Afirmacdo 3.2. As funcoes yi(x) = e, yo(x) = 2e*® y3(z) = e e
ys(r) = 2e~* sio linearmente independentes em C(I), qualquer que seja o
valor de k, k=1,2,...,s, x € C(I).

'E claro que ¢ = 0 implica em y = 0 que é uma solucdo da equacdo diferencial dada.
Porém nao héa interesse na solugao nula e sim o contrario.



30 CAPITULO 3. PRELIMINARES II

Demonstracao:
[] De fato, calculando o wronskiano dessas funcoes em xy = 0,

1 0 1 0
ik 1 —ik 1
Wlyi(zo), y2(20), y3(x0), ya(zo)] = —k2 92k —k2 92k

—ik3 —3k* —ik® —3k?

Nao é dificil ver que as colunas desse determinante sao 1.i.’s, donde o deter-
minante é diferente de zero. De qualquer forma,

1 0 1 0
ik 1 —ik 1
—k* 2k —k* —2ik
—ik3 —3k* —ik® —3k?

= 16k*.

Concluindo que Wly1,ys,ys,y4] # 0, qualquer que seja o valor de k, k =
1,2,...,s. |

Note que pelo Teorema 3.2, o nicleo do operador L deve ter dimensao
4. Além disso, as 4 solugoes encontradas para Lpy = 0 sao linearmente
independentes. Logo,

N(Lk) — [eika:’l,eik:x’ e—ikz’ xe—ik’x]‘

Portanto, segundo o Teorema 3.3, o ntcleo do operador L contém as 4s
fungdes (s um nimero natural maior ou igual a 1)
i i 15T isr —ix —iT —isT —isx

et xe” e e e e L e e

O que é equivalente a dizer que o nucleo de L contém as 4s funcoes

COS T, SeN T, T COST, TSN T, . .., cos (sx), sen (sz), x cos (sx),rsen (sx) (3.12)
ja que
ek = cos (kx) + isen (kz) ;
ve*® = x[cos (kz) +isen (kz)| ;
e~** = cos(kx) —isen (kz) ;
ze ™ = x[cos (kx) —isen (kz)].

Com objetivo de provar que as fungoes dadas em (3.12) sao linearmente
independentes em C([), considere 7 o espago vetorial de todas as somas
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trigonométricas da forma

3

f(z) = lay cos (kx) + by sen (kx)]

k=1

em que n € N, com as operagoes usuais de soma e multiplicacao por escalar.
Nesse espaco, a funcao

(f,g) = lim — / f(z (3.13)

t—oo t

define um produto interno para qualquer par de soma trigonométrica f(x)
e g(z), desde que o limite exista. No entanto, para ver que o limite existe
sempre, basta considerar apenas trés casos:

1. f(z) = cos (kx) e g(x) = sen (jx);
2. f(z) = cos (kz) e g(x) = cos (jz);
3. f(z) = sen(kx) e g(x) = sen (jz).

Uma vez que a integracao é realizada termo a termo, e uma constante mul-
tiplicativa nao altera o limite em questao.

Caso 1. Se j # k,

t t
Jim + [ cos (ka)sen (ju) da = Jim %{sen{(j+k)}+sen[( k)a]} da
oo 0 oo 0
_ o L feos[(j+k)z] | cos[(j—k)z])’
_tlirélozt{ itk ik o
=0
Se j =k,
1t 1 2kx)]"
tlirglo— Ocos(k‘:p)sen(]x) dx—tlirglo—t[%]ozo

Caso 2. Se j # k,

t

lim ! cos (kx) cos (jx) de = lim — / {cos[(j + k)x] + cos[(j — k)x]} dx

t—o0 0 t—oo t
t
_ liml sen[-(j—i-k’) ]+ sen['(j—k) ]
t—oo 2t Jj+k j—k 0

= 0
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Se j =k,
1 [ ‘1
tlim — [ cos(kx)cos (jz) dv = tlim 3 [1 + cos (2kx)] dx
—00 0 —00 0
.1 sen (2kz)]"
i 2t [ + 2k L
1
2
Caso 3. Se 7 # k,
1 : 1" : :
thm — [ sen(kx)sen (jz) dz = thm |3 {cos[(j — k)x| — cos[(j + k)x]} dx
— lim 1 fsen[(j —k)z] sen[(j+ k)] !
=7 ik itk .
=0
Se j =k,
1 . 1"
lim — [ sen(kz)sen(jz)dr = lim — [ = [l —cos(2kz)|dx
t—o0 0 t—oo ¢ 0 2
_ fim 1 ,_ sen (2kx)
t—oo 2t 2k 0
1
2

Teorema 3.4. Seja T € T. Se lim, .o, T'(x) = 0, entdo todos os coeficientes
de T' sao nulos.

Demonstracao:
[J Considere

n

T(x) = [ag cos (kx) + by, sen (kx)].

Pela ortogonalidade das funcoes sen kz e cos kx:

t

1
ar = 2tlir£10 — | T(z)cos(kz) dx ;

t

1
by = 2lim — [ T(z)sen(kz) du.

t—o0
o
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Por hipétese, T'(x) — 0 quando x — oo. Portanto, para € > 0 tao
pequeno quanto se queira, existe um nimero real N > 0 tal que

|T(x)| < g , sempre que x > N. (3.14)
Entao,
Ho = |pim T [ () cos (k)
—lax] = |lim = x) cos (kx) dx
2 F t—00 t 0
I I
= |lim - T(z)cos (kx) de + lim — [ T(x)cos(kz) dx
t—oo ¢ 0 t—o00 N
1N 1 [
< |lim - T(z)cos (kx) dz| + |lim —/ T(z) cos (kx) dzx| .
t—oo t 0 t—oo t N

Mas, note que ‘limt_)m 1 fON T(x) cos (k::)s)d:z:’ = 0, enquanto que

lim l/t T(x)cos (kx) dz

1 t
< lim —/ |T(x) cos (kx)| dx
tJn

t—o00 N t—o0
1 t
< lim - < dx
t—o0 t N
o1 €
= Jim 2t =N

€

2

Isto é, |ax| < €, para todo k. Segue-se que a, = 0 para todo k.
De forma andloga, obtém-se b, = 0 para todo k. [ |

Corolario 3.4.1. As funcoes dadas em (3.12) sao linearmente independentes
em C(I).

Demonstracao:
[0 Considere

F(z) = Aysenx + Bycosx + - -+ + Agsen (sx) + B cos (sx)
+ Cizsenz + Dyzcosx + -+ - + Cswsen (sx) + Dgx cos (sz)
= Aysenx + Bicosw + - -+ + Agsen (sx) + B, cos (sx)
+ [Cisenx + Dycosx + - - - 4 Cysen (sx) + D, cos (sx)] .
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Ou, simplesmente,

S S

F(x) = Z [Ag cos (k) + Bysen (kz)] + Z [Cy cos (kx) + Dy sen (kx)]
k=1 k=1

= f(x) +ag(x).

Suponha que F(x) = 0. Devo provar que todos os coeficientes sao nulos.
Para isto, suponha que exista pelo menos um coeficiente nao nulo em g(x),
pois, se nao, f(z) =0, o que implica que os coeficientes de f sdo nulos.

Entao,
g(a) = 1D

X

e lim, ., g(x) = 0. Contradizendo o Teorema 3.4, j& que supomos haver
algum coeficiente nao nulo em g(x).
Conclusao: Para que

S S

Z [Ag cos (kz) + Bysen (kz)] + x Z [C cos (kx) + Dy sen (kx)] = 0

k=1 k=1

devemos, necessariamente, ter

Ak:Bk:Ck:DkZO, VK, k:1,2,...78.

Uma vez visto que o nicleo do operador L tem dimensao 4s, que
N(L) D {cosz, senz,zcosz,rsent,...,cos(sr), sen (sx),zcos (sx),xsen (sx)}

e que essas funcoes sao linearmente independentes, concluimos, com auxilio
do Teorema 3.2, que

N (L) = [cosx, senx,z cosz, T sent, ..., cos (sx), sen (sx),z cos (sz),z sen (sz)].

Encerro o capitulo salientando que as fungdes dadas em (3.12) sao fungoes
linearmente independentes, solugoes da equagao diferencial (3.10) que, por
sua vez, sera a peca chave no método de aproximacao de m desenvolvido no
capitulo 5 e, consequentemente, no capitulo 6.



Capitulo 4

Fourier: Segundo método

O presente capitulo tratard das séries de Fourier, onde estudo a relagao entre
uma funcao arbitraria f e sua série de Fourier. Estudo de que modo a funcao
f pode ser aproximada por uma série de Fourier e quao arbitraria pode ser
essa funcao.

Por fim, utilizo a teoria de Fourier para encontrar uma aproximacao para
o valor de 7.

4.1 Motivacao

Na aproximacao por Taylor, como condi¢ao necessaria devemos ter uma fun-
cao f n vezes diferenciavel num intervalo I C R. No entanto, como aproxi-
mar, por exemplo, a fun¢do f(z) = |z| em algum intervalo I que contenha
a origem, ja que nesse intervalo a funcao f sequer é diferenciavel? Desta
forma somos impulsionados a encontrar outra forma de aproximacao. Uma
idéia é utilizar aproximacoes por funcoes trigonométricas, isto é, sera possivel
expressar uma funcao f qualquer pela série

[e.9]

flx) ~ Z (an cos ? + b, sen ?)

n=0

em que a,’s e b,’s constantes a serem determinadas? Se assim puder ser feito,
qual a expressao que define as constantes a,’s e b,’s? Qual a relacao entre a
funcao f e a série que a representa?

Considere o espago C(I) das fungdes continuas, com produto interno de-
finido em (3.1).

Afirmacao 4.1. Para k um niumero inteiro nao negativo, {%, sen %, cos %

é um sistema ortogonal em C([—L, L]).

35
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Demonstracao:
(] De fato, como sen k% e sen ’”FT‘” cos k% sao funcoes impares,
1 [ kmx
—/ sen —dx =0, Vaxe|-LL];
2 ) L
L
kmx kmx
/ cos —sen—dr =0, Vzel|-L, L]
L L L

Também, qualquer que seja x € [—L, L],

1 /L knx /L knx
— cos —dxr = CcOS ——
2 ) L 0 L

L kra\*
= | -—sen—
km t L j,
= 0
Além disso,
17 /L (1)2 L
= = — | dex=—;
2 . \2 2
kmx||? L kmx\? Ly 2k
senﬂ = / senﬂ dx:/ — |1 —cos i de =1L,
L _L L 12 L
bz ||? L kra\? L 2kmx
cos — /_L(COSL)dIE /_L2|:+COS L}d:v
Isso conclui a demonstracao. |

Definicao 4.1 (Fungoes periddicas). Considere I C R um intervalo que con-
tenha o ponto x. Uma funcao f € dita periddica, de periodo p, se, e somente
se,

flx+p)=f(x), Vzel.

Por exemplo, para n > 1 considere as fungoes

nmwx nmx
sen—— e COoS ——
L L

com z pertencente a um intervalo da forma I = [—L, L]|. Essas fungoes sao
periédicas, com periodo dado por P = % Comon =1,2,..., entao o menor
periodo que é comum para todas essas funcoes é P = 2L. Neste caso 2L é

dito o periodo fundamental das fungoes sen “7* e cos "7*.
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Uma propriedade das funcoes periddicas é que se f for uma funcao di-
ferencidvel, peridédica de periodo 2L, entao também serd a sua derivada f’.
Este resultado demonstro agora.

Afirmacao 4.2. Suponha que uma funcao f seja diferencidavel, periodica de
periodo 2L. Entao a derivada de f, f', serd periddica de periodo 2L.

Demonstracao:
O Como hipéteses temos que f(z + 2L) = f(z) e, por f ser diferencidvel,

f(x) = limy,_g w Desta forma,

fle+h+20) — f(z+2L)
h h—0

(¢ +2L) = li
flz+2L) = lim

concluindo com o desejado. [ |

4.2 A série de Fourier

Considere a série trigonométrica

- nmx nmx
s ™™, en ") "
nz% (a cos — + b, sen 7 (4.1)

com z pertencente a um intervalo I C R. O que desejamos é expressar uma
funcao arbitraria f pela série (4.1). Assim, sob quais condi¢oes para a fungao
f e para que pontos x € R teremos

f(z) = i <an cos n_zx + b, sen ?) (4.2)

n=0

com a,’s e b,’s constantes a serem determinadas? E de se esperar que essas
contantes estejam intimamente ligados a funcao f. Que expressoes elas tém
em termos de f?

Visto que as fungoes sen *7* e cos *I* tém periodo fundamental igual a
2L, e desejando-se que valha (4.2), como primeira hipdtese natural, devemos
ter f uma funcao peridédica de periodo 2L. Nao obstante, provamos no ca-
pitulo 2 que se uma sucessao de fungoes continuas convergir uniformemente
para uma funcao, digamos f, entao f deve ser uma fun¢ao continua. Para
(4.2) valer no sentido de convergéncia uniforme outra hipdtese natural é que

f seja continua.
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E claro que se essa igualdade valer no sentido de convergéncia uniforme,
entao segundo o Teorema 2.4 e o Corolério 2.4.1, poderemos derivar e integrar
(4.2) termo a termo e, entdo,

o
f( mmx < mmx T b nmtx mmv)
X ) COS a COS COS S€nl —— COS .
ZO " L L L

Integrando de —L a L,

oo
L (@) mmnx J L ( nwT mmx L nwT mﬂ'x) d
T) cos r = E ay COS —— COS sen —— cos T
_ L _ " L L " L L

L L n=0

o

L T mmnx
= E an, COS —— COS d
n=0 —L

L
+bn, [L sen?cos m;rx dm) .

Como a fungao sen *F* cos ™I+ ¢ impar, quaisquer que sejam os inteiros m
en,
L
nmwx mmx
sen —— cos der =10
_r L L
Logo,

L o0 L
/L f(x) cos m;rx dx = Z (an/ cos ? cos m;r:c dm) : (4.3)

n=0 L

Além disso, pela ortogonalidade das fungoes cos “7* e cos /% em [—L, L], a

integral em (4.3) é nula sempre que m # n. Portanto,

a5 = i/Lf(x)dx

anp = / f(x cos—d:z: n > 1.

Procedendo de forma analoga e pelos mesmos motivos anteriores, porém
multiplicando (4.2) por sen ™% e integrando de —L a L, obtemos:

by =

nnx

b, = /f sen—dx, n>1
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Conclusao: Se f é uma funcao integravel em cada intervalo limitado (f
seccionalmente continua por exemplo), em particular o intervalo [—L, L],
entao os coeficientes a,,’s e b,’s ficam bem definidos, dados por:

1
a, = f( ) cos ? de, n>0; (4.4)
b, = / f(x sen@ dr , n>1. (4.5)

Desta forma podemos relacionar a funcao f com a série trigonométrica dada
m (4.1) escrevendo

—|— Z (an cos 2L b, sen ?) (4.6)

com as constantes a,’s e b,’s dadas por (4.4) e (4.5).
Observe que (4.6) pode ser reescrita por

Llfy) -3 & [ f(y)cos nrx  f(y)sen " nmx
2 L L
e /[ [ +;<|cos"’“~’||2 LT Tsen T "L >

Essa relacao nos diz que f é aproximada tomando-se a sua projecao sobre o

~ : krx krx
espaco das funcgoes ortogonais {Z,COS T, sen “7E }.

dy.

Definicao 4.2 (Série de Fourier). A série dada em (4.6) € a série de Fourier
de f; (4.4) € (4.5) sdo os coeficientes de Fourier de f.

A série de Fourier de uma funcao é a série gerada a partir dessa funcao.
Nada garante que o simbolo “~” seja uma igualdade.

Caso essa série seja convergente, devemos estudar para qual funcao ela
converge. O estudo que segue tratard desse assunto com maiores detalhes.

4.3 Convergéncia da série de Fourier

De modo geral, estudar a convergéncia de uma série resume-se a estudar a
convergencia da série de suas somas parciais. Assim, considere

kmx kmx
—|— Z (ak cos — + by sen T) (4.7)

a série das somas parciais de (4.6).
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Um dos fortes resultados sobre convergéncia da série de Fourier é o Teo-
rema de Fourier. Este teorema dé as condigoes necessarias para que a série
de Fourier de uma funcgao f seja convergente para a funcao f. Sua demons-
tracao pode ser vista em [9] ou em [15]. Neste caso a convergeéncia é dada no
sentido pontual.

Teorema 4.1 (Convergéncia pontual da série de Fourier). Seja f uma fun¢ao
seccionalmente diferencidvel, periodica de periodo 2L. Entdao para um ponto

x fizado,

S(x)_>f(96+)+f(ﬂ?_) 0 oo
n 2 ) )
em que f(zT) e f(x™) sdo os limites laterais a direita e o esquerda, respec-

tivamente. Ou seja, firado um numero x € R,

+
f@ );f +Z(anCOS—+b senn—zx>.
Note que se f é continua, entao w = f(x). Isto nos diz que

se f é uma fungao de CP(I), I C R, seccionalmente diferencidvel em um
ponto zg € I, entdo a série de Fourier de f converge para f(xg) se xq for
um ponto de continuidade da funcao f. Por outro lado, se esse ponto for
de descontinuidade, entao a série de Fourier de f converge para a média dos
limites laterais de f no ponto xg.

Observe também que a série de Fourier de uma funcao f convergira pontu-
almente em toda a reta real se, e somente se, f for continua em [—L, L], com
f(=L) = f(L). De fato, neste caso f nao terda pontos de descontinuidades
qualquer que seja o ponto xgy € R.

Teorema 4.2 (Melhor aproximagao). Seja f uma fun¢ao periddica de periodo
2L, integrdvel e de quadrado integrdvel em [—L, L|. Entdo as reduzidas da
série de Fourier de f

k k
+ Z (ak cosﬂ + by sen %)

sao polinomios trigonométricos de melhor aproximacgado para a funcao f.

Demonstracao:
[ Seja

- k k
T, (z) = 62—0 + (ck cos % + dj, sen %)
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outro polinomio trigonométrico que representa as reduzidas de Fourier de f.
Analisando o erro e,(z) = ||T;,(x) — f(x)|?, temos que e,(x) =

-/ To(2) — f(2)da
-/

2
2
@ x kmx
/ 1 <E ckcos> (E dkcos> + f3(x) +260§ Cl €08 ——

k=1

2

Co - kmx 2 knx
§+chCOST+deSGHT — f(x)

krx kmx
+200;dkcosT—2cof +2chCOS—deCOS

—2chcos—f —2decos—f
_ CO +Lch+LZd / |2dfoa0c0fQLZakckf2LZbkdk

k=1 k=1
Ou seja,
en(z) = LY (G +d3) + / F(x)dz — Lagco — 2LZ (axck + brd)
k=1 k=1

w\h 2|
So

C()*ao Z Ck*ak)Z‘i’LZ(dk*bk)Q
k=1 k=1

L
L
—|—/ f2(x)dx — 5@% —L (ai + bi)
L

k=1

Note que e, (x) serd minimo quando ¢y = ag, ¢x = ay e dx = by, concluindo
a demonstragao. [ |

Pela demonstracao acima,

n

g L
- / A (x)dw — 5@3 — LY (ai+10;).
L

k=1

Além disso e, (z) > 0 qualquer que seja o inteiro positivo n. Logo,
+Z (af +b7) < / f*(w)dz < +o0 (4.8)

Observe que a “melhor aproximacao” referida no Teorema 4.2 diz respeito
A minimizacao de e, (z) = ||Tn(x) — f(2)]|*>. Logo, essa é a melhor aproxima-
¢ao no sentido de média quadratica.
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Com objetivo de encontrar uma melhor convergéncia da a série de Fourier,
considere a série das somas parciais

- k k
Sn(z) = Z (ak cos %x + by sen %x) : (4.9)

k=1

com constantes a’s e by’s dados por (4.4) e (4.5). Perceba que

Z (an cos? + b, sen ?) < Z (lan| + 1bn])

n=1 n=1

ja que |senz| < 1 e |cosz| < 1, qualquer que seja o valor de x. Assim, a
andalise da convergéncia da série de Fourier pode ser substituida pela andlise
da série da soma dos valores absolutos de seus coeficientes.

4.3.1 Coeficientes de Fourier: Trés estimativas
Estimativa 1

Diretamente de (4.4) e (4.5) temos que

1 L

ol < 7 [ f@)]do (4.10)
1 L

bl < 7 [ f@)] do (4.11)

E supondo que a funcao f seja integravel e de médulo integravel, as integrais
m (4.10) e (4.11) estarao bem definidas e

|anl,[b] < C, (4.12)

=1 f x)| dx, constante. (4.12) é a primeira estimativa para os co-
eﬁc1entes de Fourler. Infelizmente esta estimativa nao nos leva a resultado
algum.

Estimativa 2

Como segunda estimativa, resolvamos as integrais em (4.4) e (4.5) por partes.

nmx
ap = / f(z cos— dx

L nrz]” L nmw
- Z{[—f(x)senT}_L—— f(x )senT d:):}
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E como sennm = 0 para qualquer n,

IR nmx
n=— = e, n> 1 4.13
a n/_Lﬂf(x)sen 7 dr, n (4.13)
Analogamente,
1 [t nwr
b, = — —f —d > 1. 4.14
" _wa(x)cos 7 dr, n2 (4.14)

Portanto,

\an|—!b!<i/ ()] dr.

Supondo a funcao f integravel, com derivada integravel e de médulo integra-
vel, exitird uma constante C' = f |f(x)| dz, tal que

>

n=1

ancos—+b n—‘ <C’Z—

E ainda nao obtivemos sucesso quanto a convergencia da série de Fourier, ja
que a série >~ L & divergente.
Estimativa 3

Seguindo-se com a idéia aplicada na estimativa 2, resolvendo-se, agora, (4.13)
e (4.14),

L L L
oo, = [P ] [ e S
Loy nmrx
= — L) — f (=L " d
mr[f( )= f( )]Cosmr—i-mT/_Lf( cos —— d
L " nnwx
= — T g

uma vez que f periddica = f’ periddica de 2L = f'(L)— f'(—L) = 0. Assim,

L
/ Fayeos T, n> 1 (4.15)
L

ay = —
n2m2

Analogamente,

a, =
22

/ 1 (x sen@ de, n>1 (4.16)
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Portanto,

L L
A= 1ba] < —=— [ 1f"(2)] de.
ol =0l < s [ 170 da

Supondo que a funcao f seja integravel, com derivada segunda integravel e
de médulo integravel, existird uma constante C' = f_LL L|f"(z)| dz tal que

oo
n=1

Como a série a direita é convergente, o teste M-W pode ser aplicado provando
que a série de Fourier de f converge uniformemente para todo x.

o0
nwx nwx 1
a,cos — +b sen—‘ <C —.
" L " L |~ ;nQ

E importante ressaltar que o teste M-W garante convergéncia uniforme
para alguma funcao, nao necessariamente para a funcao f. No entanto, com
as hipoteses da estimativa 3 também vale o Teorema de Fourier, isto é, a série
de Fourier converge pontualmente para a fungao f(z). Logo a convergéncia
uniforme deve ser para a funcao f.

Um dos resultados mais fortes no que diz respeito a convergéncia uniforme
da série de Fourier de uma funcao f para a funcao f é dado pelo seguinte
resultado:

Teorema 4.3 (Convergéncia uniforme da série de Fourier). Seja f uma fun-
¢cao continua, periodica de periodo 2L e seccionalmente diferencidvel. Nessas

condicoes, a série de Fourier de f converge uniformemente para a funcao f.

Demonstracao:
[] Sejam

kmx kmx
+Z (akcos—+bksenT) ,

kmx kmx
+Z (ckcos— —I—dksenT) ,

as séries de Fourier de f e f’ respectivamente. Como f é periddica de periodo
2L,

1, 1
1 f@de= 710 - p=n) =0
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Para k& > 0,
a, = / f(z COSlmr_x dr
kra ]t L kn kmx
— Z{{f(x)cosT}_L—i-/_Lff(x)senT dx}
1 kn [1 [T kmx
— [ f(L) cos (k) — fF(=L)cos (k)| + L | = WL,
L[f( )cos (km) — f(—L) cos ( W)]—i— 7 [L/_Lf(:c)sen T x}
km
Também
1 /L
b, = 7 Lf’(x)senk%x dx
1 k™ km kmx
= Z{[f(:n)senT} L—/_L Lf(x)cosT dl‘}
kn[1 [T kmx
= -7 [z » (x)cosT dx]
B _k7r
= Lak.
Logo,
i (a cos 2L + b, sen mrx) i <a cos b + by sen lmx)
n COS —— — )| = | COS —— + by sen ——
! L L — L L
< > larl + (bl
k=1
“\ L L
= ZE%HHWJ
= —Z (laz| + [0)
1/2 1/2
- ;Z(ﬁ) el + 1)
k=1
<

%Z (1) : (et + 14?)

=1
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Observando que (a+b)* > 0 = a® +b* > 2ab = (a +b)? < 2(a® + b?), entao
obtemos a majoragao

1/2 n

£ () Sl m] " < 25 () ki

k=1 k=1 k=1

E ambas as séries a direita convergem. A primeira é uma p-série com p = 2
e a segunda converge em virtude da desigualdade (4.8).

Desta forma, a aplicagao do teste M-W nos permite concluir que a série
de Fourier de f,

“ k k
%4—;(%005%4—@8%%) ,

converge uniformemente em qualquer intervalo de R.
Finalmente, pelo Teorema de Fourier, sabemos que essa série converge
pontualmente para a funcao f, completando a demonstragao. [ |

Observacao. Se f é uma funcao descontinua em um ponto xg, entao,
em virtude do Teorema 2.1 do capitulo 2, a série de Fourier de f nao pode
convergir uniformemente. Logo, para se ter convergéncia uniforme em todo
o R deve-se ter f continua em todo o R.

Contudo, se f é uma func¢ao definida e continua apenas num intervalo fe-
chado [a, b], serd possivel ter convergéncia uniforme nesse intervalo? Observe
que se a série de Fourier de uma funcao f converge, entao a série converge
para uma funcao periddica definida em todo o R. Por outro lado, se a série
de Fourier convergir em todo R entao é claro que ela convergira no intervalo
la,b]. Por estas observagoes, encontramos um modo de obter convergéncia
uniforme para uma funcdo definida somente num intervalo [a,b]. De fato,
considere a afirmacao:

Definicao 4.3 (Extensao periddica). Considere uma fun¢ao continua e defi-
nida em [—L, L]. A extensdo periddica de f, que denotarei por F= ext[f], é
obtida repetindo-se f sucessivamente ao longo de todo o eixo x, em intervalos
de comprimento 2L. Formalmente,

. w se x=2k—-1)L
F(x) =
f(x) se (—2k—1)L<x<(-2k+1)L

Através dessa definicao temos condicoes de estabelecer uma relacao entre
a série de Fourier de F' com a funcao f. Como exemplo, tome a fungao
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f:[=L,L] — R, definida por f(z) = 2. f é impar, donde f(z)cos ™ é
impar, e a, = 0 para todo n > 0. Também,

1 (-
b, = —/ xsen@dx

L J_; L
2/L mracd
= = xsen — dx
L J, L
2 L nrx]” 1/7r
= —{ —|—xcos—— + — cosnz dx
L nm L |, nlJ
B 2[)(—1)7“L1
= e

Assim, a série de Fourier de f em [—L, L] é

2L o~ (—1)nHt
T~ — (=1) sen 2L (4.17)

T n L
n=1

Observe que para x = L # 0 a relagdo “~” é uma relagao de desigualdade,
j& que para esse valor a série a direita em (4.17) é nula.

O interessante é analisarmos para quais valores de x “~” pode ser substi-
tuido pela igualdade. Para isto considere a extensao de f:

R 0 se z=2k-1)L
F(z) = {
f(x) se (—2k—1)L<z<(=2k+1)L

Para esta fungao as hipéteses da estimativa 3 sao satisteitas, o que im-
plica na convergéncia uniforme da série em (4.17) para a fungao F' em cada
intervalo da forma |(—2k — 1)L, (—2k+1)L[. Em particular, para o intervalo
(=L, L). Noutras palavras,

2L o~ (—1)"H!
= — (=1 sen L , Vee(-L,L). (4.18)

s n L
n=1

X

4.4 Dados numéricos

Na expansao dada por Fourier (4.18), fagamos L = 7. Desta forma, se x é
um valor pertencente ao intervalo (—m, ), vale a igualdade:

OO (_1)n+1
r = 25 ————sennx (4.19)
n
n=1

5 sen 2x L sen 3x sen 4x n sen bx sen 6x
= senx — — — e
2 3 4 5 6
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Variando-se os valores © = 7/6, © = /8 e x = m/12, obtemos as respectivas
aproximacoes:

~ 3,1372... (1 digito)

3,14318... (2 digitos)
T A~ 3,1527... (1 digito)

Q

Nos célculos acima, truncamos a série (4.19) em n = 1000.

A anadlise de convergéncia do método aqui apresentado, bem como outros
resultados para o valor de 7 via método de Fourier, serao computados no
final do capitulo 6.



Capitulo 5

Método SH - Parte 1

Neste capitulo apresento um método de aproximacao para m seguindo as
idéias passadas por Cardinal e por Newton [13] — O método SH. O estudo
de Fourier e a aproximagcao de Maclaurin serao indispensaveis no desenvolvi-
mento desse método, bem como o conjunto de fungoes linearmente indepen-

dentes encontrado no final do capitulo 3.

5.1 Cardinal e Newton

Para qualquer x € R,

T
senr = x_§+§_ﬁ+..._...+(_1)
B 2 Al 1y
reosxr = x—5+z_a+..._...+(_)
Ou, simplesmente,
23
seny = x—y—i—O(gg‘r’)
3
rcosr = a:—g—i-O(x‘r’)
Seguem dai as aproximacoes
senr ~ T— o
rCOST = x—g



50 CAPITULO 5. METODO SH - PARTE 1

E, para A; e Ay constantes arbitrarias,

3 3
Aisenz — Aszcosz ~ A (:p—x—)—Ag (a:—m—)

3! 2!
23
No entanto, se tomarmos A; e Ay de modo que
_ — A = 3
{ AA1 3;112 - (1) =1
1= 2 = A2 = 3
entao (5.1) resulta em
3senx
N — 5.2
. 24 cosx (5:2)

Esta foi a aproximacao da fungao f(z) = x dada por Cardinal Nicolau Cu-
sanus e, mais tarde, pelo fisico e mateméatico Snellius!.

Da trigonometria, sen2r = 2senxcosx. Além disso, pela aproximacao
de Taylor,

[ES 5

x
sen2r = 27 — 28 +2°—— + O(2")
3! 5!
Assim, para A;, Ay e Az constantes arbitrarias, truncando-se todos os termos
de ordem superior a 5,

Aisenx — Asxcosx + Azsen2x =~

3 £C5

(Ay — Ay + 2A3)z — (A — 34, + 23A3)% (A1 =54+ PA0) 5 (5.3)

Se tomarmos as constantes de modo que
Al — Ay +24;3 = 1
Al - 3A2 + 23A3 =
Al —5A,+ 2543 = 0

o

entao (5.3) resulta em

14senx + 2sen2x 7+ 2cosx
TR =2senx———. (5.4)
9+ cosx 9+ cosx

Esta foi a aproximagao da fungao f(z) = x apresentada por Newton.
Para z = 7/12, (5.2) fornece m ~ 3,1415099. .. (4 digitos), enquanto que
(5.4) fornece 7 & 3,141592169 ... (6 digitos).

"'Willebrord Snellius foi mais conhecido pelas leis da refracdo, famosas leis de Snell.
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5.1.1 Seguindo os passos dos mestres

Cardinal e Newton tomaram as constantes da aproximacao de modo a anular
todos os termos de grau maior a 1, donde expressaram x em funcao sen sz e
X COS ST.

Da motivacao dada por eles, serd sempre possivel fazer uma aproximagao
da forma

x ~ Ay senz—Agx cos x+ Az sen 2z — Ayx cos 2x+- - -+ Ags_1 sen (sz)— Agsx cos (sz)

com as constantes A,’s tomadas seguindo-se essa mesma idéia?
Sabemos que {cos (kx), x cos (kz), sen (kx), x sen (kx)} é uma base para
o conjunto solucao de

<D2+12)2...(D2+52)2y:0. (5.5)

Seja k(z) = Ay senx—Asx cos x+- - -+ Ags_1 sen (sx) — Agsx cos (sx). Definido
assim, k(z) também é solucao de (5.5). No entanto, exigindo-se que

K'(0) = f1(0);
k//<0) — f//(o) ;

H0) = 00

entao, segundo o teorema da existéncia e unicidade para equacoes diferenciais,

k(x) é unico. Ou seja, {A1, ..., Ay} é unico. Isso é equivalente a dizer que
[ 1 ~1 s ~1 ]
1 -3 53 —3s2
1 -5 e 80 —5st
1 -7 s7 —7s8 (5.6)
1 —(4s—3) --- s¥3 —(4s—3)st™
|1 —(4s—1) - s —(ds — D)5t

é inversivel, pois considerando

TR i [Agk,l sen (kx) — Aggx cos (kx)] (5.7)

k=1

uma aproximacao como sendo uma aproximacao dada por Maclaurin, expan-
dindo os 2s termos a direita em (5.7), truncando-se todos os termos de ordem
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superior a 4s — 1, obtemos

*“@‘§+§—%+“+é$&—£%ﬁ
—Ay <m—§—?+%—ﬂ?+...+ (ﬁ:& _&)
+As3 <2x — 23%‘;’ + 25%? - 27% 4oyt 245_3(2;13__33)! _ 243_1%)

323 525 (A 4s—3 %73  4s—1 a%s—1
A1 <(5 —Dr -85+ -8t e+ (4s—3)1 — 5 {as—1)

_ 248 4z _ 627 | . ds—4 z4573 452 xis—1
Ags (CE SSqrtsp oSt TS Gy — S s

Procedendo de forma semelhante aos mentores Cardinal e Newton, ficamos
com o seguinte sistema para as constantes Ay’s:

A1—A2+2A3—A4+"'+SA23,1—AQS - 1
Al - 3142 + 23A3 -3 22A4 + -4 S3A28_1 -3 SQAQS =0
A1 - 5A2 + 25A3 —5- 24A4 + -+ S5A25_1 —5- S4A25 =0

Al — (48 — 3)142 + -+ 845_31425_1 — (48 - 3)848_41425 = 0

Al - (48 - 1)A2 + -+ 845711423,1 - (48 - 1)848721425 =0
Ou, matricialmente,
[ 1 —1 s —1 1 o
1 -3 s3 —3s? Ay 1
1 -5 s° —5st A,
1 -7 s’ —7s8 5 - (5.8)
E . . A2S—1 0
1 —(4s —3) s173 (45 — 3)sts 4 Agg i 0 |
|1 —(4s—1) sle=l —(4s — 1)st72 |
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Essa matriz é um caso particular da seguinte matriz
[ Uy -1 Us -1 1
u? —3u? u? —3u?
ul —buj ul —5u?
ui —Tuj ug —Tug (5.9)
ul ™ —(4s — 3)uit! ubs™3  —(4s — 3yut
I upt —(4s — D% oo ulTl —(4s — 1ute? |
para u; =14, ¢t =1,2,...,s.
Afirmacgao 5.1. O determinante de (5.9) é
(_Q)S(ul u8>3 H (u] — U )4
1<i<j<s
Demonstracao:
[J Farei a demonstragao por inducgao sobre o valor de s. Para isto, seja
Uy -1 Ug -1
ul —3u? u? —3u?
u? —5uj u® —bul
H(uy,ug, ... us) = ujy —Tuf ug —Tu
u ™ —(4s — 3up? u™3 —(4s — 3ut
uf™t —(4s — Du*? us™l —(4s — 1)uls—2
Para s =1,
Uy
W —3u2 = —3uf 4+ uf = (—2)u}

e o resultado é valido.
valido para s > 2. Isto é,

H(uy, - us) = (=2)° (ug - -

Como hipétese de inducao, considere o resultado

(5.10)

1<i<j<s

Devo provar que para s + 1 temos

H(Uh.. s—l—l(

i)

II

1<i<j<s+1

gy Us1) = (—2)" (g - wgug)? (uf —
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Com efeito, perceba que o determinante D(x) =

Uq -1 Usg -1 T -1

u3 —3u? u? —3u? 3 —322

u3 —buj u? —bu? x° —5z?

uf —Tu$ ul —Tu$ z7 —725
u TP —(4s = 3)ufTt o w3 —(4s —3)utt a3 —(4s — 3)ats
ul ™t —(4s — D% oo utl —(4s — Dut? 2ttt —(4s — 1)t
uPftt —s+ Duds o wtt (s Duds 2ttt —(4s 1)t
uP T —(4s + 3)uftT? o ut T —(4s £ 3)utst? S _(4s  3)atst?

¢ um polindmio de grau igual a 8s + 3, na variavel x. Logo pode ser decom-
posto por

Diw) = K - (v =ri)(@ =72) -+ (@ = rsoy) = K- [[ o =) .

em que K é a coeficiente de 2273 e ry, ry, ..., rg,y3 sdo as raizes do polinomio
D(x), isto é, sdo os valores de x que anulam o determinante D. No entanto,
observe que D(x) é dado, em blocos, por

Uy —1 e Ug -1 T -1

u3 —3u? u? —3u? x3 —3z?

uf —5uf N —bu? x® —5z?

ul —Tu§ ul —Tub 27 —725
u411573 —(48 o 3)u411574 L uzslsfs —(48 _ 3)u§5*4 pAs—3 —(48 _ 3)‘%4574
ul Tt —(4s — D% o utl —(4s — Duds? | atl —(4s — 1)at 2
ullls—i-l —(48 + 1)u‘1“ . u;ls+1 —(48 + 1 u;ls $4S+1 —(48 + 1)1.43
uﬁlls+3 —(48 + 3)u4115+2 . u;LerS —(48 + 3)uésls+2 (E4S+3 —(48 + 3)x4s+2

* ‘ X
em que
gttt —(4s + ' 85+3 8543 8s+3
X = 1,45—&-3 _(45 + 3)x4s+2 - (48 + 1>$ - (45 + 3)56 - (72)1‘

Portanto o coeficiente de z%"3 é igual a (—2)H (uy, -+ ,u,), e entao

8s5+3
D(x) = (=2)H(uy, - ,us) [] (@ =) (5.11)

i=1

Assim, o determinante D(x) é nulo sempre que:
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e 1 = 0, pois desta forma o determinante D tera uma linha identicamente
nula, portanto sera nulo;

e v = tu;,x = tuy,...,r = Fu,, pois no caso em que r = *u,,
1 <1 < s, o determinante tera duas colunas multiplas, portanto nulo.

Logo, 0, +u;, 1 < i < s, serao raizes de D(z). Neste momento questi-
ono: Qual serd a multiplicidade algébrica dessas raizes? E a resposta vem
analizando-se as derivadas de D(z):

w -1 - 1 —1 w -1 - x 0
ui —3uf - 3x? —32? ud —3u? 3 —6x
ul —Tub - T2 —Tab ul  —Tuf T —422°
ul —1 “ e x 0
ud —3u? x> —6x

— | W) —buj - 2 —202°
ul  —7ub x’ —422°

Note que aqui foi utilizado a seguinte propriedade:

/

ann(z) awp(r) - a(v) [ ay(z) awp(z) - a(x)

: : : = : : : +
an1(x) azn(z) -+ () | @ (@) aza(x) - ann(2)
ai(z) ajp(x) -+ aw(w) an(z) ap(x) - ay,(v)

+1 ST toeb |
ap () ab,(z) -+ app(x) ap1 () agp(z) -+ al,(x)

Observe que D'(x) = 0 sempre que:

e © =0, pois desta forma D'(z) terd uma coluna identicamente nula,

e r=Hu;, 1 <i<s, pois desta forma D’(x) terd duas colunas multiplas.

ul —1 tee 1 0 U1 —1 R €T O

ud —3u? .- 32 —6x ud —3u? 23 6
D'(z) = | u} —Buf -+ Bat 200 | | W) —Bui .-+ 2% —60a

wl  —=7u$ .- Ta2® —424° ul  —7ub " —210z*
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e =0, pois desta forma D'(z) terd uma coluna identicamente nula;

o r=+u;, 1 <i<s, pois desta forma D’(x) terd duas colunas multiplas.

Uy
Uy
Uy

D/// (X)

Ou seja,

-1

2
—3u}1
—5u%i
—Tuy

Uy
uy

D/// (X)

Uy

Uy

2
—3u£11
_5qu3
—Tuy

-1
—?)ui1
—Sué
—Tuy

0 0
6x —6x
2023 —20x3
4225 —42°
1 0
32 —6
52*  —6022
726 —210z%
1 0
32 —6
5%  —6022
7

—210z*

ui
u3
Uy

2
—Su}1
—5u(1S
—Tuy

Uy
Uy
Uy

Ui
uy
uj

7

Uy

2
—3ui
—du]

-1
—3u§l
_SUé
—Tuy

3z
5zt
70

8

8 8 8
N o w

8

8 8 8
N oo w

—6
—60z2
—2102*

—120x
—840z°

—120x
—840z°

e D"(x) = 0 sempre que r = +u;, 1 < i < s, pois desta forma D" (x)
terd duas colunas multiplas. Perceba que 0 nado ¢ raiz de D" (x), uma vez
que se z = 0, entdo as duas tultimas colunas de D"(x) serdo linearmente
independentes. Por fim,

D(iv) (X)

+2

Ui
Uy
Uy
Uy

-1
—3u£211
—du;
—Tuf

—3u
—5u
—Tu

2
1

1
1

0 0
6x —6
2023 —60z2
422°  —210z*
1 0
3z 0
52 —120x
78

—84023

Uy
Uy
Uy

7
Uy

-1
—3u
—bu
—Tu

2
1

1
1

1 0
322 0
5zt —120z
726 —840z3

T 0

z3 0
z° —120
27

—252022
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Ou seja,
U1 —1 0 0 U1 -1 1 0
ui —3u? -+ 6z —6 ui —3u? .- 322 0
DM (x) = 2 ui —buj - 20z®  —602® | g|w] —Bui --- Bzt —120x
ul  —7mu$ .- 4225 21024 ul —7mu§ - 7285 —8402°
Uy -1 - =z 0
ud  —3u? 3 0
+ uf  —buj x® —120
ul  —7ub z’

e D)(z) # 0 para = du;, 1 < i < s. Portanto conclufimos que a raiz
0 tem multiplicidade algébrica igual a 3, enquanto que as raizes 4u;, com
1 <1 < s, sao raizes de multiplicidade algébrica igual a 4. Logo,

8s+3 s
H (x —r;) =2° H(a:2 — )t
i=1 i=1

Também, pela hipotese de indugao,
s 4
H(ula"' 7u5>:(_2) (ul'“us)g H (u?—uf)

1<i<j<s

De (5.11) segue que

s

D(z) = (—=2)" (uy - - - uzz)® H (uj2 — u?)4 (ZL‘2 — u?)4.

1<i<j<s i=1

Fazendo x = ug,1,

D(z) = H(u, ..., us, ust1) = (_2>S+1 (ul"'usus+1)3 H (u3 _U?)4.

1<i<j<s+1
Como eu queria demonstrar. [ |
Desta forma, fazendo-se u; = j, 1 < j < 2s, no determinante (5.9),

verifica-se que este determinante é precisamente o determinante do sistema
(5.8), cujo valor é nao nulo:

1<i<j<s
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uma vez que i < j, quaisquer que sejam os valores de 7 e de j. Assim,
resolvendo-se (5.7), obtemos

x &~ Apsenx — Asxcosx + -+ + Ags_qsen (sx) — Agsx cos (sz)
= Aysenz+ -+ Ag,_gsen (sx) —x[Agcosz + -+ - + A cos (sx)].

Ou seja,

Ajpsenx + Agsen2x + Assen3z - -+ + Ay, 1 sen (sx)
TR )
1+ Aycosx + Agcos2x + Agcos3x - - - + Agg cos (sz)

Para s = 1, encontramos A; = % e Ay = %, verificando a expressao dada
por Cardinal (5.2).

Com o objetivo de computar todas as fungoes trigonométricas no mesmo
argumento, levemos em conta as identidades trigonométricas,

sen2r = 2senxcost

cos2r = cos’x — sen’x

Assim, para s = 2 e 3 obtemos as respectivas aproximagoes:

5 16 + 5cosx
~ = ; 5.12
O 3 T T 16 cosz + 2cos?x (5.12)

92 + 66 cosx + 7 cos®
T A —Sen T

) 5.13
5 82+ 111 cosx + 36 cos? x + 2 cos® x ( )

5.2 Dados numéricos
Fazendo x = 7/6 as aproximagoes 5.12) e 5.13) retornam, respectivamente,

T &~ 3,141592228... (6 digitos)
~ 3,141592653460... (9 digitos)

Com = = 7/12 temos, respectivamente,

~ 3,14159265199... (8 digitos)
T A~ 3,14159265358976 ... (13 digitos)

Note que as aproximacoes dadas aqui pelas férmulas (5.12) e (5.13) me-
lhoram consideravelmente a feito por Fourier. Aqui também truncamos os
calculos com n = 1000.
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Para o caso s = 3 facamos © = P — 7. Desta forma (5.13) nos deixa com
a aproximagcao

P+7se P 92 — 66 cos P + 7 cos® P
TR —sen )
5 82 — 111cos P + 36 cos2 P — 2cos3 P

Note que se P for um valor aproximado para m, entao x representa o erro
desta aproximacao. Fazendo P = 3,1 obtemos

7~ 3,14159265358979... (> 14 digitos)
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Capitulo 6

Método SH - Parte 2

No capitulo anterior a fungao f(z) = z foi aproximada utilizando-se a base
composta pelas fungées impares senz,zcosz, ..., sen(sx),x cos (sz). Neste
capitulo utilizo a base dada apenas pelas funcoes senx, sen2zx, ..., sen szx.
Esta base é a mesma utilizada no método de Fourier, no entanto desta vez
as constantes nao serao tomadas pelo produto interno. Ao final faco um
confronto entre os métodos anteriores e o método aqui desenvolvido para que
possamos tirar algumas conclusoes.

6.1 Idéia simplificada

No capitulo 4, vimos que a série de Fourier da fungao f(z) = x é dada por

= i1 S€N (N1)
r=2) (~1)
n
n=1
e tem convergéncia garantida sempre que x pertencer a um intervalo da
forma [—m,7]. Com esta mesma base de fungoes, serd possivel aproximar

uma fungao f(x) utilizando-se da idéia passada pela aproximagao do capitulo
anterior, isto é, sera que podemos ter

r =~ Aysens — Agsen2z + -+ + (1)1 A sen (s7) (6.1)

com as coeficientes A;’s a serem determinadas de modo que esta aproximagao
seja considerada no sentido de Maclaurin?

Na tentativa de obter uma resposta positiva, expandimos a expressao a
direita em (6.1) truncando, agora, todos os termos de grau maior a 2s — 1.
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Feito isto,

Tr =

23 25 27 o1 x25—1

x3 IS 507 s— s— x?sfl
—A, (2:1: — P8 4 2L 2T .. 4 (—1)°712? 1(25—1)!>

o (30 -BE 4 PE - TH 4t (1))

2s—1

_ 3 5 z7 s§— s—1 277
+(_1)3 1145 (31‘ — 335 + 855 - 57? + -+ +(_1) 132 1(23—1)!) :

O que nos deixa com o seguinte sistema para os coeficientes Ay’s (idéia de
Cardinal e Newton):

Al — 2142 + 3A3 — e+ (—1)8718148 =
Ay =284+ 33 A5 — -+ (1) 184, = 0

Ap =257 Ay 43571 4y — - (<1 TIA = 0

Ou, matricialmente,

1 —2 3 e S Ay 1
1 -2 33 ... 4B Ay 0
. . . =11 (6.2)
i _255—1 32;—1 A 523‘—1 14‘5 O

Para ver que de fato esse sistema é sempre soltivel, considere a afirmacao
abaixo:

Afirmacao 6.1.

1 1 1
'l}l U2 o« oo Un
2 2 2
U1 U3 T Un = H (Uj - Ui) . (63)
2 T N I
n—1 n—1 n—1
vy ) Un
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Demonstracao:
[J Farei a prova deste resultado por inducao no nimero de ordem do deter-
minante.

Com efeito, para n = 2,

1 1
V1 Vg

=V — U = H (vj — vs)

1<i<j<2

e o resultado ¢ verificado.
Considere vélido o resultado para n > 2. Assim,

1 1 e 1 1
(%1 (%) Un, X
: : _ H1§i<j§n(vj — ;) ‘ *
n—1 n—1 n—1 n—1 ‘
U]. U2 st ,UTL xXr
n n n n
Ul /U2 A /Un T

¢ um polinémio em z de grau n. Seja P(x) esse polinomio. Note que se
xr = v;, para qualquer ¢ = 1,2,... ,n, P(x) terd duas colunas idénticas, o
que o torna nulo. Equivalente é dizer que P(x) tem como raizes os niimeros

V1, V2, ...

,Un. Entao P(x) pode ser decomposto por

P(z) =D(x —v)(x —vg) -+ (x — vy,)

em que D é o coeficiente de ™. Nesse caso, D ¢é dado por H1<i<j<n (v; —v;).
Donde,

1 1 1 1

U1 ) Un, T

: : : Do l=@mo) @) @) [ (05— w)

n-1  n-1 n-1 _n-1 1<i<j<n

(o Uy Uy, T SIS
oy vy vy x™

Faca x = v,,11 e o resultado fica completo.

Uma vez valido o resultado acima, faga v; = A? na equacio (6.3) para

todo i =1,2,...,n. Desta forma,
1 1 e 1
N .
o M= I 058

2n—2 2n—2
>\1 )‘2
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Ou, equivalentemente,

A\ Ao .. A
)\z )\g .. )\é
A} A A = e\, H ()\]2,_)\22).
: : : 1<i<j<n
/\%nfl )\gnfl .. /\Zn—l

Por fim, faca agora
A==, g=1,...n,

o determinante em (6.3) é precisamente o determinante da matriz em (6.2),
cujo valor é

1(=23(-4)---n [ (-2 =]]0"" [ *-7)#0

1<i<j<n i=1 1<i<j<n

Logo o sistema para as constantes Ay’s possui tunica solugao.

Observacgao. A unicidade das constantes A,’s teria sido obtida de forma
mais simplificada se tivéssemos encontrando uma equacao diferencial de di-
mensao finita s com base para o conjunto solucao dada por

{senx, sen2z,..., sen (sx)}
pois desta forma bastaria tomar
K(z) = Aysenx — Agsen 2w + -+ + (—1)*"1 A sen (s7)
e impor as condigoes iniciais
K'(0) = J'0)
K"(0) = f"(0)

Ke(0) = 7o)
Por exemplo a equacao diferencial

(D* +1)(D* +2%) - (D* + %)y = 0

é uma equacao que atende tais exigencias.
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Resolvendo o sistema (6.2) para s = 1,2,3 e 4 obtemos, respectivamente,

r =X senx

4 1

r o= gsenx—éseHZx (6.4)
3 3 1

S §senx—ﬁsen2x+%sen3x (6.5)
8se 2se 2z + 5 sen 3 sen 4 (6.6)

r &~ —senzx— —sen2r+ —— sen3r — —— sen 4x :
5 ) 105 140

6.2 Convergéncia do método

Suponha que P é uma aproximagao para w. Faca x = P — m: o erro na
aproximagao de m. Substituindo x por P — 7 em (6.1), obtemos

P—7~ Z(—l)”’lAn sen [n(P — )] . (6.7)

Uma vez que sen [n(P — m)] = sen (nP —nm) = (—1)"sen (nP),

P—7m =~ Z(—1)2”_1Ansen(nP)

n=1

= — Z A, sen (nP).
n=1

T ~ P+ Z Ay sen (nP) (6.8)
n=1

= P+ Ajsen P+ Aysen2P + Agsen3P + -+ - + Agsen (sP).
Para s = 1, obtemos
7w~ P+ senP. (6.9)

Esta foi a aproximagcao apresentada por D. Shanks em 1992 [20]. Observe
que se x = P — 7w, entao sen P = senx + ™ = —senx e, portanto,

P+senP = 7w+ x— senz
3 2

— 7r+____|_...
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’ . ~ 3 .
Isto é, o erro nesta aproximagao é da ordem %;. Portanto o erro envolvido na

. ~ , . 3 .
aproximagao de 7 por P é reduzido para % em (6.9). Assim, se P for uma
aproximacao de m com n casas decimais corretas, entao (6.9) terd 3n casas
decimais corretas. Faca P = 3,1 em (6.9) e teremos

7R 3,1415806 ... (4 digitos)
Com P = 3,14 obtemos
T~ 3,14159265291 ... (8 digitos)

Nao obstante, reescrevendo-se também as equagoes (6.4), (6.5) e (6.6),
obtemos as respectivas melhores aproximacoes:

4 1
T R P+§senP+ésen2P (6.10)
P—i—3senP+ 3 sen2P + ! sen 3P (6.11)
T R - il = '
2 10 30
Pt SsenPt Zsen2P 4 3P4 4P (6.12)
T & — sen — sen — sen —— sen )
5 5t 105 140
Como r = P — 7, entao sen P = —senx, sen2P = sen2z, sen3P =
—sen 3z, sen4dP = sendx e
4 1 425 2027
P—&-gsenP—i—gsenQP = ST
3 3 1 3627  504z°
P—l—isenP—i—EsenQP—&—%sen?)P = 7T+T— ol
8 2 8 1 5762°
P+gsenP+gsen2P+Rsen?)P—i—msenélP = 7w+ o T

Logo, se P é uma aproximacgao de m com n casas decimais corretas, entao
(6.10) aproxima 7 com bHn casas decimais corretas. Analogamente, se P
aproxima 7 com n casas decimais corretas, entao (6.11) e (6.12) retornam
valores de m com Tn e 9n casas decimais corretas, respectivamente.

6.3 Dados numéricos

Nas férmulas (6.10), (6.11) e (6.12) obtidas pelo método SH, fazendo P = 3,1,
obtemos, respectivamente, as seguintes aproximacoes:

~ 3,141592649 ... (7 digitos)
3,1415926535882 ... (11 digitos)
7 A~ 3,1415926535807922... (15 digitos)

3
%
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6.4 SH VS Fourier

Para entender melhor a importancia do método apresentado nesse capitulo,
faca x = P — 7 na aproximagao dada por Fourier. Isto é,

P—7m = 22
1>k+1
22 . ¥ sen (kP)

sen (kP)
oy Snkh)
k=1

1)k+1

sen (kP — k)

Q

Q

Ou seja,
N °, sen (kP)
WNP+2;—]€ . (6.13)
Para s =1,
7~ P+ 2senP. (6.14)
Neste caso,

P+2senP = w+x—2senx
3 x® ZT
= 7T—i—x—2(x ————— —+)

3! 5! 7!
B 2¢% 225 227
STty T T T

Concluimos que o erro dado por Fourier ¢ linear: Para P = 3,1, (6.14) re-
torna 3, 1831 ... (1 digito), enquanto (6.9) retornou 3, 1415806 . .. (4 digitos).
Também, para P = 3,14 (6.14) retorna 3, 14318530. .. (2 digitos), enquanto
(6.9) retornou 7 ~ 3, 14159265291 ... (8 digitos).

Se s = 3, entao por Fourier temos

2
T~ P4+ 2sen P+ sen2P + gsen?)P

e tanto para P = 3,1 quanto para P = 3, 14 os resultados nao melhoram no
que diz respeito a digitos corretos de 7.
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Capitulo 7

A iteracao MAG e a
convergéncia para m

Diversos métodos para aproximar 7 foram estudados até agora. Contudo,
neste capitulo apresento um método iterativo que converge para o valor de
7 de forma surpreendente no que diz respeito a velocidade de convergeéncia.

Com base nas médias aritmética e geométrica, o método apresentado
converge exponencialmente para o valor de m, ou seja, a cada iteracao ha
reducao do erro (diferenga entre o valor aproximado e o valor real de ) de
forma exponencial.

Seja {a,}>2 ; uma sequéncia numérica. Se existir uma constante C; e um
nuamero natural p, o menor possivel, para o qual

lan+1 — L| < Cyla, — LIP, Vn

entao diz-se que {a,}°°; converge para L na ordem de p.
Por outro lado, se existe uma constante C5 tal que

lan — L SCQ_QH

entao dizemos que {a,}>2; converge a L exponencialmente.

O método de Newton é o que se conhece como melhor método iterativo
de convergéncia quadratica (p = 2). Fungoes polinomiais com coeficientes
racionais podem ser computados por este método, porém a dificuldade é en-
contrar um método que aproxime exponencialmente pelo menos uma funcao
transcendental. Até o momento, o unico procedimento que converge expo-
nencialmente para fungoes transcendentais é o método por média aritmética-
geométrica, pauta da proxima secao.
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7.1 Iteracao MAG

Considere os nimeros positivos a e b, a > b. Para ag := a e by := b, defina

G + br
Apy1 = 5 (7.1)

bpi1 = Vapby, , (7.2)

com n € N. Nao ¢é dificil ver que a,, > a,,11 > byy1 > by, V n. Segue dai que
ambas as sequéncias {a,}>°; e {b,}>2, convergem para o mesmo limite L,
também denotado por AG(a,b).

Defina, agora,

cni=a — b2
Desta forma,
2 2
I b, o
n+1 — >~
2 4Cl,n+1 4

e, portanto, a sequéncia {c,}2°, converge quadraticamente para zero.
A percepcao de que

ap = an+1+cn+17
bn = Qp4+1 — Cp+1

permite-nos definir a,, b, € ¢, para valores negativos de n. De fato, iniciando
com g = ag e by = co e definindo @, e b, tal como em (7.1), a indugao em n
conduz a

dn = 2inafn;
v on .
by = 27", :
¢, = 27 "c_,.

Além disso, para um numero k entre 0 e 1, defino ki=+1— k2.
Utilizando-se da integral eliptica de primeiro tipo

! do
Va2 cos? 0 + b2 sen 20

sabemos que [(ay,,b,) independe do valor de n [17], donde

I(ag, bo) = lim I(an,bn) = I(L, L) = 57
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Isto é,
T
AG((J,(), bo)[(ao, bo) = 5
Em seu trabalho, J. M. Borwein e P. B. Borwein [5] provaram que

Iim {log (%) I, k)] 0.

Teorema 7.1. A iteragio MAG satisfaz a sequinte identidade:

o a 4a T
lim 27" Jog —* = —
n—00 an, Ch, 2

Demonstracao:
[J Com efeito,

g = lim @] (do, bo)
= lim I (d_p, b_y)
= lim a,I(2"a,,2"c,).
Observe que
w/2 1
I(2"a,,2"%c,) = / dao
o 1/(27)2a2 cos? 0 + (27)2c2 sen 20
o~ (/2 1

= — do
n Jo \/00529—1—(2—2)25%29

= 21(1,6—").

ay, an
Portanto,
T a c
T = Lm 2—”—”1<1,—")
2 n—00 an, an,
a 4a
= lim 27" 2 log —2
n—oo an CTL

71
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Assim, para ag = ag = 1, by = k e ¢y = k, considere

Pu(k) = (‘i)

Cn
Qn,
Qn(k) = <,
Qn,
e os limites P = lim, o P,, Q = lim, oo @Q,, a = lim,_,a, €6 a =

lim,,_.o @,. Desta forma,

< 1 e, portanto, P,y1 < P, < Py,

o (5)
)

Como a < a,y1 < ay,, entao (

YV n. Assim,
an—l—l -
S (1 an—i—l)
S ( an—l—l)
S an—i—l PO
a
Portanto,

|Poii — Pl SW%MPO

Uma vez que Py = 16/(1 — k?), fazendo k — oo obtemos

P00 = Pl < o (1) (7.4

Também,
a a
(B)—Qk)] = | — lim =
Qull) =~ Q] = |22~ tim 2
o jan a
- la, a

a,ad + aa — aa — ad,
aay,
ala — a,| + ala — an\

a2
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Decorre das majoragoes (7.4) e (7.5) que ambos P, (k) ¢ @,(k) podem ser
computados exponencialmente desde que os a,,’s possam ser calculados. As-
sim, por (7.3) segue que

1 4a,

e
lim — log —~ =
e

(7.6)

e ambos os lados convergem.
O ponto crucial desse método é perceber que ao diferenciarmos (7.6) eli-
minaremos o logaritmo e ficaremos apenas com 7.

7.2 O algoritmo MAG

Teorema 7.2. Considere os valores iniciais

Oé():\/§

Bo = 0
T = 2+ V2
Se
o _ 1(041/2 I Ofl/z)
n+1 2 n n
n - an - .
B (250)
n+1 — n+1 1 +ﬁn+1 n

entao m, converge exponencialmente para o valor de .

Demonstracao:
[J OJ Considere os valores de a,, b,, c,, an, b, € ¢, funcoes de k, ou seja, faca
bo =k, bo =1 — k2, ag = ag = 1. Diferenciando a expressao

que sabemos convergir para zero, obtemos:

! / ! /]
(e _a\_mumfa a
2" \a, ¢, 2a, \a, G

que converge para zero.

(7.7)
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Note que os valores de a/,, b/, e ¢/, podem ser computados recursivamente
fazendo-se

;o atb
1 b, an,
bop1 = 5 (% o +by, E)
1
/ — (s _ b/
Cn—i—l 2 (an n)

comay=0,0y=1,a0=1¢eby = k.
Por simplicidade fagamos
o, =

n
!/
n

ﬁn =

SEk

n

Levando-se em conta a iteracao MAG, ou seja, as defini¢oes de a, 1, b,11 €
Cni1, Obtemos as seguintes identidades:

/ 1 / /
a',n—i-l_b:l—i-l = u__( a b, an>

:%(%+% %giij)
- G- Vi) (G- ).

1— Unt1 Cpi 1 (an + by)(a;, — b;)

g1 Cntl (a7, + 07,)(an = bn)

anal, + ay b, — a,b), — bybl,

anpal, + ayb), — al b, — b,bl,
2a,b), — 2a b,

apal, + a,bl, — ab, — b,b,

an _
2 (5 - i)

al

- 1-—

Z:b’n—'—_n_b_’n_
_ 2aw—f)
anﬁn"'an_ﬁn_l
2(0471_571)

(ﬂn + 1)(an - 1).
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Apt1 =

6n+1

Ap+1 — 1

75

lan + b,
2 vayb,
lan\/anbn + bn\/anbn

2 anbn
1 \/anbn \/anbn
2 ( by, + an )

(7.8)

(7.9)
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12 (Bn+1)
an/ (Bn + )
'’ {an +1 208, + 1)]
2 ay, B + ay,
W{@%+a@mn+m_zmm%+1q
2 (Bn + )
ay? (a2 — ap + By — a3,

2 an(Bn + ap)

1/2
o O ( - 1)( ﬁn)
= - oot o) (7.10)

1
U1 — Pog1 = 5(04711/2 + a;1/2) _

Opt1 — ﬁnJrl _ 05711/2(&11 - 1)(an - ﬁn) . 20571
Qpi1 — 1 204n<04n + 677,) O{}l/z (()[3/2 — 1)2
(an — 1)(om — Bp)
( & —1 + ﬁn

Pla

(@l + 1)'(a,
)

) (@

(an —1 (an + ﬁn)
(1 +an2

:(%+m)@ﬁg (7.11)

' an — B
Mo = 2" ozn—l '

Diretamente de (7.11) decorre que

B (1 + 04,11/2)2
Tn+1 = m%

Definindo, agora,

(7.12)

E, portanto,

148, 27+ Wi1Cni1)
O algoritmo para 7 vem multiplicando-se a identidade (7.7) por a,/al,,
pois essa multiplicagao resulta em

1 anC. Ta ana’
—(1- L I s 7.13
2n ( agcn) 2a, ( al dn) (7.13)

n
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Além disso, note que se

Qp = Qpn,
o/ /
an, —Qy

entao (7.13) torna-se

1 anC
— (1= no\ _
2”( ) "

que converge para zero. Ou seja,

Tn
— . 7.14
1+ 05, ( )
Mas para obter a igualdade a,, = a, basta que a; = aq, ja que a; = a; =
an = Gn, ¥V 1. Decorre dai que k = k = 271/2,
Com intuito de estabelecer uma recursividade para (7.14) defino

__n
L+ 8,

Desta forma,
Tn+1
L+ Bnt
1(1+a®) o,
2 (an + 671) (1 + ﬁn-ﬁ-l)
(1 + 04711/2)2 In

1
2 (a, + O 1/2 (148,)
( ) [1 + ap —(anwn)}

Tp+l =

1 (1 + 204711/2 + ozn)%
2 (a + )+ 2(1+ B)

1 1+2a}/2+an>
= = T
Oén+6n 1/2 n
2\ g o
1] an?+al*+2
= — ’]Tn
2 _1/2 an“l’ﬂn
o' () +1
124 20,4
2 61 +1 "
L n+1

— ﬁ (1 + an+1> T
n+1 1+ﬁn+1 n-
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Lembremos que 7, converge para o valor de 7.
Observacao. Para analisar o quao rapido ocorre tal convergeéncia, devemos
considerar a diferenca 7, 1 —m,. Antes disso, facamos algumas consideragoes:

Lema 7.2.1. o, — 1, quadraticamente.

Demonstracao:
OJ
1/2 1/2 2
1 [l = 1) ” + 1)
[ 7] -1 =
" 22 (ot +1)
o (an — 1)2
20 (0l + 1)
1
< —(a, — 1)
< Slan-1)

Observe que |a, — 1] < 1= |a,;1 — 1| < 1. Além disso, como ag = V/2,
1 S Qpi1 S A, vV on.

Lema 7.2.2. Considere a identidade (7.8). Por esta identidade seque que
Br < o = 673+1 < Qpy

Demonstracao:
O Se 8% < ay, entao G, < \/a, e, logo,

Bular? = 1) < oy (al* = 1) = al*By+ay* < an+ B,
— a8, +1) < an+ b

12 (B +1)
" (an - Bn)

Ou Seja> ﬂn+1 S L. LOgO, 5721,-1-1 S 1 S Qpy1- |

— « <1

Como (32 < ay, (% < ay, ¥V n. Mais, 8, <1,V n.

Lema 7.2.3. Para n > 4 temos

1

i, — 1] < Torie
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Demonstracao:
[J Farei a prova por inducao sob o numero n. Com efeito, para n = 4 o
calculo numérico nos leva a

1

oy — 1| < ————.
| 4 ‘ - 1024 + 2
Considere, entéo, valida a rela(;éo

1

|an—1|§W

para n > 4. Notando que

1 1
1 =0l a2 £ 1] = [al? — 1| < )
|a | |an ||an + | |an | — 05711/2 +1 102" +2
da identidade (7.9) segue que
1
i = 1] = —zlal =1
< 1 1 1
T 2002 (a}/Q + 1)2 102" +4
< 1
que termina a demonstracao. |
Lema 7.2.4. Para n > 4 temos
1
18, — 1] < o2
Demonstracao:
[J Novamente farei uma inducao sobre o nimero n. Para n = 4 de fato temos
1
-1 < —.
1B =11 15z +2
Considerando o resultado valido sempre que n > 4, isto é,
1
Wn‘”SW, n=>4,
temos, de acordo com as identidades (7.9) e (7.10),
o, — (o, — B
1= fhy1 = ( ) n) + (1 = any1).

20z71/2(an + )
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Logo,
a, — 1) (a, — B
‘1_ﬂn+1’ S ( n1/2 )( n n) +‘1—an+1’
200 “(an + Bn)
< ’an_1||an_ﬁn|+|an_1|2
< W(|an_1|+|ﬁn_1|)+w
< 2 1
= 102n+1+4 + 102n+1+4
< 1
< g
Finalizando a demonstracao. |

Voltando a diferenca m,,1 — m,, perceba que esta é dada por

wew [ (+ad®?
1+ﬁn+1 1+ﬁn B 2(ﬁn+an)(1+ﬂn+l) (1+Bn) n

(14 an + )1+ Ba) = 2(By + a) (1 + Bpsa)
2(Bn + an) (1 + Bas1) (L + Ba) n

Entretanto,

(14 an + 0‘711/2)(1 + Bn) = 2(Bn + an)(1 + Bpy1) =
=14 anfn + 2028, +201% — i, — B,
= 2B806n+1 — 200 Bn11
= 28,(al/? = 1) + B + 1+ anfy + 20/
— ap — 2000n+1 — 2000041
= 200 (c/* = 1)+ 28,(1 = Bps1) — B + 1
+ oy B + 2a}/2 — ap — 200 Bnt1
= 28, (a/> = 1) +28,(1 = Buy1) + Bulan — 1)
+ 1+ 20@}/2 — ayp — 200 Bna1
= 2B, (c/* = 1) + 28, (1 = Buy1) + Bulan — 1)
—(a? = 1) +2 - 20,851
= 28, (/? = 1) +28,(1 = Buy1) + Bulan — 1)
—(a? = 1) +28,11(1 — ) — 28011 +2
= 2B,(c0/” = 1) + 28,(1 = Bug1) + Bulon — 1)
— (0d/? = 1)+ 2B041(1 — an) + 2(1 = Bat)-
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Uma vez que 2(8, + an)(1 + Buy1)(1 + Gn) > 1,

Tn+1 . Tn
1 + 6n+1 1 + ﬁn

< |(1 +ap + a}z/g)“ + Bn) = 2(Bn + i) (1 + 671—&-1)} Vnl

< (2102 = 11+ 2B — 1+ o — 1]

2
ok = 1 + 2l = 1]+ 2/Brer = 1]) 1l

< 10 'W [l
1
= |t |Vl
Observe, agora, que
Atk — Al = Mgk = A1 + Aot — - = A1 + A — A
< |)\n+k - /\n+k—1| + e+ |/\n+1 - )\nl
Assim, para A, := 11%n temos que
Tn+k Tn 1 1
‘1 e 148 S 10—'7' BT
k—
- 104 102"

Como 7, — 2m, a partir de um certo nimero N, n > N = |v,| < 8. Desta
forma, fazendo k tender a infinito,

o0

Tn 8 1
T — < =)
1+6,| = 104107
< =
-5 s=1 102”
1 1
<

Como 10%" —5 > 0 < 5/4(10%" — 1) > 10*", concluimos que

VTn 1
‘1+ﬂn W‘ - 10" (7.15)

e, de fato, a sequéncia 7, converge exponencialmente para o valor de 7. Il
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7.3 Dados numéricos

Comecamos desenvolvendo nosso algoritmo com os valores ag = a9 = 1,
bo =k e by = k. Além disso, na parte intermediaria de nossos céalculos nos
deparamos com a necessidade k = k=212, Assim, para que o algoritmo
funcione corretamente precisamos encotrar agora os valores iniciais ag, (3 e

-

ao = @:\/i

bo
b= %o
1+ Bo

Com estes valores, e iterando conforme as identidades

1
G = 3(0lf? 407"
o 1/2 ﬁn + ]- )
n - an
B (5
T o ﬁ (1 + an+1) T
n+1 n+1 1 +ﬁn+1 n

obtemos os seguintes resultados (n é o nimero de iteragoes):

n=1 = w~3,1426... (2 digitos)
n=1 = a3 141592660... (7 digitos)
n=1 = m~3,14159265358979... (> 14 digitos)

Os céalculos foram realizados em um micro computador com processador
AMD Sempron(tm) 2600+. Para valores maiores de n vide tabela 7.1 abaixo.

Com 20 interagoes temos o valor de m com 2 milhoes de casas decimais
corretas. Fonte: [5].
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Iteragio (n) | Digitos corretos || Iteragao (n) | Digitos corretos |

1

U~ W N

3

8

19
41
83

6

~J

8
9
10

170
345
694
1392
2788

Tabela 7.1: Resultados do algoritmo. Fonte [5].
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Capitulo 8

Conclusao

Neste trabalho, foram apresentados varios métodos de aproximacao para T,
dos quais um, em especial, merece destaque: o algoritmo MAG (no original,
Arithmetic-Geometric Mean). A cada iteragao deste algoritmo, a diferenga
entre o valor retornado pela méaquina e o valor exato de m decresce exponen-
cialmente.

Este trabalho obrigou-me a aplicar conhecimentos de diversas areas da
Matematica: Analise, Algebra Linear, Teoria de Numeros, Equacoes Dife-
renciais, Métodos Numéricos etc. No ambito pessoal, a visao da Matematica
que eu tinha, como algo meramente abstrato, foi substituida por uma visao
mais realista, ao verificar o valor da teoria quando aplicada em um problema
concreto.
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