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Introducao

A teoria moderna de anéis comecou quando J. H. M. Wedderburn demonstrou
seu famoso teorema de estrutura para algebras semi-simples de dimensao finita so-
bre corpos, em 1907. Vinte anos mais tarde, E. Noether e E. Artin introduziram
as condigoes de cadeia ascentente e de cadeia descendente sobre ideais unilaterais,
substituindo a dimensao finita, e Artin provou o analogo do teorema de Wedderburn
para anéis (4lgebras) semi-simples. Esta teoria passou a ser, desde entdo, a pedra

fundamental da teoria de anéis nao-comutativos.

Neste trabalho, estudamos o teorema de estrutura para anéis primitivos que é
uma generalizacao do teorema de Wedderburn-Artin. A grosso modo, este teorema
de estrutura diz que um anel primitivo a esquerda A (isto ¢, um anel que possui um
modulo a esquerda simples e fiel), é isomorfo a um anel denso das transformagoes

lineares sobre um A-moédulo simples e fiel.

Além deste isomorfismo, o teorema garante que se A é artiniano a esquerda entao
dimi(V) =n < oo e A= M,(k), onde k é um anel de divisdao, enunciado que nos
lembra o teorema de Wedderburn-Artin para anéis artinianos a esquerda simples. E
se A nao é artiniano a esquerda, entao dimg (V') é infinita e existem um subanel A,

de A e um homomorfismo sobrejetor de A, para M, (k).

Além da demonstracao do teorema de estrutura, objetivamos estudar alguns topi-
cos da teoria de anéis e modulos. Dentre os topicos estudados, estao os anéis e
modulos simples e semi-simples, anéis J-semi-simples (ou Jacobson semi-simples, ou
semiprimitivo), anéis e ideais primos e semiprimos e anéis primitivos a esquerda (a

direita). Visamos estudar suas caracterizagoes e as relagoes existentes entre eles.

Durante o trabalho, pressupomos que o leitor esteja familiarizado com teoria de
anéis. Salientamos também que em todo trabalho, A é um anel com unidade nao
necessariamente comutativo. Esta informacao é importante pois nao a repetimos

durante o trabalho. Por fim, apresentamos um breve resumo desse trabalho.

Colocamos um primeiro capitulo sobre teoria geral de modulos, introduzimos

defini¢oes, exemplos e resultados importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

No segundo capitulo, estudamos as classes de anéis semi-simples e J-semi-simples.

Tratamos brevemente anéis com condicao de cadeia ascendente e descendente.

No terceiro capitulo, definimos anéis e ideais primos e semiprimos. Estudamos



as relacoes existentes entre esses anéis e as relacoes com as estruturas ja estudadas

anteriormente.

No nosso ultimo capitulo, desenvolvemos alguns resultados, como o Teorema da
Densidade de Jacobson-Chevalley e alguns outros pré-requisitos para a demonstragao

do teorema de estrutura para anéis primitivos a esquerda.



Capitulo 1

Mobdulos

Neste capitulo, definimos modulos e apresentamos uma série de exemplos afim de
tornar clara ao leitor essa estrutura. A grosso modo, os médulos sao uma generali-
zagao de espagos vetoriais, onde ao invés de corpos, usamos anéis para o conjunto de
escalares. A teoria de modulos esté fortemente relacionada com a teoria de anéis e
grupos, e isso se reflete, como o leitor poderd constatar, em diversos teoremas exis-

tentes para anéis e grupos, que mediante “modificagoes”, sao provados para modulos.

1.1 Mobdulos

Definicao 1.1 Seja M um conjunto nao vazio munido de uma opera¢ao soma

+: MxM — M
(,y) = z+y.

M com a operagcao + € dito um grupo se as propriedades a Sequir sao vdlidas:
(i) a associatividade da soma: (x+y)+2z = x+ (y+ 2), para quaisquer x, y, z € M;
(i) existéncia do elemento neutro para a soma: existe um unico 0 € M tal que
r+0=0+2z ==, para todo v € M;
(iii) existéncia do elemento oposto: para todo x € M, existe um tunico y € M, tal que
r4+y=y+x=0. Denotamos y por —zx.

M € dito grupo abeliano ou comutativo se:

(iv) a operagdo + € comutativa, ou seja, x +y =y + x, para quaisquer x, y € M.

Exemplo 1.2 (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sao grupos abelianos. (Z, —{0},-), p

primo € um grupo abeliano multiplicativo.

Definigao 1.3 Seja M um grupo abeliano. M é dito um mdodulo a esquerda sobre A

(ow um A-mddulo & esquerda) se existe uma operagao de multiplica¢ao de elementos
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de A por elementos de M tal qual a definida abairo, satisfazendo as propriedades de

(i) - (iv) para quaisquer x,y € M e a,a; € A:

AxM — M
(a,y) = a-y

a-(a;-z)=(a-a)-x;

(

(ii)
(i
(

(z+y)=a-xz+a-y;

i) (a4+a) - x=a-x+a-x;

De modo analogo, definimos A-moédulos a direita considerando a multiplicagao a
direita por elementos do anel A.

Sea € Aem € M, escrevemos simplesmente am para denotar o elemento a - m.

Em todo trabalho, M é um A-moédulo a esquerda. Nao havendo confusao quanto
a isso, escrevemos sempre M é um A-modulo. A notagao 4 M (M) é também usada

para dizer que M é um A-modulo a esquerda (a direita).
Exemplo 1.4 O grupo trivial {0} é um mddulo sobre qualquer A-mddulo.

Exemplo 1.5 Seja I um ideal a esquerda do anel A. Entao I admite uma estrutura
de A-mddulo (a esquerda) com soma e multiplica¢ao induzidos pela soma e multipli-

cacao de A.

De fato, dados o € A e x € I, temos que ax € I. Sendo que I é um ideal a
esquerda de A, entao as propriedades para que [ seja um A-modulo sao claramente

satisfeitas.

Exemplo 1.6 Todo grupo abeliano (M,+) pode ser considerado como um mddulo

sobre o anel Z dos numeros inteiros definindo a multiplicagao por:

v Lx M — M

p

0 sez=10

m-+---+m sez >0
~—_——

zZm =
z vezes

(=m)+--+(-m) sez<0

-

Vo
\ —Zz vezes

para todo z € 7, e para todo m € M.

A seguir definiremos a estrutura de bimoédulo.



Definicao 1.7 Sejam R, S anéis e M um grupo abeliano (aditivo). Entao, M € dito
um (R, S) bimddulo se M ¢é um R-mddulo a esquerda e um S-mddulo & direita.

Aqui, cabe ressaltarmos que para quaisquer r € R, s € S em € M, wvale:
(rm)s = r(ms).
Exemplo 1.8 Todo anel A é um (A, A)-bimddulo

Exemplo 1.9 Todo espago vetorial sobre um corpo K é um (K, K)-bimddulo, e con-

sequentemente, um K-modulo.

1.2 Submobdulos

Definicao 1.10 Seja M um grupo. Um subconjunto nao vazio N de M €é um sub-

grupo de M quando o conjunto N é um grupo com a operagao de M.

Proposicao 1.11 Sejam M um grupo e N um subconjunto nao vazio de M. Entao
N € um subgrupo de M se e somente se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) x4+ y € N, para quaisquer x, y € N;

(ii)" para todo x € N, existe —x € N tal que x + (—z) = (—z) + x = 0.

Demonstracao: De fato, se N é um subgrupo, é claro que as condigoes (i)’ e (ii)’
sdo validas. Suponhamos que as condigoes (i)’ e (ii)’ sejam satisfeitas. E claro que
+ é uma operagao em N associativa. Por outro lado, dado x € N, por (ii)’ existe
—x € N tal que 4+ (—z) = (—z) + 2 = 0. Por (i), 0 € N. [ ]

Na préatica, verificamos as condigoes (i)’ e (ii)’ para mostrar que N é um submo-

dulo de um grupo M.

Definicao 1.12 Sejam M um A-mddulo e N um subconjunto nao vazio de M. Entao
N ¢é A-submddulo de M, ou simplesmente, um submddulo se:

(i) N € subgrupo aditivo de M;

(ii) N € fechado em relagao @ operagao -, isto €, dados o« € A en € N, tem-se que

an € N.

Proposicao 1.13 Seja M um A-modulo. Um subconjunto nao vazio N de M € um
submaodulo de M se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) Vn,n € Nyn+n' € N;

(ii)) Ya e AV néeN, tem-se que an € N.



Demonstracao: Se N é submodulo, entdo (i)’ e (ii)’ sao satisfeitas. Reciprocamente,
provemos que N é submodulo de M. Claramente, + ¢ uma operagao em N, pois vale
(i)', que é associativa e comutativa. Como N ¢é nao vazio, existe x € N. Por (ii)’,
0 =0z € N. Dadoy € N, temos que —1 € A (& o oposto de 1 em A), dai
—ly = —y € N. Logo, N é um subgrupo de M e por (ii)’ segue que N é um
submodulo de M. |

A seguir, apresentamos alguns exemplos de submoédulos de um moédulo.

Exemplo 1.14 Seja M um A-mddulo. Entao {0} e M sao submddulos de M chama-

dos submadulos triviais.

Exemplo 1.15 Sejam Ny e Ny submodulos de um modulo M. Entao o conjunto
Ni+ Ny:={ni+ng: ny € Ny e ng € Na} é um submddulo de M.

De fato, Ny + Ny, C M. Sejam z, y € N; + No. Entao, z = x1 + 22 com z; € N;
ey =1y +ys comy; €N, parai = 1,2, segue que v +y = (z1 + x2) + (Y1 + 12) =
(r1 +y1) + (22 +92) € Ny + No. Além disso, dado ny € Ny e ng € Ny e para todo
a € A, segue que any € Ny e ang € Ny. Logo, a(ny + ng) = any + any € Ny + Ns.

Portanto, Ny + Ny é um submodulo de M.

Exemplo 1.16 Sejam M um A-mddulo e {N;}ier € uma familia de submdodulos de
M, onde I € um conjunto qualquer nao vazio. Entao J = ZQIN" ¢ submodulo de M.
De fato, sejam n; e ny € J. Entao ny e no € N;, Vi € I. Assim, ny + ny €
N;, Viel,isto é, ny+ny € J.
Sejam o« € Aen € J. Entao, n € N;, Vi € I, e dai, an € N;, Vi € I. Logo,
an € J.

Definimos agora alguns tipos de modulos que sao relevantes para o trabalho.

Definicao 1.17 Um A-mddulo M ¢€ dito ciclico se existe x € M tal que M = Az =
{ax : a € A}. Neste caso, dizemos que M € gerado por z, isto €, todo elemento

y € M € da forma y = ax para algum a € A.

Exemplo 1.18 Todo anel A visto como um mddulo sobre si mesmo (4A ou Ay) €

ciclico gerado por 1. Trivialmente, {0} é modulo ciclico sobre qualquer anel.

Definicao 1.19 Um A-mddulo M € dito simples se M # {0} e seus tinicos submd-

dulos sao os triviais.

Proposicao 1.20 Todo A-mddulo simples é ciclico.
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Demonstracao: Seja M um A-moédulo simples. Entao existe 0 £ x € M. Assim,

Ax é um submodulo nao nulo de M. Como M é simples, segue que Az = M. |

Definimos agora o anulador de um A-mo6dulo. Tal defini¢cao é muito usada neste
trabalho.

Sejam A um anel e M um A-moédulo a esquerda, o conjunto
Ang(M):={a€ A: am =0,V m e M}

é chamado de anulador a esquerda do moédulo M.

Na verdade, Ans(M) é um ideal de A. De fato, 0 € Ana(M). Sejam z, y €
Any(M) e o € A. Entao 0 = am + (—y)m = (z + (—y))m = (x —y)m, Vm € M
e portanto, v —y € Ana(M). Também, 0 = a(xm) = (ax)m, Vm € M e (za)m =
x(am) =0, Ym € M, pois am € M. Logo, Ana(M) é ideal de A.

De maneira analoga é definido anulador & direita de um A-modulo.
Para cadam € M, definimos o anulador a esquerda deste elemento por An,(m) :=
{a € A: am =0} e é facil ver que Any(m) é um ideal a esquerda de A. Se A fosse

comutativo entdo An4(m) seria ideal de A.
Definicao 1.21 Se Ana(M) = {0} entao M ¢é dito um A-mdédulo fiel.

Proposicao 1.22 Seja M um A-mddulo. Entao M ¢é um A/I-mddulo, com a op-
eracao - A/I x M — M definida por am = (a + I)m = am, se, e somente se,
IM = {0} (onde I é um ideal sobre A).

Demonstracao: (=) Como M é um A/I-mddulo, dados o € I e m € M, temos
que am = (a + I)m =am = 0, pois a + I =a = 0. Logo, IM = {0}.
(<) Definimos

A/IxM — M

(@,m) +— am:=am

Mostremos que - estd bem definida. Sejam (@, m), (a;,mi) € A/I x M tais que
(@,m) = (a1, my), dai m = m; e @ = a;. Isso nos diz que a—a; € I, mas por hipotese,
(a — a;)m = 0. Portanto, am = a;m e isto é equivalente a dizermos que am = aym.
Notemos que as propriedades para que M seja um A/I-mddulo decorrem do fato de

que M é um A-mo6dulo e da definicao da multiplicagao. [ |
Corolario 1.23 Seja M um A-mddulo. Entao M € um A/Ana(M)-mddulo fiel.

Demonstracao: Como Any(M)M = {0}, entao M é um A/Ana(M)-modulo pela

proposi¢ao acima. Provemos que M é fiel. Chamemos R = A/An,(M), temos que
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provar que Ang(M) = {0}. De fato, seja T € Ang(M). Entdao TM = 0 e pela
definigao de - segue que T-m = xm = 0,Ym € M. Entao x € Ana(M) e dai, T = 0.
[ |

1.3 Mobdulos Quocientes

Sejam M um A-moédulo e N um submoédulo de M. Dados z, y € M, definimos a
relacao

z =1y (mod N) se, e somente se, v —y € N.

Verifica-se facilmente que = (mod N) é uma relacdo de equivaléncia. Para cada

r € M, a sua respectiva classe de equivaléncia é dada por

r+N = {yeM:y=x(mod N)}
{lye M :y—x € N}
= {r+n:neN}.

Notemos que por M ser um grupo abeliano, dado qualquer submodulo N (por-
tanto, subgrupo) de M, a classe x + N (chamada classe lateral & esquerda) e a classe
N + z (chamada classe lateral a direita) coincidem, para qualquer x € M. Por isso,
nao fazemos mencgao alguma quanto a direita e a esquerda.

Podemos verificar facilmente que x + N = y+ N para x, y € M se, e somente se,
x—y € N,isto é, x =y (mod N).

Para facilitar a escrita, usamos T ao invés de = + N.

Consideremos o conjunto quociente M/N = {7 : x € M}. Sendo M um grupo
abeliano, nao ¢ dificil ver que (M/N,+) também o é.

Definimos

+: M/NxM/N — M/N
(Z,79) — TH+Yi=r+y.

Primeiramente, mostremos que + esta bem definida. Sejam xz,y,2’,y € M tais
que (Z,7) = (7',7). Entaoz =7 ey =7. Dai, x — 2’ € N e y — 3y’ € N. Portanto,
(x4y)—(2"+y)=(x—2")+ (y—y') € N, ou seja, (xr +y) = (' + ¢). Claramente,
M/N é um grupo abeliano.

Agora definimos
Ax M/N — M/N

(a,T) +— aT:=aT.

Vejamos que - estd bem definida. De fato, sejam x,y € M tais que T = 7. Assim,

x —y € N e portanto, a(x —y) = ax —ay € N, a € A. Logo, az = ay.
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Sejam a, a; € A e m, my € M. Entao:

i) a(aym) = aaym = a(aym) = (aa;)m = (aay)m;

(
(ii) a(m +m1) = a(m +my) = a(m +my) = am + amy) = @m + am; = am + amy,
(ili) (a + a))m = (a + a1)m = am + aym = am + @m = am + a,77;
(iv) Im = 1m = m.

Pelo desenvolvimento feito acima, segue que M/N é um A-moédulo, chamado

modulo quociente de M pelo submédulo N.

Exemplo 1.24 Seja I um ideal a esquerda do anel R. Entao R/I tem a estrutura
de um R-mddulo, a operagao soma € a propria da estrutura do anel R/1 e a opera¢ao

multiplicagao de elementos de R por elementos de R/I ¢é induzida pela multiplicag¢ao

do anel R.

1.4 Homomorfismos

Nesta secao, estudamos um topico importante dentro da teoria de moédulos, que
sao os homomorfismos de modulos. Apresentamos as principais propriedades dos
homomorfismos e introduzimos dois importantes submoédulos que sao o nicleo e a
imagem de um homomorfismo. Tais conceitos farao toda a diferenca quando es-
tudarmos sequéncias exatas que culminam na caracterizacao de anéis semi-simples
apresentados mais adiante.

Sejam M e N dois A-mddulos. Uma fungao f: M — N diz-se um homomorfismo
de A-modulos ou um A-homomorfismo se para quaisquer mq,mo € M e qualquer
a € A, verificam-se as seguintes condicgoes:

(i) f(mi+mo) = f(mi1) + f(mo);
(i) f(am) = af (m).

Se f ¢ um homomorfismo injetor, sobrejetor ou bijetor, entao f é dito um monomor-
fismo, epimorfismo ou um isomorfismo, respectivamente.

Um homomorfismo f: M — M ¢ dito um endomorfismo e se f é um isomorfismo
entao f é chamado um automorfismo. Se f : M — N é um isomorfismo, dizemos que
os modulos M e N sao isomorfos e denotamos por M = N.

Determinamos por End(M) o conjunto de todos os homomorfismos de M para
M.

Proposigao 1.25 Sejam M e P dois A-mddulos . Seja f : M — P wm homomor-
fismo. Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) £(0) = 0;

(i) para todo x € M, f(—x) = —f(z).
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Demonstracao: (i) Temos que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0). Dai f(0) =0.
(ii) De fato, temos que 0 = f(0) = f(z + (—=z)), para todo x € M. Dai, 0 =
f(z) + f(—z) e segue que —f(x) = f(—x). [ |

Exemplo 1.26 Sejam M, N dois A-mddulos. Entao a funcao f : M — N definida

por f(x) =0 para todo x € M € um homomorfismo, chamado homomorfismo nulo.

Exemplo 1.27 Seja M um A-mddulo. Entao a fun¢ao 1y : M — M definida por

1y (m) =m (m e M) é chamado identidade em M e é um automorfismo.

Exemplo 1.28 Seja N um submddulo de um A-mddulo M. Entao a func¢ao inclusao

canonica
i1: N — M

n — n

€ um monomorfismo.
Exemplo 1.29 Seja N um submodulo de um A-mddulo M. Entao a fun¢ao

T M — MJ/N

r x
¢ um epimorfismo, chamado projecao candnica.

Seja f : M — N um A-homomorfismo, chamamos imagem de f (Im(f)) e nicleo

de f ((Ker(f))*), respectivamente aos conjuntos
Im(f)={f(x):ze€ M},

Ker(f)={xe M: f(z)=0}.

(*) Essa é a notagao usada na literatura em que Ker abrevia a palavra nticleo em

inglés, kernel.

Proposicao 1.30 Seja f : M — N um A-homomorfismo. Entao Im(f) e Ker(f)

sao submodulos de N e M, respectivamente.

Demonstragao: Mostremos que I'm(f) é um submoédulo de N.
Sejam ny e ny € Im(f). Entao ny = f(mq) e ng = f(my) para alguns my, mo €
M. Dai, ny +ne = f(my) + f(ma) = f(my + ma) e isso nos diz que ny +ny € Im(f).
Sejam o« € A en € Im(f). Entao n = f(m), para algum m € M. Dali,

an = af(m) = f(am), o que mostra que an € Im(f).
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Mostremos que Ker(f) é um submodulo de M.

Sejam my e my € Ker(f). Entao f(my +ma) = f(my) + f(ma) =0+ 0 = 0.
Logo, m; +my € Ker(f).

Sejam o € A e m € Ker(f). Entao f(am) = af(m) = a0 = 0. Portanto,
am € Ker(f). [

Proposicao 1.31 Seja f: M — N um homomorfismo de A-mdédulos. Entdo f é um

monomorfismo, se e somente se, Ker(f)={0}.

Demonstracao: Seja f um monomorfismo. Provemos que Ker(f) = {0}. De fato,
seja © € Ker(f). Entao f(z) = 0. Segue que f(xz) =0 = f(0), o que implica = = 0.
Por outro lado, suponhamos Ker(f) = 0. Sejam z, y € M tais que f(x) = f(y).
Entao f(x —y) =0, ou seja, z —y € Ker(f). Como Ker(f) = {0}, segue que z =y,

0 que nos mostra que a fungao f é injetora. |

Estando subentendido o anel A, daqui para frente, escrevemos apenas modulo(s),
submodulo(s), homomorfismo(s) e isomorfismo(s) ao invés de A-modulo(s), A-submodulo(s),

A-homomorfismo(s) e A-isomorfismo(s).

Teorema 1.32 (Teorema do Homomorfismo) Sejam M e N mddulos e f: M —

N um homomorfismo. Entao M/Ker(f) e Im(f) sao mddulos isomorfos.

Demonstragao: Definimos f : M/Ker(f) — Im(f) por f(m) = f(m). Provemos
que f esta bem definida.

Sejam m,m € M/Ker(f) tais que m = m'. Entdao m —m’ € Ker(f). Dali,
f(m —m') =0, ou seja, f(m) = f(m'). Logo f(m) = f(m).

Provemos que f ¢ um homomorfismo bijetor. Sejam T, 7 € M/Ker(f) e a € A,

temos que

Sejam m e ' € M/Ker(f) tais que f(m) = f(m'). Entdo, f(m) = f(m'), o que
implica f(m —m’) =0, ou seja, m —m’' € Ker(f). Logo, m =m.
Notemos que Im(f) = {f(Z) : 2 € M} = {f(x) : x € M} = Im(f) e trivialmente
f é sobrejetora. |

O corolario abaixo é uma aplicagao direta do teorema acima.

Corolario 1.33 Se f : M — N ¢ um epimorfismo, entio N e M/Ker(f) sao iso-

morfos.
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Corolario 1.34 Todo maodulo ciclico € isomorfo a um mddulo quociente de A por um

ideal a esquerda de A.

Demonstracao: Suponhamos M = Am para algum m € M. Definimos f : A — Am
por f(a) = am. Mostremos que f é um epimorfismo.

Sejam a,b € A. Entao f(a+b) = (a+b)m = am+bm = f(a) + f(b) e f(ab) =
(ab)ym = a(bm) = af(b).

Por outro lado, Ker(f) ={a€ A: f(a) =0} ={a€ A:am =0} = Any(m) e f

é claramente sobrejetor. Pelo Corolario[[.33] A/An4(m) e Am sao isomorfos. |

O proximo teorema é muito importante para o nosso trabalho, vamos coloca-lo
neste capitulo, porém ele sera usado mais adiante. O fato de A ser um anel nao-nulo
garante a existéncia de ideal a esquerda (a direita) maximal. Isso serd mostrado na
Proposicao 2211

Teorema 1.35 Para um anel A nao-nulo, as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) A/I € simples como um A-mddulo para algum ideal a esquerda I de A;

(ii) I € um ideal a esquerda mazimal de A.

Demonstracao: (i) = (ii) Suponhamos que A/I é simples. Devemos mostrar que [
é um ideal a esquerda maximal de A. Seja J um ideal a esquerda de A tal que J ; A
e I C J. Entao J/I é ideal a esquerda de A/I. Como A/I & simples, segue que
J/I ={0} ou J/I=A/I. Se J/I =A/I, entao J = A, o que contradiz a hipotese.
Logo, J/I = {0}, o que implica J C I, ou seja, J = I. Portanto, I & ideal & esquerda
maximal.

(ii) = (i) Suponhamos I um ideal a esquerda maximal. Provemos que A/ é um
A-modulo simples. De fato, seja J ideal & esquerda de A/I (equivalentemente, J é
um submoédulo de A/T). Entao existe um tnico ideal a esquerda J de A tal que I C .J
e J/I = J. Por hipotese, J = I ou J = A. Assim, J = {0} ou J = A/I. Portanto,
A/I é um A-modulo simples. [ |

1.5 Soma Direta Interna

Sejam M um modulo e {M)} e; uma familia ndo vazia de submodulos de M.
Entao M é chamado soma direta interna dos submodulos M), para todo A € [ se:

(i) M = > M, (lembramos que um elemento m € M ¢é escrito como m = > m;, onde
XeT i€l
{m;}icr € uma familia quase nula) e

(i) My N (ZMu> — {0}, ¥ Ae T
UFEA
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Notamos M = & My ese I ={1,2,--- ;n}entdo M =M, &M@ ---& M,. A
proposicao a seguir/\illos da condigoes equivalentes para que tenhamos soma direta.
Proposicao 1.36 Seja {M,;}ic; uma familia nao vazia de submddulos de um mdodulo
M. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) todo elemento m € M se escreve de um tnico modo como m = > m;, onde
m; € M,V i € I e a familia {m;}ic; € quase nula (uma familia é ditazec;uase nula
quando ela € nula exceto para um nimero finito de termos);
(il) M =>"M; e se > -m; =0, com m; € M;, tem-se m; =0, para todo i € I;

iel iel

iel i#j

Demonstragao: (i)= (ii) E claro que M = 3" M;. Suponhamos que m = > m; = 0,
iel i€l

com m; € M;. Mas por (i), todo elemento de M se escreve de modo unico. Logo,

m; = 0, para todo m; € M.

(ii)= (iil) Seja m € M; N Y M,. Entdao m € M; e escrevemos m = » m,;, com

i#] i#]
m; € M; e i € I. Portanto, Y m; —m = 0, e por (ii) todos os somandos devem ser
i#]

nulos. Em particular, m = 0.
(iii)=(i) Como M = > M;, temos que m = »_ m;, com m € M onde {m;};cs €
i€l i€l
uma familia quase nula. Provemos que a decomposicao de m é tunica.

Suponhamos que existam duas decomposi¢bes para m, isto é, Y m; = > m/.
il il
Para cada j € I, temos que m; —m} = Y m; — > m; = Y (m; — m;) e portanto,
i#] i#] i#]
m} —mj € M; N ;MZ o {0}. Logo, m; = m/. [ |
i#]

Definicao 1.37 Seja N um submodulo de um mddulo M. Dizemos que N € um
somando direto de M se existe um submodulo P de M tal que M = N & P.

Exemplo 1.38 Para qualquer mddulo M, tem-se sempre que M = M @ {0}. Os

submddulos M e {0} sao ditos somandos diretos triviais.

Exemplo 1.39 Sejam ky = R(1,0), ky = R(0,1), k3 = R(1,1), ks = R(3,1) sub-
modulos do R-mddulo R x R. Entao RXR =k{ P ky =k D ks =k Dk,

Exemplo 1.40 Seja R um anel. Consideremos My(R) o anel das matrizes quadradas

0 R 0 =z
2x2 com entradas no anel R. Temos que N = = s x, yeR
0 R 0 vy

R 0 0
e P = = : .z, w € R} sao R-submddulos de My(R) e My(R) =
R 0 w 0

NoP
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Exemplo 1.41 Nem todo submodulo de um modulo é um somando direto.

De fato, tome zZ. Sejam N e S submoédulos nao-nulos de Z. Entao N = (n) e

S = (s) para alguns n, s € Z. Assim, n-s € NNS. Logo, a soma nao pode ser direta.

Proposicao 1.42 Sejam M um modulo e Ni, Ny submodulos de M tais que M =
N1 D NQ. Entao M/N1 = Ng.

Demonstracao: Como M = N; & Ny, podemos escrever m = nj + ng onde ny e
ny sdo unicamente determinados. Assim, definimos ¢ : M — Ny por p(m) = ny. E
claro que ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Por outro lado, Ker(p) = {m € M :
o(m) =0} ={ny : ny € Ni} = Ny. Logo, M/N; = Nj. [ |

Exemplo 1.43 Considerando o Exemplo[I.Z0, pela proposi¢ao acima My(R)/N = P
e My(R)/P = N.

1.6 Sequéncias Exatas

A secao sobre sequéncias exatas desempenha papel importante no Capitulo 2] pois
estd totalmente relacionada com o teorema de caracterizacao dos anéis semi-simples.
Definicao 1.44 Sejam {---, M;_y, M;, M;11,- -} uma familia nao vazia, eventual-
mente infinita de modulos e {--- | f : M; — My, -} uma familia de homomorfis-

mos. Diz-se que o diagrama:

fi—1 fi fit1
= Moy — My = Mgy — -

€ uma sequéncia exata se € exata em M;, ¥ i € I, isto é, se Im(fi_1) = Ker(f;),Vi €

I, onde I é um conjunto nao vazio qualquer.

Definicao 1.45 Uma sequéncia exata de modulos da forma 0 — F LasH—o

€ dita uma sequéncia exata curta.

Proposicao 1.46 Seja F LG % H uma sequéncia exata de modulos. Entao go f =
0.

Demonstragio: Seja x € F. Entao (go f)(z) = g(f(x)), mas Im(f) = Ker(g) e
dai, g(f(z)) = 0 para todo x € F. Logo, go f = 0. [

Proposicao 1.47 Sejam M, N, P mddulos. Entao a sequéncia 0 ELY VN YA
go
P — 0 € exata se, e somente se, f é um monomorfismo, g um epimorfismo e Im(f) =

Ker(g) (as fungoes f,, go sao os homomorfismos nulos).
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Demonstracao: (=) A sequéncia sendo exata, significa que é exata em M, N e
P. Dai, 0 = Im(f,) = Ker(f), Im(f) = Ker(g) e Im(g) = Ker(g,) = P, seguindo
portanto que f é um monomorfismo e g é um epimorfismo.

(<) Se f é um monomorfismo entdao Ker(f) =0= Im(f,). Se g ¢ um epimorfismo,
entdo Im(g) = P = Ker(g,) e como Im(f) = Ker(g), segue que a sequéncia é exata.
|

Exemplo 1.48 Sejan € Z, n > 2. A sequéncia 0 — nZ L75 Ly — O € exata,

onde i e ™ sao respectivamente, as fungoes inclusao e projecao candnicas.
O exemplo seguinte é uma generalizacao do anterior.

Exemplo 1.49 Se E ¢ um submodulo de F', entao a sequéncia 0 — E L P 5
F/E — 0 € exata, onde i e m sao respectivamente, as fungoes inclusao e projegao

canonicas.

Definicao 1.50 Dada a sequéncia exata de modulos 0 — E Lrsao 0, dizemos

que a mesma cinde se Im(f) € um somando direto de F.

Proposicao 1.51 Dada uma sequéncia exata de A-mddulos 0 — E Lrtago 0,
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) a sequéncia cinde;

(ii) existe um homomorfismo i : F' — E tal que ¢ o f = 1g;

(iii) existe um homomorfismo ¢ : G — F tal que go p = 1¢.

Demonstracao: (i)=-(ii) Temos que Im(f) ¢ um somando direto de F, ou seja,
existe um submodulo P de F tal que F = Im(f) @ P. Portanto, se € F, entdo = é
expresso de forma tunica como z =y + p onde y € Im(f) e p € P.

Como y € Im(f), segue que y = f(v) para algum v € E. Note que v é unico,
pois f é uma func¢ao injetora.

Definimos ¢ : F' — E por ¢(z) = v (onde x = y+p, com y = f(v), para unico v).
Mostremos que ¢ é um homomorfismo. De fato, sejam x, ' € F. Entao z =y + p
ex =y +9p, onde y, y € Im(f) e portanto, y = f(v), v = f(v'), para tnicos
v,v' € E e ainda, p, p’ € P. Temos que

VE+2)=v((y+y)+ @p+) =0(flo+0) + (p+71))
P(x) +(a’) e
Y(re) =v(r(y +p) =Yy +rp) = b(rf(v) +rp) = »(f(rv) +rp)
=rv =ri(x)

=v+v =

, para todo r € A.
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Agora, mostremos que ¥ o f = 1. Seja e € E. Entao (¢ o f)(e) =¥(f(e)) =e.
Logo, Yo f = 1.

(ii)=(i) Mostremos que F' = Im(f)® Ker(¢). Seja x € F. Chamemos f(¢(z)) =
yez=ux—1y. Logo, x = y+ 2, e claramente y € Im(f). E suficiente mostrarmos
que z € Ker(¢y). De fato,

¥(2) = Pz — y) = $(z) — ¥(y) = ¥(z) — V(R ()))
— () — (o f(W(x) L (@) — d(z) = 0.

Provemos ainda que Im(f) N Ker(y) = {0}. Seja y € Im(f) N Ker(y). Entao
y € Im(f), isto é, y = f(x) para algum = € F e também ¢(y) = 0. Logo, 0 = ¥(y) =
U(f(z)) = (Yo f)(x) = . Portanto, y = f(x) = f(0) = 0.

(i)=-(iii) Sabemos que existe um submodulo P de F tal que F' = Im(f) ® P.

Seja w € G. Entao existe x € F tal que g(r) = w. Como x = y + p, onde
y € Im(f) e p € P, temos que g(x) = g(y +p) = g(y) + g(p) = g(p), pois y €
Im(f) = Ker(g). Logo, g(p) =

Mostremos que p com esta propriedade é tinico. Suponhamos que exista p’ € P
tal que g(p') = w. Entao g(p) = g(p’) e isso implica que g(p) — g(p’) = 0, ou seja,
gp—7p) =0. Assim p —p' € Ker(g) = Im(f) e dai, p —p' € Im(f) NP = {0}.
Donde, p = p'.

Definimos ¢ : G — F por ¢(w) = p, onde p é tal que g(p) = w. Mostremos que
¢ & um homomorfismo. Sejam w,w’ € G. Entdo w = g(z) e w' = g(2’) para alguns
x, 2’ € F. Mas F' = Im(f) @ P e isso implica que = =y +pe 2z’ =y + p, onde
y,y' € Im(f) e p,p’ € P. Logo,

gy+v) +ap+1)) <

(
i
= p(w) + o) e
(
(

olw+w)=ogly+p)+9@ +0)) =vlgly+y +p+7))
(

elglp+p) =p+7

p(rw) = o(rg(y +p)) = p(g(r(y +p))) = (g(ry + rp))

= o(g(rp)) =rp = ro(w), ¥ r € A

/\
v

©(g(ry) +g(rp)) =

As igualdades (%) se devem ao fato de que y + ¢ e ry € Ker(g). Além disso,
(9o ¢)(w)=g(p) =w, Vw e G. Logo, (g0 ¢) = lg.

(iii)=(i) Mostremos que F' = Im(f) & P, onde P = Im(y). Se y € Im(f) N P,
entdo existem z € F e w € G tais que y = f(z) = p(w). Como g(y) = 0, segue
que 0 = g(y) = g(f(2)) = g(p(w)) = (90 ¢)(w) = w. Assim, y = 0 e portanto,
Im(f)n H = {0}.
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Agora, seja y € F. Entao é claro que t = y — p(g(y)) € Ker(g) = Im(f).
Portanto, y = t + ¢(g(y)) € Im(f) + Im(p). Assim, F' = Im(f) ® H e a condi¢ao
(i) é satisfeita. [ |

Corolario 1.52 Se a sequéncia exata curta 0 — E LFr%aoo cinde, entao
F2FE®G.

Demonstracao: Como a sequéncia cinde, entao F' = Im(f)®Im(p), por (iit) = (1)
do teorema acima. Além disso, ¢ é injetor (pois g o ¢ = 1g, isto é, ¢ tem inversa a
esquerda) dai, G = I'm(y).

Por f ser injetor, Im(f) = E. Logo, F = Im(f)® Im(y) = E& G. [

Exemplo 1.53 Sejam A um anel e R = My(A) o anel das matrizes de ordem 2 sobre

A. E facil verificar que os conjuntos

{5 {2 o

sGo ideais a esquerda de R e portanto R-submddulos (a esquerda) de R. Claramente
rR = 1@ J e portanto, a sequéncia exata curta 0 — I - R R/I — 0 cinde. Na

sequéncia dada i € a inclusao e ™ a projegao canodnicas. Notemos que R/I = J.
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Capitulo 2

Anéis Semi-simples e Radical de

Jacobson

Nesse capitulo trabalhamos com duas classes importantes de anéis, a saber, a dos
anéis semi-simples e dos anéis J-semi-simples. Estudamos as caracterizagoes destes
anéis, assim como, a relacao entre eles. Enunciamos, sem demonstrar, o teorema de

Wedderburn-Artin, um caso particular do teorema da estrutura para anéis primitivos.

2.1 Condicoes de Cadeia

Nesta segdo, definimos modulos e anéis noetherianos (artinianos). Para isso,
falamos brevemente sobre condicoes de cadeia. Nosso objetivo é apenas lembrar
defini¢oes e resultados relacionados, sem demonstra-los.

Dado um conjunto C, dizemos que uma familia de subconjuntos F' = {C; : i € I}

de C satisfaz a condic@o de cadeia ascendente (CCA) se F' nao contém uma subfamilia

1 ; C@ ; o

Ci, € C;, C--- de elementos de F', existe um inteiro n tal que C;, = C;

-, ou seja, para qualquer cadeia ascendente

n+2

estritamente crescente Cj;

n+1

A condigao de cadeia descendente (CCD) é formulada de maneira semelhante,

invertendo o sentido das inclusoes.

Definicao 2.1 Seja M um A-mddulo a esquerda. Dizemos que o mddulo M ¢é noethe-

riano (respectivamente artiniano) se a familia de todos os submddulos de M satisfaz

CCA (respectivamente CCD).

Para o caso em que M = A temos as defini¢oes para anéis noetherianos e artini-

alnos.
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Dizemos que o anel A é noetheriano a esquerda (respectivamente a direita) se A é
noetheriano quando visto como um A-modulo & esquerda (respectivamente a direita)
e artiniano a esquerda (respectivamente a direita) se A é artiniano quando visto como
um A-moédulo & esquerda (respectivamente a direita). Se o anel A é noetheriano a
esquerda e a direita, A diz-se simplesmente noetheriano. O mesmo vale para o caso
artiniano.

Apresentamos agora um resultado bem conhecido e muito 1til para encontramos

exemplos de modulos noetherianos. Ao leitor interessado, indicamos ([4], Theorem
1.9, p. 375).

Proposicao 2.2 Um mddulo M € noetheriano se, e somente se, cada submodulo de
M ¢é finitamente gerado (M € um A-mddulo finitamente gerado se existemmy,- - ,mg €

M tais que M = Amy + Amg + - - - + Amy).

Exemplo 2.3 O Z-mddulo 7 ¢ noetheriano, pois todo submddulo de 7. é ciclico e
portanto finitamente gerado. Entretanto, o Z-mdodulo Z nao € artiniano, pois obtemos

a cadeia estritamente crescente de ideais de 7

WALSLD 2L 2 -

Exemplo 2.4 Corpos e anéis de divisao sao anéis noetherianos e artinianos.

Para finalizar esta secao, gostarfamos de lembrar um resultado util para o tra-

balho. Primeiramente apresentamos duas definicoes.

Definicao 2.5 Dado um A-mdodulo a esquerda M, uma série normal para M ¢ uma
cadera de submdodulos

M:M()DMlD"'DMS.

Os fatores da série sao os modulos quocientes M;/M; 1 (i =0,1,--- s—1).

Definigao 2.6 Uma série de composi¢ao (finita) para um A-mddulo M € uma série
normal M = My D My D --- D M; tal que cada fator da série, isto €, M;/M; 1 é um
A-mddulo simples para todo i € {1,2,--- s —1}.

Para maiores detalhes, veja (|4], p. 375)

Teorema 2.7 Um A-modulo a esquerda M € noetheriano e artiniano se, e somente

se, M possui um série de composi¢ao finita.
Ao leitor interessado, indicamos ([4], Theorem 1.11, p. 376).
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2.2 Mobdulos Semi-simples

Definigao 2.8 Um A-maodulo M é dito semi-simples se todo submaddulo de M é um

somando direto de M.
Proposicao 2.9 Todo submddulo de um modulo semi-simples é semi-simples.

Demonstracao: Sejam M um modulo semi-simples e N um submodulo de M.
Seja H um submoédulo de N. Provemos que existe um submoédulo P de N tal que
N=P&H.

Sendo M semi-simples, existe um submoédulo J de M tal que M = J & H, pois
H é um submoédulo de M. Mostremos que N = (JNN) @ H.

E claro que (JAN)NH = {0}, pois JONNH C JNH = {0}. Como (JAN)®H
¢ um submodulo de N, resta provarmos que N C (JNN) @ H.

Sejan € N. Entao n € M e portanto, n = u+v onde u € J e v € H. Dal,
u € JNN, pois u = n—wv. Portanton = u+v € (JOAN)®H eentao N = (JNN)SH.

Logo, N é semi-simples. [ |

Exemplo 2.10 Seja K um corpo. Entao todo K-espago vetorial é um K-maodulo

semi-simples. Em particular, K € um K-mddulo semi-simples.

De fato, sua tinica decomposigao ¢ a trivial, isto ¢, K = K & {0}

Exemplo 2.11 Todo mdodulo simples € semi-simples.

De fato, seja M um modulo simples. Entao seus tnicos submodulos sao {0} e M
e obviamente M = {0} & M.

Consideremos D um anel de divisao. Notemos que D nao possui ideais & es-
querda e nem a direita que nao sejam os triviais. Portanto, pD e Dp sao simples e
consequentemente semi-simples.

O seguinte resultado é interessante, pois garante que todo modulo semi-simples
nao-nulo possui submodulo simples. Este resultado é fortemente usado na demons-

tracao do Teorema .13 a seguir.

Proposicao 2.12 Todo A-mddulo semi-simples nao-nulo contém um submdodulo sim-

ples.

Demonstracao: Seja M um A-modulo semi-simples nao-nulo. Seja 0 # m € M.
Entao Am é um submodulo nao-nulo de M e, pela Proposicao 2.9 temos que Am
é semi-simples. Mostremos que Am contém um submoédulo simples. Pelo Lema de

Zorn, existe N um submoddulo de Am que é maximal com respeito a propriedade
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de que m ¢ N. Sendo Am semi-simples, existe N’ submodulo de Am tal que
Am =N & N'.

E claro que N’ é nao-nulo, pois caso contrario, Am = N e teriamos um absurdo,
pois m nao pertenceria a Am.

Mostremos que N’ é simples. Seja N” um submodulo nao-nulo de N’. Entao
N @ N” deve conter m (pela maximidade de N). Logo, Am = N @ N” e isso implica
que N = N', [ |

O teorema abaixo nao é demonstrado aqui. Ao leitor interessado, indicamos ([5],
p. 26).

Teorema 2.13 Seja M um A-modulo. Sao equivalentes:
(i) M € semi-simples;
(ii) M € soma direta de uma familia de submddulos simples;

(iii) M € soma de uma familia de submddulos simples.

2.3 Anéis Semi-simples

Um anel A é dito semi-simples a esquerda se A, como A-modulo & esquerda, é
semi-simples, isto é, 4A é semi-simples. Analogamente, definimos anel semi-simples
a direita considerando A como A-modulo a direita.

O teorema abaixo caracteriza anéis semi-simples a esquerda. O analogo do mesmo

caracteriza anéis semi-simples a direita.

Teorema 2.14 Seja A um anel. Entao sao equivalentes:
(i) A € semi-simples a esquerda;
(i) toda sequéncia exata curta de A-mddulos 4 esquerda cinde;

(iii) todo A-mddulo & esquerda é semi-simples.

Demonstracao: (ii) = (iii) Seja M um A-moédulo e N um submodulo de M. Sabe-
mos que a sequéncia 0 — N LM5 M/N — 0 cinde. Portanto, N é um somando
direto de M.

(iii) = (ii) Seja M um A-moddulo & esquerda semi-simples. Consideremos a sequéncia
exata curta 0 — P 5 M % G — 0. Como Im(f) e Ker(g) sao submodulos de M,
segue que I'm(f) e Ker(g) sao somandos diretos de M, pois M é semi-simples. Logo,
a sequéncia cinde.

(iii) = (i) Como todo A-moédulo a esquerda é semi-simples, segue que A é semi-simples

a esquerda.
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(i) = (iii) Seja M um A-modulo a esquerda. Se M = {0}, claramente M é semi-
simples a esquerda.

Suponhamos M # {0}. Entao existe 0 # m € M. Consideremos o A-submodulo
ciclico Am de M.

Seja o epimorfismo de modulos ¢ : A — Am dado por ¢(a) = am. Clara-
mente A/Ker(¢) = Am. Como A é semi-simples & esquerda, podemos escrever
A= Ker(p)® I, onde I é um submodulo semi-simples de A.

Portanto, Am = (Ker(p) & I)/Ker(y) = I (veja Proposicao [[L42).

Logo, Am é um A-mo6dulo semi-simples e, pelo Teorema 2.13] Am é uma soma de

modulos simples. Agora, M = > Am e segue novamente do Teorema 213 que M é
meM
semi-simples. [ |

Exemplo 2.15 Corpos e anéis de divisao sao anéis semi-simples a esquerda.

Definicao 2.16 Dizemos que I é um ideal a esquerda minimal de A se I # {0} e se
J € um ideal a esquerda de A tal que {0} C J C I entao J = {0} ou J = 1.

Corolario 2.17 Todo anel semi-simples a esquerda € noetheriano a esquerda e ar-

tintano a esquerda.

Demonstracao: Seja A um anel semi-simples & esquerda. Podemos escrever 4 A =
@ U;, onde os Ujs sao A-submodulos simples de A (de fato, cada U; é um ideal a
Zeeslquerdau minimal de A).

Temos que 1 € A e é escrito como 1 = u; + --- + u;, onde u;; € U para
j€{1,2,---,t}. Logo, A Cjé U;; C A e assim, A :]él Ui,

Reindexando e reordenando os indices 4; s, chamamos J = {1,---,t}. Logo,
A = @ U; é uma soma direta finita. Dai,

icJ

t—1 t—2 2
A= U, =5 Uij@l Ui D -~-3§_Bl UiDU;i D0

ieJ i=

e isso nos diz que 4 A possui uma série de composicao.
Pelo Teorema 2.7 4A é artiniano e noetheriano, isto é, A como um anel é noethe-
riano a esquerda e artiniano a esquerda. |
Os resultados a seguir sao utilizados no capitulo 4, porém vamos apresenta-los
(sem demonstragao) agora em virtude do contexto em que estamos.

Lembramos que um anel A é simples se, e somente se, seus unicos ideais sao os

triviais ({0} e A).
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Teorema 2.18 Seja A um anel simples. Entao sao equivalentes:
(i) A € artiniano a esquerda;

(ii) A € semi-simples a esquerda;

(iii) A tem um ideal minimal & esquerda;

(

iv) A= M,(D) para algum nimero natural n e algum anel de divisao D.

O teorema acima nos diz que um anel simples satisfazendo CCD é semi-simples a
esquerda. A hipotese de satisfazer CCD é essencial, pois abaixo exibimos um exemplo
de anel simples (este nao satisfaz CCD) que nao é semi-simples. Ao leitor interessado,
indicamos (5], p. 40).

Exemplo 2.19 Sejam D wm anel de divisao e Vp = @ e; D um D-espaco vetorial
i>1

a direita de dimensao infinita. Consideremos E = End(Vp) e I um ideal de E

consistindo de posto finito. Entao o quociente A = E/I € anel simples mas nao é

semi-simples.

Finalizamos esta se¢ao com o teorema de Wedderburn-Artin que como dissemos
no inicio deste capitulo, &€ um caso particular do teorema de estrutura para anéis
primitivos, teorema este que originou nosso trabalho. O teorema de Wedderburn-
Artin é muito importante, pois a maneira como os anéis semi-simples a esquerda (a
direita) sao caracterizados (produto de matrizes quadradas sobre anéis de divisao)
nos traz, como corolario, que anéis semi-simples a esquerda sao semi-simples a direita

(e reciprocamente), ou seja, podemos dizer apenas anéis semi-simples.

Teorema 2.20 (Teorema de Wedderburn-Artin) Seja A um anel semi-simples
a esquerda. Entao A = M, (Dy) X M,,(Ds3) X -+ x M, (D,) para anéis de divisao
Dy, ---, D, e inteiros positivos ny,--- ,n, convenientes. O numero r é unicamente
determinado, assim como os pares (ni, Dy),---,(n., D,). Entdo hd exatamente r

modulos stmples & esquerda mutuamente nao isomorfos.

2.4 Radical de Jacobson

O radical de Jacobson de um anel A é denotado por rad A e é definido como a
interseccao de todos os ideais & esquerda maximais de A.

De acordo com esta definicao, rad A deveria ser chamado radical a esquerda de A.
Similarmente, definimos radical a direita de A como sendo a intersec¢ao de ideais a
direita maximais. De fato, o radical a direita e a esquerda coincidem e essa distincao

é portanto desnecesséaria.
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Proposicao 2.21 Seja A um anel nao-nulo. Entao A possui ideais o esquerda ma-

TIMals.

Demonstracao: Seja F' = {I : I éideal a esquerda proprio de A}. Claramente,
F # () pois 0 € F e consideremos F parcialmente ordenado pela inclusio.

Seja F’ um subconjunto nao vazio de F' e totalmente ordenado. Consideremos
J = | I'. Claramente, J é um ideal a esquerda de A, pois F” é totalmente ordenado.
Por élftFI“O lado, J # A, pois caso contrario, 1 € J. Logo, 1 € I’ para algum I’ € F' e
isso nos da que I’ = A, absurdo.

Logo, J € F e é uma cota superior para ' em F. Pelo Lema de Zorn, existe [
um elemento maximal em F', isto é, I é um ideal & esquerda proprio de A tal que se
K éideal a esquerda proprio de A tal que I C K ;Cé Aentao K = I, ou seja, I é ideal
a esquerda maximal de A. [ |

Do exposto acima, rad A # A. Se A = 0, nao ha ideais & esquerda maximais e
definimos rad A = 0.

O lema abaixo, cuja demonstracao pode ser encontrada em ([5], p. 50) nos da

uma caracterizagao dos elementos do rad A.

Lema 2.22 Sejay € A. Entao sao equivalentes:
(i) y € rad A;
(ii) 1 — zy € invertivel o esquerda para qualquer x € A;

(iii) yM = 0 para qualquer A-mddulo a esquerda simples M.

Lembramos que o anulador de um modulo M é dado por Ans(M) == {a € A :
am =0,V m e M}.

Observemos que no caso em que A # 0, a existéncia de ideais a esquerda maximais
de A nos da trivialmente a existéncia de A-modulos simples (veja Teorema [[.35),

sendo que no caso A =0, rad A = 0. Podemos enunciar o seguinte

Corolario 2.23 rad A = (Ana(M), intersecao dos anuladores de todos os A-

modulos simples. Em particular, rad A é um ideal de A.

Demonstracao: Provemos que rad A C ((Ana(M). Seja y € rad A. Pelo Lema
222 yN = 0 para qualquer A-modulo simples N. Logo, y € Ana(N), para qualquer
A-modulo simples N, isto é, y € [ Ana(M) (interse¢ao dos anuladores de todos os
A-modulos simples).

Agora, seja y € (JAna(M), para todo M simples. Entao, yM = 0 para todo
A-modulo simples M. Pelo Lema 222 y € rad A.

E claro que rad A é um ideal de A, pois é a intersecao de ideais de A. [ |
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Definicao 2.24 Seja A um anel. Dizemos que A é Jacobson semi-simples (ou J-

semi-simples) se rad A = 0.

Mais adiante, veremos que a nocao de J-semisimplicidade é bem relacionada com

a noc¢ao de simplicidade.

Exemplo 2.25 Z ¢ um anel J-semi-simles, pois rad Z = () pZ =0, mas Z nao
p primo

¢ semi-simples (Z nao € artiniano).

Lema 2.26 Seja A um anel nao-nulo. Entao todo ideal a esquerda proprio de A estd

contido em um ideal a esquerda maximal.

Demonstracao: Seja B um ideal a esquerda proprio de A. Consideremos F' = {I ;
A : T éideal a esquerda de A e B C I'}. Temos que F # (), pois B € F. Suponhamos
que F' seja parcialmente ordenado pela inclusao.

Seja I um subconjunto nao vazio de F' e totalmente ordenado. Claramente,
J = |J I’ é um ideal a esquerda de A, pois F’ é totalmente ordenado e J # A. Por
outré ngo, B C J pois B C K para algum K € F' C F (na verdade, B C I, para
todo I' € F'). Assim, J € F e é uma cota superior para F’ em F. Pelo Lema de
Zorn, F' possui um elemento maximal, existe I ideal a esquerda proprio de A tal que
B C I ese K é um elemento de F' tal que [ C K ; Aentao K =1, isto é, I é ideal

a esquerda maximal. [ |

Teorema 2.27 Seja A um anel. Entao sao equivalentes:
(i) A € semi-simples;

(ii) A € J-semi-simples e artiniano & esquerda.

Demonstracao: (i) = (ii) Seja A um anel semi-simples e U = rad A. Entao
podemos escrever A = U @& B para algum ideal a esquerda B de A. Suponhamos
U # 0. Isto implica que A # 0 e dai, U # A. Logo, B # 0. Pelo Lema .26, existe M
um ideal & esquerda maximal de A tal que B C M. Por defini¢ao, U = rad A C M
e assim, U + B C M. Portanto, M = A e isso é um absurdo.

Sendo A semi-simples, segue, pelo Corolario 217, que A é artiniano a esquerda.

(ii) = (i) Observemos primeiro que todo ideal & esquerda minimal / de A é um
somando direto de 4A. Como rad A = 0, segue que existe um ideal & esquerda
maximal M de A tal que I ¢ M, pois caso contrario, isto é, se I estivesse contido em
qualquer ideal & esquerda maximal de A entao I C rad A = 0, absurdo pois I # {0}.
Sendo que [ é minimal, M é maximal e [ ¢ M, segue que INM ={0}e [+ M = A.
Logo, I & M =4 A.
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Agora, A é artiniano a esquerda entao é claro que A possui um ideal & esquerda
minimal A; e, pelo que observamos acima, 4 A = A; @ B; para algum ideal a esquerda
By de A. Aplicando novamente CCD, existe um ideal a esquerda minimal Ay C B,
de A. Além disso, 4A = Ay @ By para algum ideal a esquerda B, de A. Segue que
A=A ® Ay & (BN By). Repetindo o procedimento, obtemos

A=A40A4¢ - A & (BINBN---NB,),

onde By D BiNBy D --- D BN ByN---N B, e os ideais a esquerda Als sao
minimais. Por hipotese, existe um inteiro m tal que BN By N---N B, = 0. Assim,
A=A0A,® - DA, e Aésemi-simples, os Als sendo ideais & esquerda minimais

equivalem a A-submodulos simples. [ |

Finalizamos esta se¢ao com uma relacao entre ideais nil e rad A do anel A.

Definicao 2.28 Um ideal U de A € dito nil se U € constituido por elementos nilpo-
tentes do anel A (lembrando que um elemento x € A é dito nilpotente se "™ = 0, para

algumn > 1).

Exemplo 2.29 Considere o anel A = Z[xy, x9, 23, -]/ (23, 25, 23, -+ ) (onde (z3, 23, 25, - +)
€ o ideal gerado por 23, x5 x4 -+ ) e 0 ideal U gerado por Ty, T3, T3, - - . Portanto, U

¢ um ideal nil.

Temos que U = (T7,T3,---) e claramente Z;""' = 0, para todo i € {1,2,---}.

Seja T € U. Entao T = ) a; 7;, onde F' & um subconjunto finito de {1,2,---} e
i€F

a; € A, para todo 7 € F. Devemos mostrar que T é nilpotente. Para isto, observamos

que

(i) como A é anel comutativo, entao para qualquer @ € A, se § € A é nilpotente,
entao a7y é nilpotente. De fato, suponhamos 7" = 0, para algum n > 1. Dali,
(@y)" =a"yg" =0

(ii) se T e 7 sao elementos nilpotentes de A, como Ty = yT (A é comutativo),

segue que T+7y = x + y ¢ um elemento nilpotente. Basta desenvolvermos (z + y)"*™,

onde T" = 0 = 7™ e chegaremos que (T+7)"™™ = (z + y)"*™ = 0. Por indugao, nao
é dificil mostrar que se U1, %3, - - - , Jx sao elementos nilpotentes de A entao também o
ey +y2+ -+ Y.

Agora, de (i) e (ii) é facil ver que T acima é nilpotente.

Teorema 2.30 Seja U um ideal nil de A. Entao U C rad A.

30



Demonstracgao: Seja y € U. Entao para qualquer x € A, xy € U e portanto, zy é
nilpotente. Dai, existe n € N, n > 1 tal que (zy)" = 0.

n—1

Verificamos que Y (xy)’ é o inverso de 1 — xy. De fato,
i=0

n—1 )
(1—ay) 30 (wy)' = (L —ay)(L+ay+ ()" + -+ ()"

= ltay+(zy)+ o+ ()" —ay — (2y)® — - = (ay)"!
= 1
n—1

Analogamente, (Y (xy)")(1 — zy) = 1. Logo, pelo Lema 222 y € rad A. [ |
i=0
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Capitulo 3
Anéis Primos e Semiprimos

Nesse capitulo, nos dedicamos a estudar a estrutura dos anéis primos e semipri-
mos. Veremos a relacao entre essas duas estruturas e além disso, a relacao que essas

estruturas possuem com as estruturas de anéis ja vistas até agora.

3.1 Ideais Primos

Seja I um ideal de um anel A. Dizemos que I é um ideal completamente primo
se para x,y € A taisque xy € I, entao v € T ou y € I.

Dizemos que I é um ideal primo se para quaisquer ideais U e V de A tais que
UV ClentaoUCTouV C1.

Quando A é um anel comutativo, temos o seguinte resultado

Proposicao 3.1 Um ideal I é completamente primo se, e somente se, I € ideal

Primo.

Demonstracao: (=) Consideremos U e V' dois ideais nao-nulos de A tais que UV C
I (o0s casos em que U ou V sao nulos sao triviais). Suponhamos que V' ¢ I. Mostremos
que U C [.

De fato, sejam v € V\I e u € U tais que uv € I. Por hipotese, u € [ ou v € I.
Como v € V\I, segue que u € I. Portanto U C I.

(<) Sejam x,y € A tais que zy € I. Consideremos os ideais Az e Ay. Entao
AxAy © Axy C I.

A igualdade (%) vale, pois A é comutativo. Se Az C I entao x € I. Se Ay C [
entao y € I. ]

Vemos assim que as defini¢coes de ideais completamente primo e primo sao equiv-

alentes no contexto comutativo.
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A proposicao a seguir nos da outras formas de caracterizar ideais primos em anéis
arbitrarios. Lembramos que (u) = AuA denota o ideal gerado por u € A, para

qualquer u € A.

Proposicao 3.2 Para um ideal I de A sao equivalentes:
i) I ¢é primo;

(
(ii) dados u,v € A tais que (u)(v) C I entaou € I ouv € I;

(iii) dados u,v € A tais que uAv C I entao u € I ouv € I;

(iv) dados U eV ideais a esquerda de A tais que UV C I entao U C 1T ou'V C I;
(

iv)’ dados U eV ideais a direita de A tais que UV C I entao U C I ou 'V C I;

Demonstracao: (i) = (ii) Se (u)(v) € I para u,v € A, entao segue por (i) que
(u) CTou(v)CI. Logo,uclouvel
(ii) = (iii) Notemos que (u)(v) = AuAAvA C AuAvA. Como uAv C I por hipotese,
segue que AuAvA C AIA C I, pois I é ideal de A. Logo, (u)(v) C I e por (ii) segue
que u € T ouw € I.
(iii) = (iv) Sejam U e V ideais a esquerda de A tais que UV C I. Suponhamos que
U ¢ I. Devemos provar que V C [.

Sejam v € U\l e v € V. Como V ¢é ideal & esquerda de A, vem que uAv C UV C
I. Por (iii) segue que u € I ou v € I. Como u & I, segue que v € [ e dai V C [I.
(iv) = (i) Sejam U e V ideais de A tais que UV C I. Claramente U e V sao ideais
a esquerda de A e portanto, U C T ouV C [.

As implicagbes (iii) = (iv)’ e (iv)’ = (i) sdo anélogas, considerando ideais a
direita. |

Observamos que todo ideal maximal de A é primo, sendo falsa a reciproca.

De fato, sejam I, .J ideais de A tais que I.J C M. Queremos mostrar que I C M
ouJ C M.

Suponhamos que I ¢ M. Como M é maximal, segue que I + M = A. Por outro
lado, J+ M = A(J+ M) = I+ M)(J+ M) (*C) IJ+M C M, pois IJ C M. Assim,
J+ M C M e portanto, J C M.

Provando (x): seja z € (I + M)(J + M). Entao z = > w;y;, onde x; € I + M e
y; € J+ M, para todo ¢ € I, onde F' é um conjunto ﬁnitch.FAssim, para cada ¢ € F,
temos x; = a;, +b;ey; =c;+d; coma; €1,c; € Jeb,d, € M.

Portanto, z = > (a; + b;)(¢; + d;) = D aie; + > (aid; + bie; + bid;) € IJ + M.

icF el el

Exemplo 3.3 {0} ¢ um ideal primo em Z e nao é mazimal.
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Exemplo 3.4 Considerando A um anel simples, entao o anel M,(A) (anel das ma-
trizes n X n com entradas em A) é um anel simples. Este fato € devido ao seguinte
resultado que pode ser visto em (5], Theorem 3.1, p. 31): Seja A um anel. Entao
todo ideal I de M,(A) é da forma M,(J) para um ideal unicamente determinado J
de A. Em particular, se A é simples o € M, (A).

Mostraremos no capitulo 4 que todo anel simples é primo. Assim, o anel M, (A)

é simples se A é simples e portanto, um anel primo.

Definicao 3.5 Um conjunto nao vazio S C A € chamado m-sistema se para quais-

quer u,v € S, existe a € A tal que uav € S.
Exemplo 3.6 Todo conjunto nao vazio multiplicativamente fechado é um m-sistema.

Exemplo 3.7 Sejam A um anel e a € A. O conjunto {a,a’ a*,a® - -} é um m-

sistema.
Corolario 3.8 Um ideal I de A € primo se, e somente se, A\ I € um m-sistema.

Demonstracao: (=) Sejam u,v € A\ I. Como I é primo, temos que se uAv C |
entdo u € I ou v € I o que é um absurdo visto que tomamos u,v € A\ I. Assim,
existe a € A tal que uav € I, isto é, uav € A\ I. Logo, A\ I é um m-sistema.

(<) Suponhamos u,v € A tais que uAv C I, masu & [ ev & I. Dai, u,v € A\ [ e
por ser A\ I um m-sistema, existe a € A tal que uav € A\ I, o que é um absurdo,
pois uAv C I. [ |

Proposicao 3.9 Sejam S C A um m-sistema e I um ideal maximal com respeito a

propriedade de que I nao intercepta S. Entao I € um ideal primo.

Demonstracao: Suponhamos que I nao seja um ideal primo. Dai, existem u,v € A
tais que (u)(v) € I, masu & I ev ¢ I. Sendoque I S I+ (u)el G I+ (v)segue,
pela maximalidade da propriedade de I, que existem s,s" € S tais que s € I + (u)
e s € I+ (v). Sendo S um m-sistema, existe a € A tal que sas’ € S. Entao
sas’ € (I+(u))A(I+(v)) € I+ (u)(v) C I eisso é uma contradigio, pois sas’ € SNI.
Logo, I ¢ ideal primo. [ |

Definicdo 3.10 Para um ideal U em um anel A, definimos o radical de U por VU =

{s € A : todo m-sistema contendo s intercepta U}.

Observacao 3.11 Na verdade, VU C {s€ A:s" €U para algum n > 1}.
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De fato, seja x € /U e consideremos o m-sistema S = {z, 2% --- 2" ---}. Por
hipotese, SN U # (). Assim, existe ng € N, ng > 1 tal que 2 € SN U e portanto,
z™ € U. Logo, x € {s € A:s" € U para algum n > 1}.

Teorema 3.12 Para qualquer ideal U de A, VU € igual a intersecao de todos os

ideais primos que contém o ideal U. Em particular, VU é um ideal de A.

Demonstracdo: Sejam s € U e P um ideal primo de A tal que U C P. Assim,
A\ P é um m-sistema e notemos que s € A\ P, pois se s € A\ P entao (A\ P)NU # ()
o que implicaria (A\ P)N P # (), o que é um absurdo. Logo, s € P, para todo ideal
primo P que contém U.

Reciprocamente, mostremos que (| P C vU. Suponhamos que exista s €
P primo
UcP

N P tal que s ¢ /U. Dai, existe um m-sistema S que contém s e é tal que

P primo

UCP
SNU = (. Pelo Lema de Zorn, existe um ideal P de A que contém U e que é
maximal com respeito a propriedade de ser disjunto de S. Pela Proposicao B9l P é

ideal primo e portanto, s € P, o que é um absurdo. [ |

3.2 Ideais Semiprimos, Anéis Primos e Semiprimos

Nesta secao, introduzimos a nocao de ideal semiprimo, vimos a relacao entre um
ideal semiprimo e seu radical, para entdo definirmos os anéis primos (anéis semipri-

mos).

Definicao 3.13 Um ideal C de um anel A € dito um ideal semiprimo se para todo
ideal U de A tal que U* C C entao U C C.

Notemos que todo ideal primo é semiprimo.

A proposicao abaixo nos da defini¢oes equivalentes de um ideal semiprimo.

Proposicao 3.14 Para um ideal C' de A sao equivalentes:
(i) C € semiprimo;

(ii) dado r € A tal que (r)* C C entao r € C;

(iii) dado r € A tal que rAr C C entaor € C;

(iv) dado U um ideal & esquerda A tal que U? C C entio U C C;
(

iv)” dado U um ideal o direita A tal que U* C C entao U C C.

Demonstragao: (i) = (ii) Temos que (r)> € C' e como C é um ideal semiprimo,

segue que (r) C C, ou seja, r € C.
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(ii) = (iii) Notemos que (r)(r) = ArAArA C ArArA. Como rAr C C por hipotese,
segue que ArArA C ACA C C. Logo, (r)*> C C e por (i), r € C.
(iii) = (iv) Seja U ideal a esquerda de A tal que U? C C. Suponhamos que U ¢ C.
Tomemos v € U\C. Como U é ideal & esquerda de A, segue que uAu C U* C C.
Logo, u € C por (iii) e isso é um absurdo.
(iv) = (i) Seja U ideal de A tal que U?> C C. Claramente U ¢ ideal a esquerda de A
e portanto, U C C.

As implicagbes (iii) = (iv)’ e (iv)’ = (i) sdo anélogas, considerando ideais a
direita. |

Definigao 3.15 Um conjunto nao vazio S de A é chamado n-sistema se para qual-

quer u € S, ewxiste a € A tal que uau € S.

Notemos que todo m-sistema ¢ um n-sistema.
Corolario 3.16 Um ideal C' é semiprimo se, e somente se, A\C' € um n-sistema
Demonstracao: A demonstragao é andloga a demonstracao do Corolario [3.8 [ |

Lema 3.17 Sejam N wm n-sistema e v € N. Entao existe um m-sistema M C N

tal que v € M.

Demonstracao: Definimos M = {my,mg,ms,---}, onde my = v € N, my =
mia;my € N (para algum a; € A), mg = maaoms € N (para algum ay € A), e assim
sucessivamente para todos os elementos de M. Provemos que M é um m-sistema,
ou seja, para quaisquer %,j € N, m;Am; contém elementos de M. De fato, sejam
i,7 € N. Entao se i < j temos que mjy1 € mjAm; C m;Am; e se i > j entao

mit1 € miAm; C m;Am;. [ |

Teorema 3.18 Para um ideal C' de A, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) C' € um ideal semiprimo;
(ii) C' € uma intersegao de ideais primos;

(iii) ¢ = V/C.

Demonstracao: (iii) = (ii) Segue do Teorema [B.12l

(ii) = (i) Sendo C' uma intersecao de ideais primos entao C' ¢ um ideal semiprimo.
(i) = (iii) Devemos mostrar que v/C' C C. Suponhamos o contrario, entdo existe
a € VO tal que a € C. Definimos o n-sistema N = A\C e claramente a € N. Pelo
Lema B.I7 existe um m-sistema M C N tal que a € M. Logo, M nao intercepta C' e
pela Definicao BI0 a ¢ v/C, o que é um absurdo. [ |
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Definicao 3.19 Para qualquer anel A, definimos Nil,A = /{0}. Nil,A é o menor
ideal semiprimo de A (e € igual a interse¢ao de todos os ideais primos de A). Na

literatura, Nil,A € chamado radical de Baer-McCoy de A ou radical primo de A.

Definicao 3.20 Um anel A é dito anel primo (respectivamente semiprimo) se {0} é

um ideal primo (respectivamente semiprimo).
E claro que todo anel primo é semiprimo.

Proposicao 3.21 Para um anel A, sao equivalentes:

(i) A € anel semiprimo;

(ii) Nil, A = {0};

(iii) A nao tem ideal nilpotente diferente de zero (isto é, nao existe I ideal nao-nulo
de A tal que I = {0} para algum nimero natural n);

(iv) A nao tem ideal a esquerda nilpotente diferente de zero.

Demonstracao: (i) < (ii) Sendo A é anel semiprimo, {0} é ideal semiprimo e,
pelo Teorema BI8, Nil,A = \/{0} = {0}. Reciprocamente, se Nil,A = {0} en-
tio \/{0} = {0} ¢ um ideal semiprimo e novamente pelo Teorema A é anel
semiprimo.
(iv) = (iil) Seja U um ideal nilpotente de A, logo U é ideal a esquerda nilpotente de
A. Assim, U™ = {0} e isto implica que U = {0}.
(iii) = (i) Seja U um ideal de A tal que U? C {0}, ou seja, U? = {0}. Como A nao
tem ideal nilpotente nao-nulo, segue que U = {0}. Logo, A é semiprimo.
(i) = (iv) Suponhamos A um anel semiprimo e seja U um ideal & esquerda nilpotente.
Assim, existe n € N minimo tal que U™ = {0}.

Se n > 1 entao (U™ 1)? = U*2 C U™ = {0}. Por (i), U"! = {0}, o que &
um absurdo visto que n é o menor elemento tal que U™ = {0}. Portanto, n = 1 e
U = {0}. [ ]

Exemplo 3.22 Um anel A é primo (respectivamente semiprimo) se, e sé se, o anel
M, (A) € primo (respectivamente semiprimo). O leitor interessado pode consultar
(1], Proposition 10.20, p. 160).

O teorema abaixo ¢ o andlogo do Teorema [2.27] s6 que ao invés de anéis J-semi-
simples trataremos anéis semiprimos. Sua demonstracao pode ser vista em ([5], p.
162).

Teorema 3.23 Seja A um anel. Entao sao equivalentes:
(i) A € semi-simples;

(ii) A € semiprimo e artiniano & esquerda.
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Capitulo 4

Teorema de Estrutura para Anéis

Primitivos a Esquerda

Neste capitulo, mostraremos a relagao entre todos os anéis ja estudados até agora,
incluindo os anéis primitivos que serao estudados efetivamente aqui. O objetivo
principal deste capitulo que, na verdade, é o objetivo principal deste trabalho, é
demonstrar o teorema da estrutura para anéis primitivos a esquerda (& direita) e,
para isso, desenvolvemos alguns outros resultados como, por exemplo, o teorema da

Densidade de Jacobson-Chevalley.

4.1 Anéis Primitivos e Semiprimitivos

Afim de definirmos anéis primitivos a esquerda, chamamos a atencao para a

seguinte caracterizacao de anéis semiprimitivos (ou anéis J-semi-simples).

Proposicao 4.1 Um anel A € semiprimitivo se, e somente se, A possui um mdodulo

a esquerda M semi-simples e fiel.

Demonstracao: (=) Seja A um anel semiprimitivo. Entao rad A = 0.

Seja {M;} a familia de todos os A-modulos a esquerda simples. Logo, pelo Teo-
rema 213, ®M; = M é um modulo semi-simples. Como Ana(M) = (NAna(M;),
segue do Colrolério que Ang(M) = rad A = 0. Assim, M é um /i—m(’)dulo a
esquerda semi-simples e fiel.

(<) Seja M um A-moédulo a esquerda semi-simples e fiel. Pelo Lema 222] sabemos
que rad A anula todos os A-modulos & esquerda simples e sendo que Ana(M) =0

segue que rad A = 0. Portanto, A é semiprimitivo. [ |

Esta proposicao motiva a seguinte definicao
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Definicao 4.2 Um anel nao-nulo A €é dito primitivo a esquerda (respectivamente a
direita) se A possui um A-mddulo a esquerda (respectivamente a direita) simples e

fiel. Notemos que A € necessariamente nao-nulo.

A nocao de semiprimitividade independe dos adjetivos esquerda-direita, o que nao
ocorre com a primitividade de um anel. Um dos primeiros exemplos que retrata esta

situacao foi construido por G. Bergman em 1965.

Proposicao 4.3 Todo anel simples é primitivo a esquerda (respectivamente a di-

reita).

Demonstracao: Seja A um anel simples. Devido a este fato, A age fielmente em
qualquer A-modulo M nao-nulo, pois An (M) é um ideal de A. Sendo A nao-nulo,
a existéncia de A-modulos simples ja foi garantida pelo Teorema [L.35] Assim, A é

anel primitivo a esquerda. |
Proposicao 4.4 Todo anel primitivo a esquerda € semiprimitivo.

Demonstracao: Seja A um anel primitivo a esquerda. Entao A possui um A-mddulo
a esquerda simples e fiel M. Logo, M é semi-simples e portanto, A é semiprimitivo.
|

Proposicao 4.5 Todo anel primitivo a esquerda € primo.

Demonstracao: Sejam A um anel primitivo & esquerda e M um A-mo6dulo & es-
querda simples e fiel. Provemos que A é anel primo. Seja U um ideal nao-nulo de
A.

Entao, UM é um A-submoédulo de M e como M ¢ fiel, segue que UM é um
submoédulo nao-nulo de M, o que implica UM = M. Se V é um ideal qualquer
nao-nulo de A, entao

(VUM =V(UM) =VM = M, o que implica VU # 0 e portanto A é um anel

primo. |
Proposicao 4.6 Todo anel semiprimitivo € semiprimo.

Demonstracao: Pela Observagao B.I1l, Nil,A = /{0} é um ideal nil de A. Pelo
Teorema 230, Nil,A C rad A e, por hipotese, rad A = {0}. Logo, Nil,A = {0}.
Pela Proposicao B2 A é anel semiprimo.

Com base nos Teoremas .18, 2.27 e nas proposi¢oes acima, vemos que a cadeia

de implicacoes a seguir é verdadeira

A é semi-simples = A é semiprimitivo (ou J-semi-simples) = A é semiprimo

1 (se CCD) T 0

A é simples = A é primitivo & esquerda = A é primo
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4.2 O Teorema de Estrutura

Sejam A, k dois anéis, V = 4Vj um (A, k)-bimodulo e E = End(V}), o qual age
a esquerda em V. Dizemos que A age densamente sobre Vj, se para qualquer f € F

e quaisquer vy, vo, -+ ,v, € V, existe a € A tal que av; = f(v;) parai=1,2,--- ., n

Lema 4.7 Com a notagao acima, consideremos oV um A-mddulo semi-simples e
k= End(4V). Entao qualquer A-submddulo W de V' é um E-submddulo de V.

Demonstracao: Como V é semi-simples, existe W/ um A-submodulo de V' tal que
V=WwaoWw.

Sejap:V — V aprojecao de V=W & W' sobre W isto é, parav =w+w' € V|
(v)p=w, p € k.

Queremos mostrar que f(W) C W, para todo f € E. Seja w € W. Entao

fw) = f((w+0)p) = (f(w))p € W.
Logo, f(W) C W. [

Lema 4.8 Sejam A um anel, V um A-mddulo a esquerda e k = End(4V'). Definimos
V=V'=®V, onde V, =V e k= End(4V). Entio k= M,(k).
i=1

Demonstragio: Seja f € End(4V). Consideremos g;; = p; o f oij, onde i; é a
j-ésima inclusao e p; é a i-ésima projecao, para quaisquer 1 < 7,7 < n. Afim de
evitarmos repeticao, dado x € V, x pode ser escrito como (0,---,z;,---,0), onde
x; = x, isso é possivel devido as inclusoes ;.

Claramente, g;; : V — V e g;; € k, pois g;; ¢ uma composi¢ao de A-homomorfismos.

Portanto, a matriz (g;;)1<i j<n € My (k). Definimos

©: End(4V) — M, (k)
f = (pio foi)icij<n
Provemos que ¢ é um isomorfismo de anéis. De fato, sejam = € V e f,g €
End(AV). Para 1 < 4, j < n fixados, temos

(pio(f+g)oij)(z) = pil(f+g)i;(x)))
pi(f(ij(x)) + g(i;(2)))
pi(f(i;(x))) + pi(g(i;(x)))

(pio foij)(z)+ (piogoij)(z)
= (piofoij+piogoij)(z)
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Logo, pio(f+g)oi; =piofoij+p; ogoij; para quaisquer 1 < i,j < n e
portanto, o(f + g) = ¢(f) + ¢(g).

Agora, mostremos que o(f o g) = o(f)p(g). Para 1 < i,j < n fixados e
MRS V) Suponhamos que g(oa axja"' 70) - (yla"' 7yn) € que f(ylay27”' ayn) =

(21,29, , 2p). Entao, para todo = € V, temos

(pio(feg)oi)z) = pilflg(@) = pi(f(yr,-- n))

= pi(217“' 7ZTL) = Z;-

Observamos que p; o (f o g) oi; é o elemento na posicao (4, j) da matriz ¢(f o g).
Por outro lado, Y (p; o foigopyogoij) é o elemento na posicao ¢(f)p(g). E

k=1
para todo z € V, temos

(X (piofoiroprogoin)(m) = > (piofoiropsogoi)(x)

- él<piof><o,---,yk,--»o>
= pz(éf( Yk, 0))
= pi(f(yr, - yn)

= pz(zb o )_Zi'

n

Logo, pio (f o g)oi; =3 (pio foiyopyogoi;) para quaisquer 1 <i,j <ne
k=1
portanto, (f o g) = ¢(f)e(g). Assim, ¢ é um homomorfismo de anéis.

Mostremos que ¢ é sobrejetor. Seja X € M, (k). Entao X = (gj)1<i j<n onde
gi; © V. — V sao A-homomorfismos. Mostremos que existe g € End(Af/) tal que

©(f) = X. Tomemos g € End(4V) assim
9(1’1 +---F xn) - (911($1) +- gln(xn)a T 79n1(371) +oee grm(xn))

Para 7, 7 fixados e para qualquer x € V', temos que

= pi(glj(xj)vg%(xj)v"' agz’j(%‘)a"' agnj(%‘))
= gij(z).

Portanto, ¢ é sobrejetor, pois p; 0 g 0 i; = g;; para quaisquer 1 < 4,7 < n. Assim,
p(g) = X.

Resta mostrarmos que ¢ é injetor. De fato, seja f € Ker(p). Entao o(f) =

(pio foij)icij<n =0 (matriz nula).
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Seja (x1,---,x,) € V. Entdo f(x1, - ,xn) = (41, ,yn). Mostremos que y; =
0, para todo ¢ € {1,2,--- ,n}.

Para 7 fixo, temos

yi = Py Yo YUn)
= ( ( ’...,0))

- @(fom( )
= Ypiofoi)) = 0

7j=1
pois p; o f oi; = 0 para quaisquer i,j € {1,2,---,n}. Logo, y; = 0 para qualquer

1 <@ < neportanto f é a funcao nula. [ |

Teorema 4.9 (Teorema da densidade de Jacobson-Chevalley) Sejam A um
anel e V- um A-mddulo a esquerda semi-simples. Entao para k = End(4V), A age

densamente sobre Vj,.

Demonstracido: Seja V = V" = 69 Vi, onde V; = V. Notemos que V é um A-
modulo semi-simples, pois cada V~ = V ¢ semi-simples, e dai, V' é uma soma de
modulos simples.

Definimos k = End(4V). Pelo lema acima End(4V) = M,(End(4V)).

Seja f € E = End(V;). Consideremos f = (f, f,--- , f) uma funcio de V — V,
definida por f((v1,va, -+ ,va)) = (f(v), f(va), -+, F(vn)).

Provemos que f € End(V;). De fato, sejam (wy, wo, - -+, w,), (), wh, - -, w!) €
V e é € k. Entao
Fllwr, - ywa) + (W, - wy)) = f(wn+wp, - wn+w2))

(f(wr +wy), - flwn +wy))

(f(wr) + flwy), -+, fwn) + flwy))
(flwr), - flwn)) + (f(w)), -+, f(wy))
flwy, - 7wn)+f(wiw" W)

13
3
—
*
~

Flwr,we, -+ w)é) = f(Cwien, -, Y wiem)
= (f(Z wie;), - - - ,f(Z Wiin))
(S fwden, X fwiei)
(f(wi), - fwn))e
= fl(wy,-- wn))é,

onde a igualdade (*) segue do fato de que k = M, (k) com e;; € k e a igualdade (xx)
ocorre pois f € End(Vy).
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Sejam vy, v, - -+, v, € V. Consideremos W um A-submodulo ciclico de V™ gerado
por (vy, vy, ,vn) €V, =V, isto &, W = A(vy, vy, ,vp). Sendo V um A-modulo
semi-simples e k = End(4V), segue do Lema T (aplicado a W), que W é um
E-submodulo de V, onde E = End(V;).

Portanto, f(vi,vs, -+ ,v,) € W. Logo, existe a € A tal que f(vy,va,---,v,) =
a(vy, vy, -+ ,v,) eisto é equivalente a dizermos que (f(v1), f(ve), -+, f(v,)) = a(vy, va, -+, vp).
Assim, f(v;) = av; para i € {1,2,--- ,n} e A age densamente sobre V. [ |

Corolario 4.10 Sejam A,V k e E como no teorema anterior. Se Vj, € finitamente
gerado como um k-mddulo (& direita), entao p : A — E é um homomorfismo sobre-

jetor de anéis.

Demonstracao: Seja p: A — E definida por p(a)(v) = av, paraa € A, ev € V.
Vejamos que p é um homomorfismo de anéis. De fato, sejam a;,a0 € Aev €V,

temos que

plar +az)(v) = (a1 + az)v = a1v + ag
= plar)(v) + plaz)(v) = (plar) + plaz))(v);

plaiaz)(v) = (amaz)v = ai(azv)
= pla1)(azv) = p(a1)(p(az)(v))
= (p(a1) o p(az))(v).

Provemos que p é sobrejetor. Por hipotese, V' é um k-modulo finitamente gerado,
n

isto &, existem vy, -+, v, € V tais que V =>_ v;k.
i=1
Seja f € E. Pelo Teorema da Densidade, existe a € A tal que av; = f(v;) para

n
i =1,2,---,n. Portanto, para qualquer v € V, v =) v;k; para alguns ky,---  k, €
i=1

k. Logo,

n n

FO) = £ vk 23 F0)k =3 (@0)hi = 0 3 vk = av = p(a)(0)

i=1 i=1

para todo v € V' e isto nos diz que f = p(a) e p é sobrejetor. SO para finalizar, a
igualdade (%) ¢ devida ao fato de que f € E = End(Vy). |

Um caso importante do Teorema da Densidade é quando V é um A-modulo a
esquerda simples. Neste caso, o anel dos endomorfismos & = End(4V) é um anel de
divisao, pelo Lema de Schur, e entao, V' é um espaco vetorial a direita sobre k, o que

nos sugere algumas relagoes importantes. Para tanto, definimos

Definicao 4.11 Sejam V um espaco vetorial a direita sobre o anel de divisao k

e E = End(Vy). Dizemos que um subconjunto S C E € m-transitivo sobre V' se
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para quaisquer vetores linearmente independentes vy, Vg, - -+ , Uy, N < M € qQUALSQUET N

vetores vy, vy, -+ vl em V, existe s € S tal que s(v;) = v} para todo i € {1,2,--- ,n}.

Definigao 4.12 Dizemos que S é uwm conjunto denso das transformagoes lineares

sobre Vi, se S é m-transitivo para todo m (finito).

Proposicao 4.13 Sejam V um (A, k)-bimddulo, sendo k € um anel de divisao, E =
End(Vy) e p: A — E a aplicagao dada por p(a)(v) = av, para quaisquer a € A e
v e V. Entio A age densamente sobre Vj, se, e somente se, p(A) é um anel denso de

transformacoes lineares sobre V.

Demonstracao: (=-) Suponhamos que A age densamente sobre Vi. Sejam vy, v, - - |
v, € V um conjunto linearmente independente de n vetores (n < m) e vy, vy, -+ , v, €
V um outro conjunto de n vetores. Devemos provar que existe a € A tal que
p(a)(v;) = v} para todo i € {1,2,--- ,n}.

De fato, existe uma transformacao linear f de V' — V tal que f(v;) = v}, o leitor
interessado deve consultar ([3], Teorema 1, p. 69). Mas entao, f € E, e como A age
densamente sobre V, existe a € A tal que f(v;) = av;.

Portanto, existe s = p(a) € p(A) tal que s(v;) = p(a)(v;) = av; = f(v;) = v,

; €

entdo p(A) é um anel denso de transformagoes lineares.
(<) Suponhamos agora que p(A) ¢ um anel denso de transformagoes lineares. Prove-

mos que A age densamente sobre V.

Sejam f € E e vy, vy, ,v, € V. Do conjunto {vy,va, -+ ,v,}, ap6és uma rein-
dexagdo, se necessario, extraimos o conjunto {vy, va, -+ , v, } k-linearmente indepen-
dente, com m < n. Consideremos f(vy) = v, -, f(vm) = v,

Como p(A) é m-transitivo, entao existe a € A tal que av; = p(a)(v;) = v = f(v;).
Dai, f(v;) = av;, para todo i < m.

Resta mostrarmos que f(v;) = av; para todo ¢ < n. Sejai >m (m+1<i < n).

m
Como vy, vg, - -+ , Uy, sd0 linearmente independentes, podemos escrever v; =Y v;a;,
j=1
a; € k, logo
m m m m
f(UZ) = f(z ’UjOéj) :Z f(Uj)Oéj :Z (CL’Uj)Oéj =a Z ’UjOéj = av;.
j=1 j=1 j=1 j=1
Portanto, A age densamente sobre V. |

Apesar de ser um resultado basico, optamos por demonstrar o seguinte lema.

Lema 4.14 Sejam V um k-espago vetorial 4 direita de dimensao n e E = End(Vy).
Entao E = M, (k).
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Demonstracao: Seja § = {vy,---,v,} uma base de V como k-espago vetorial a

direita. Entao, para qualquer j € {1,2,--- ,n} e f € E,

n
f(v)) :Z vioy;, com ay;s € k.

=1
Definimos 9 : E — M, (k) por ¢ (f) = [fls = (auj)1<ij<n

Provemos que ¥ é um homomorfismo de anéis. De fato, sejam f,g € E. Entao

U(f+g)=1f+9ls=[fls +l9ls = ¥(f) +¥(9);

Y(fog)=1fogls=I[flslgls = (f)¥(g)

Mostremos que 1 é bijetor. Suponhamos ¥(f) = ¥(g). Entao (oij)i<ij<n =
(Bij)1<i.j<n € isto equivale a dizermos que «;; = [;;, para quaisquer i, j € {1,2,--- ,n}.
Portanto, f = g.

Mostremos que 7 é sobrejetora. De fato, dada (a;j)1<ij<n € Mn(k). Consideremos
f € E tal que f(vj) =) va;, para todo j € {1,2,---,n}. Dai, ¥(f) = [flz =
i=1

(aij)i<ij<n u

Combinando os resultados .9 E.10 e £ 13 finalizamos nosso trabalho com o prin-

cipal resultado do mesmo.

Teorema 4.15 (Teorema de estrutura para anéis primitivos a esquerda)
Sejam A um anel primitivo & esquerda, V um A-mddulo simples e fiel e k = End(4V)
um anel de divisao. Entao A € isomorfo a um anel denso de transformacgoes lineares
sobre Vi, e, além disso,
(i) se A € um anel artiniano a esquerda, entao dimy (V) = n € finita e A = M, (k);
(ii) se A nao € artiniano a esquerda, entiao dimy(V') € infinita e para qualquer
inteiro n > 0, existe um subanel A, de A que admite um homomorfismo sobrejetor

v: A, — M, (k).

Demonstragao: Seja £ = End(V}). Definimos p : A — E por p(a)(v) = av, para

quaisquer a € A e v € V. Como antes, p ¢ um homomorfismo de anéis.

Mostremos que p é injetor. De fato, seja a € Ker(p). Entao p(a) = 0, ou seja,
pla)(v) = av = 0, para todo v € V. Logo, a € Ans(V) e como V é um A-moédulo
fiel, segue que a = 0. Assim, Ker(p) = {0}, ou seja, p é injetor.

Dai, A = p(A). Pelo Teorema [£9 A age densamente sobre Vj, e pela Proposi¢ao

413 p(A) é um anel denso de transformagoes lineares.
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Portanto, A é isomorfo ao anel denso de transformagoes lineares sobre V},, a saber,
p(A).

Provemos agora (i) e (ii).

Suponhamos dimy (V) = n < oo. Assim, pelo Corolario temos que p é
sobrejetor, e como provamos acima que p é um homomorfismo injetor, segue que
A p(A)=E.

Pelo LemalLT4] temos que E = M, (k) e sendo k um anel de divisao (anel simples),
temos que M, (k) é simples. Logo, A = E = M, (k) é simples e segue do Teorema
que A é artiniano a esquerda.

Suponhamos dimy (V') infinita. Fixemos uma sequéncia vy, v, --- € V de vetores

linearmente independentes e consideremos os conjuntos

n
Vn:Zvikcom1<n<oo,
i=1

A, ={acA:a(V,) CV,}eU,={aec A:a(V,) =0}

Nao é dificil ver que A,, ¢ um subanel de A e que U, é ideal de A,, e ideal a

esquerda de A.

Para cada 1 < n < oo, temos que V,, é um modulo sobre o anel A, /U,, pois
U,V, =0 e a acao é dada por av := av € V,,, para quaisquer a € A, e v € V,,.

Além disso, A, /U, age fielmente sobre V,,. De fato, se@ € A,,/U, é tal que av = 0,
para todo v € V,,, entao 0 = av = av, para todo v € V,, e isto implica que a € U,.
Logo, a = 0.

Lembrando que, pela n-transitividade de p(A) sobre V', para qualquer conjunto
de vetores linearmente independentes {vy, vy, -+ ,v,} € V,, € V e qualquer outro
conjunto de vetores {v}, v}, -+ v} C V, existe a € A tal que p(a)(v;) = v}, isto &,

av; = v; parai € {1,2,--- ,n}.

Consideremos ¢ : A, — End((V,)) definida por ¢(a)(v) = av, para quaisquer
acA,evel,.
Vejamos que ¢(a) € End((V,,)x), para todo a € V,,. De fato,

P(a)(vi +v2) = a(vy +v2) = avy + avy = ¢(a)(v1) + P(a)(vz)

e isto ocorre, pois vy, vy estao em V,, CV e V é um A-moddulo & esquerda.

Também, para todo v € V,, e o € k, temos que

o(a)(va) = a(va) = (av)a = (¢(a)(v))a
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e isto ocorre, poisv € V,, CV e V é (A, k)-bimodulo.
Mostremos que ¢ é um homomorfismo de anéis, isto decorre do fato de que V é

um A-modulo & esquerda. Sejam a,b € A, e v € V,,. Entao

¢(a+b)(v) = (a+b)v=av +bv = ¢(a)(v) + ¢(b)(v) = (d(a) + ¢(b))(v).
Donde ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b). Por outro lado,

¢(ab)(v) = (ab)v = a(bv) = ¢(a)(bv) = d(a)(B(b)(v)) = (d(a) 0 H(b))(v).
Dai, ¢(ab) = ¢(a) o ¢(b).

Provemos que ¢ é sobrejetor. Seja f € End((V,)r). Como {f(v1), -+, f(vn)} C

V., C V e pela n-transitividade de p(A) sobre V| existe a € A tal que p(a)(v;) = f(v;),
ou seja, av; = f(v;) parai € {1,2,--- ,n}.

Por linearidade, para todo v € V,,, temos

n

flv) = f(z v; ;) :Z fvi)ay :Z (avi)a; = a Z vioy = av € V.
i=1 i=1 i=1 i=1
Logo, aV,, C V,, e isto nos diz que a € A,. Portanto, ¢(a)(v) = av = f(v), para

todo v € V, e assim, ¢(a) = f e por conseguinte, ¢ é sobrejetor.

Provemos que Ker(¢) = U,. De fato, seja a € Ker(¢). Entao 0 = ¢(a)(v) = av,
para todo v € V,, e entao a € U,. Por outro lado, seja a € U,. Entao 0 = av =
¢(a)(v), para todo v € V,,. Portanto, a € Ker(¢). Assim, A,/U, = End((V,)r) =

M, (k), onde o ultimo isomorfismo é devido ao Lema [L.14l

Sabemos que p(A) é m-transitivo para todo m, em particular, p(A) é (n + 1)-
transitivo. Logo, para o conjunto de vetores linearmente independentes {vy, va, -+ , v,11}
e qualquer outro conjunto de vetores {v], v}, -, v/}, existe a € A tal que av; =
pla)(vi) = v;.

Em particular, consideremos v, = 0, 1 < i < n e assim, av; = 0 e av,1; # 0.
Logo, existe a € U, tal que a &€ U, 41 e é claro que U, 2 U,.1 para todo n. Portanto,
U, 2 U, 2 .-+ é uma cadeia estritamente decrescente de ideais a esquerda de A e

deste modo A nao é artiniano & esquerda. |
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Conclusao

Este trabalho possibilitou uma formalizagao matematica até entao nao obtida com
as disciplinas de graduacao. Por intermeio dele, obteve-se uma evolucao na pesquisa

e no modo de pensar Matematica, principalmente o contetido de Algebra.

Durante a graduacao, tive muito contato com areas como calculo e algebra linear,
e pouca aproximacao com a algebra. Todavia esse pouco bastou para gerar meu
interesse. E foi assim que iniciou-se essa pesquisa e gracas a ela meu entusiasmo pela
algebra s6 aumentou, me levando ao desejo de prosseguir meus estudos num mestrado

em matematica.

O estudo do teorema de estrutura para anéis primitivos é extremamente valioso,
uma vez que permite a comunhao de conteidos matemaéticos como Algebra e Algebra
Linear (mesmo que nao tenhamos explorado muito esta relagdo aqui) assim como

permite a fabricacao de exemplos.

Por fim, esperamos que esse trabalho possa ser ttil como objeto de consulta e/ou

estudo.
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