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Resumo

Neste trabalho apresentamos os elementos que compoem as algebras de Hopf.
Definimos algebras através do conceito de produto tensorial entre K-espacos veto-
riais e, dualizando certos diagramas comutativos, obtemos a definicao de coalgebra.
Mostramos que o espaco vetorial dual de uma coalgebra admite a estrutura de algebra,
e que o dual finito de uma &algebra, que é um subespaco do espaco vetorial dual de uma
algebra, admite uma estrutura de coalgebra. Definimos bidlgebra e algebra de Hopf,
mostramos alguns resultados basicos sobre o assunto, dentre eles, que o dual finito de
uma algebra de Hopf possui uma estrutura de algebra de Hopf.
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Introducao

Desenvolvemos neste trabalho os elementos basicos da teoria de Algebras de Hopf.
Para isso, consideramos uma versao mais restrita do que o necesséario para a definicao
de algebra. As algebras podem ser definidas de maneira mais geral sobre aneis comu-
tativos com unidade, porém neste contexto nao temos a comodidade de trabalhar com
produtos tensoriais de espacos vetoriais, que também sao espacos vetoriais. Entao,
optamos por definir algebra utilizando o conceito de produto tensorial de espacos ve-
toriais sobre um corpo K. Tal forma nos sera mais conveniente na hora de definirmos
coalgebras, bidlgebras e dlgebras de Hopf.

No primeiro capitulo, veremos que codlgebra é uma nogao dual de dlgebra. O uso
do termo "dual”é justificado pelo uso da linguagem categérica. Dualidade refere-se
a inversao do sentido dos morfismos em certos diagramas comutativos. Dessa forma,
para se dualizar a nogao de K-dlgebra, ¢ necessario transformar a definicao em termos
de diagramas. De modo semelhante dualizamos a nocao de morfismo de &lgebras,
obtendo morfismo de codlgebras.

Algebras e coalgebras nao sao apenas nocoes duais. De certo modo, sao objetos
duais, no setindo de que conseguimos dar uma estrutura de K-algebra ao K-espaco
vetorial dual C” de uma codlgebra C. No entato, a dualidade de objetos nao é geral.
Se 0 espaco dual de uma codlgebra é uma algebra, nao conseguimos atribuir de modo
geral uma estrutura de K-codlgebra ao K-espaco vetorial dual A’ de uma algebra A.
No caso em que a algebra A tem dimensao finita, veremos que isto é possivel. Quando
a algebra A possui dimensao infinita, veremos que podemos atribuir uma estrutura de
coalgebra a um subespaco do espaco dual A’, chamado de dual finito da &lgebra, cuja
dimensao nao é necessariamente finita.

No segundo capitulo, estudamos a estrutura de bidlgebra, na qual estao presentes
as estruturas de algebra e de codlgebra, com uma certa compatibilidade entre suas
operacoes. Em uma bidlgebra, dizer que o produto e a unidade sao morfismos de
coalgebras é equivalente a dizer que o coproduto e a counidade sao morfismos de
algebras. Com isso, damos uma estrutura de bidlgebra ao dual finito de uma bidlgebra.
Em seguida, partimos para o nosso objetivo principal, que é definir algebras de Hopf.
Veremos alguns resultados e construiremos a algebra de Hopf dual, a partir do dual
finito de uma algebra de Hopf.

Neste trabalho, assumimos como conhecida a teoria bésica de grupos, algebra linear
e anéis. No apéndice A, apresentamos alguns resultados sobre produto tensorial que
serao utilizados ao longo do texto. No apéndice B, estao alguns resultados a respeito
da notacao de Sweedler para o coproduto.
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Capitulo 1

Algebras e Coalgebras

1.1 Algebras

Nesta primeira se¢ao definimos a estrutura primordial da teoria a ser desenvolvida
nas segoes subsequentes, utilizando principalmente a referéncia [4]. Em geral, uma
algebra é um espaco vetorial A munido de um produto, isto é, uma aplicacao de A x A
a valores em A, bilinear. Neste sec@o definiremos algebra de outra forma, a qual nos
serda mais conveniente na hora de definirmos coalgebras, bidlgebras e dlgebras de Hopf.

Existem diversos tipos de algebras, com diferentes tipos de propriedades que as de-
finem. A anti-simetria e a identidade de Jacobi sao caracteristicas das algebras de Lie.
Outros exemplos sao as algebras associativas, para as quais a propriedade adicional
é x(yz) = (vy)z, e as élgebras unitais (com unidade), para as quais a propriedade
adicional é a existéncia de um elemento 1 tal que 1x = x. Na maior parte do trabalho
estaremos interessados justamente nas algebras associativas e com unidade.

Definicao 1.1.1 Uma K-dlgebra associativa com unidade € uma tripla (A, p,n), em
que A é um espago vetorial (sobre um corpo K), p: A® A — Aen: K — A sao
fungoes lineares tais que os sequintes diagramas sao comutativos:

A ARALYY L AgA AK —"" . Ao A<"" KgA
1dRp Iz ~ M ~
A® A . A A

Chamamos p de multiplicacao ou produto e n de unidade. O primeiro diagrama co-
mutativo representa a associatividade da dlgebra, que em simbolos é o mesmo que

po(p®id) = po (id® p). (1.1)

O segundo diagrama comutativo significa que

po(n®id) =po (id®@n) = id. (1.2)



Essa definicao pode parecer estranha a primeira vista. De fato, é mais facil e
intuitivo definir K-algebra como sendo um anel A que tem uma estrutura de K-espaco
vetorial tal que a multiplicacao é uma aplicacao bilinear. Ou seja,

uma
uma

Definigao 1.1.2 Seja A um corpo, dizemos que um anel com unidade (A, +, )
algebra sobre K se A for um espaco vetorial sobre K tal que a multiplica¢dao
aplicacao bilinear sobre K.

é
é

Proposicao 1.1.3 As duas definicoes de dlgebra acima sao equivalentes.

Prova. Para mostrar que a definicao 1.1.1 implica na definicao 1.1.2 , basta definir a
multiplicacdo por a-b = u(a®b) e a unidade por 14 = 7(1). Segue das propriedades de
produto tensorial que a multiplicagao é bilinear, além disso os diagramas comutativos
nos dao as propriedades de associatividade e unidade.

Reciprocamente, se temos a definicao 1.1.2, o fato da multiplicacao ser bilinear
implica que podemos estendé-la para p no produto tensorial, de modo que a associa-
tividade em A nos da o primeiro diagrama comutativo da definicao 1.1.1. A aplicacao
n ¢ definida por n(\) = Al4 para A € K, onde 14 ¢ a unidade da algebra. O outro
diagrama segue de imediato da definicao de unidade.

O

Em vista desta proposicao, confundiremos propositalmente a nomenclatura do pro-
duto tanto como sendo a aplicacao usual - : A x A — A, quanto como sendo a
aplicacao p. Para simplificar, a partir de agora falaremos apenas algebra, sem fazer
mencao ao corpo, que ficara subentendido. E quando mencionarmos simplesmente
uma ”dlgebra A”estaremos nos referindo a algebra (A, i, n), deixando as fungoes p e
1 subentendidas no contexto.

Exemplo 1.1.4 Todo corpo K € uma dlgebra associativa com unidade sobre si mesmo.

Exemplo 1.1.5 Dado um espago vetorial V sobre K, considere o conjunto L(V) dos
operadores lineares T : V — V. Note que, considerando L(V) com a soma definida
ponto a ponto e a multiplicacao dada pela composicao de operadores , nao é dificil
ver que L(V) é uma dlgebra associativa sobre K, cujo elemento unidade € dado pelo
operador identidade.

Exemplo 1.1.6 (Algebra produto tensorial) Seja 7 a aplicagao flip, i.é, T : A®
B — B® A o isomorfismo dado por 7(a ® b) = b ® a conforme a proposi¢io A.2.3.

Caso T tenha sub-indices, estes denotarao quais parcelas estao sendo trocadas num
produto tensorial de vdrios espacos vetoriais, por exemplo, a fun¢ao

T23ZA1®A2®A3®A4 — A1®A3®A2®A4

¢ dada nos geradores por To3(a1 R aa @ az®ay) = a1 Q az® ag @ ay. Agora para dlgebras
A e B, tome o espaco vetorial A® B e defina o produto

fiass (A9 B)® (A® B) — A® B
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dado nos geradores por pags((a1®b1)R(as®bs)) = (pa®up)oTes((a1Rb;)R(asRbs)) =
(ta®@pp)((a ®az) @ (b ®bs)) = ajas @b1by e unidade na(l)@np(l) = 14®1p. Para
verificar que ltagp estd bem definida basta notar que a funcao f: AXx BXAX B —
A® B, dada por f(a1,b1,as,by) = ajas ® bibe € quadrilinear, logo pode ser estendida
para o produto tensorial (pela proposicao A.2.8). Esta dlgebra é chamada de algebra
produto tensorial entre A e B.

Exemplo 1.1.7 (Algebra oposta A% ) Seja (A, p,n) uma dlgebra. Defina a fungao
u? =pot, em que T(a®@b) =b®a. Temos entio que (A, u°?,n) € uma dlgebra. De
fato, u°? atua da senguinte maneira:

pr(r®@y) =y

Assim verifica-se facilmente que

1 o (id ® p) = p o (u” @ id)

p” o (n®id) = p™ o (id @ n) = id

Denotamos esta dlgebra por AP e chamamos de algebra oposta a dlgebra A. Note que
uma condicdo necessdaria e suficiente para que uma dlgebra A seja comutativa € que

po=pr.

Exemplo 1.1.8 (Algebm de fungoes) Seja K um corpo e X um conjunto ndao-vazio
qualquer. Defina F(X) como o conjunto de todas as fungoes f : X — K. Dados
fige F(X) ek €K, defina f+ g e kf por:

(f+9) @) = flz)+g(z),VreX
(kf)(z) = kf(x),Vzre X.

Agora defina

pw: FX)® F(X) — F(X)
f®g — [-g,

em que (f-g)(x) = f(z) g(z),VYx € X. Com estas operacoes e considerando a fung¢do
constante 1(z) = 1 , (F(X),u,1) € uma dlgebra associativa com unidade sobre K,
sendo o elemento unidade a func¢do constante 1. De fato,

po(id®p)(f ®g@h)(x) = f(z)-(9(x) - h(z))
= (f(z)-g(x)) - h(z) = po (p@id)(f @ g® h)(z), Ve € X.

Onde utilizamos a associatividade do corpo K. E também temos

po (1@ f)(x) =1(z)- flz) =1 f(x) = f(z).



Exemplo 1.1.9 (Algebm de grupo KG) Seja G um grupo e KG o espago vetorial das
funcoes de G em K com suporte finito, em que a soma e o produto por escalar sao
definidos ponto a ponto. Em seguida, para cada g € G defina 6, : G — K, em que
dg(h) = 0gn = 0 se g # h e §y(h) = g = 1 se g = h. Note que {d5},cq € um

conjunto linearmente independente em KG. De fato, defina f = Zagég, em que

geG
ay € K para todo g € G, e suponha que f = 2%69 = 0. Entao, pela definicao de d,,
geG
f(h) = Zagdg(h) = ap = 0. Logo, para todo h € G, aj, = 0. Dessa forma {4}, €

geG
uma base para KG.

Agora, considere a sequinte aplicacao:

x: KGxKG — K@
(a,b) — axb

em que

(axb)(g) =Y a(h)b(l), g €G.
(i

Para a,b,c e KG, A € K e g € G, temos que

(@x(b+2)g) = D alb)a+A)0) = S allb(d) +A > alh)e()

= ((axb) + AMaxc))(g),

ou seja, * € bilinear. Note também, que se e € G € a unidade em G entdo 6. € a
unidade relativa a * em KG. De fato, dados a € KG, g € G, temos que (a *d.)(g) =
> himg @(R)0c(l) = alg), sendo o outro lado andlogo. Estendendo x para o produto
tensorial, definimos a multiplica¢ao p por u(a®d)(g) = (axb)(g) para a,b € KG, g € G,
e a aplicagao n por

n:K — K&
A — () = Ae.

Mostremos com isso que (KG, *,0.) € uma dlgebra. Com efeito, dados a,b,c € KG, g €
G, temos a associatividade:



(ax(bxe)lg) = Y a®)bxe)l)= Y alh)| Y bla)cy)

h,leG h,leG z,yeG
hl=g hl=g zy=l

= Y ahb@)ely) = Y alh)b(x)c(y)
h,x,yeG h,x,yeG
h(zy)=g (hz)y=g

u,y€G \ h,xeG
uy=g hr=u

= Y (@D wely) =

u,y€G
uy=g

= > | X a(h)b(%‘)) c(y)
(

A unidade jd mostramos acima. FEsta dlgebra € chamada algebra de grupo.

Definicao 1.1.10 Seja A uma dlgebra. Um espago vetorial B C A € dito uma
subdlgebra se u(B ® B) C B.

Observagao 1.1.11 Note que (B, pup,np) € uma dlgebra, com pup = il e ng = n|p.
Definicao 1.1.12 Um subespaco I de uma dlgebra A é dito:

(i) um ideal & esquerda (a direita) se p(A® I) C I (respect. u(I @ A) C I).

(11) um ideal se p(A® I +1® A) C I.

Definigcao 1.1.13 Sejam A e B dlgebras. Diremos que f : A — B € um morfismo
de dlgebras se f é uma funcgao linear, fopus=pupo(f® f) e fons=ng.

ARA— "t A A ! B
fef f nNA -
B®B— B K

Exemplo 1.1.14 Seja f : A — B um morfismo de dlgebras. Entao Im(f) é uma
subdlgebra de B e ker(f) € um ideal de A. Com efeito, como f € morfismode dlgebras,

fra=pp(f® f). Logo,

p(Im(f) @ Im(f)) = ps(f(A) ® f(A))
(up(f @ ))(A®A) = (fra)(A© A)
fpa(A® A)) € f(A) = Im(f).

E para mostrar que ker(f) € ideal de A, note que

(us(f @ [))(ker(f @ f)) = ps((f © f)(ker(f @ f))) = {0}
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o que, pelo fato de f ser morfismo de dlgebras, implica em (fua)(ker(f @ f)) =

fpalker(f ® f))) = {0}. Logo, pa(ker(f @ f)) C ker(f). Donde, pela proposicao
A.2.10, seque que pa(ker(f) @ A+ A® ker(f)) C ker(f). Portanto ker(f) € ideal de
A.

Exemplo 1.1.15 (Algebm de fungoes coordenadas) Para A uma dlgebra qualquer
costruimos a dlgebra das matrizes n x n por My(A) = {(a})icr, jer,; a5 € A} com
o produto

(ab); = Z apbt.
k=1

Em particular se A = K temos que M, (K) € o espago vetorial de dimensio n? que
tem como base o conjunto das matrizes E;; que tém 1 na entrada ij e zero em todas
as outras. O dual dlgebrico (M,(K))" tem como base dual as fungdes coordenadas
ui(a) = a%. Observe que (M,(K)) C F(M,(K)) sendo este dltimo a dlgebras das
fungoes de M,(K) em K. Entdo definimos a dlgebra de funcgdoes coordenadas K(ué)
como a subdlgebra (da dlgebra de fungoes) gerada pelas fungoes u;

- A .
Proposicao 1.1.16 Se A é uma dlgebra, I um ideal de A e w: A — T projecao
canonica de espacgos vetoriais, entao:

A
(i) existe uma tunica estrutura de dlgebra sobre T tal que ™ € um morfismo de

algebras.
(ii) se f : A — B € um morfismo de dlgebras tal que I C ker(f), entao eziste um

A ~
unico morfismo de dlgebras f : T — B de modo que fr = f.

Prova. Basta notar que pela proposicao A.2.10 e pelo fato de I ser ideal de A, temos
que p(ker(r@m)) = p(I@ A+ A®I) C I. Logo, pela versao mais geral do Teorema do

L L - _ A A
Homomorfismo para espagos vetoriais, existe uma unica fungao linear i : 7®7 — T
tal que o seguinte diagrama comute:
TR A A
A® A i Zel
I @ I
T _
p i
A
A =
" I
o, T —, - A A
Dessa forma, f é tal que f(a ® b) = wpu(a ® b) = ab,Va,b € T ® 7> em que

a=a+1=m(a),Ya € A. Com isso é facil ver que

plidep(awbee) = Aae (b)) = a(be) = (ab)e = ji((ab) @ ¢)
€



Segue que [ é associativa.
A .
De modo anélogo, existe uma unica funcao linear 1 : K — T tal que o seguinte

diagrama seja comutativo:

i A
K il
I
n ™
A
Com isso, é facil ver que para quaisquer k € K e a € A temos que 77 é uma unidade

A .
para T ou seja,

f(id @ n)(a® k) = p( @ id)(k ® a),

e portanto (A/I, i,7) é uma algebra.
(ii) Novamente, usando o Teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais, existe
A B _
uma (unica) fungao linear f : — — Btal que fr = f, com f(a) = f(a), para qualquer

a € A. Como f é morfismo de algebras,

JaeD) = [EEen) = Jrpas ) = @) = f(@) = [uaeb)
= Fuaa®b) = unlf © e ) = ps(Fla) @ S(B)
= wp(F@) @ FO) = ps(fo N@eh), vabe

F(a(k)) = [(m(na(k))) = f(k1) = f(na(k)) = np(k), Vk €K

Portanto, f é morfismo de lgebras.

O
.. . , . = A
Corolario 1.1.17 Seja f : A — B um morfismo de dlgebras. Entao f : Fer () —
Im(f) € um isomorfismo.
O

Agora, falaremos de que trata a dlgebra livre.

Seja X um conjunto e denote I,, = {1,...,n}. Uma palavra de tamanho n em X
¢ uma funcao f : I, — X. No caso em que n é zero em I,, a palavra sera a funcao
vazio. Considere K{X} o espago vetorial gerado por todas as palavras e defina um
produto em K{X} da seguinte forma:



primeiro definimos a concatenacao de duas palavras f: I, — X eg: I, — X
como sendo fg : Iy — X, com fg(i) = f(i) para 1 <i <ne fg(n+7) = g(j)
para 1 < j < m. Para cada palavra f defina uma transfomacao linear ps : K{X} —
K{X} que na base formada pelas palavras é dada exatamente pela concatenagao, i.é,
pr(g) = fg se g é uma palavra. Em seguida definimos uma funcéo g : K{X} —
Lin(K{X}, K{X}) que nas palavras é dada por i(f) = ps. Por fim definimos a
multiplica¢ao como sendo p : K{X}® K{X} — K{X} por u(z®vy) = i(x)(y) para
x,y € K{X} que é bilinear por constru¢ao. Note que a concatenacdo de palavras é
associativa donde segue que a multiplicacao também o ¢é, e que a palavra vazia ¢é a
unidade. Denotaremos as palavras de um conjunto X por z;xs...z, € a concatenacao
por (x129...2,) (Y1Y2---Ym) = T1Z2...TnY1Y2...Ym. Chamamos K{X} de dlgebra livre.

Agora veremos que a algebra livre K{X} satisfaz uma propriedade universal. Seja
X = {x1, 29,23, ...}, entdo temos a

Proposicao 1.1.18 (Propriedade universal da dlgebra livre) Dadas A uma dlgebra
e f: X — A uma fungio, existe um tnico morfismo f : K{X} — A tal que
f(z) = f(z). Ou seja, o sequinte diagrama é comutativo

X f

A

K{X}
onde 1 € a inclusao canonica.

Prova. E suficiente definir f nas palavras e estender linearmente para K{X}. Dada
uma palavra r12;...z, de X, defina f(v12y...2,) = f(21) f(22)...f(2,) e defina f() =

14. Com isso, é facil verificar que f o pgyxy = pa © (f ® f), donde segue que f é
morfismo de dlgebras. Se existir outro morfismo g : K{X} — A, tal que goi = f,

teremos que g(z122 - -~ xn) = g(x1)g(x2) -+~ g(zn) = (goi)(z1)(goi)(22) - - - (901)(zn) =

f(z1) f(xe) -+ f(x,) = f(z129- - - x,). Portanto f é unico.
U

Para ver que toda algebra A é o quociente de uma algebra livre, consideramos a
algebra livre K{A} e a fungao identidade id : A — A; usamos a propriedade universal
para obter um morfismo id : K{A} — A. De modo que I = ker(id) é um ideal de
K{A}. Pelo corolario 1.1.17, segue-se que A ~ K{A}/I. Em outras palavras, temos
a comutatividade do seguinte diagrama:

K{A}



Exemplo 1.1.19 Seja X = {x1,z9,...2,} um conjunto finito e considere I o ideal de
K{X?} gerado pelo elementos da forma x;x; — x;x;, entdo K{X}/I € exatamente a
dlgebra polinomial de n varidveis K[z, ...zy).

Existem muitas maneiras de contruir dlgebras e uma delas é através da algebra
tensorial.

Definicao 1.1.20 (A/lgebm tensorial) Seja V' um espago vetorial e defina:

VO=—K, V"=V ®..0V, Vn>1.

Considere T(V) = @,-,V®". Este produto tensorial induz uma estrutura de
dlgebra em T (V') definida por:

(1 ® . @Tp)(XTpt1 ® oo. @ Tpym) =01 R . @ Ty @ Ty1 @ oo @ Ty
onde 1 € K € a unidade.

Observe que pela maneira como definimos 7'(V'), néo e dificil de ver que T'(V) é a
algebra livre gerada por todas as palavras construidas com os elementos da base de V.
Com isso, note que a algebra tensorial T'(V') possui carater universal, isto é, para toda
f:V — A, onde A é uma algebra associativa, existe um unico morfismo de dlgebra
f:T(V)— Atal que f = foi, em que i é a inclusdo canonica i : V — T(V).

Podemos agora construir outras algebras como quociente desta dlgebra tensorial
por algum ideal bilateral.

Exemplo 1.1.21 (Algebm comutativa) Seja V' um espago vetorial e defina

emque [ =<z Ry—yRx >.
S(V') € uma dlgebra comutativa. De fato, o quociente indica que x @ y = y ® z,
seque disto que,

1R ... 8Ty @ Lpt1... @ Tygm = Tnam @ .. @ Tp41 Ty Q... ® X1

)

onde as trocas sao feitas entre vizinhangas sucessivas vezes. Esta dlgebra também
¢ chamada de dlgebra simétrica.

Definigao 1.1.22 Uma par (g,[,]), onde g é um espaco vetorial e [,] : g x g — ¢
¢ uma funcao bilinear chamada comutador ou colchete de Lie, € dito uma algebra de
Lie se [,] satisfaz:

(i) [x,y] = —ly,x] Vx,y € g (antisimetria);

(i) [z, [y, z]] + |y, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0,Vz,y,2z € g (identidade de Jacob).

Se g e h sao algebras de Lie, entao uma funcao f : g — b é um homomorfismo de

algebras de Lie se [f(x), f(y)] = f([z,y]),Vz,y € g.
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Exemplo 1.1.23 Se A é uma dlgebra (associativa) sobre um corpo K de caracteristica
diferente de 2, entio L(A) = (A,[,]) , onde o comutador é dado por |x,y] = xy —
yx para quaisquer x,y € A, € uma dlgebra de Lie. FEsta verificacio € puramente
operacional. Mostremos que [x+y, z] = [z, z] + [y, z]. Com efeito, pela associatividade
de A temos que

[T+y,z] = (x+y)z—z2@+y) =2z+yz—z20—2y
= wz—2w+yz—zy=[z,2]+[y,2]

e
[z, 1y, 2]l + [y, [z, 2]] + [2, [, o]
= (2(yz = 2y) = (yz — zy)2)
+Hy(zx —x2) — (zx — 22)Y)
+H(z(wy —yr) = (2y — yr)2)
= (vyz — x2y — yzx + zyx)
+(yze —yrz — zay + xzy)
+(zay — zyr — xyz + yrz) = 0.

e claramente a antisimetria [x,y] = —[y, x| € satisfeita.

Como consequencia da antisimetria e do fato de K possuir caracteristica diferente
de 2, também temos que

[:an] = [y,ZL'] — [:L‘7y] = —[ZE,y] — 2[377:9] =0 [l’,y] = 0.

Isso mostra que, a menos que [,] = 0, a dlgebra L(A) nao é comutativa. Por outro
lado se x,y € L(A) sao tais que [x,y] =0, entdo

0=lz,y] =2y — yxr < zy = yx.
Portanto, Yx,y € L(A)

[z,y] =0 <= zy = yx,

o que significa que L(A) é comutativa se, e somente se, A também é.

Para estudar uma algebra de Lie g no contexto das algebras, pode-se construir uma
algebra na qual g estd imersa, e cujo comutador de g é dado pelo comutador da dlgebra.
Para isso, tome na dlgebra tensorial T'(g) o ideal bilateral I(g) gerado por expressoes
do tipo x ® y —y ®@ x — [z, y], onde x,y € g. O espago quociente U(g) = T(g)/1(g)
munido com as fungoes

p:U(g@U(g) — Ulg)

(1@ @+ 1)@ (N ® - QYm+1(g)) — 210 QLY Q- Qym +1(g)
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n:K — U(g)
k +— k-14+1(g)

é uma algebra. De fato, basta ver que é a mesma estrutura determinada pela proposicao
1.1.16.

Definigao 1.1.24 A dlgebra (U(g), 1, n) acima é denominada dlgebra envolvente uni-
versal.

Observacao 1.1.25 Vale observar que existe uma inje¢io de g em U(g). Basta notar
que a intersec¢ao do nicleo da proje¢ao de T'(g) em U(g), que coincide com 1(g), com a
dlgebra de Lie g € o zero. Com efeito, seja {e;}ien uma base para g em que A € um con-
junto de indices totalmente ordenados. Note que um elemento ¢ € 1(g) pode ser escrito
como uma soma finita da forma ¢ = 3, .\ Tij ® (e; ®e; —€; @ ej — [ej,€]) @ Yy
onde w5, y;; € T(g). Pela proposicio A.2.5, temos que Y, iy Tij @ (e; @ e; — e; ® €;)
®y;; = 0 se e somente se x;; = 0 ou y;; = 0 para todo par de indices (i,7), mas
neste caso temos ¢ = 0. Portanto, supondo ¢ nao nulo, temos que ¢ sempre possui um
somando da forma z;; ® (e; ® e; —e; ®e;) ou da forma (e; Q@ e; —e; ®e;) Ry,;, portanto
nao pertence a g.

Além do mais, a dlgebra envolvente universal, como o proprio nome sugere, poSSui
uma propriedade universal que € a sequinte: se p : g —» A € uma aplicagdo linear
numa dlgebra associativa A com p([z,y]) = p(z)p(y) —e(y)p(z) = [p(x), ¢(y)], entao
existe um unico morfismo de dlgebras @ : U(g) — A tal que §|y = ¢. De fato,
pela proposi¢ao 1.1.18 existe um unico morfismo de dlgebras ¢ : T(g) — A tal que
P @ ®xpn) = @(x1)...0(xy) para ¥ @ --- @ x, € T(g). A propriedade exigida de
© nos garante que

Pley =y — [2,9]) = o(@)e(y) — e(y)p(r) — ¢([z, y]) = 0

ou seja, ker(p) = I(g) e portanto podemos passar ¢ para @ no quociente. Em outras
palavras, temos a comutatividade do diagrama a baizo

g : T(g)
A = Ulg)

1.2 Coalgebras

Para esta segao, utilizamos principalmente a referéncia [4].

A importancia de se definir adlgebra via diagramas esta no fato de que os diagra-
mas podem ser dualizados, invertentendo o sentido dos morfismos. Assim, obtemos a
definicao de coalgebra por dualizacao da definicao de algebra.
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Definicao 1.2.1 Uma codlgebra (C,A,e) é um espago vetorial C' munido de duas
funcoes lineares A : C' — C @ C e e : C — K tais que os sequintes diagramas sao
comutativos:

CoCoC<%  _cgc KoC~—22 ceo0c—2 .0gK
ARid A ~ A ~
CwlC~——F

A funcao A € chamada de coproduto e a funcdo € de counidade. O primeiro
diagrama comutativo é a propriedade de coassociatividade

(A®id) o A= (id®A)oA (1.3)

e o outro diagrama comutativo € o axioma da counidade

(e®id)oA=(id®e)oA=1id (1.4)

Observacao 1.2.2 Ao longo deste trabalho, utilizaremos a notacao de Sweedler para
coproduto. Se ¢ é um elemento de C, entdo o elemento A(c) € C ® C' € uma soma
finita

A(C) = chi & ca;, C1;,C2; € C. (15)

Mas, pelas propriedades do produto tensorial, sabemos que esta representacao para
A(c) nao € unica. Para simplificar a notagdo, iremos omitir o indice i e escreveremos
a soma (1.5) simbolicamente por

A(C) = Z C(1) @ C(2)- (16)

A notacao de Sweedler € amplamente utilizada em textos envolvendo dlgebras de
Hopf, e wvdrias demonstracoes sao mais claras utilizando esta notacdo. Usando a
notagao de Sweedler, a coassociatividade do coproduto € escrita como

Z C(1) @ C2)1) B Ce)e) = Z C1)(1) @ C1)2) ¥ C2)
= Z C(1) ® C(2) & C(3),

e o artoma da counidade na notagcao de Sweedler € expresso por

Z 8(6(1))6(2) = C= Z 0(1)5(0(2)). (17)

Para o leitor nao familiarizado com a notagao de Sweedler para o coproduto, o
apéndice B deste trabalho trds uma explicacao mais detalhada a respeito desta notagao.
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Agora, vejamos alguns exemplos de codlgebras.

Exemplo 1.2.3 Todo espago vetorial V possui uma estrutura trivial de codlgebra.
Basta definir A(v) =v®wv ee(v) =1,Yv € V. Verifiquemos que a coassociatividade
1.3 e a counidade 1.4 sao satisfeitas. Por linearidade, basta verificar para qualquer
v e V. Entao para v € V temos que

(ld@A)o A(v) = (IdRA)(vRV) =1 (VR V)
:(v®v)®v—(A®zd)(v®v):(A®zd)oA( ).

(id@e)oAlv) =(ld®e)(vev)=v®1
=1®v=(e®id)(v®v) = (¢ ®id) o A(v).

Exemplo 1.2.4 Dadas duas codlgebras A e B, a codlgebra produto tensorial A @ B
€ a codlgebra construida sobre o espago vetorial A ® B com coproduto A agp = (id @
T ®id) o (Ay ® Ap) e counidade ¢ = £4 @ eg. Mostremos que os diagramas da
coassociatividade e o da counidade sao comutativos. Com efeito, para a @b € A® B
temos

(id ® Aagp)Aagpla®b) = (id® AA@B)(( ) ® b)) @ (a@) ® b))
= (aq) ) ® ((a(2)(1) ® b(2)(1)) ( @@ ® bw)@2))
= (e ®bayw) @ ((aqy 2>®b(1><2>)®(a ® b))
= (AA®B ® Zd)(( ) ® b)) @ (a@) ® b))
= (AagB® zd>AA®B( ®b)

(id ® capB)Aaegp(a®b) = (id® cagnr)((ap) ® bay) @ (a@) @ b))
= (ap) ® b)) ® (eala) ®ep(bw))
= awealae) ®bues(be)
= a®b
= ealam)a) @ ep(ba))be)
= (ealow) ®ep(b))) ® (a@) @ be)
= (cag ® id)((a(l) X b(l)) ® (a(z) ® b(g)))
= (cagp ®id)Asgp(a ®b).

Exemplo 1.2.5 (Codlgebra oposta) Seja C' uma codlgebra. Defina AP’ = 10 A, em

que T(x @ y) = y @ x. Com isto (C,A? e) é uma codlgebra. Note que A°%(x) =
T(A(z)) = Y 7(r0) ® 2(2)) = Y T(2) ® x(1) e entdo € fdcil verificar que
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(A? ® id) o A% = (id @ AP) o AP

(e®id) o A = (id®¢e) o A =id
Quando A°? = A dizemos que C' € uma coalgebra cocomutativa.

Exemplo 1.2.6 (Divided power coagebra) Seja C' = span{c,;n € N} e defina

n

A(Cn) = Z Cr & Cp—k

k=0
g(co) =1 e e(c,) =0,Vn > 0.

Com isso temos que (C, A e) € codlgebra. De fato,

(id®@ A)oAle,) = (id® A) (Zn:ck@acnk) = (ld® A) ( Z ck®cl>
= Z ch@)cp@cq: Z Cr @ Cp ® Cqy

k+l=n p+q=I k+p+q=n

= Z Z ck®cp®cq:(A®id)( Z Cm®cq)

m-+q=n k+p=m m+q=n

= (A®id) (Zcm®cn m) = (A ®id) o Acy)

(id®e)oAlc,) = (id®e¢) (Z Cr ® cnk) = (id®¢) ( Z r® cl>

— Z cr ®e(e) =c, ®e(cg) = ¢, =€) ® ey

— Z e(er) ® ¢ = (e ®id) ( Z Ck®cl>
= (e ®id) (Z cr ® an) = (e ®1id) o Alcy).

Exemplo 1.2.7 (Codlgebra da matrizes) Considere o conjunto M,(K) das matrizes
n X n com entradas no corpo K. Seja {E;;}7;_; uma base de M,(K). Defina sobre
M, (K) um coproduto por A(Ey;) =3 _| Ey ® Ep; e uma counidade por £(E;j) = 6.
Desta maneira, M, (K) é uma codlgebra. De fato, por um lado temos que
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(id® A) o A(Ey;) = (id® A) (ZEW@@ >

= Z Eip ® A(Epj)

p—l

= ZEm@Zqu@EqJ

= Z Elp® pa & Egj.

1<p,q<n

Por outro lado,

(A®id) o A(Ey) = (A®id) (i Ei,® Em)

p=1

= Y A(ER®E
p=1
= Z (Z Eig ® Eqp) ® Ep;

p=1 g=1
= Z Eig @ Eqgp © Ep;

1<p,q<n

= Z Lip ® Epg ® Ly

1<p,g<n

Logo, (id® A) o A = (A®id) o A. E também temos

(e®id)o A(E;;) = (e®id) (i Ei,® Epj>

= Z e(Eip) ® Ep;

p=1
= Z‘Sip@Epj
=1

Sendo o outro lado andlogo.

Exemplo 1.2.8 Considere F(G) a dlgebra das fungoes de um grupo G em K, con-
forme a contrucao do exemplo 1.1.8. Primeiro, mostraremos que existe uma aplica¢do
injetiva de F(G) @ F(G) em F(G x G) (como espagos vetoriais). Para isso, defina

U F(G) x F(G) — F(GxG)
(f.9) +— ¥(f.9)
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em que J(f, 9)(x,y) = f(x)g(y);x,y € G. Pela defini¢cio de soma e produto por
escalar em F(G) temos que ¢ € bilinear. Entdo existe tinica fungao linear

v FG)@FG) — F(GxG)
f@g — Y(f®g)

em que Y(f®g)(x,y) = zz(f, 9)(x,y) = f(x)g(y). Agora, para cada x € G construimos
a fungao

Ev,: F(GxG) — F(G)
F +— F(x,-)

em que F(x,-)(y) = F(x,y). Logo, para >, f; ® g; € ker(¢), com {g;} LI, temos que
0=Fvu, (0. fi®g)) = filxr)gi. Como {g;} € LI, seque-se que f;(x) = 0,Vi e
para todo x € G e consequentemente f; = 0,Yi. Assim, Y fi ® g; = 0, e portanto ¢ €
mjetiva.

Observe que no caso de G ser finito, se {Py}zec, em que P,(y) = 0,,, € uma
base para F(G), entao dimF(G) = |G|, e portanto, pelo resultado A.2.5, dim(F(G)®
F(@)) = |G]*. Desde que {Pyy}rccyea, onde Py y(v,w) = 6440, 0, € uma base para
F(G x G), temos também que dimF (G x G) = |G|*. Ou seja, ¥ € linear e injetiva, e
dimF (G x G) = dim(F(G)®@F(G)), donde concluimos que F(G)@F(G) ~ F(G x G)
quando G for finito.

Com isso, podemos dar uma estrutura de codlgebra para F(G) identificando o co-
produto A(f) € F(G) @ F(G) como sendo um elemento de F(G x G). Para isso,
definimos

A:F(G) — F(G)® F(G)

A(f)(@,y) = flzy), Yo,y e G
e e: F(G) — K
por
e(f) = fle),

onde e € o elemento unidade de G. Entao (F(G),A,e) é uma codlgebra. Primeira-
mente verifiquemos a coassociatividade.

(td @ A)A(f)(x,y,2) = (1d®A)(fo) @ fio)x,y,2) = (fo) @ Alfi2))(z,y, 2)
foy(@) - (foy(y2)) = (fo) @ fio)) (@, y2) = A(f)(z, yz)

= fla(y )) (( )):A(f)(ivy,Z)=(f<1)®f2)(1’y’2)
fay(
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Agora, note que f(z) = f(ex) = A(f)(e,2) = (fay@ fio))(e,2) = fon(€) oy (). Segue-
se, portanto o axioma da counidade

(e @id)A(f)(z) = (e(f) @ fo))(x) = e(f)) fioy () = fny(€) fro)(x) = f(x).

Exemplo 1.2.9 No exemplo 1.1.9, vimos que (KG, x,6.) € uma dlgebra. Agora, dare-
mos uma estrutura de codlgebra ao espaco KG. Entdo, podemos definir

A:KG — KGoKG
dy > 0, ® 0,

com d, ® 0y € K(G x G), tal que (0, ® 6,)(x,y) = 64(2)dy(y) e estender linearmente
para o espaco KG. Definimos a counidade como

e: KG — K
oy — 1

com isto, (KG, A,e) é uma codlgebra. Para x,y,z € G, a coassociatividade

(A @id)A(,)(x,y,2) = (34(x)dg(y))0g(2)
= 0,(2)(04(4)d,(2))
= (@ A)AQ,)(x,y,2),

e a counidade

(e @ id)A(d,)(x) = 04(x) = (id © £)A(G4) ().

Exemplo 1.2.10 Considere U(g) a dlgebra envolvente universal (veja a defini¢ao
1.1.24) e defina a fungdao

A:g — Ug)®Ul(g)
r — TR®14+1Q«x

que, pelas propriedades do produto tensorial, é claramente linear. Agora, para x,y € g
temos que

~ ~ ~

A(lz,y]) = Alay—ya) = Alwy) — Alye)
rYyR1+1Qzy—yr®1 —-1Qyx
(zy —yr) @1+ 1® (vy — yx)

= [2,y®1+1® [z,y]
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e por outro lado

A2),A(y)] = A@)Ay) - Aly)A)
= wyRl+rQyt+tyR@r+1R@ay+
- ywRl-—yYyRr—-—ry—1Qyx
= (zy—yr)®1+1R® (zy — yx)
= [2,9]®1+1® [z,y].

Logo, A([z,y]) = [A(z),A(y)]. Dessa forma pela universalidade de U(g) (veja a
observagao 1.1.18), podemos estender A para A em U(g), i.€, temos a comutatividade
do diagrama

g = U(g) ® U(g)
7 A
T(g) T U(g)
Defina também
e:U(g) — K
z — 0
1 — 1

Com isto, (U(g), A, &) € uma codlgebra. De fato,temos a coassociatividade

(d@A)A(x) = (dA)(z2@1+1®2)=20101+1® A(x)
rl1®1+10r1+1®1z, Yore Ul(g).

Analogamente

(ARIdAZ)=r101+1201+1®1z, VreU(g).

FE a counidade

(ld@e)A(z) =(ld®e)(z®1+1Rz)=2r®e(l)+1®@c(x) =2z, Vo e Ul(g).
Naturalmente também temos a

Definigao 1.2.11 Seja C uma codlgebra. Um subespaco D C C' € dito uma subcodlgebra
se A(D)C D® D.
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Exemplo 1.2.12 Seja {C;}ic; uma familia de subcodlgebras de uma codlgebra C,
entao Y .., C; € uma subcodlgebra, uma vez que

A(ZQ) Y AC)CSD CGiel= <ZCZ->®<ZCZ->.

iel el el el el

Definicao 1.2.13 Um subespago I de uma codlgebra C' é dito:
(i) um coideal & esquerda (a direita) se A(I) C C ® I (respect. A(I) C1®C).
(i) um coideal se A(I) CC®I+1®C ee(l)={0}.

Ao contrario do que se espera, um coideal nao é necessariamente um coideal a
esquerda e/ou a direita. Considerando o anel de polinémios K [X| que é uma codlgebra
com o coproduto

AX"=(X@1+1®@X)" ¥a>1, A(l)=1®1

e counidade
(X" =0 Vn>1, 1) =1
Para o subespago I = (X) (o subespagco gerado por X), temos claramente que A(I) =

I®1+1®1 ece(l) =0, mas I ndo pode ser coideal a direita e nem coideal a esquerda.

Definicao 1.2.14 Sejam A e B codlgebras. Uma funcgao linear ¢ : A — B € um
morfismo de codlgebras se

Apop=(p®@p)oAy e cq=cpoyp

ou seja, 0s sequintes diagramas sao comutativos:

A ‘ B A ‘ B
Aa Ap €A eB
AR A oo B®B K

Exemplo 1.2.15 Seja f : C' — D um morfismo de codlgebras. Neste caso, Im(f)
¢ uma subcodlgebra de D e ker(f) é um coideal de C. Com efeito, como f é um
morfismo de codlgebras, Apf = (f ® f)Ac. Logo,

Ap(Im(f)) = Ap(f(C)) = (Apf)(C)
= (fehHhad)c(foNCel)
= f(O)@ f(C) = Im(f) @ Im(f),

e portanto Im(f) € uma subcodlgebra de D. Mostremos que ker(f) € coideal de C.
E claro que Apf(ker(f)) = Ap(f(ker(f))) = 0. Como f é morfismo de codlgebras

seque que (f @ f)(Ac(ker(f))) =0, o que implica em
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Ac(ker(f)) Cker(f @ f) =ker(f) @ C+ C ® ker(f).

Utilizando a proposicio A.2.10 na ultima igualdade. Ademais, como ec = epf, temos
que ec(ker(f)) = epf(ker(f)) =0, donde seque que ker(f) é coideal de C.

Proposicao 1.2.16 Seja C' uma codlgebra, I um coideal de C e 7 : C' — T a

projecao canonica de espagos vetoriais. FEntao,
L . ) ¢ ,
(i) existe uma Unica estrutura de codlgebra sobre T tal que ™ € uma morfismo de

codlgebras.
(ii) se f: C — D é um morfismo de codlgebras tal que I C ker(f), entao existe

. _
um unico morfismo de codlgebras f : T — D tal que f = fm.

Prova. (i) Como I é coideal de C,

(rm)AN)C(rem)(I®C+CeI)={0}

Assim, pela versao mais geral do teorema do homomorfismo para espacos vetoriais

- C
aplicado a funcao (7 ® m)A, existe uma tnica fungao A : T — T ® T tal que o
seguinte diagrama comuta:
” C
C il
I
A (r@m)A _
¢ _C
C Al
® e 7 ® 7
Esta fungao ¢ definida por A(¢) = Y &1y ® (), em que & = ¢+ I = 7(c)

E f4cil ver que

(id®A)o A(e) = (A®id) o A(e) = Y &) ® Ea) ® Ca),

portanto A é coassociativa. Alé disso, como I é coideal, entao £(I) = 0; novamente,
pelo teorema do homomorfismo para espacos vetoriais, existe uma tnica funcao linear

_C

€: T — K tal que o diagrama abaixo comute:

- .C
1
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Temos, com isso, que £(¢) = ¢(c) para qualquer ¢ € C. Logo,

> elew)e = (D elc)ee) ) = 7o) = ¢

i.e., £ é a counidade. Portanto, (C/I, A, &) é uma coélgebra.
. . . C
Temos ainda que os diagramas acima mostram que 7 : C — 7 ¢ morfismo de

codlgebras. A unicidade de A e £ segue das funcoes determinadas pelo teorema dos
homomorfismos.
(ii) Mais uma vez, utilizando o teorema dos homomorfismos para espagos vetoriais,
. . . - C = =
existe uma unica funcao linear f : i — D tal que fr = f, com f(¢) = f(c)Vc € C.

Como f é morfismo de codlgebras, temos que

(Apf)(e) = Ap(

Alé disso,

ep(f(€)) = en(f(c)) = eclc) = £(©).

Logo, f é morfismo de codlgebras.

O
Em particular temos o
Corolario 1.2.17 Seja f : C — D um morfismo de codlgebras. Entdo, f - k:ef;f) —
Im(f) € um isomorfismo.
O

1.3 A algebra e a coalgebra dual

Nesta secao, se V' é um K-espaco vetorial, entao V' denotard o K-espaco vetorial
dual L(V,K).

Atribuiremos uma estrutura de algebra ao espaco vetorial das funcoes lineares de
uma coalgebra C' em um corpo K. E no caso em que A é uma algebra de dimensao
finita, mostraremos que o espaco vetorial das funcoes lineares de A em K admite
estrutura de coalgebra.
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Proposigao 1.3.1 Sejam C' uma codlgebra e A um dlgebra. Entao podemos dar uma
estrutura de dlgebra ao espago vetorial L(C, A) das fungoes K-lineares de C em A com
o produto de convolucdo definido por

(fxg)(c) = (no(f@g)oA)e) = flew)ylew), c€C, fgeL(C A); (18)
e com a unidade dada por noe.

Prova. Como f * g é a composicaode fungoes lineares claro que f*x g € L(C, A). Da
associatividade de p em A e da coassociatividade de A em C', obtemos

(fxg)xh)(c) = D (f*g)(cayhlee)
= > (Zf cym)g(eqay 2))) h(c()
= Y fleaym)gleaym)hle)
= Zf(cm glc h( )
= 2 few) ( glee C<2><2>))
= Y flew)lg=h)ee > (f*(g*h)(e), Ve e C.

Logo o produto de convolugao é associativo. E também temos

(fx(noe))e) = ch )n(e C(z>)

(noe)* f)c) = Zn(e(cl C(z))

Dessa forma, noe é a unidade da convolucao. A bilinearidade do produto de convolugao
vem da linearidade das fungoes em questao e das propriedades do produto tensorial.

O

Corolario 1.3.2 (Algebm dual) O espago vetorial dual C' de uma codlgebra C' é uma
dlgebra com o produto (fg)(c) = (f * g)(c) = > flcw)g(ce)).c € C, f,g € C' e

unidade o funcional linear €.
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Prova. Basta considerar na proposicao 1.3.2 A = K.
U

Pelo que fizemos acima, a toda coalgebra podemos associar uma algebra dual.
Surge, naturalmente, uma questao inversa: dada uma &dlgebra (A, u,n), podemos as-
sociar uma estrutura de codlgebra a A’?

Poderiamos tentar definir um coproduto da forma:

A:A— (A®A) — A A

em que ® é a mesma da proposicao A.2.9.

A dificuldade ao fazer isto é que ® nao é necessariamente invertivel. O resultado
A.2.9 nos garante isso no caso em que A tem dimensao finita. Entao, temos o seguinte
resultado:

Proposicao 1.3.3 Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Pela proposicao A.2.9
sabemos que A’ @ A ~ (A ® A)' como espago vetorial. Entdo podemos dar uma
estrutura de codlgebra ao espago vetorial A, tendo como coproduto A(f)(a ® b) =

f(ula®b)) = f(ab) e counidade =(f) = f(n(1)) = f(1).

Prova. Note que a funcao A(f) : Ax A — K, definida por m(a, b) = f(ab) é bilin-
ear. Logo pode ser estendida para o produto tensorial para A(f). Pela associatividade
da algebra A, temos a co-associatividade

AgidA(f)asbad = (Aoid) (Y fi®fp)@@bd)

- (Zf(l) ® A(fe ))) (a®b® c)

= (id®A) (Zf(1)®f(2))(a®b®0)
= (id®@ A)A(f)a®@b®c),

e também temos a counidade

@id)A(f)a) = E@id) (Y fa® fp) @

= D clfa)fola) =) fu1) @ fela)
= A(f)l®a)= f(1-a)
= f(a)
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(id2e)Af)a) = ([doe) (3 fa® fiw) (@)
= Y folae(fe)

= > fwla) @ fin(1)
= A(f)a®1)
= fla-1) = f(a).

U

Exemplo 1.3.4 Seja u; o funcional linear da dlgebra M, (K)( das matrizes n x n com
entradas em K) em K definida por u’(g) = g5 para g = g% € M,(K). Entio M,(K)' =
Lin{utli,j = 1,2,...,n} € uma codlgebra com o coproduto Alul) = Y up @ul e
counidade 6(1@) = 07, que nada mais € do que a estrutura de codlgebra dada pela
proposicao 1.3.5.

Temos a coassociatividade:

(Z (ui@Zuf@ué)) (a®b) = <ZZU2®(U§“®U§)> (a®b)

k=1 =1

:<ZZ(u};®uf€)®ug>(a®b):<z< u}%@uf)@ué-)(a@b)

k=1 =1 =1

= (A ®id) (i ul ® ué) (a®b)=(A®d) (En: ul(a) ® ué(b))
I=1

=1

n

= (A®id)(Y_ah) = (A®id)A(u})(a®b).

=1

E também temos (id®e)A(u}) = v} = (e®@id)A(u}), uma vez que (uy) = u}(Id) =
ot

J

1.4 O dual finito de uma algebra

Para esta segao, utilizamos principalmente a referéncia [5].

Como visto na secao anterior, dada uma coalgebra C, conseguimos dar uma es-
trutura de algebra ao espaco dual C’, sendo a multiplicagdo dada pelo produto de
convolugao f*g = pu(f ®g)A e a unidade por noe. Porém, s6 obtivemos a dualizagao
de uma algebra A para uma codlgebra dual A’, no caso em que A tem dimensao finita,
pelo fato de que nem sempre a aplicacao Af, definida na proposicao 1.3.3 como um
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elemento de (A ® A)’, estd em A’ ® A’. No entanto, podemos restringir A’ para uma
subdlgebra menor, de forma que esta vire uma codalgebra. Antes de ver isto, considere
o seguinte resultado.

Lema 1.4.1 Sejam V' um K-espago vetorial. Se um conjunto de funcionais {f;}1-, C

V' € LI, entao existem {v;}i; CV tais que fi(v;) = 0i;, para i,j =1,2,...n

Prova. Se {f;}"; é um conjunto LI, entdo para todo i € {1,...,n}, f; # 0. Logo,
U

para fi, existe u; € V tal que fi(uy) # 0. E definindo v, = Wl),
1{U1

h (fl?llbl)> -

Agora suponha, por hipétese de inducao, que existam {f;}*, C V' e {uj}'C
tal que fi(u;) = 6;5,1 <i,j < k. Seja fry1 C V' com {f;}it! LI, entao existe U1 € V
de modo que fry1(ugr1) # 0. Defina

teremos fi(v) =

k
e = i = Y Sl
Jj=1

e note que pela hipétese de inducao temos que

filurs1) = filugs) ng 1) fi(u;)
i=1
= uk—l—l Zf] uk+1 z]: s ].SZSIC
, Uk+1 .
Defina também vy = ————— e v; = u; — fr41(u;)vg1. Com isso, segue-se que
Srer1(ursr)

Jer1 (k1) = fe (L) =1;

Jre1 (i)

Jeri(vi) = ferr(ws) = for (W) frvr (Vira) = fro(wi) — froa(wi) fra (&)

fk-i—l(uk—i-l)
= frr1(wi) = ferr(uw) =0, 1<i<k

fitvi) = filui) = frora(wi) fi(vren) = fi(wi) — fra(wi) f (L)

Srer1(ugy1)
fj(uk+1)

Srr1(ugsn)

= fi(uw) = fat1(w) ( ) = fi(w) =6, 1<i,j<k

E portanto, {f;}¥ ! C V' e {v;}iF] C V sdo tais que f;(v;) = d;;, como querfamos
demonstrar.

25



U

Definigao 1.4.2 Dada um dlgebra A e um ideal I < A. Dizemos que I possui codi-
mensdo finita quando dimA/I < co.

Teorema 1.4.3 Seja A uma dlgebra e f € A’. Entao sio equivalentes:
1) existem f;,g; € A'yi=1,...,n tais que f(ab) =Y fi(a)g;(b)Va,b e A;

2) A(f) C A®A" (aqui consideramos Delta(f)(a®b) = f(ab), como na proposi¢ao
1.3.3);

3) ker(f) contém um ideal a esquerda de A de codimensao finita;
4) ker(f) contém um ideal a direita de A de codimensdo finita;

5) ker(f) contém um ideal de A de codimensao finita.

Prova. 1) & 2) Sabemos que A : A" — (A®A)’ é tal que A(f)(a®b) = f(u(a®b)) =
f(ab). Logo, se existem f;,g; € A’, i=1,..., n, com f(ab) = > ", fi(a)g;(b)Va,b € A,
temos A(f)(a ® b) = f(ab) = Y7, fila)g;(b) = >0, (fi ® g;)(a ®b) o que implica
em A(f) € A’ ® A’. Reciprocamente, se f € A’ é tal que A(f) € A’ ® A’ entao
A(f) = Sy fi@ i e flab) = A(f)(a @ b) = S0, fi(@)gi(b),Ya,b € A

1)= 3) Seja I = (), ker(g;), onde as funcionais g; sdo as mesmas do item 1).
Mostraremos, por primeiro, que dim(A/I) < co. Mas como dim(A/ker(g;)) = 1 para

todo ¢ € {1,...,n}, segue-se, pelo lema 1.4.5, que dim(A/I) < oo
Agora, note que se b € I = (_, ker(g;), segue-se que

F(b) = f(14b) = Zfz 14)g;(b) = 0 = b € ker(f).

Como consequéncia I C ker(f).

Para provar que [ é, de fato, um ideal a esquerda de A, sejam b € [ e a € A. Como
A(f) € A ® A', podemos supor, pela observacao A.2.7, que {f;}7, é LI, o que pelo
Lema 1.4.1 resulta em

gi(ab) = Z5ijgj(ab) = Z fi(ai)gj(ab) = f(a;(ab))
= f((a;a)d) = Z fi(a;a)g;(b) = 0 = ab € ker(g;),Vi=1,2,....n

Logo, ab € I, demonstrando assim a implicagao 1) = 3). A demonstragao de 1) = 4)
¢é andaloga.

3) = 5) Seja I < A o mesmo ideal encontrado em 3), e considere a fungao
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®: A — homg(A/I)
a — D(a),

em que ®(a)(b+ 1) = ab+ I. Como [ é ideal a esquerda segue-se que ® estd bem
definda. Vamo mostrar que ker(®) C ker(f) e A/ker(®) < oco.

Para isto, note em primeiro lugar que, pelas propriedades da multiplicacao em A,
® ¢ linear. Ainda vale observar que dim(homg(A/I)) = (dim(A/I))? < oo.

Além disso para a,b € Aec+ 1 € A/I, temos que

O(ab)(c+1) = (ab)e+ I =a(bec)+ I = P(a)(bc+ 1)
= O(a)(P(b)(c+ 1)) = (P(a) o (b))(c+ I).

Ou seja, ¢ é morfismo de algebras e, consequentemente, J = ker(®) < A. E mais,
temos também que ker(®) C ker(f). Com efeito, a € ker(®) implica ®(a)(b+ 1) =
ab+1 = I, em particular ®(a)(14+1) =al+1=1,ie.,a € I C ker(f). E concluimos
que ker(®) C ker(f).

Agora, pelo fato de ® ser morfismo de dlgebras, o resultado do corolario 1.1.17
nos garante que A/ker(®) ~ Im(®) C homk(A/I). Uma vez que dim(Im(P)) <
dim(homg(A/I)) < oo, segue-se que dim(A/ker(®)) < oo, ou seja, ker(®) possui
codimensao finita. O que conclui a prova da implicacdo 3) = 5). A implicagao
4) = 5) é andloga.

5) = 2) Seja J < A, com J C ker(f) e A/J < co. Considere também a projecao
canonica

T A — AJJ
a — 7(a)=a+J

e a aplicacao dual

™ (A)J) — A
o — T(p)

em que 7' (¢)(a) = p(m(a)) = ¢([a]). Considere a fun¢ao produto tensorial

T (A))) @ (A)J) — AxA
Pr®pr — (T @) (p1 ® ¢2)
em que (' @ 7) (1 @ p2)(a®b) = (1@ p2)((a) @7(b)) = (1 @ p2)([a] ®[b]). Vamos
mostrar que A(f) € Im(r'@7n') C A ® A’

Por definicao A(f) € (A® A)". E note que A(f)|ags+s94 = 0 pois, como J é ideal
de A, pf(A® J+ J® A) C J, de forma que temos
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(ZA®J+J®A) =S A(NA® T+ A)
=D ANART)+A(f)J @A) =D f(AT)+ f(JA) =0

Com isto, pelo teorema dos homomorfismos de espagos vetoriais, existe uma tnica
— A® A
transformacao linear A(f) :
6 D Teivie4

— K tal que o seguinte diagrama comuta

Ao A—20 K
P —
G
Ao A
A0 +ToA

Observando que a fungao produto tensorial T®@7m : AQ A — A/J® A/J é sobrejetora
(pois 7 é sobrejetora) e que pelo resultado da proposicao A.2.10, ker(r @) = A ®
ker(m) 4+ ker(m) @ A= A® J+ J® A, segue-se, pelo teorema dos homomorfismos de
espacos vetoriais, que

A®A

A@Alker(r@m) = Im(r@n)=A/J®A/] = A J+J® A

~A/J® A/

Dessa forma, podemos definir a funcao

(AR A — (AJJ® AT
A(f) — A(f)
em que A/(\f)(P(a ®b)) = A(f)(a®b). Agora, como por hipétese J tem codimensao

finita, pela proposicao A.2.9, temos que (A/J ® A/J) ~ (A/J) @ (A/J)". Logo,
podemos fazer a composi¢ao

(A®A) (A/J) @ (A/T)
(r'@n’)s L
TR
A A

Ou seja, temos

(' @ T)A(f) (e @ b) = A(f)(r(a) @ 7(b) = A(f)(Pla @ b)) = A(f)(a @)

e, portanto, A(f) € Im(n' @ ') C A’ ® A, como querfamos mostrar.
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Definigao 1.4.4 Seja A um dlgebra. Definimos o dual finito de A como o conjunto A°
das funcoes f € A’ tal que [ satisfaz quaisquer um dos itens equivalentes do teorema
anterior.

Lema 1.4.5 Seja V' um espaco vetorial e X, Y C V subespacos. Se X e Y tém
codimensao finita, entao X N'Y também tem codimensao finita.

Prova. Seja a : V — V/X x V/Y o morfismo de K-espagos vetorias dado por
a(v) = (v+ X,v+Y). Entao é facil ver que ker(a) = X NY. Dali, pelo teorema
dos homomorfismos, V/ker(a) ~ Im(a) C V/X x V/Y. Mas dim(V/X) < oo e
dim(V/Y) < oco. Logo, dim(V/ker(a)) = dim(V/X NY) < oo, i.6, X NY tem
codimensao finita.

O

Proposigao 1.4.6 A° ¢ subespacgo vetorial de A’.

Prova. Temos que mostrar que 0 € A°; que se f,g € A°, entao f+g € A° e
que, se A € Ke f € A° entdao \f € A°. Bom, 0 € A°, pois ker(0) = A e, dali,
A/ker(0) = AJ/A = 0, que possui dimensao finita. Tomando I = ker(0), vemos que [
possue codimensao finita e, portanto, 0 € A°.

Sejam f,g € A°. Por definicao, existem ideais [y 9 Ae I, < A, com Iy C ker(f)
e I, C ker(g), tais que dim(A/Iy) < oo e dim(A/I,;) < oco. Logo, Iy NI, C ker(f)N
ker(g) C ker(f +g), ouseja, Iy N1, <A, com IyN1, C ker(f+g). Além disso, pelo
lema anterior, dim(A/I; N 1;) < oco. Com isso, f + g € A°. Sejam, agora, A € K e
f € A°. Para ver que \f € A°, basta notar que I; C ker(f) C ker(\f).

U

Teorema 1.4.7 (A°,A,e) € uma codlgebra com o coproduto definido por A(f) =
Z?:l fi ® gi, onde f; e g; sao como na definicio de A°, e a counidade definida por
e(f) = f(1a).

Prova. Temos que mostrar que o coproduto estd de fato bem definido e que é fechado
em A°. Além de mostrar os axiomas de codlgebra.

Para mostrar que o coproduto imdepende da escolha dos f; e g;, suponha que
podemos escrever

f(ab) = Z fi(@)gi(d) =Y fila)g;(b),Ya, b € A,

7j=1

entao, pela observacao A;.2.7, existem {f, , gy Yo_,, com {gy}_, LI, tais que Y1 | fi ® gi—
Yo fi®g; =20 fr ® gy Como {gy};_, é LI, existem b, € A, | = 1,2,..., p tais
que g{ (b)) = 6 (Lema 1.4.1). Assim, para todo k € {1, ...,p} temos
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fl/c/(a> = Z gl bk Zfl g’L bk Zf]/ g] bk
= f(abk) — f(abk) = O

para a € A arbitrario. Segue que Y . | fi®¢g; = ZTzl fi® g} A counidade € estd
claramente bem definida.

Para mostrar que A(A°) C A° ® A°, seja f € A°. Entao, pela observacao A.2.7,
podemos escrever A(f) = Y"1, fi ® g; com { f;}7; LI Pelo lema 1.4.1, existem a; € A,
Jj=1,...,n tais que f;(a;) = J;;. Segue-se que para cada i € {1,.. n}

gi(ab) = Z 859, (ab) = Z fi(ai)g;(ab) = f(a;ab) = Z fi(aia)g;(b)
= Y (fyo Ra)(@)g;(b)

j=1

em que R, é a multiplicagao por a; a esquerda, donde g; € A°Vi € {1,...,n}. Com isso,
A(f) € A/ ® A°. De forma andloga, escrevendo A(f) = 22:1 hy @ty com {t.} _, LI,
mostra-se que A(f) € A°® A’. Logo, A(f) € A/A®A°NA°®A’. Como A° é subespago
de A’ (proposicao 1.4.6), temos que A(f) € A°® A°.

Os axiomas de codlgebra sao mostrados analogamente a proposigao 1.3.3.
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Capitulo 2

Bialgebras e Algebras de Hopf

Para este capitulo, utilizamos principalmente a referéncia [4]. Suponha que um
espaco H possua estruturas de algebra (H, u,n) e de codlgebra (H, A,e). A pergunta
que surge € se existe alguma relagao entre essas duas estruturas e a resposta esta, de
certa forma, no seguinte resultado.

2.1 Bialgebras

Proposicao 2.1.1 Se H ¢ um espaco vetorial que possue uma estrutura de dlgebra
(H,u,m) e uma de codlgebra (H, A, ¢€), entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) A:H— H® H ec: H— K sio morfismos de dlgebras;
(ii)) p : H® H— H en:K— H sao morfismo de codlgebras.

Dizer que u é morfismo de codlgebras é equivalente a comutatividade dos diagramas

HeH—" H & ~HoH HeoH-—~H (21)
ARQA B EHQ®H A
HoHQ H® H 2 HoH®H®H K

e da mesma forma dizer que n é morfismo de codlgebras é equivalente a comutatividade
dos diagramas

K 7 H K———H (2.2)
Ag A id R
K ® K H®H K

nen
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observando que ex = nx = id. Agora, lembrando que Apgy = To3(A ® A) e que
Uaer = (1 ® )73, note que dizer que A é morfismo de algebras é equivalente a dizer
que os primeiros diagramas sdo comutativos (2.1); o mesmo vale para ¢ e os diagramas
(2.2). A equivaléncia segue de imediato.

O

Definigao 2.1.2 Dizemos que (H, u,n, A, ) € uma bidlgebra se (H, j1,m) € uma dlgebra,
(H,A,€) é uma codlgebra e sao satisfeitas as condi¢oes equivalentes da proposi¢cao 2.1.1

Observacao 2.1.3 Note que uma condicao necessdria e suficiente para que H seja
uma bialgebra € que se tenha

A(ab) = A(a)A(b) Va,b € H, Al)=1®1 (2.3)
e(ab) = e(a)e(b) Va,b € H, e(l)=1 (2.4)
Com efeito, dada um bidlgebra H, pela proposicao 2.1.1, para quaisquer a,b € H

Seque-se que

Alab) = A(ula®b) = Aula @b) = (pren(A @ A))(a @ b)
= pren(A(a) @ A(b)) = A(a)A(d)

e(ab) = e(pla®b)) = (ep)(a®@b) = (pr(c ®e))(a @ D)
ea)e(

= px(e(a) ®e(b)) =

Pelo mesmo motivo, também temos

A reciproca € claramente satisfeita.
Naturalmente também temos as senguintes definigoes.

Definicao 2.1.4 Um subespaco I de uma bidlgebra H ¢ um bi-ideal se for um ideal
de H no sentido de dlgebras e um coideal de H no sentido de codlgebras, ou seja
PIRA+ARI) CI, AI)CI®H+H®I eec(I)={0}.
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Definicao 2.1.5 Uma funcao f : Hi — Hy é um morfismo de bidlgebras se [ é
morfismo de dlgebras e de codlgebras. Ou seja,

an1 = NH,
AH2f = (f & f)AHl
em,f = emy.

O quociente H/I de uma biédlgebra por um bi-ideal é também uma biédlgebra, basta
combinar os resultados da proposicoes 1.1.16 e 1.2.16.

Exemplo 2.1.6 Podemos combinar as defini¢oes relacionadas a dlgebras e codlgebras.
Temos, dessa forma, a bidlgebra oposta (H, u°?,n, A, e) a bidlgebra cooposta (H, p,n, A%, ¢)

e a bidlgebra oposta/cooposta (H, u?,n, AP ¢). Verifiquemos, para ilustrar, que (H, u°?, A, ¢)
¢ uma bidlgebra. Para todos a,b € H,

Aab) = Ap”(b®a) = pifep(A @ A)(b® a) = ey (AD) ® Ala))
= prer(Ala) @ A(b) = (Q)A(b)

elab) = e(p*(b®a)) =p(c®e)(b®a)
1y (e(b) ® e(a)) = e(a)e(b).

Exemplo 2.1.7 Seja A = K(u;) a dlgebra das funcoes coordenadas das matrizes de
escalares n X n como no exemplo 1.1.15. Podemos definir uma estrutura de bidlgebra
em A por

ui) = ZUZ; ® uf e e(u;) = 0jj

que jd sabemos que satisfazem os axiomas de codlgebra conforme o exemplo 1.8.4.
Resta mostrar que respeitam os axiomas de bidlgebras, mas note que A(u )(g1 ® go) =

i i (g1) @S (g2) = 320y (91)ik(92)ks = (9192)i5 = 5(9192), segque-se entio que

Awbu) (g1 ® g2) = (W) (g9192) = ui(9192)ur (9192) = Aul) (g1 ® g2) A(uf) (g1 ® go)
= (A®U)A])) (g1 @ ga)-

e também temos
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Exemplo 2.1.8 No exemplo 1.2.8 demos uma estrutura de codlgebra a dlgebra F(Q)

das fungdes sobre um grupo finito. Agora, considerando (F(G), u,n) a dlgebra do exem-

plo 1.1.8 ¢ (F(G), A, €) a codlgebra do exemplo 1.2.8, verifiquemos que (F(G), pu,n, A, €)
¢ uma bidlgebra. De fato,

A(fg)(z,y) = (fg)(zy) = f(ay) - g(ay)

e(fg) = (fg)(e) = fle)g(e) = e(f)e(g).

Exemplo 2.1.9 Nos exemplos 1.1.9 e 1.2.9, vimos que KG admite estrutura de dlgebra
e de codlgebra, respectivamente. Relembrando que o produto é definido por (a*b)(g) =
> hieg @(R)b(1) com unidade d., o coproduto € dado por A(d,) = d, ® &, e a counidade
¢ definida por £(6,4) = 1. Agora, veremos que, com estas operagoes, (KG, ,6.,A,¢) €
uma bidlgebra. Mas observe que para v € G

(6 % 0n)(x) = > 04(y) o (),

YZ=T

logo,

A<59 * 5h) = A((Sgh) = 5gh X 5gh = (59 * 59) X (59 * 5h)
(0g ® 0g) * (6, ® )
= A(dy) * A(dn),

£(0g % 0p) = €(0gn) =1 =1-1=1¢(dy) - (dn)

e por defini¢ao A(0.) = 0 ® de, € €(0e) = 1, donde seque-se que A e € sGo morfismos
de dlgebras. Portanto, (KG, x,d., A, €) € uma bidlgebra.

Exemplo 2.1.10 No exemplo 1.2.10 demos uma estrutura de codlgebra a dlgebra en-
volvente universal U(g). Segue-se agora que (U(g),p,n, A, &) é uma bidlgebra, onde
(U(g),it,n) € a dlgebra da definicio 1.1.24 e (U(g),A,e) é a codlgebra do exemplo
1.2.10 . Com efeito, conforme mostramos no exemplo 1.2.10,A € uma extensdo de 3,
logo temos que A € morfismo de dlgebras, i. €, A([z,y]) = [A(x), A(y)] e A(1) = 1®1.
E para quaisquer x,y € U(g) também temos

e(lz,y]) = e(ry) —e(yr) = 0 = e(v)e(y) — e(y)e(z) = [e(x), £(y)]

e (1) = 1. Donde seque-se que (U(g), 1, n, A, e) é uma bidlgebra.
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Exemplo 2.1.11 Seja H um bidlgebra. Em particular, pelo teorema 1.4.7, sabemos
que (H°,A,e) € uma codlgebra com A(f) = >, fi®g ec(f) = f(1). Entdo,
podemos dar um estrutura de bidlgebra a H°. A multiplicacdo vai ser o produto de
convolucao com identidade dada por ey, o coproduto e counidade como acima.

Jd sabemos, pela proposicao 1.4.6, que H® € subespaco de H'. Mostremos que o
produto de convolugao é fechado em H°. Dadas f,g € H°, considere as funcoes em
H', {fi,9i}i=1 e {f}, g;}j=, dadas na definicio de H°. Entao,

(f*g)(ab) = > f((ab) =Y flawbw)glambe)
= > (Z fi(a(l))gi(b(l))> (Z f}(%))%(%)))

= ZZ (Z filaw) filae) gz(b(l))g}(b@)))

= ZZ fz j *g])(b)

=1 j=1

donde f* g€ H°. E claro que ey € H® pois eg(ab) = eg(a)en(b). Segue-se que,

(fxem)lab) = Zf nbm)en(a@be)
= Z Z filaw)gi(bay)en(a@))en (b))

= Z > filagen(ae))gibaen (b))
= Z fz gz (ab)

ou seja, €y € a identidade do produto de convolugao.
Para mostrar que A € morfismo de dlgebra, basta notar que como a convolugao €
fechada em H®, temos

n

Afxg)a®b) = (fxg)(ab)=> Y (fi* f})(a)(g *g))D)

=1 j=1

B ZZ ((fix f}) @ (9i* gj))(a®b)

- ZZ (fi ® g:) * (f} © ¢;))(a @ b)

=1 j=1

= (Al xAg)(a@D).
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Na peniiltima igualdade utilizamos o produto em H° ® H® dado pelo exemplo 1.1.6. E
também temos,

Aleg)(a®b) =eg(ab) =eg(a)ey(b) = (eg ®ep)(a® D),

eleg) =en(l) = 1.

Logo, A e ¢ sao morfismos de dlgebras. Portanto, com as operagoes acima, o dual
finito H° de uma bidlgebra H € um bidlgebra.

2.2 Algebras de Hopf

Definigao 2.2.1 Uma bidlgebra (H, u,n, A, ) € dita ser uma dlgebra de Hopf se existe
uma funcgao linear S : H — H, chamada de antipoda de H, tal que
po(id®S)oA=noe=po(S®id)oA (2.5)

Em outras palavras, a iqualdade (2.5) é equivalente a comutatividade do diagrama

A A

Ho H H He H
1d®S noe S®id
H®H—- H Y HeH

Na notagao de Sweedler a relagao (2.5) fica como

Y hwS(he) =e(h)1 =Y S(ha)he), (2.6)

com A(h) = > ha) ® h). A equacao (2.5), também chamada de axioma da antipoda,
pode ser interpretada como o produto de convolucao (1.8) da élgebra L(H, H). Com-
parando as férmulas (2.5) e (1.8) percebemos que S é o elemento inverso da fungao id
em relagao ao produto de convolugao da &lgebra L(H, H), i.é, id * S = S * id = ne.
Note, com isso, que a antipoda S ¢é unicamente determinada por ser um inverso.

O proximo resultado determina uma propriedade importante da antipoda.
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Proposicao 2.2.2 Seja H uma dlgebra de Hopf e S sua antipoda. Entao S é anti-
homomorfismo de dlgebras e anti-homomorfismo de codlgebras, ou seja, S : H — HP
¢ um homomorfismo de dlgebras e S : H — HP¢é um homomorfismo de codlgebras.
Em outras palavras, temos que

S(gh) = S(h)S(g), g,he H e S(1)=1 (2.7)

AoS=70(S®S5)oA e coS=c¢. (2.8)
Prova. Aplicando o axioma da antipoda para identidade temos
S(1)=5S)1 = pu(S®id)A(1) =n(e(l)) =e(1)1 = 1.

Agora, mostremos que S(gh) = S(h)S(g) utilizando a notagao de Sweedler (Veja o
apéndice C). Assim, usando o axioma da antipoda e o fato de A e £ serem morfismos
de algebras, temos que

S(MS(g) = > S(hae(he)S(gme(ge))

h2)e(91))S(92)h3))
= > n(ehw))elgn) S(gehe)
= > elhw)elgm)S(g@he)

= S ((Z 6(9<1))9(2>> (Z €(h(1>)h(2>>> = S(gh),

provando a igualdade (2.7). Para mostrar a segunda rela¢do usamos o fato de pu(S ®
id)A(1) = (1)1 combinado com o fato que A(l) = 1® 1 e (1) = 1. Calculando,
temos
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7(S® S)A(h) =

N
S
®
“\
=

h@ o) ® he)e )(S(h() ® S(hw)e)
S(h(2)) ® S(hq)))(h@) @ hay) AS(h))

S(h)h@) @ S5(h ) ) (A(S(h))))

e(h2))1 @ S(h)he)(AS(hw)))

1@ S(h1) @) (A(S(h))))

(1 ®e(ha))(A(S(h)))

= D Alelhw)S(he))

= A (S (Z E(h(1))h(2)>> = A(S(h)),

o que prova a primeira relacao de (2.8). Além do mais

S = = (S (X ethha)) = e(S(Eha)he))

(
= Y e(ha)e(S(he) =Y _elhaS(he))
= e(e(h)1) = e(h)e(1) = e(h).

MMMMMMMMMMM

O

Proposicao 2.2.3 Para H uma dlgebra de Hopf as sequintes condigoes sao equiva-
lentes:

(i) S € inversivel como transformagdo linear;
(ii) a bidlgebra H? € uma dlgebra de Hopf;
(7i) a bidlgebra H? é uma dlgebra de Hopf.

Prova. (i) = (it) Como S é inversivel, S™! também ¢ anti-homomorfismo de dlgebras
(proposigao 2.2.2). Entao, pela relagao (2.7) segue-se que

pP(id ® S~HA(a) = ZS (a@))a ZS (S(aw))
= 5 (ZS aq) a(z))

= S He(a)l) = g(a)l.
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Analogamente mostra-se que pu?(S™!' ® id)A(a) = €(a)l para a € H. Dessa forma,
vemos que S~! é a antipoda da bidlgebra H°P.
(17) = (i) Seja S°? a antipoda da algebra de Hopf H. Entao

5%(S(a)) = S <5 (Z 8(%))@(1))) = elae)S?(S(aw))
= > (e S™(ap)S™(S(aw)) = D a@ ST (S(aw)a)
= Za(g)SOp(€(a(1))1) = CLSOp(l) = a,

sendo andlogo para S(S°(a)) = a, a € H. Consequentemente, S é a fungao inversa
de S.

(i) = (i4i) De modo similar, como S é inversivel, temos u(id @ S™')A%(a) =
u(S™! @ id)A%(a) = e(a)l , YVa € H. Ou seja, S~ é uma antipoda para HP e
portanto H“?P é uma &lgebra de Hopf.

(1ii) = (i) Reciprocamente, se H°? é uma algebra de Hopf e S uma antipoda
para HP, procedendo como no caso anterior, mostramos que S = S~

O

Corolario 2.2.4 Se uma dlgebra de Hopf H for comutativa ou cocomutativa, entdao
S? = id.

Prova. Se H for comutativa, sabemos que H = H, i. e., S = S, o que pela
proposigao 2.2.3 nos da S?(a) = S(S(a)) = S(S?(a)) = S(S71(a)) = a. Da mesma
forma, se H for cocomutativa, temos H = HP, o que implica em S~! = S°P_ donde
segue o resultado.

U

2.3 Exemplos de algebras de Hopf

Exemplo 2.3.1 Conforme o exemplo 2.1.8 temos que F(G) € uma bidlgebra. Defina
um antipoda

S:F(G) — F(G)
fo—r s(f),

em que S(f)(x) = f(z™'). FEntao, dada a bidlgebra (F(G),p,n,A,e) do exemplo
2.1.8, seque-se que (F(G),u,n,A e, S) é uma dlgebra de Hopf. Para verificar isto,
basta mostrar que S satisfaz o axioma da antipoda, 1.€,

pid @ S)A(f)(x) = Y ulfay ® S(f)@) = fu (@) - S(fe)(@)

= D _fw@) foe™) =3 (fu  fo) w27
= A(f)(z,a7") = flaa™") = fle) = e(f)(x) = (noe)(f(x)).
Sendo andlogo para p(id @ S)A =noe.
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Exemplo 2.3.2 Seja (KG, %, 0., A, e) a bidlgebra do exemplo 2.1.9. Vamos mostrar
que a aplicagao

S:KG — KG
dg — S(0g) =y
¢ uma antipoda para a bidlgebra KG. De fato, tomando p como o produto de con-
volugdo, (S ® id)A(dy) = S(0g) * §g = dy-1 % §y = dg-1, = . = €(d,), sendo o outro
lado andlogo. Portanto, KG € uma dlgebra de Hopf.
Exemplo 2.3.3 Pelo ezemplo 2.1.10 temos que (U(g), 1, n, A, €) € uma bidlgebra, em

que (U(g), p,n) € a dlgebra envolvente universal da defini¢io 1.1.24 e (U(g),A,€) € a
codlgebra do exemplo 1.2.10. Defina em U(g) a antipoda

S:U(g) — Ulg)
r +— —X

Com isto seque-se que (U(g), u,n, A, e,5) é uma dlgebra de Hopf. Para ver isto, basta
mostrar que S satisfaz o axioma da antipoda. De fato,

p(S®id)A(r) = pdRid)(z®1+1R2)=p(-2r®1+1R7x)
= —z-141-2=0=¢(x)-1
e da mesma forma temos p(id @ S)A =noe.
Exemplo 2.3.4 (Algebm de Hopf dual) No exemplo 2.1.11 vimos que dual finito H°
de uma bidlgebra H admite uma estrutura de bidlgebra. A multiplica¢ao é dada pelo
produto de convolugao com identidade dada por ey, o coproduto € definido por A(f) =
Yo, [i®gi e a counidade € (f) = f(1). Vamos mostrar que esta bidlgebra é uma

dlgebra de Hopf com a antipoda definida por S(f)(a) = f(S(a)).
Para a antipoda, dada f € H® e {f;, g}, as fungdes correspondentes, entdo

S(f)(ab) = f(S(ab))Zf(S(b)S(a))IZfi(S(b))gi(S(a))

= 3 (g0 ) (@)(fi 0 S)().

i=1
Logo, S € fechada em H°. Por fim, mostremos um dos lados do axioma da antipoda
sendo o outro andlogo. Dada f € H®, {f;, g;}1-, suas fungoes correspondentes me
lembrando que p é o produto de convolugao, seque que

po (S@id)A(f)(a) = p(S @ id) <Zf1®gz> (ZS fi) ®gz> a)

- Zsf’ *gifa ZZSL a))gi(a) Zfz gi(a))
= Zf (a)ag) = flen(@)l) = fF(Den(a) = e(f)1ge.
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Apeéendice A

Produto Tensorial

A.1 Definicao e construcao

Neste apéndice, daremos uma definicao de produto tensorial entre espacos vetoriais
através de uma propriedade universal e faremos a contrucao do produto tensorial.
Veremos alguns resultados elementares a respeito do produto tensorial, que serao de
uso frequente na teoria desenvolvida ao longo de todo o texto. Todos os espacos
vetoriais sdo sobre um corpo K fixado. Utilizamos principalmente as referéncias [1] e

2].

Definicao A.1.1 Um produto tensorial entre dois espacos vetoriais Ve W é um par
ordenado (T, ), em que T é um espago vetorial e ¢ : V. x W — T uma aplica¢ao
bilinear tal que para todo espaco vetorial U e toda aplicagao bilinear f:V xW — U
existe uma unica aplicagdo linear f: T — U de modo que f = f o .

p

V xW

T

|

U

Proposicao A.1.2 O produto tensorial entre dois espagos vetoriais € unico a menos
de isomorfismo.

Prova. Sejam (71, 1) e (Ts, p2) ambos produtos tensoriais entre espagos vetoriais
V e W. Entao existem aplicacoes bilineares

(,013V><W—>T1 e QOQIVXW—>T2

tal que para quaisquer espacos vetoriais U; e Us, e para quaisquer aplicagoes bilineares

f12VXW—>U1 e fQIVXWHUQ
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existe uma unica aplicagao linear f; : 77 — U; e uma outra tunica aplicacao linear

fo : Ty — Uy de modo que

f1:f10901 € f2:f20%02-

Vox W—2 T Vx W—2 T
fl le f2 fTQ
U1 U2

Tomando Uy =T, Us =T, fi = o € fo = 1 segue que

802=f10%01 e 901=f20902-

Vox W—2 T Vox W—2 T,
o 2 o 2
T2 Tl

Logo,

801=f20(f10%01) € 902=f10(f20802)=

o que implica em

fiofo=1Idy, e foofi =Idyp.

Portanto T ~ T5.

Vamos agora construir um produto tensorial.
Sejam V' e W espacos vetorias. Tome o espaco gerado por V x W

(VxW)= {Z Ai(vi,wy); v €V, w, €W, \;=0 a menos de uma quantidade fz'm'ta}

Sejam
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D1 = {(v1 + v, w) — (vi,w) — (vo,w);v1,v3 € V,w € W}
Dy = {(v,w1 +wq) — (v,w1) — (v, ws); w1, wy € Wyv €V}
D; = {A(v,w) — (Av,w);veV,weW \eK};
Dy = {Av,w)— (v, w);veV,weW\eK}.

Defina D = D; U Dy U D3 U Dy e denote o quociente V @ W = (V' x W) /(D).
Denote também por ¢ a projecao canoénica de (V' x W) em V ® W e por ¢ a inclusao
natural de V- x W em (V' x W). Entao, podemos definir ¢ = gor: VW — VW
e observe que @(V x W) gera V@ W, pois se x = (31—, Ni(vs, w;)) + (D) entéo
z =" oA (v, w;) + (D)) =30 g Mip(vi, w;). A classe [(v,w)] € (V x W) /(D) sera
denotada por v ® w.

Proposicao A.1.3 Nas condigoes acima o par (V & W,p) é um produto tensorial
entre Ve W.

Prova. Primeiramente, temos que mostrar que ¢ ¢ bilinear. Mas como ¢ leva os
elementos de (D) em 0, em particular para os elementos de D temos que ¢ = p o1 é
tal que

(v +v)R@w = v W+ v w, (A.1)
VR (W +we) = v w4 v ws, (A.2)
AMvew) = (W) ®w, (A.3)
Avew) = v® (A\w). (A.4)

Logo ¢ € bilinear. Agora sejam U um espago vetorial sobre Ke f: V x W — U
uma funcao bilinear. Defina f: V @ W — U, com

f (Z V; & wi) = Zf(vz‘,wi)-

=1

Note que f estd bem definida. Se >0 v; ® w; = 0, entdo Y, (v;,w;) € (D).
Logo, f (31 vi @ w;) = Y1, f(vi,w;) = 0, pois f se anula nas combinagoes lineares
referentes a D.

Se supormos a existéncia de outra funcao linear g : V@ W — U tal que gop = f
teremos que
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9 (Z v; @ w1> = Zg@z' ® w;)
i=1 i=1

= Z(Q o ¢)(vi, w;)

i=1

n

= > flv,w)

i=1
= f(ZUi@)wi) —g=1/,
i=1
e, portanto, (V ® W, ¢) é um produto tensorial entre os espagos vetoriais V e W.

O

Mostramos assim a existéncia de um produto tensorial e, como este é 1inico a menos
de isomorfismo, sempre que mencionarmos produto tensorial estaremos nos referindo a
este que acabamos de construir. Além disso, pela igualdade A.3 dadosv € Vew € W
podemos escrever

vw = [(v,w)] = Z)\i(vi,wi),vi eViw, eW

n

= Z i [(vi, w;)] = Z Ai(v; @ wy) = Z(U; ® w;)

i=1

para A\;u; = v,. Esta ltima maneira de escrever mostra que nao precisamos de coefi-
cientes para escrevermos um elemento de V' ®@ W.

A.2 Alguns resultados

A partir de agora, mostraremos alguns resultados com o produto tensorial que sao
utilizados ao longo de todo o texto.
Na proposicao seguinte falaremos da funcao produto tensorial.

Proposicao A.2.1 Sejam V, V' W, W’ espacos vetoriais, f -V — W e f/: V' —
W' homomorfismos de espacos vetoriais. Entao existe um unico homomorfismo de
espagos veotriais f Q@ f' V@V — W @ W', que nos geradores é dado por (f ®
o) = fv)® f/(v).

Prova. Defina a funcao

g VXV — WeW
(v,w) — flv)® f'(v).
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Como f e f’' sdao homomorfismos, segue que

g(o, o + M) = f(v) @ f'(vg + Avg)
= f) @ (f'(v1) + Af'(3))
f) @ f'(v1) + A(f(v) @ f'(v3))
= g(v,v]) + Ag(v,v}),Yv € VY|, vy € V' VA € K.

E analogamente g(Avy + vg,v") = Ag(v1,v) + g(vg,v’), assim ¢ é bilinear. Con-
sequentemente existe uma unica funcao linear g : V@ V! — W ® W’ tal que

glv @) = g(v,v') = f(v) @ ['(v").

VxV

VeV

W oW’

Defina (f ® f') = g. Como f e f’ sdo homomorfismos de espagos vetoriais, é facil
verificar que f ® f’ é homomorfismo de espagos vetoriais.

4

Proposicao A.2.2 Sejam V um espaco vetorial e K um corpo. entao KQV ~V ~
Ve K.

Prova. Mostremos que V' é o produto tensorial entre K e V. Para isso, seja

p:KxV — V
(\v) — v

que é claramente bilinear. Agora, para todo espaco vetorial U e para toda funcao
bilinear f : K x V — V defina f : V — U, com f(v) = f(1,v). Desse modo f é

linear pois f ¢ bilinear, e vemos que

(JFO ¢)<A7U> = f(@(kav)) = f()‘v) = f<17 )\1}) = f(AvU% V()\,U) ceKxV.

Logo foy = f. E se existir uma funcao linear g : V. — U tal que gop = f, entdo

g(U) = g((p(l,v)) = (g © @)(1711) = f(l,U) = f(v>7 Vo eV

Segue que f é tinica e, portanto, K® V ~ V. Com raciocinio andlogo mostra-se
que V ~V ® K.
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U

Proposicao A.2.3 Sejam V e W espagos vetorias. Se (VQW, 1) € o produto tenso-
rial entre Ve W, e (W®V, ps) € produto tensorial entre W eV, entdo VW ~ WV
como espagos vetoriais.

Prova.
Defina

b WXV — VW
(w,v) — (v,w),

e considere a funcao composicao

oo :WxV — VW
(w,v) — VR w.

Vejamos que g o ¥ é bilinear. Dados w,w’ € W,v € V e A € K, teremos que

provi(w—+iw,v) = ¢i(i(w+ I’ v))
= ¢1(v,w+ ')
= v® (w+ \w)
= 1w+ ANveuw)
= p1(v,w) + A1 (v, w')
= p1(th1(w,v)) + Ao (Y1 (0, v))
= (prov)(w,v)) + Alpr o 1) (w',v)).

Analogamente, (1 o ¥1)(w,v + A') = (¢1 0 ¥1)(w,v) + A(e1 0 1) (w,v'). Por
conseguinte existe uma unica funcao linear f : W@V — VW tal que fops = p1095.

WxV—2 ~WeV

P10

VeWw
Note que
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() - (ol
= fog02 (l: wz,%)

= (p10t) (E Wi, g
1

)
(el

= ¥ <Z(Ui7 wl))

=1

= ngl(?}i,wi) = Zvi ® w;.
i=1 i=1

3 =

3

Da mesma forma definimos

Yo : VW — WxV
(v,w) — (w,v)

ot : VXW — WV
(v,w) — W .

Observamos que @ o ¥y € bilinear. Entao existe uma unica fungao linear ¢ :
VoW — WV tal que gop; = g 0 1s.

V xW

VoW

P20t

WeV

E teremos
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() - ( (2;“%))

= SOZquz)Z (Z Vi, W; )

i=1

= o (Few))

= ¥2 (Z(wi7 Ul))

=1

= Z p2(w;, v;) = Zwi ® ;.
=1 =1

3

3

Com isso, segue que

o f) (iwi@”}i) =9 (f (im@w)) =9 (iw@wi) :iwi@)vi

i=1

i=1 i=1 i=1

Logo, go f = Idwgyv € fog = Idygw. Concluimos portanto que VW ~ W V.
O

Proposigao A.2.4 Seja (V@ W)@ U, 1) o produto tensorial entre (V @ W) e U,
e (Ve (WU),es) o produto tensorial entre Ve (W @ U). Entao (V@ W)@ U ~
V@ (W ®U) como espagos vetoriais.

Prova. Defina a funcao

FiVx(Wal) — VeaWw)eU

n n
(U,Zwi®ui) — Z(v@wi) ® u;
i=1 i=1
Mostremos que f é bilinear. Para isso, sejam vy, va € V/, 370 wi @ ug, y 50 w; ®

u €WRUea,f €K Faca fw; = wp4j € uj = upyj, dai teremos que
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f (vl +av2,2wi®ui+Bij®uj>
i=1 Jj=1
n-+m
= f (Ul + aua, Z Ww; ®Uz>

1=1
n+m
= Z((Ul + avy) ® w;) @ u;
=1
n+m
= D (1 @w; + (avy) @ wi) ®
=1
n+m
= ) (1 @w) @u+ ((avs) @ wy) D uy

=1

(v1 @ w;) @ u; + () @ w;) @

M= 114>

' (01 ® (Bwy)) @ u; + ((av2) ® (Bw))) @ u;
= Z(vl ® w;) @ u; + aZ(vz ® w;) @ u;

+ BZ(vl®wj)®uj+aB (v2 ® w;) ® uy
j=1 j=1
= f (szwi@w) +af (U2>Zwi®ui>
i=1 i=1
+ Bf (Ul,ij@)uj) +apff (vg,ij@)uj) .
=1 j=1

Assim, pela propriedade universal, existe tinica fungao linear fVeoWeU) —

(VeW)®U tal que f = fops.

Vx(WeU)—2—Ve(WeU)

VeWw)oU

Observe ainda que
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(o) o)
= (fop) ( (vi, w; @ Uy > ( (vi, w; ®Ui)>

= Zf vz,wz®uz —Z'Uz@wz)@uz

=1

Agora defina

g: (VeW)xU — V®(W®U)
(Zviébwi,u) — ZUZ wz®u
i=1

Da mesma maneira que mostramos que f é bilinear mostra-se que g é bilinear.
Entéao, existe uma unica funcao linear g : (V@ W)@ U — V@ (W @ U) de forma

que g = g o p1.

(VeoWw)xU (VeoWw)eU

Q|

VeoWaeU)

g (Z(Uz ® w;) ® Uz) =g <<,01 (Z(Uz ® wu%‘)))

n

=1 =1

= Zg(vi®wi,ul Z’W@ wz®uz
=1

=1

E note que

Dessa forma, percebemos que

(fog) (Z(w@wi) ®Ui> = f (g (Z(Ui®wi) ®ul)>

1=1

i=1

= fT <Z U; ® (wz & uz)) = (’Ui & U)Z) X U; — fo g = [d(V®W)®U



(Gof) (Zw@@(wi@uz‘)) = §<f<zvi®(wi®ui)>>

i=1 i=1

=1

i=1

donde segue que (VW)U ~V @ (W U).

Agora vamos estabelecer uma base para um espago vetorial V @ W.

Proposicao A.2.5 Sejam V e W espagos vetoriais com bases {e;}icr, € {fj}ies re-
spectivamente, entdo {e; ® f;}ticrjes € uma base para V@ W.

Prova. Ja vimos que os elementos da forma v ® w geram V ® W, mas para v € V
e w € W podemos escrever v = » ' e, e w = y o B3 f;, donde v @ w =
Yo 2opey @i, B, (65, ® fj,) e portanto {e; ® f;}icrjes ¢ um conjunto de geradores
para V @ W.

Temos que mostrar ainda que o conjunto {e; ® f;}ier jes é L. Para isso suponha
que a seguinte soma finita seja nula

SO g en © f,) =0,

=1 k=1

nao havendo pares de indices (i, ji) repetidos. Para cada par de indices (i, jx) que
aparece na soma, defina o funcional linear 0;, ;, = dz;, ® dy;, , em que dx;, e o funcional
de V' que na base é dado por dz;,(e;) = d;,; e dy;, ¢ o funcional de W que na base é
dado por dy,, (f;) = 6;,,;. Para cada par de indices (4, ji), aplicando 6;, j, em ambos
os lados da soma, temos o, ;, = 0, ou seja, {e; ® f;}ierjes € LI

0

Observe que se dimV < oo e dimW < oo, segue de imediato que dim(V @ W) =
dim(V)dim(W).

Proposicao A.2.6 Nas condicoes da proposicao anterior, se v @ w =0 em V @ W
entao v =0 ou w = 0.

Prova. Vamos supor v # 0 e vamos mostrar que w = 0. Dessa forma, podemos
escrever v = » ;_, a;.€; com todos os a;, nao nulos. Como w = »"", 5 f;, entao

VR W = (Z aikeik> ® (Z lefjl> - Zzaikﬁjz(eik ® fjl) =0
k=1 =1

k=1 l=1

Pela proposicao anterior , temos que «;, §;, = 0 para todo par de indices (i, ji).
Mas como escolhemos «;, # 0 para todo indice i, segue que 3; = 0 para todo indice
71 e, portanto, w = 0.
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Observacao A.2.7 Note que para um elemento Z?:l v;Qw; € VW, sem perda de
generalidade, podemos supor que {v;}7_, ou {w;}5_, € LI Se supormos que {w;}j_,
nao € LI, entao existe um subconjunto finito {f; }i'y da base {f;};e; de W de modo
que todos w; podem ser escritos da forma w; = > " | Bj, [;.. Logo, podemos escrever

n n

Zvj Qw; = Zvj ® (Zﬁjkfjk) = Z (Z/BijJ) ®fjk7
k=1

j=1 j=1 k=1 \j=1
o que faz com que as sequndas entradas figquem LI.

Proposigao A.2.8 Sejam Vi, ..., V,,, U espagos vetoriais e f : Vi X ... xV,, — U uma
fungao n-linear, entao exriste uma unica funcao f: Vi ® ... @V, — U de modo que

fr,envn) = f(1 @ ... @ vy).

Prova. Faremos por inducgao sobre n. O caso n = 2 vem da definicdo de produto
tensorial. Suponha o resultado valido para 2 < i < n — 1, entao para cada v, € V,
fixado a fungao f,, : Vi x...xV,_; — U dadapor f,, (v1,...,0n-1) = f(V1, s Un_1,Vp)
é (n-1)-linear, logo, existe uma tinica funcdo linear f,, : Vi ® ... ® V,,_; — U tal que
fo, (01 ® ... ®Vp_1) = f(v1,...,Vn_1,v,). Defina entdo a funcao f (VN ®. .oV, q)x
V,, — U, com f(vl ® ... @Up_1,Up) = fu, (V1 ®...Qv,_1). Por construcao f ¢ bilinear,
donde segue o resultado.

O

Proposicao A.2.9 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita n e V' o dual
algébrico de V. Entao V' ® ... @ V' ~ (Ve .. V).

m vezes m vezes

Prova. Vejamos o caso em que m = 2. Defina a funcao

V' xV — (VaV)
(fr9) — @(f,9)(v®w)

em que B(f,g)(v @ w) = f(v)g(w) para v,w € V.
A aplicagao ® é bilinear, pois dadas f1, fo,g € V' e A € K, temos

O(fi+ A2 9)(v@w) = (fi+AL)w)gw) = fi(v)g(w) + Afa(v)g(w)
= O(f1,9)(v @ w) + A®(f2, 9)(v @ w).

Com isto, podemos estender ® para o produto tensorial, i.é, existe uma tnica ® tal
que o diagrama abaixo comute
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VXV —=V'@V

e

(VeVv)y

A fungao ¢ é a mesma da contrugao do protudo tensorial (proposigdo A.1.3) e

d <Z fi ® g7;> (vew) = Z fi(v)gi(w)
= O(f,g)(vew) = fv)gw).

Mostremos que ® é bijetiva. Seja Zle fi®g € V'@V’ com {f;}¥_, LI ( observacao
A.2.7), tal que o <Zf:1 fi ®gi) = 0. Como é {f;}¥*_, LI pelo lema 1.4.1, existem
{v;}¥, € V de modo que f;(v;) = &ij,4,7 € {1,...,k}. Logo, para cada j € {1,...k},

gi(w) = Z%‘gi(w) = Zfi(“j)gi(w) =0 (Z Ji ®g,~> (v ®@w) =0

para w € V arbitrdrio. Segue-se que ¢g; = 0,Vj € {1,...,k}, o que implica em
Zle fi ® g; = 0. Donde temos que k:er(&)) = 0 e portanto d ¢ injetiva.

Agora, pelo fato de n = dim(V) = dim(V’), e utilizando a proposi¢ao A.2.5,
vemos que dim((V @ V)') = dim(V @ V) = (dimV)? = (dim(V"))? = dim(V' @ V').
Concluimos, como ® 6 linear e injetiva, que D6 sobrejetiva, de modo que V' @ V' ~
(Ve V).

Suponhamos, por hipétese de indugao, que (V)™ ~ (V) em que (V')®™ =
V'@. .oV eV =(V®&..0V). Defina
—_——— ————

m vezes m vezes

U (Ve x V! (VDY
k k
(Zfli®"'®fmi’fm+1> — w<2f1i®"'®fmmfm+l>
i=1 i=1

emaue W (Y0, fi, @+ @ fu st ) (01 -@0m) = (S5 fi(00) s 0m) ) s (0msn).

Agora, da mesma forma como fizemos anteriomente, W é bilinear, logo pode ser
estendida para W : (V/)®m+D) s (p@0m+) 1o produto tensorial. Como V tem di-
mensao finita, (V')®™ também tem dimensao finita. A injetividade e a sobrejetividade
de U prova-se de modo anélogo.

U

Proposicao A.2.10 Sejam V e W espacos vetoriais, e T : 'V — W uma func¢ao
linear. Entao ker(T' @T) =ker(T)@V +V ® ker(T).
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Prova. E claro que ker(T) ® V + V @ ker(T) C ker(T ® T). A outra inclusdo
mostraremos por indugao sobre n, em que n é o nimero de termos de algum somatorio
Sor v @ w; com {w;}?, LI representando um elemento = € ker(T ® T), o que é
possivel de acordo com a observagao A.2.7. Paran = 1, temos x = v ® w. Aplicando
T®T em z segue que T(v) ® T(w) = 0. Logo, pela proposi¢ao A.2.6 temos que
T(v) =0ouT(w)=0,ouseja, v € ker(T) @V +V & ker(T).

Suponha vélido para n — 1, tome z = > | v; ® w; € ker(T'® T) e suponha que
existe ig tal que T'(v;,) # 0 e T'(w;,) # 0. Em particular existe um funcional f € W’

-, f(T(wy)
de modo que f(T(w;,)) # 0. Para j # iy defina k; = ~——"= e w;

( ( 0)) # 1o J f(T<wzo)) J
para ig defina w;, = w;,. Observe que f(T'(wy)) = 0,Vj # i;, e que {w;}}_, continua

sendo LI. De fato,

= w; — kjw;,; e

n n
Z ozjw_j = 0= Z Oéj(w]‘ — k:jwio) + Qo wy,
i=1

J=Lj#i0

= zn: ajwj — (( zn: O[jk’j) +Oéi0> wio = O

J=Lj#io J=Lj#i0

Como {w;}~, é LI segue que a; = 0,Vj # ip, e voltando a igualdade do lado
esquerdo da implicagao temos que o; = 0.

Podemos entao escrever x = Z?:lv_i ® w;, em que U; = v; para j # ip € U, =
Vig + D i1 jpio Kivj. Afirmamos que v;; € ker(T), de fato se T'(7y,) # 0, entao existe
g € W' tal que g(T(v;;)) # 0 e, dessa forma

i=1

0 = o N(TeT)(z)=(e/f) <(T®T) (iv_z-@m))

= D _9(T@)AT(@) = 9(T([@))f(T(ws)) # 0

o que é um absurdo. Por conseguinte temos

(T®T) < Xn: v—j®w—j) =(T®T) (Xn:v—]@w—]) —(T®T) (v, @) = 0.

j=Lj#io i=1

Pela hipétese de indugdo > 7, ., ¥ @ w; € ker(T) @ V + V @ ker(T) e como
T, € ker(T), segue que v, ®@ w;, € ker(T) ® V. Portanto x = Y77, 7; @ W; €
ker(T)®@V +V @ ker(T). Caso nao existisse iy com T'(v;,) # 0 e T'(w;,) # 0, entao x
jé estaria escrito como elemento de ker(T) @ V 4+ V ® ker(T).

O
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Apeéendice B
Notacao de Sweedler

Este apéndice foi retirado da dissertagao de mestrado de GONCALVES [2] e tem
como objetivo deixar o texto autocontido. E através dele podemos justificar a notacao
de Sweedler para o coproduto. Tal notagao pode codificar a informagao necessaria de
maneira simples de modo a demonstrar resultados relacionados com um esforgo signi-
ficativamente menor em comparagao a utilizar diagramas comutativos ou composi¢ao
de fungoes.

B.1 Coproduto

Nesta secao C' denotara uma codlgebra e H um algebra de Hopf.

Conforme mencionado em (1.6) estaremos usando a seguinte notagao para o copro-
duto: A(c) = > ca) ® c(2), Ve € C. Fixada esta notacdo para o coproduto, estaremos
interessados em aplicar fungdes em A(c). Mais especificamente, aplicaremos o produto
tensorial de fungoes e utilizaremos a notacao (f ®g)A(c) = Y flcay) ® g((2)), ou seja,
esta notacao para funcoes significa simplesmente que aplicamos cada fungao na sua
respectiva coordenada do produto tensorial. Esse tipo de interpretacao ¢é justificada
pela proposicao A.2.1 que tem como consequencia se x = Z?:l v; @ w; = Z?:l v; QW5
entdo (f @ g)(x) = 0, f(vs) @ glwy) = S0y F(7%) @ g(0).

Temos também, ao aplicarmos o coproduto apds o outro, as notagoes (A®id)A(c) =
2 c1)(1) @ C1)(2) D c2) € (Zd X A)A(C) = Z C(1) @ C2)(1) ¥ €2)(2)- Indutivamente cri-
amos notagoes para o coproduto sendo aplicado diversas vezes, por exemplo (A ®id ®
id) o Alc) = Y cayma) @ caynye) @ cye) ® ce). Conforme provaremos na proxima
proposicao a co-associatividade se estende ao aplicarmos o coproduto diversas vezes,
e esse ultimo elemento serd escrito simplesmente por » c(1) ® c2) @ €3y @ C(y)-

Antes do primeiro resultado, denotaremos por A;,, a aplicagdo em C®" que aplica
o coproduto exatamente na i—ésima entrada, por exemplo Ay 3 =id ® A ® id.

Proposicao B.1.1 Para C' uma codlgebra, é vilido

Ain ol 110080001 =4, ,00; 1 n10..00500A;,

I, M

para qualquer escolha de indices 1 < i, jp < k,1 < k < n.
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Prova. Procederemos por indugao sobre n. O caso n = 2 vem do axioma da coasso-
ciatividade e note que deste axioma também temos que A; ;0 A; 1 = Ajpq 0 A g
para 1 <¢<n'—1.

Suponha valido para n — 1. Se i, = j, basta substituir i, por j, para todo
1 <k <n-—1, o que é possivel pela hipétese de inducao. Suponha entao, sem
perda de generalidade, que 7,, < j,. Pela hipdtese de indugao podemos trocar i, _;

por i,, isto é, podemos escrever A; ,0A; | ,_10..=2A; ,0A; ,_1o0.. e utilizar
a observacao do paragrafo anterior para em seguida trocar i, por i, + 1, ou seja,
AjnoAj o =20 410,040 no10.... Seid, +1 < j,, basta igualar os demais

indices como no caso anterior, senao troque ¢,_; por ¢, + 1 e 7, + 1 por i, + 2 e
assim sucessivamente até igualar os indices i e 5 de subindice n. Os demais podem ser
igualados pela hipdtese de indugao.

O

Por causa dessa proposigao, iremos denotar A;, ,0A; | ,-10...00;, 2040 1(c) =
> c(1) ® €¢2) @ ... @ ¢(n) @ ¢(ng1). Observe que o maior indice na notacao do coproduto
menos um ¢é exatamente a quantidade de vezes que aplicamos o coproduto. Assim
como generalizamos a coassociatividade, podemos fazer o mesmo com a counidade.
Para isso, defina ¢;,, de forma andloga a A, ,,, a saber, ¢;,, aplica € na i-ésima entrada
do produto tensorial C®™.

Proposicao B.1.2 Para C' uma codlgebra € valido

Eipm © Ain,n—l 0...0 Ai2,2 o Ail,l = Az‘n,g,n—2 0...0 Ai2,2 o Ail,l

para qualquer escolha de indices 1 < 1, < k,1 < k < n, ou utilizando a notacao que
esta sendo definida

Ein,n (ZC<1>®C<2>®---®C<n>) = D cw® ®e(cu)) @ @ e

= Z C(l) ® N ® c(nil)

para ¢ € C, sendo que um dos produtos tensoriais que acompanham £(c,)) deve ser
pensado como o produto por escalar.

Prova. Basta trocar ¢,,_; por i,, que é possivel pela proposi¢ao anterior, e em seguida
utilizar o axioma da counidade para substituir ¢;, ,, © A;, ,—1 por id*" 1. Se i, = n,
trocamos %,, por n — 1 e usamos o outro axioma de counidade.

U

Para exemplificarmos a utilizagdo da proposi¢ao acima, escrevemos (f ® g)A(c) =

(f ®@g)(p®id)(id® e @ id)(A ®id)A(c) por f(ca)) ® glcw) = flepe(e)) ® glcm),
onde ¢ dé o isomorfismo C' ~ C' ®@ K. Como supomos f linear e e(c()) um escalar,
podemos continuar a igualdade com f(cq)) ® g(e(c))ce)).
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Para finalizarmos a discussao sobre a notacao de Sweedler para o coproduto, vamos
passar para o caso de algebras de Hopf e o axioma da antipoda. De forma analoga ao
coproduto e a counidade, definimos 7; ,, Sin € ftin, com os seguintes detalhes: para o
caso do produto, temos que p aplica nas i-ésima e (i + 1)-ésima coordenadas; e para
o caso da unidade 7;, aplica em H®"! com uma cdpia de K entre a (i — 1)-ésima e a
i-esima coordenadas.

Proposicao B.1.3 Seja H uma dlgebra de Hopf. Entao sao vdlidas as sequintes iden-
tidades:

Hip,n © Sin,n © Ain,l,n—l ©---0 A¢2,2 S Ah,l = MNipn—1°Ei,n-10° Ain,g,n—2 ©---0 AiQ,Q o A¢1,1

Hi,—1,n © Sin,n o Ain_l,nfl ©:-+0 AiQ,Q o Ail,l = MNip—1n—1°E€i, n—-1° Ain_gfl,an ©--+0 AiQ,Q o Ail,l

para quaisquer escolhas de indices 1 < i, < k, 1 <k <mn com 1, # n no primeiro caso
e i, # 1 no sequndo. Em termos de nossa nota¢do temos

D hay @ @Sty © - @ hwy =Y hay®@ - @e(ha)ln ® - ® hio

D hay @ @hi, )S(hi,)) @ ® by = Y ha) ® (h(in—1)) 10 ® -+ @ hn-1)
para h € H.

Prova. Basta prosseguir como nas outras proposicoes, trocando i, 1 por i, e uti-
lizando o axioma da antipoda na coordenada apropriada.

O

Exemplo B.1.4 A cadeia de aplicagcoes equivalentes

(f®@9)Ah=(f®g)(p®id)(id ® e ®id)(A @ id)A(h) =
= (feg)(p®id)(id®n®id)(id ® e ® id)(A @ id)A(h)
= (f®g)(p®id)(id® p®id)(id® S ®id ® id)(A ® id ® id)(A @ id) A(h).

pode ser reescrita, utilizando a notacdo, como

> flha ®gh<2> => f(ha ®g<h<>>
= Y flhae(he)ln) @ g(h) Zf h(s)) ® g(h)

nao sO ocupa Menos espagco para escrever, como € muito mais simples para se enxergar
quais axiomas podemos utilizar. Esses tipos de técnicas de contrair e expandir € serao
utilizadas ao longo do texto e no caso acima, a sequnda iqualdade € tao trivial que nem
Precisamos escrever.
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