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Introducao

Realizamos um estudo sobre os tipos de demonstracdes em Matematica e buscamos
ver como elas tém lugar nos livros didaticos de ensino médio. Os pesquisadores na area da
Educacdo Matematica véem mostrando a necessidade da implementacdo de provas e
demonstragdes no curriculo do ensino béasico. A “prova” num sentido mais amplo como
conteido é um recurso bastante rico para as salas de aula. O exercicio de produzir provas leva
a conjecturas e argumentagdes, raciocinios muito importantes para a formacdo do
conhecimento.

No primeiro capitulo estudamos os tipos de demonstragdes matematicas e
exemplificamos cada uma delas. No capitulo seguinte escolhemos dois livros didaticos de
ensino médio para estudar os tipos, a quantidade de demonstracdes e em que contexto elas
aparecem.

Por fim apresentaremos a conclusao de nosso estudo.



Capitulo 1 — Tipos de Demonstracdes Matematicas

As demonstracdes sdo técnicas que validam uma conjectura. Os tipos de provas
surgem em funcdo do tipo de resultado tedrico e ou do nivel de ensino. Em um processo de
transposicdo didatica, ao elementarizar um saber, podemos aceitar justificativas mais fracas,
como por exemplo, um convencimento por meio de dobradura, um desenho etc. No
formalismo matematico,estas justificativas ndo sdo aceitas.

Antes de falar dos tipos de demonstracdo abordaremos alguns termos utilizados para

expressar um resultado tedrico e o que se entende por prova matematica.

1.1. Termos usados para expressar resultados

Neste capitulo iremos fazer um estudo sobre os termos usados para designar assercoes
matematicas, tipos de demonstracdes em matematica e exemplificaremos cada tipo.

Segundo Polya (1995), na Matematica, a palavra teorema é usada para designar
resultados tedricos de grande importancia. Além deste sdo usados para expressar resultados o0s
seguintes termos:

e Proposicdo: é uma sentenca ndo associada a algum outro teorema, tem importancia
matematica menor que a de um teorema.

e Lema: ¢ um “teorema auxiliar”. A palavra ¢ de origem grega e sua traducdo literal
seria “que se admite”.

e Corolario: é um teorema que se demonstra facilmente pelo exame de outro teorema
que se acaba de demonstrar. A palavra é de origem grega e sua traducdo mais literal
seria “galarddo”, ou “recompensa”.

Também existem termos que denotam afirmacdes ndo demonstraveis, nogdes mais
elementares que sdo utilizadas para demonstrar os teoremas, as proposi¢oes, os lemas e 0s
corolarios. S&o eles:

e Axiomas ou Postulados: sdo afirmacOes consideradas como verdadeiras sem
demonstracdes. Estes sdo hipdteses iniciais das quais outros enunciados séo
logicamente derivados;

e Definicdo: sdo descri¢Bes do significado de termos por meio de outros termos que se

supOe sejam bem conhecidos.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Proposi%C3%A7%C3%A3o

Como exemplo, citamos um axioma de incidéncia da geometria Euclidiana “dados

dois pontos distintos, existe uma tnica reta que contém ambos os pontos.”

1.2. O que € uma prova em Matematica?

Uma prova matematica valida uma afirmac&o tedrica. As provas podem ser empiricas,
quando baseadas em desenho ou dobraduras; ou formais. A demonstracdo é um tipo de prova
formal.

A palavra demonstracdo é usada com varios sentidos em diferentes contextos. Mas
todos tém a mesma idéia: a de justificar ou validar uma afirmacdo fornecendo razbes ou
argumentos. Segundo Moles (1981) em Matematica e Lingua Materna “Demonstrar um fato ¢é
construir um sentimento de evidéncia deste em um individuo receptor, comunicando-lhe uma
mensagem cujos elementos formam uma séria de evidéncias elementares”. Assim, a noc¢ao de
demonstracdo inclui tanto a de proposi¢des da Matematica quanto a de proposicdes cientificas
em geral, ou mesmo proposicdes de qualquer natureza.

Em matematica uma afirmacdo (teorema, proposicdo, lema, corolario), que ndo seja
um axioma ou uma definicdo, so € verdadeira se tiver uma prova, ou seja, uma demonstracao
formal. Essa demonstracdo € uma sucessao finita de argumentos restrita as regras da logica
mostrando que um enunciado é verdadeiro quando se assume certos axiomas, definicdes e
teoremas ja demonstrados.

Podemos dizer que a idéia de demonstracdo formal foi transmitida a humanidade por
um homem e um livro: Euclides e seus Elementos. Em particular a Geometria no livro de

Euclides, esta organizada de maneira sistematica.

“A Geometria, tal como apresentada nos Elementos de Euclides, ndo é uma simples colec¢do
de fatos, mas sim um sistema logico. Os axiomas, as defini¢Ges e as proposi¢des ndo estdo
relacionadas em seqiéncia aleatoria, mas sim dispostos em perfeita ordem. Cada proposicao
esta de tal maneira situada que ela pode basear-se nos axiomas, defini¢des e proposicdes que
a precedem. [...] A Geometria euclidiana é, ndo somente um sistema légico, como também o
primeiro e grande exemplo de tal sistema.”

(POLYA, 1995, p. 116)

Para Fuchs (1970) o colorido e a variedade da matematica devem-se ao poder criador
dos matematicos utilizado nas mais variadas demonstragdes. As demonstragdes constituem 0s
fios da imensa rede que entrelaga as proposi¢des de uma teoria matematica.

A seguir serdo detalhados alguns tipos de demonstracéo, elucidando seus principios



1.2.1. Demostragao por Absurdo

Na prova por absurdo assumimos como hipotese, ou seja, como verdadeiro, 0
contrario do que queremos demonstrar e entdo chegamos a uma contradicdo, isto é, uma

proposicdo que sabemos que é falsa.

Exemplo 1:

Provar que existem infinitos nUmeros primos.

Demonstracéo: Suponha por absurdo, que existem n ndmeros primos, isto €, uma quantidade
finita, denotados por p1, p2, ..., Pn. S€ja M = p1.p2...pn + 1, como m é um ndmero inteiro maior
que 1, m ou € primo ou é divisivel por um numero primo (Teorema fundamental da
Aritmética).

Note que m nao é divisivel por nenhum dos nimeros p1, P2, ..., Pn, POIS 0 resto da divisdo € 1.
Portanto m é primo, absurdo, pois contradiz a nossa hipdtese de que existem n ndmeros

primos. Logo nossa hipotese esta errada e, portanto existem infinitos nimeros primos.

Exemplo 2:
Provar que V2 é um namero irracional.

Demonstracdo: Suponha por absurdo que V2 & um nmero racional, isto &, existem peq

pertencente aos inteiros, tal que V2 = g com mdc(p, q) = 1.

Elevando os dois lados ao quadrado temos:
2
ey
— q !

2
logo 2=p—2 e

q
entdo p* =2q°
Como p? =2q?, entéo p? é par, logo p também é par. Portanto pode ser escrito da forma 2n,
substituindo na ultima igualdade ficamos com:
€n 3 =2q% eassim
4n* = 2q?, simplificando temos:

2

2n® =q

10



Note que q também é um numero par, absurdo, pois contradiz a nossa hipotese de que

mdc(p,q) = 1. Logo J2 6 um ntmero irracional.

1.2.2. Demonstracao por Inducéo

“O Principio da Indugdo ¢ um eficiente instrumento para a demonstragdo de fatos
referentes aos numeros naturais.” (LIMA, 1998)

A inducdo matematica € um método de prova usado para demonstrar muitas
proposicdes. Ele consiste em demonstrar que um enunciado € verdadeiro para um valor
inicial, e entdo demonstrar que o processo usado para ir de um valor para o proximo é valido.
Se ambas as demonstracdes forem feitas, entdo qualquer valor pode ser obtido usando a
repeticdo desse processo.

Existem duas formas de demonstracdo por inducao.

Inducéo — 12 forma

Suponhamos que Vne N seja dada uma afirmacéao a(n) tal que :
(1) a(0) é verdadeira.

(i) Para k eN, a(k + 1) é verdadeiro sempre a(k) for verdadeira.

Entdo, a(n) é verdadeira VneN .

Inducéo — 22 forma

Suponhamos que YneN seja dada uma afirmacdo a(n) tal que :

(i) a(0) é verdadeira.

( ii ) Para cada inteiro m > 0, a(m) é verdadeira sempre que a(k) for verdadeira para
0<k<m.

Entdo, a(n) é verdadeira VneN .

Exemplo 1:

(Algoritmo de Euclides) Sejam n, d e N e d > 0. Entdo existem Unicos g, r € N tais que
n=qd+re0<r<d.

Demonstracao: Vamos fazer a demonstracdo usando inducdo da 22 forma sobre n.

Se n<d existem g =0, r =n, assim podemos assumir n>d >0 . Observe que o cason =0

esta incluido aqui.

11



Entdo temos 0 <n-—d < n e pela hipotese ( ii ) de indugdo (2% forma) que 3, r € N tais
que n—d =q,.d+r onde 0<r <d e dai segue que n= (11+111+r onde 0<r<d. Assim
existem q=0,+1 e r e N como queriamos demonstrar.

Vamos provar a unicidade por absurdo. Suponha que existam qi, r1, (2, r2 € N tais que
n=q.d+r,0<r<den=q,d+r,, 0<r, <d. Logo, g,.d+1, =q,.d +T,.

Como d >0 é suficiente provarmos que r, = r, pois nesse caso teriamos g,.d =q,.d , ou seja,
g, =0, . Suponha por absurdo que r, #r,, por exemplo r, >r,, neste caso teriamos
O<r—r,=€,—q, .d. Mas também r,—r, <d, pois r, <d e r,<d, e dai segue que

O<r,—r,=@q,—0q, 8 <d, oqueéum absudo.

Exemplo 2:

Provar o seguinte enunciado: 1+2+3+...+n= n‘];l/,Vn e N

Demonstracédo: Vamos provar que o enunciado e verdadeiro usando a 12 forma de inducao.

Primeiro vamos demonstrar que verdadeiro para n = 1.

1 1¢+1

2
112

2

1=1
Agora supondo que vale para n = k, vamos mostrar que vale paran =k + 1.
Hipotese de Indugdo: 1+2+3+...+k = k «;1/
Adicionando k + 1 em ambos os lados temos:

1+2+3+..+k+ ((+1::NT+1/+(+1:

~ k&+1r2€+1
- 2
«+1&+2_

2

Concluimos que o enunciado € verdadeiro para n = k +1, portanto € verdadeirovneN .

1+2+3+..+k+ €+1

142+43+..+k+ €+1 =

12



Exemplo 3:
(Inducdo — 12 forma) Suponhamos que VneN seja dada uma afirmacao a(n) tal que :

(1) a(0) é verdadeira.

(1) Para ke N, a(k + 1) e verdadeiro sempre a(k) for verdadeira.

Entdo, a(n) é verdadeira VneN .

Demonstracdo: Seja S o conjunto dos ndmeros inteiros ndo negativos meN tais que a(m)
seja falsa, ¢ suponhamos que S # { }. Pelo principio da boa ordenagdo’, 3 y, € Stal que
Yo <m,V meS.Como a(0) é verdadeira, por hipotese temos que O ¢ S e portanto y, >1;

mas ainda como y, —1¢ Stemos que a(y, — 1) e verdadeira. Agora pela hipotese (ii) segue

que a(y,) =a[(y,—1) + 1] é verdadeira o que é uma contradi¢do. Logo S={ }.

Exemplo 4:

(Indugdo — 22 forma) Suponhamos que ¥ neN seja dada uma afirmacéo a(n) tal que :

(i) a(0) e verdadeira.

( ii ) Para cada inteiro m > 0, a(m) é verdadeira sempre que a(k) for verdadeira para

0<k<m.

Entdo, a(n) é verdadeira VneN .

Demonstracao: Seja S 0 conjunto dos inteiros ndo negativos m e N tais que a(m) seja falsa e
suponhamos que S # { }. Como acima 3 y,€ S talque y, <Yy, V y e S, e pela hipotese (i)

y, > 0. Portanto, a(k) € verdadeira V k, 0 <k <y, e (ii) nos da uma contradicao.

1.2.3. Demonstracéao Direta

A prova direta € uma forma de mostrar que certa afirmacdo é verdadeira atraves de
uma combinacdo de axiomas, definicBes e teoremas ja estabelecidos por deducgéo logica. Em
cada passo, usa-se a implicacdo "Se p, entdo g" com p sendo verdadeiro. Chamamos p de
hipGtese e g de tese.

Se e somente se ¢ uma forma de expressao para um teorema “Se p entdo g, € se q entdo

! Principio de boa ordenagéo: todo subconjunto S de Z de elementos ndo negativos possui um primeiro elemento,
istoé, 3 yp € Stalqueyo<vy, VYyeS.
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p” ou “p se e somente se q”. Para demonstrar um teorema dessa forma é necessario provar que
p — q e que q — p, portanto p ¢ q devem ser afirmagdes verdadeiras. Pode-se também
demonstrar um teorema desse tipo usando sempre a condicional p <> q (p se e somente se Q).

Dentro da demonstracéo direta também existe a demonstracao por contraposi¢édo. Para
provar que uma proposicdo condicional p — q basta provar que sua contrapositiva ¢
verdadeira, ou seja, —gq — — p( ndo g implica em néo p) é verdadeira. Para isso supGe-se que

—(q € verdadeira e mostra-se que — p € verdadeira.

Exemplo 1:
(Teorema do Valor Médio)

Seja f: [a, b] — R continua. Se f é derivavel em (a, b), entdo existe ce (a, b) tal que

f'(c):M_

b-a
Demonstracéo: Seja g(x) a funcao cujo grafico € a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b,
f(b)), isto &, g(x) = M.«— a_+ f(a).
—-a

A funcdo h(x) = f(x) — g(x) é continua em [a, b] e derivavel em (a, b) porque f e g sdo. Como
além disso h(a) = f(a) — g(@) = 0 e h(b) = f(b) — g(b) = 0, temos h(a) = h(b), e h satisfaz as
hipéteses do teorema de Rolle?. O teorema de Rolle garante entdo que existe um ponto ce (a,
b) tal que %°(c) =0, ou seja, f°(c) — g’(c) = 0, ou ainda f’(c) = g’(c).

Mas g'(c):w para todo x e, assim, f'(c) =w.

Exemplo 2:

(Teorema Fundamental do Calculo)

Seja f: [a, b] — R uma funcio integravel. Se F: [a, b] — R é uma primitiva® de f, entéo
ff(x)dx: F(b)-F(a).

Demonstracdo: Seja P={a=t, <t, <t, <...<t, =b}uma particdo de [a, b]. Como F ¢

derivavel em {a, b], F é derivavel em cada intervalo de P (e também continua nesses

intervalos), satisfazendo portanto as hipoteses do teorema do valor médio em cada intervalo

? Teorema de Rolle: Seja f: [a, b] — R continua. Se f é derivavel em (a, b) e f(a) = f(b), entdo existe c € (a, b) tal
que f°(c) = 0.

¥ Dada uma funcéo f: [a, b] — R, uma funcio F: [a, b] — R é uma primitiva de f se F’(x) = f(x) para todo
x € [a,b].

14



de P. Ent&o, pelo teorema do valor médio aplicado a cada intervalo [t;.1, ti], obtemos cje (ti.1, t;)
F(t)-F(t.)
t. —

i i-1

tal que =F'(c;). Como F’(c;) = f(c;), temos F(t,)—F(t,,) = f(c;)(t, —t,_,).

Consideremos a particdo P pontilhada com os pontos ci, Cz, ..., C, aqui obtidos. Entdo
S, (f)=> flc)t—ty)
i=1

S,(1) =Y (Ft)-F(t,,))
S,(1) = F(0)-F(@)

Assim, lim S, (f)=F(b)-F(a).Como f é integravel, este limete independe da forma de

pontilhar a Partigdo P. Portanto, f f(x)dx = Lim S, (f)=F()-F(a).

Exemplo 3:

Proposicdo - Se a e b sdo nlimeros reais ndo negativos, entdo a <b < a® <b?,

Demonstracéo: Vamos provar em duas partes.

Parte 1: Se a<b = a® <b®.

Se O<a<b, a propriedade 0<a<beO<c<d=ac<bd nos fornece imediatamente
a® <b? ese 0=a<b, é também claro que 0 =a* <b”.

Parte 2: Se a® <b*> = a<b.

Note que a® <b®> =b’*-a’*>0=(b+a)(b—a)>0. De a,b>0 temos a+b>0, e até
mesmo b+a >0, pois se fosse a+b=0teriamos (b+a)(b—a)=0. Portanto, devemos ter

também b—a >0, ou seja, a <b, o que conclui a demonstracéo.

1.2.4. Demonstracgéo por Construcao

Uma prova por constru¢cdo é uma demonstragdo de existéncia de certo objeto

matematico atraves de uma construcdo geométrica.

Exemplo 1:

(Teorema de Pitagoras)

Provar que no triangulo retdngulo a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da
hipotenusa.

15



Demonstracéo:

Seja um quadrado ABCD conforme a figura seguinte:

A B

C c D
FIGURA 1

Observe que a area (S) do quadrado ABCD é igual a soma da area do quadrado central com as
areas dos quatro triangulos retangulos que Ihe deram origem.
S=S +4-S

quadrado triangulo

Entao:

S:a2+4-g

Logo:
S=a’+2bc

FIGURA 2

No caso da fig. 2 a area (S) € igual a soma das areas dos dois retdngulos com as areas dos dois
quadrados.

S= Squadratdo +2-S +3

retangulo quadrado

Assim temos:
S=c?+2bc+b?

Como a figura 1 é igual a figura 2 temos que:

16



a® +2bc =c” +2bc+b?
Logo, a® =c? +b?

Portanto a hipotenusa ao quadrado é igual a soma dos catetos ao quadrado.

Exemplo 2:
(Teorema da Bissetriz Interna)
Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto em segmentos proporcionais aos

lados adjacentes.

Demonstracdo: Seja um triangulo ABC e AD uma bissetriz interna (conforme figura 3),

X_Y
vamos mostrar que — = b’
C

B X D y C

FIGURA 3

Construa por C uma paralela & bissetriz AD, determinando um ponto E na reta AB .

17



C

FIGURA 4

Como CE // AD, entio o angulo BAD = AEC (correspondentes) e DAC = ACE (alternos

internos). Como por hipétese BAD = DAC , pois AD é bissetriz do angulo BAC , entéo

ACE = AEC . Logo o triangulo ACE é isosceles de base CE, assim AE = AC , ou seja, AE =
b.

Considerando BC e BE como transversais de um feixe de retas paralelas (identificado por

CE //ﬁ) e aplicando o Teorema de Tales, temos:

, OU Seja, X_Y,
c b

¢
b

< | <

1.2.5. Demonstracao por Exaustao

Embora provar a falsidade por um contra-exemplo sempre funcione, provar por um
exemplo quase nunca funciona. Uma excegdo ocorre quando a conjectura é uma assergao
sobre uma colecdo finita. Nesse caso, a conjectura pode ser provada verificando-se que ela é
verdadeira para cada elemento da colecdo. Uma demonstragdo por exaustdo significa que

foram exauridos todos 0s casos possiveis.

18



Exemplo 1:

Prove que se um inteiro entre 1 e 20 é divisivel por 6, entdo também é divisivel por 3.
Demonstracédo: Como existe apenas um numero finito de casos, a hipotese pode ser provada
simplesmente mostrando-se que é verdadeira para todos os inteiros entre 1 e 20 como mostra

a tabela a sequir.

Numero Divisivel por 6 Divisivel por 3
1 nao
2 nao
3 nao
4 nao
5 nao
6 sim, 6 =6.1 sim, 6 =3.2
7 nao
8 nao
9 nao
10 nao
11 nao
12 sim, 12 =6.2 sim, 12=3.4
13 nao
14 nao
15 nao
16 nao
17 nao
18 sim, 18 = 6.3 sim, 18 =3.6
19 nao
20 nao

Assim, esgotado todas as possibilidades, temos que os numeros 6, 12 e 18 sdo
divisiveis por 6 e também € divisivel por 3. Logo todos 0s nimeros inteiros entre 1 e 20 que

sdo divisiveis por 6 sdo também divisiveis por 3.
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Capitulo 2 — Demonstrac6es em Livros de Ensino Médio

Nos Livros didaticos do Ensino Médio, no Brasil, muito pouco se faz em termos de
demonstracdes. Menos ainda no saber realmente ensinado em sala de aula.
Vamos estudar os livros didaticos para ver com clareza tipos de demonstracoes e areas

da matematica onde a demonstragdo se faz presente neste nivel de ensino.

2.1. Demonstracoes e o Ensino de Matematica

Polya (1987) ressalta que, a Mateméatica é uma boa escola para o raciocinio
demonstrativo. Na verdade a Matematica tem quase o mesmo significado que o raciocinio
demonstrativo, o qual estd presente nas Ciéncias na medida em que 0S Seus conceitos se
elevam a um nivel 16gico- matematico suficientemente abstrato e definido. Abaixo deste alto
nivel, ndo ha lugar para raciocinio verdadeiramente demonstrativo. Ainda assim 0s
professores de Matemética devem colocar os seus alunos, salvo os das classes mais
elementares, em contato com o raciocinio demonstrativo.

Ainda segundo Polya (1987) entre os dez mandamentos para professores de
Matemaética aprender a demonstrar € um deles. Os dez mandamentos séo:

1. Tenha interesse por sua matéria.

2. Conheca sua matéria

3. Procure ler o semblante dos seus alunos; procure enxergar suas expectativas e
suas dificuldades, ponha-se no lugar deles

4. Compreenda que a melhor maneira de aprender alguma coisa é descobri-la
VOCE mesmo.

5. D& aos seus alunos ndo apenas informagéo, mas know-how, atitudes mentais,
0 hébito de trabalho metodico.

6. Faca-os aprender a dar palpites.

7. Faga-os aprender a demonstrar.

8. Busqgue, no problema que estad abordando, aspectos que possam ser Uteis nos

problemas que virdo — procure descobrir 0 modelo geral que esta por trés da

presente situacdo concreta.

9. Néo desvende o segredo de uma vez — deixe os alunos darem palpites antes —

deixe-0s descobrir por si proprios, na medida do possivel.

10. Sugira; ndo os faca engolir a forca.
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De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM)
ao final do ensino médio o aluno deve compreender que a Matemética é uma ciéncia com
caracteristicas proprias, que se organiza via teoremas e demonstragoes.

Nesse capitulo faremos o estudo de duas colecdes de livros didaticos do ensino medio
levando em conta a quantidade e o tipo das demonstragdes, bem como o contexto em que séo
apresentadas. Os titulos a serem examinados sdo: Matematica Completa dos autores José Ruy
Giovanni, José Ruy Giovanni Jr. e José Roberto Bonjorno, editado pela editora FTD no ano
de 2002; e Matematica Volume Unico do autor Manoel Paiva, editado pela Editora Moderna
no ano de 2005. Estes livros foram escolhidos por serem utilizados em escolas da grande
Floriandpolis.

2.2. Estudo do Livro “Matematica Completa”

Este livio é divido em seis unidades: Algebra, Porcentagem, Trigonometria,
Geometria, Geometria Analitica e Nogbes de Estatistica. Cada unidade é dividida em
capitulos.

Como complemento, o livro apresenta as provas do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM) de 1998, 1999, 2000, 2001 e 2002.

A primeira demonstracdo que o livro apresenta é no capitulo de Funcdo Logaritmica
(unidade Algebra), no subcapitulo Mudanca de Base. Neste momento, néo é utilizado o termo
demonstracdo, mas o desenvolvimento I6gico empregado neste caso poderia ser enquadrado
como uma demonstracdo direta. A seguir, apresentamos como o livro mostra a propriedade de
mudanca de base para logaritmos.

Dado log, b, vamos indica-lo em outra base ¢ €g_b .
Fazendo as substituicdes:

{Iogabzx:>b=aX

nat=c’
log.b=y=b=c’

Tomando os logaritmos do 1° e do 2° membros de base c, temos:

log.a* =log,c’ = x.log,a=y.log, c=
log, b.log, a=1log, b.1=log, b.log,a=1log b ..
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Essa expressdo mostra como se efetua a mudanca de um logaritmo de base a para um
logaritmo de base ¢ (arbitraria).

Ainda na unidade Algebra, no capitulo de Progressdo Aritmética, subcapitulo Férmula
do termo geral de uma Progressdo Aritmética (P.A.). O autor utiliza o termo demonstracao
para deduzir a formula do termo geral de uma P.A., a mesma é apresentada no livro da
seguinte maneira:

Sejaa P.A. (a1, az, as, ..., 8.1, an) de razéorr.

ap=a; +0r

a,=a; +1r

B=atr=a+2r

as=az+r=a;+3r

ahn=ap+tr=a+(n-1r

an=a;+(n-1r

Neste mesmo capitulo (ProgressGes Aritméticas) o autor apresenta a demonstragdo da
Férmula da soma dos n termos de uma P.A. No capitulo seguinte de Progressdes Geométricas
(P.G.) o livro expde as demonstracdes da formula do termo geral de uma P.G. e da formula da
soma dos n termos de uma P.G. finita, todas sdo do tipo direta. J& para férmula da soma dos
termos de uma P.G. infinita ndo ha demonstracéo.

No capitulo Bindbmio de Newton o autor apresenta um raciocinio para deduzir a
férmula do Bindmio de Newton e a formula do termo geral de um Bindémio de Newton, que
pode ser considerado um procedimento. Vejamos como o livro apresenta a demonstracao para
a formula do Bindmio de Newton.

Observe os seguintes desenvolvimentos para (x + a)":

Coeficientes dos termos do desenvolvimento
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0
n=0-— &+a’°=1 (
0
1)1
n=1—-> &+a’=1x+1a
- oMl
2\ 2Y2
Nn=2- &+a_ =1x*> +2xa+1a>
- ON1L N2
3Y3)3Y3
n=3— &+a° =1x® +3ax* +3a’x +1a°
- ONLIN2M3

n n n n
n=n-—>&+a"=| [x"+| |ax""+| [@®x"?+..+| [a"x°
- 10 1 2 n
n n n n
Portanto, «+a " =| [x"+| |ax"'+| [@®x"?+..+| [a"x°
- 0 1 2 n

Neste caso um desenvolvimento e dedugdo constituem a demonstragéo.
No capitulo Teoria das Probabilidades o autor prova que P(A) + P(A)* =1, onde A e

A séo dois eventos de um espaco amostral U, sendo A o evento complementar de A. Ha
também a prova de que P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB), onde A e B sdo eventos do
mesmo espago amostral U. Nessas provas o livro utiliza o termo demonstragdo, e as mesmas
sdo do tipo direta.

No estudo dos Polinbmios o livro expBe a demonstracdo do Teorema do Resto, ela é
apresentada da seguinte maneira:

“O resto da divisao de um polinomio P(x) pelo binomio (ax + b) é igual a P(-b/a).”

Demonstracéao:

PO [ax + b

ro QK

Como o resto da divisdo € independente de x, isto é, € igual a uma constante
chamaremos R(x) de r.

Sabemos que P(x) = (ax + b).Q(x) + .

* A probabilidade de ocorrer algum elemento do evento complementar de A é indicado por P(K) :
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Se x for igual a raiz do divisor, isto é, x = ——, vem:
a

P _b :(a.[—9j+bJ.Q(—E)+r
a a a
p[_2 :(—b+b:Q(—EJ+r
a a
P b =r
a

Ainda no estudo dos Polinomios, o autor enuncia o Teorema de D’Alembert’ e 0
Teorema Fundamental da Algebra®, mas ndo apresenta demonstracdo, ele apenas admite a
existéncia desses teoremas.

Na segunda unidade Porcentagem o livro ndo apresenta nenhuma demonstracéo,
apenas definicdes, exemplos e exercicios.

Na unidade seguinte, Trigonometria, as primeiras demonstracdes que aparecem sdo as
do seno, do cosseno e da tangente dos angulos notaveis e da formula do comprimento de um
arco de circunferéncia.

Ainda na unidade Trigonometria, no capitulo Relac6es Trigonométricas e Identidades
Trigonomeétricas, ha a demonstracdo da relacdo fundamental da trigonometria, essa prova €
feita de forma direta. Neste capitulo o autor também ensina a demonstrar uma identidade
trigonométrica da seguinte maneira:

Para provar que uma identidade trigonométrica é verdadeira, podemos utilizar ou
aplicar qualquer uma das relacdes trigonométricas ja estudadas e escolher um dos seguintes
processos de demonstragao:

1° Processo

Partimos de um membro da identidade (geralmente o mais complicado) e chegamos
ao outro membro.

2° Processo

Vamos transformar o 1° membro da identidade, f(x), em uma funcdo h(x) e,
separadamente, transformar o 2° membro da identidade, g(x), também em uma funcéo h(x),

levando em consideracéo a propriedade:

b
% Um polindmio P(x) é divisivel pelo bindmio (ax + b) se, e somente se, P(— —j =0.
a

® Toda equagdo algébrica P(x) = 0, de grau n (n > 1), tem pelo menos uma raiz complexa.
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F0) =h(x)
9(x) =h(x)

S&o apresentadas no capitulo Transformacgfes Trigonométricas as demonstraces da

}3 F(x) =9(x)

forma fatorada das expressdes sen m + sen n, sen m — sen n, COS M + COS N € C0S M — COoS N,
todas sdo demonstracOes diretas.

No capitulo Resolucéo de Triangulo Quaisquer as demonstracdes das Leis dos Senos
e Cossenos sdo feitas por construcdo. Neste capitulo o autor também apresenta a prova por
construcdo de que num triangulo qualquer, a &rea é igual ao semiproduto das medidas de dois
lados pelo seno do angulo formado por esses lados.

Na unidade Geometria, no capitulo Area das Figuras Geométricas Planas, o livro
apresenta as demonstracGes por construcdo da area do paralelogramo, do triangulo, do
losango e do trapézio. Nos capitulos de Geometria Espacial aparece também por construgédo
as demonstracOes da area lateral e area total do cilindro e do cone, as outras formulas sdo
apenas enunciadas e consideradas como verdadeiras.

Na unidade Geometria Analitica, no primeiro capitulo, Introducdo a Geometria
Analitica Plana, € exposta as demonstraces por construcdo da formula da distancia entre dois
pontos no plano cartesiano e das coordenadas do ponto médio de um segmento. No capitulo
dois, Estudando a Reta no Plano Cartesiano, o autor apresenta a demonstracdo de forma direta
da equacdo geral da reta e da féormula para calcular o angulo formado por duas retas no plano

cartesiano. Vejamos como a segunda aparece no livro.

A
y
I I,
P
0
dl o,
A B\ N
FIGURAS

A figura nos mostra duas retas, I e I, ndo perpendiculares, de coeficientes angulares

my € My, respectivamente.
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O éangulo agudo 4, medido no sentido anti-horéario, desde a reta I; até a reta I, €
considerado o angulo formado pelas restas I, e I,.

No triangulo PAB, pela Geometria plana:

G, =0+4,
0=a,-a
%) AN A t 9% -1 9%
90 =19 €, ~ G tgh= L
1+tga, tgo,
Como tgé, =my, tgd, =my e 6 é agudo, temos: tgé—u
2o ER ’ ' 1+m,m,

Na ultima unidade NocOes de Estatistica o autor ndo apresenta nenhuma demonstragéo,
apenas definicdes, exemplos e exercicios.

Ao analisar o livro percebemos que 0 mesmo apresenta muitas mostragdes, ou seja, da
alguns exemplos com nimeros e com isso conclui para o caso geral. Observe como ele expde
algumas das propriedades de logaritmos.

log,1=x<1=2"=2°=2" - x=0
log;1=x<1=5=5=5" " x=0 tlog,1=0
log,l1=x<l1l=a"=a’=a" .. x=0

log,2=x<2'=2" = .x=1
log,3=x<3'=3"=..x=1 tlog,a=1
log,a=x<a'=a"=..x=1
Nos exercicios propostos pelo livro, nas unidades Trigonometria e Geometria
aparecem exercicios do tipo: mostre que, demonstre que ou prove que. Na unidade
Trigonometria os mesmos sao apresentados nos capitulos “Relagdes Trigonométricas e
Identidades Trigonométricas” e “Transformacdes Trigonométricas”, totalizando nove
exercicios. Na unidade Geometria aparece um exercicio no capitulo “Estudo da Pirdmide”.
A seguir listaremos esses exercicios.
I. Demonstre que as seguintes identidades trigonometricas, ficando o processo a
sua livre escolha.
a) secx.cosx=1
b) cotgx.senx =cosx
2—sezn2x tgPx=2
COS” X
d) cotg?’x+1=cosec’x
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2y & 2y,
e) €+tg’x {—sen’x =1
f) tg®x+cos® x =sec® X —sen’x

tgx _ senx
1+tg°x secx

9)

I. Mostre que tg x.cosx.cosecx =1.

I. Demonstre que:

(cos a + cos b)(cos a — cos b) + (sen a —sen b)(sen a + sen b) = 0.
IV. Mostre que (sen x +tg x)(cos x + cotg x) = (1 + sen x)(1 + cos Xx).
V. Demonstre que tg x. sen 2x = 2sen? x.

VI. Fazendo 3a = 2a + a, demonstre que sen 3a = 3sen a — 4sen° a.

VII. Demonstre que 1 +tg a . tg 2a = sec 2a.

VIII. Demonstre a identidade % Cos&—y —cos&+y =senxseny.

IX. Mostre que sen€0°+a } cos€0+a - cosa.
X. Uma piramide e um prisma tém a mesma base. A altura da piramide vale o
séxtuplo da altura do prisma. Sendo V; o volume da piramide e V, o volume do

prisma, mostre que Vi = Va.

2.3. Estudo do Livro “Matematica Volume Unico”

Este livro é divido em trinta e quatro capitulos, e cada capitulo € dividido em
subcapitulos.

No primeiro capitulo Uma Introducdo a Linguagem dos Conjuntos, o autor ja
apresenta uma demonstracdo por absurdo. Neste momento nao é usado o termo demonstracao,
e sim justificativa. Abaixo vamos descrever como a mesma é apresentada no livro.

Propriedade: O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

Dc A ﬁA: (O simbolo V é lido “qualquer que seja’.)

Pode-se justificar essa propriedade a partir das duas Unicas possibilidades: ou
Oz Aou 0c A . Analisemos a primeira delas: se 0« A, entdo existe pelo menos um
elemento que pertence ao vazio e ndo pertence a A; mas isso € absurdo, pois 0 vazio nao
possui elemento algum. Assim, é falso que @ ¢ A , portanto é verdade que 0 c A..

No capitulo dois, Temas Bésicos de Algebra e de Matematica Financeira, aparece um

raciocinio para deduzir a formula para o calculo do montante com juro composto, que apesar
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de ndo aparecer o termo demonstracdo, envolve um raciocinio logico que poderia ser
considerada uma demonstracdo direta. No capitulo seguinte, Geometria Plana: triangulos e
proporcionalidade, € exposto a demonstracdo por construcdo da soma dos angulos internos de
um triangulo e a demonstrac&o de forma direta do teorema do angulo externo de um triangulo’.

Ainda no capitulo Geometria Plana, no subcapitulo Semelhanca de Tridngulos, pela
primeira vez o autor utiliza o termo demonstracdo para provar que a razdo entre alturas
correspondentes € igual a razdo de semelhanca de dois triangulos. No subcapitulo seguinte é
apresentada a demonstracédo das relacdes metricas no triangulo retangulo. Vejamos como ela é
exposta.

Vamos demonstrar as seguintes relagdes métricas:

ah =bc ch=bn a® =b? + c?(teorema de Pitagoras)

¢’ =an bh =cm

b =am h? =mn

Demonstragdes

O triangulo retangulo ABC pode ser separado em trés triangulos semelhantes entre si.
A

FIGURA 6

Assim, temos:

Triangulo ABC semelhante ao triangulo HBA < a_ % .
c n

Logo: ah=hc c’=an ch=bn

3|o

Tridngulo ABC semelhante ao triangulo HAC < %

olo

Logo: b =am ah=hc bh =cm

" A medida de um angulo externo de um triangulo é igual & soma das medidas dos angulos internos nao-
adjacentes a ele.
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Tridngulo HBA semelhante ao triangulo HAC <

Logo: bh=cm ch=bn h? =mn
Para demonstrar o teorema de Pitdgoras, basta adicionar, membro a membro, as

relagdes b®> =an e ¢’ =am , obtendo:
b?>+c?>=an+am=b’+c’ =a€+m_

Como n + m = a, concluimos que: a* =b?® +c”.

No quarto capitulo, Geometria Plana: circunferéncia, circulo e célculo de éreas,
aparecem as demonstracGes de forma direta das seguintes propriedades de circunferéncias:

e Em uma circunferéncia, o segmento de reta que liga o centro C ao ponto médio
de uma corda é perpendicular a essa corda.

e Em uma circunferéncia, o segmento de reta que liga o centro C a uma corda,
perpendicularmente, encontra esta corda no ponto médio.

e A medida de um angulo inscrito é metade da medida do angulo central
correspondente.

Ainda neste capitulo o autor apresenta as demonstracdes por construcdo das formulas
de célculo de area do paralelogramo, tridangulo, hexagono regular, trapézio, losango.

Nos cinco capitulos seguintes, Funcdo Real de Varidvel Real e Inversdo de Funcdes,
Funcdo Polinomial do 1° grau ou Funcdo Afim, Funcdo Polinomial do 2° grau ou Funcéo
Quadratica, Funcdo Modular, Funcdo Exponencial, o livro ndo apresenta nenhuma
demonstracdo, apenas definicbes, exemplos e exercicios.

No capitulo onze, Funcdo Logaritmica, sdo demonstradas de forma direta todas as
propriedades dos logaritmos.

No capitulo seguinte, Seqliéncias, aparecem as demonstracdes das seguintes
propriedades:

e Uma seqliéncia de trés termos € Progressao Aritmética (P.A.), se e somente se,
o termo meédio é igual & média aritmética entre os outros dois.

e Numa Progresséo Aritmética finita, a soma de dois termos equidistantes dos
extremos € igual a soma dos extremos.

e Uma sequéncia de trés termos, em que o primeiro é diferente de zero, €
Progressdo Geomeétrica (P.G.) se, e somente se, 0 quadrado do termo médio é

igual ao produto dos outros dois.
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S&o apresentadas também as demonstragdes das formulas do termo geral da P.A. e da
P.G., da soma dos n primeiros termos de uma P.A. e P.G. e da soma dos infinitos termos de
umaP.G..

O proximo capitulo que apresenta demonstracdes € o quatorze, Trigonometria no
Tridngulo Retangulo, abaixo vamos descrever as mesmas.

Teorema
sena
cosax

Dado um éangulo agudo de medida « , tem-se: tga =

Demonstragao
Construindo um angulo agudo de medida « e tracando uma perpendicular a um dos

lados do angulo, temos:

C
/
—> y
b
o (24
=
B c A
FIGURA 7
sena .
Calculando senax e cosa , e efetuando , concluimos que
cosa
b
cosae C ¢
a
Teorema

Se o« € a medida de um angulo agudo, entdo: sena = cos 00°—a: e

cosar = sen @0« .

Demonstragdo
Construindo um angulo agudo de medida « e tracando uma perpendicular a um dos

lados do angulo, temos:
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C
/
y a
b
a
* [
B c A
FIGURA 8

Observe que o énguloé é 0 complementar de B, pois:
a+med € =900= med € =90°-a

Assim, temos:

b
seno = —
a

\
cos @0’ 3

o[ = sene = cos @0~

c
cosa = —
a = cosa = sen €0°—a

sen @0°-a > ¢
a

Provamos que: se dois angulos sdo complementares, entdo o seno de um deles é igual
ao cosseno do outro.

Ainda no capitulo quatorze aparecem as demonstracdes do seno, do cosseno e da
tangente dos angulos notaveis. No capitulo seguinte, A Circunferéncia Trigonométrica e as
Extensbes dos Conceitos de Seno e de Cosseno, o autor apresenta a demonstracdo, que se
enquadra no tipo direta, da Relagdo Fundamental da Trigonometria.

No capitulo dezesseis, o livro expde a demonstracdo do teorema: se cosa = 0, entdo

sen - A . .
tga = % . No estudo do tridangulo retangulo o autor j& havia apresentado que a tangente
coSsa

de um angulo agudo pode ser obtida como a razdo de seno pelo cosseno desse angulo, neste
capitulo ele generaliza para qualquer arco trigonométrico de medida « .

No capitulo seguinte, Adicdo de Arcos e Arco Duplo, aparecem as demonstracdes das
formulas de adicdo de arcos, e seno, cosseno e tangente de arco duplo. No capitulo dezoito,
Fungdes Trigonométricas e Resolucdo de Triangulos, o autor apresenta a prova da lei dos

senos, dos cossenos e do seguinte teorema:
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“A area A de um tridngulo MNP, em que NM =a, NP=bem (/II\]P} a , é dada por:
A= %ab.sena 7

Nos seis capitulos seguintes, Matrizes, Sistemas Lineares, O Conceito de
Determinante e Aplicagdes, Os principios da Analise Combinatoria, Agrupamento e Métodos
de Contagem, Geometria de Posicdo e Poliedros, ndo aparecem nenhuma demonstracéo.

No capitulo vinte e cinco, Prisma e Pirdmide, sdo apresentadas as demonstracdes de
duas Propriedades de Piramide, que sdo elas:

e A razdo entre as areas de dois triangulos semelhantes ¢ igual ao quadrado da
razdo de semelhanca.

e Duas piramides triangulares de mesma altura e bases de mesma area tém o
mesmo volume.

Para deduzir a formula do volume da pirdmide o autor apresenta um raciocinio l6gico,
mas ndo utiliza o termo demonstracao.

No estudo dos corpos redondos aparece um raciocinio l6gico que pode ser considerado
demonstracdo para as formulas da area lateral, area total e volume de cilindro circular, area
lateral, area total, e volume de cone circular e volume da esfera.

No capitulo vinte e sete, Probabilidade, sdo expostas as propriedades das
probabilidades e suas justificativas, abaixo vamos descrevé-las.

Sendo E um espaco amostral equiprovavel, finito e ndo-vazio, e A um evento de E,

tém-se:
P1PQ =0
L ng) O
Justificativa: P * —<=——=0
“n€ n€
P2 PE€ 1
Justificativa: P€ = n€__,
n€ _
P30<P@ X1

_— ng) n@ n€ )
Justificativa: 0c AcE=n€ xn@ Xn€ » —<<— K<~ 0<P@X1

n€_ n€J n€

P.4 Sendo A o conjunto dos elementos de E que ndo pertencem a A, tem-se: P@\} Pﬁ:: 1
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Justificativa: Como AUA=E e ANnA=0 , tem-se:

n@}nﬁ}n{}: n(k% n€__ n€]:> P@ ) Pﬁ}l

n€ ] n€ ) n€]

O evento A é chamado de complementar de A. Se o evento A é determinado por uma

propriedade p, entdo A é determinado pela propriedade ~p (I&-se: ndo p), isto é, a negacéo
de p.
Também sdo apresentadas as justificativas da adicdo de

B M—UE:J probabilidade condicional (PB/A} ULALS
€ n@_

—

e

—

probabilidades [P @uB

multiplicagdo de probabilidades €€ ~B >P@ P € _.

No estudo de Geometria Analitica o autor apresenta a demonstragdo do teorema “Se r
¢ a reta ndo-vertical que passa pelo ponto P(Xo, Yo) € tem coeficiente angular m, entdo uma
equacdo de r é y — yo = m(X — Xo), denominada equagao fundamental da reta.”

Apresenta também a prova de que duas retas r e s ndo-verticais sdo perpendiculares se,
e somente se, o coeficiente angular de uma delas é igual ao oposto do inverso do coeficiente
angular da outra.

No capitulo trinta e dois, O conjunto dos Numeros Complexos, aparece a
demonstracdo do seguinte teorema:

Existem quatro, e somente quatro, valores para poténcias de i com expoentes inteiros.
Saoeles: i° =1 it =i i°=-1 i* =i

Demonstragao

Calculemos a poténcia i", com n inteiro.

Primeira Parte: n>4

Dividindo n por 4, obtemos um quociente inteiro g e um resto r, sendo r inteiro e
0<r<4,istoé n=4q+ r. Assim, temos:

—ifr e = @ T =10 =1 =i

n

Como r é inteiro e 0<r<4 , temos que i" é um dos quatro valores:

i°=1 i'=i, i’=-1ou i’ =-i.
Segunda Parte: n<0

~
Temos: i" = (* "
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Note que i 1 . Multiplicamos o numerador e o denominador dessa fracdo por — i:
[

o 1 L€ -
i iCiD —i®

Assim, temos: i" = €i ' = €1 i,

Como n<0 , entdo -n>0 ; logo i €& um dos quatro valores:
i°=1 i =i, i?=-1ou i* =-i, e, portanto, €1 J.i" também assume esses quatro valores.

No estudo dos Polinbmios o livro apresenta a demonstracdo de forma direta do
Teorema do Resto, do Teorema de D’Alembert ¢ do Teorema da Decomposigﬁos, jao
Teorema Fundamental da Algebra é apenas enunciada, mas o autor explica que a
demonstracdo do mesmo foi a tese de doutoramento do matematico alema Carl Friedrich
Gauss, apresentada em 1978.

Nos exercicios propostos pelo livro apenas cinco sdo do tipo mostre que, prove que ou
demonstre que, 0s mesmos aparecem nos capitulos: Uma Introducdo a Linguagem dos
Conjuntos, Trigonometria no Triangulo Retdngulo, Conjunto dos Numeros Complexos e
Equacdes Polinomiais.

Abaixo listaremos esses exercicios.

I. Prove que o produto de um ndmero par qualquer por um ndmero impar
qualquer € um namero par.

I. Prove que o triangulo ABD é isdsceles, depois calcule a medida de x na figura:

450 300

B 10 cm D X

I11. Prove que o tridngulo BCD é isdsceles, depois calcule a medida x do segmento

DE na figura:

8 Todo polinémio de grau n, com n>1, P(x) =a, x" +a, X" +...+a, pode ser fatorado sob a forma

P(x)=a,(Xx—-r)(X—r,)-...-(X—r,).Emque I;,T,,.., I, sdo todas as raizes de P(x).
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IV. Demonstre que o conjugado da soma de dois nimeros complexos é igual a
soma dos conjugados desses complexos.
V. Mostre que:
a) 5 éraiz dupla da equacao
x® —10x> +25x* + x* —10x+25=0
b) 2 é raiz tripla da equagao

x° —6x* +11x* - 2x* —-12x+8=0

2.4. Comparaciao entre os livros “Matematica Completa” e “Matematica
Volume Unico”

Abaixo faremos uma tabela com a quantidade e o tipo de demonstra¢cdes que cada
livro apresenta na parte de desenvolvimento de contetdo. Nessa tabela estamos considerando
também os raciocinios 16gicos, que apesar de ndo utilizarem o termo demonstragdo, podem

ser considerados como provas.

Tipos de Demonstracdo | “Matematica Completa” | “Matematica Volume Unico”
Direta 18 40

Inducéo

Absurdo 1

Construgéo 14 17

35



Exaustéo

Total 32 58

Ao analisar a tabela percebemos que no livro “Matematica Volume Unico” apresenta
dezoito demonstracdes diretas e quatorze demonstragdes por construcdo. Ja& no livro
“Matematica Volume Unico” aparecem quarenta demonstragdes diretas, dezessete
demonstragcdes por construcdo e uma demonstracdo por absurdo. Assim, o segundo livro
apresenta um numero maior de provas.

No livro “Matematica Completa” as demonstragcdes aparecem no estudo de Fungdo
Logaritmica, Progressdo Aritmética, Progressdao Geométrica, Binbmio de Newton, Teoria das
Probabilidades, Polindmios, Trigonometria, Areas das Figuras Geométricas Planas, Cone,
Geometria Analitica (Equacéo Geral da Reta e Angulo Formado por Duas Retas).

Ja no livro “Matemética Volume Unico” as provas aparecem no estudo dos Conjuntos,
Juro Composto, Geometria Plana (Triangulo, Circunferéncia e Area de Figuras Planas),
Funcdo Logaritmica, Progressdo Aritmética, Progressdo Geométrica, Trigonometria,
Geometria Espacial (Prisma, Piramide, Cilindro, Cone e Esfera), Teoria das Probabilidades,
Geometria Analitica (Equacdo Fundamental da Reta), Numeros Complexos e Polindmios.

Abaixo faremos uma tabela comparando a quantidade de exercicios que cada livro

apresenta envolvendo demonstracdes.

“Matematica Completa” “Matemética Volume Unico”
Exercicios do tipo: Mostre
que, Prove que ou Demonstre 10 5
que.

Ao analisar a tabela concluimos que no livro “Mateméatica Completa” aparece dez
exercicios envolvendo demonstragdes e no livro “Matematica Volume Unico” aparece cinco
exercicios desse tipo.

No livro “Matematica Completa” esses exercicios aparecem no estudo de
Trigonometria (Rela¢fes Trigonométricas, Identidades Trigonométricas e Transformacfes
Trigonométricas) ¢ Geometria (Piramides). No Livro “Matemética Volume Unico” os
exercicios sdo propostos no estudo dos Conjuntos, Trigonometria no Triangulo Retangulo,

Numeros Complexos e Equacdes Polinomiais.
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Consideracdes Finais

Ao final desse estudo podemos perceber que nos dois livros, Matematica Completa e
Matematica Volume Unico, os tipos de demonstracdes que aparecem nos mesmos é por
construcdo e direta, a ndo ser por uma demonstracao por absurdo que é apresentada no livro
Matematica Volume Unico.

As demonstracOes séo escritas de forma clara, fazem uso da linguagem e de objetos
matematicos.

Nos dois livros analisados no estudo das Funcdes (Funcdo Afim, Quadratica, Modular
e Exponencial), Estatistica, Matrizes, Determinante e Sistemas Lineares ndo séo apresentados
nenhuma demonstracdo. No livro Matematica Completa acontece 0 mesmo também no estudo
da Teoria dos Conjuntos, dos Numeros Complexos e Porcentagem.

Nos exercicios do tipo mostre que, prove que ou demonstra que os dois livros
estudados apresentam uma quantidade pequena, sendo dez no livro Matematica Completa e
cinco no livro Matematica VVolume Unico.

As demonstracdes nos livros didaticos apesar de poucas, aparecem no estudo de:
Funcdo Logaritmica, Progressdo Aritmética, Progressdo Geométrica, Bindbmio de Newton,
Teoria das Probabilidades, Polinémios, Trigonometria, Areas das Figuras Geométricas Planas,
Cone, Geometria Analitica (Equacio Geral da Reta e Angulo Formado por Duas Retas),
Conjuntos, Juro Composto, Trigonometria, Geometria Espacial (Prisma, Piramide, Cilindro,
Cone e Esfera), Teoria das Probabilidades e Numeros Complexos.

Cabe ainda perguntar, e em sala de aula, sera que estas demonstracfes sao realmente
trabalhadas? O que se faz de demonstracdo no Ensino Médio?

Para responder estas questdes, uma observacao em sala de aula é necessaria.
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