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Apresentacao

Este é o Trabalho de Conclusao de Curso previsto no curriculo do Curso de
Matematica habilitagao licenciatura da Universidade Federal de Santa Catarina, desen-
volvido sob a orientacao do professor Dr. Juliano de Bem Francisco. Buscou-se elaborar
um trabalho visando auxiliar os estudantes que desejam conhecer a Decomposicao em
Valores Singulares, explorando um pouco de suas aplicagoes tedricas e praticas. Sendo
assim, trata-se de uma introducgao ao assunto aqueles que nao trabalham diretamente
com este tema da Algebra Linear.

A compreensao dos conteudos dos cursos de Algebra Linear I e II é pré-requisito
para o inicio desta leitura. No primeiro capitulo é feita a apresentacao de algumas
defini¢oes e notacoes que serao utilizadas em todo o decorrer do trabalho. O Capitulo
2 trata de autovalores e autovetores e de algumas propriedades e teoremas que serao
utilizados nos capitulos seguintes. Alguns resultados sdo menos relevantes para o estudo
da Decomposi¢ao em Valores Singulares mas foram inclusos no intuito de se fazer um
melhor detalhamento da teoria de autovalores e autovetores.

O terceiro capitulo contém as idéias centrais desta obra. Inicia-se com uma abor-
dagem histérica desta decomposicao, citando seus precursores e quais foram suas con-
tribuicoes. Ainda neste capitulo prova-se a existéncia da Decomposicao e apresenta-se
algumas consideracoes a respeito das matrizes envolvidas neste tipo de fatoracao.

O quarto e tltimo capitulo traz aplicagoes da Decomposicao em Valores Singulares,
por exemplo, o uso desta decomposicao na obtencao de férmulas mais simples para

normas de matrizes e compressao de imagens digitais
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Introducao

Uma das idéias mais importantes na teoria de matrizes com certeza é a decom-
posicao de matrizes. Sua utilidade tem sido apreciada ha muito tempo. Mais re-
centemente, elas tornaram-se um dos principais tépicos da Algebra Linear Numérica,
servindo como anteparo computacional para uma grande variedade de problemas pra-
ticos.

Segundo G.W. Stewart, em On The Early History Of The Singular Value Decom-
position (1993), a Decomposicao em Valores Singulares foi descoberta por Eugenio
Beltrami em 1873 e independentemente por Camile Jordan, no ano seguinte. Ou-
tros matemadaticos como Sylvester, Schmidt, Autonne e Weyl também contribuiram
para o desenvolvimento da teoria. Consiste de uma transformacao por meio de ma-
trizes unitarias que tem como produto final uma matriz diagonal. Essa transformacao
provém, em suma, da multiplicacao de matrizes unitarias a direita e a esquerda de uma
matriz A, sendo esta de ordem qualquer. O termo “valor singular” parece ter derivado,
segundo Stewart, da literatura de equagoes integrais.

Das muitas decomposigoes 1teis, a Decomposicao em Valores Singulares tem as-
sumido um papel especial em virtude de intimeras razoes. Em primeiro lugar, segundo
G. Strang em Linear Algebra and Its Applications (1988), tem-se o fato desta decom-
posicao ser realizada com matrizes unitarias e, com isso, nao modificam a norma de
vetores. Segundo, ela é estdvel, isto é, pequenas perturbacées em A correspondem
a pequenas perturbagoes em .. Por ultimo, pois hoje existem algoritmos estaveis e
eficientes para calcular a decomposicao em valores singulares de uma matriz.

Uma observagao interessante é que a maioria das decomposigoes de matrizes foram
descobertas antes do uso de matrizes. FElas eram descobertas por meio de determi-

nantes, sistemas de equacoes lineares e, especialmente, através de formas quadraticas



e bilineares. Gauss foi o percursor de todo esse desenvolvimento, escrevendo em 1823,
seu famoso algoritmos de eliminagao, hoje conhecido como Eliminacao Gaussiana. Ele
também estava perto de descobrir a inversa de uma matriz por este processo de elimi-
nacao, no qual um sistema de equacoes y = Ax é transformado num sistema inverso
x = By. A habilidade de Gauss manipular formas quadraticas e sistemas de equagoes
tornou possivel o tratamento de minimos quadrados, tanto do ponto de vista tedrico

quanto pratico. Outros desenvolvimentos se seguiram.

Cauchy estabeleceu as propriedade de autovalores e autovetores de um
problema simétrico considerando o sistema homogéneo de equagoes cor-
respondentes. Em 1846, Jacobi descobriu seu famoso algoritmo para di-
ago'naliza(;éo de uma matriz simétrica, e num artigo péstumo ele obteve
a decomposicao LU, decompondo uma forma bilinear ao mesmo estilo de
Gauss. Weiertrass estabeleceu decomposigoes para pares de funcoes bili-

neares - o que hoje chamamos de Problema de Autovalores Generalizado.

8]

Dessa forma, o advento da Decomposicao em Valores Singulares em 1873 é visto
como resultado decorrente do estudo de decomposicoes.

No entanto, mesmo com essa linha de trabalhos desenvolvidos e que culminaram
com Beltrami e Jordan, de acordo com L. N. Trefethen em Numerical Linear Algebra
(1997), “a decomposi¢ao em valores singulares nao se tornou conhecida na Matematica
até a década de 60, quando Golub e outros matematicos mostraram que poderia ser
calculada eficazmente e usada como base para muitos algoritmos estaveis”. O fato
da decomposicao em valores singulares poder ser aplicada para matrizes de qualquer
ordem, inclusive complexas, faz essa decomposi¢ao muito especial, além de sua enorme

aplicabilidade em problemas reais.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Este capitulo introdutério apresenta algumas defini¢oes e resultados da Algebra
Linear que serao necessarios no decorrer deste trabalho, estabelecendo também neste
momento algumas notagdes que serao utilizadas. Serd considerado que nogoes como
vetores, matrizes, espago vetorial e dimensao de um espaco sao conhecidas pelo leitor.

Neste trabalho, os espacos vetoriais considerados serao o C" e C™*", e em particular

R™ e R™*™.

1. Dado V espaco vetorial e € V', denotaremos x por

T1
T2
€r =
Tn
2. ¢l = [z, 7y -+ x,] é 0 vetor transposto de x.

4. C" ={a" =[xy &2 -+ m,];x; € C,j € {1,...,n}}, onde cada z; é da forma

xj = a; + bji, em que a;, b € Rei=+/—1.

Definigao 1.1 (Produto interno) Um produto interno ou produto escalar em um
espaco vetorial complexo V' é uma operacao que associa a cada par de vetores T e y

em V' um nimero complexo (x,y) tal que as sequintes propriedades sio vdlidas:

(i) (z,y) =(y,z), z,y V.



(i) (@ +9,2) = (2,2) + (3,2), 2.9,z €V eceC.
(i) (cm, ) = c(z,y), 7,y € V.
(iv) (x,x) > 0e (x, ) =0 se, e somente se, x =0, Vo € V.

Assim, o produto interno usual de R™ é definido como (z,y) = y'z = =Ty =

T1Y1 + Tay2 + . . . + Ty, € produto interno usual de C™ é definido como (z,y) =y' ¢ =

T1Y1 + LYz + ... + TpYn.

Defini¢ao 1.2 (Norma) Uma norma em um espago vetorial V' é uma aplicagao que
associa a cada vetor € um nimero real ||x||, de modo que as seguintes propriedades

sejam satisfeitas para todos os vetores x e y:
(7) |||l > 0 e ||| = 0 se, e somente se, z = 0.
(ii) [lez] = lef||z[l, c € C.

(i) Nz +yll < llzll + lyll

Defini¢ao 1.3 (Norma euclidiana) A norma euclidiana de um vetor € € R™ € o
nimero ndao negativo ||| definido por ||x|| = /(x,z) = VeTx. Assim ||z| =

Vri+ a2+ ...+ 3,2 Sex €C" entio ||z|| = VT .

Defini¢ao 1.4 (Vetores ortogonais) Seja V' é um espago vetorial munido de pro-

duto interno. Diz-se que os vetores € e y em V sdo ortogonais se (x,y) = 0.

Observagao 1.1 Se além de (x,y) = 0 ocorrer que ||z| = ||y|| = 1 entao x e y sao

denominados vetores ortonormais.

Defini¢ao 1.5 (Conjunto ortonormal) Se V' € um espago vetorial entao um con-
junto de vetores {1, T2, ..., T} € V € ortonormal se (x;, x;) =0 sempre que i # j e

||m2|| =1,Vi,j € {1,2,...,71}.

Defini¢ao 1.6 (Combinagao Linear) Um vetor x € uma combinagdo linear de ve-
tores ¢, s, ..., Ty Se existirem escalares cq,ca, . .., Ck, tais que € = c1x1+Coxa+. ..+

crxy. Os escalares ¢, ca, ..., cp sao chamados coeficientes da combinacgao linear.



Defini¢ao 1.7 (Conjunto Linearmente Dependente) Um conjunto de vetores
{1, T2,..., 2} CV

¢ linearmente dependente (LD) quando existem escalares cy,ca, . .., g, pelo menos um
dos quais nao-nulo, tais que c1xy + cao + ... + ¢k = 0. Se {x1, o, .., @k} ndo é

LD entdo diz-se que € linearmente independentes (LI).

Os vetores {x1, xo, ..., 2} sdo LD se, e somente se, pelo menos um dos vetores

puder ser escrito como uma combinacao linear dos demais.

1 1 1 1 1
Exemplo 1.1 Os vetores , e sao LD pois =2 —
2 4 6 2 4
1
6

Observacao 1.2 Quando a unica solugao do sistema c1x1+ coo+ ...+ crxy = 0 for

a trivial, ou seja, c; = co = ... =cp =0, entao os vetores &1, s, ..., x, sao LI.

Defini¢ao 1.8 (Matriz quadrada) Diz-se que uma matriz A € C™*" € quadrada

quando m = n.

Lembre-se que uma matriz A € C™*" pode ser denotada como A = [a;;]mxn, onde

cada a;; representa uma entrada da matriz, com 1 <i<mel <j<n

Defini¢ao 1.9 (Matriz triangular) Diz-se que uma matriz A € C"*" ¢ triangular

superior quando a;; = 0, Vi > j e triangular inferior quando a;; =0, Vi < j.

Defini¢ao 1.10 (Matriz diagonal) Diz-se que uma matriz A € C"*" é diagonal

quando a;; = 0, Vi # j.

Defini¢ao 1.11 (Matriz identidade) Diz-se que uma matriz A € C*™™ € a matriz
identidade de ordemn se A é diagonal e a;j = 1, Vi = j. Denota-se a matriz identidade

de ordem n x n por I, ou simplesmente I, quando a ordem ficar subentendida.

Definicao 1.12 (Matriz simétrica) Diz-se que uma matriz A € R™™ € simétrica

se A= AT,



Defini¢ao 1.13 (Matriz transposta conjugada) Se A € C"*" entao a transposta
conjugada de A, denotada por AY, é definida por A¥ = ZT, onde A € a matriz cujas

entradas sdo os conjugados complexos das correspondentes entradas de A.

A notacdo A” pode ser utilizada também em vetores. Assim, pode-se denotar Y’ x

por yx.

Observagao 1.3 Se A, B € R™" tem-se (AB)T = BT AT. Da mesma maneira, se A,
B € C™" seque que (AB)" = BH AH.

Definicao 1.14 (Matriz hermitiana) Uma matriz A € C*™*™ é chamada hermitiana

se AH = A.

Defini¢ao 1.15 (Matriz anti-simétrica) Diz-se que uma matriz A € R™ ™ é anti-

simétrica se A= —AT.

Definicao 1.16 (Matriz anti-hermitiana) Uma matriz A € C"*" é chamada anti-

hermitiana se AT = —A.

Definicao 1.17 (Matriz inversivel) Uma matriz A € C™" ¢ dita inversivel, ou
nao-singular, se existir B € C"™ tal que AB = BA = 1. A matriz B é chamada

inversa de A e é denotada por B = A",
Proposicao 1.1 A inversa de uma matriz € unica.

Prova: Seja A uma matriz. Suponha, por absurdo, que A’ e A” sdo inversas de A.
Entao:

AA =T=AAe AA"=1=A"A.

Assim,

A = AT = A(AA") = (AA)A" = A" = A",

Portanto, A’ = A”, e a inversa é tinica. ®

Teorema 1.1 (Teorema das matrizes inversiveis) Seja A € R™*™. As seguintes

afirmacoes sao equivalentes:

(1) A € inversivel.



(11) Az = b tem uma unica solu¢ao para todo b € R™.
(1ii) Az = 0 admite somente a solu¢do trivial.
(1v) det(A) #0
(v) As colunas de A formam um conjunto linearmente independente.
Prova: Serao demonstradas as seguintes implicagoes:
(i) = (i1) = (1ii) = (iv) = (i) e (v) < (4i1)

(1) = (i7) Tem-se que demonstrar que Az = b tem uma solugao e que ela é unica.

Seja ' = A~'b. Entdo ' é uma solucgao para Az = b. De fato,
Ax' = A(A7'b) = (AA) b=1Tb=b.

Suponha que y seja uma outra solugao para o sistema. Entao Ay = b, e multiplicando-

se A7! & esquerda, em ambos os lados da equacao tem-se
AN AY) =Ab= A A)y=A"'"b=>Ty=A"b=y=A"b

Assim y = x’ e, portanto, a solucao é tnica.

(73) = (i4i) Do item (ii) tem-se que, em particular, Az = 0 tem uma unica solucao.
No entanto & = 0 é sempre uma solucao do sistema homogéneo. Portanto x = 0 é a
unica solucao para Az = 0.

(7i1) = (iv) Como Az = 0 admite somente a solugao trivial, entao det(A) # 0 pois,
caso contrario, qualquer vetor x seria solugao para Ax = 0.

(iv) = (i) Seja R a forma escalonada reduzida (por linhas) de A. Entao
E....EyF A= R,

onde Fy, Fs, ..., E, sao as matrizes elementares correspondentes as operacoes elemen-
tares com linhas necessarias para transformar A em R. Como det(A) # 0, por hipétese,
e det(E;) # 0,Vi, entdo det(R) # 0. Assim, R nao pode conter nenhuma linha nula.
Além disso, como R é a forma escalonada reduzida entdao R é a matriz identidade I de

ordem n x n. Denotando por A~! a matriz E, - - - E5F; tem-se

ATA=1T.



Se as operacoes elementares forem efetuadas da seguinte forma
AE, -+ EyFEy,

também obtém-se a matriz R. Assim AA~! = I. Portanto, A ¢ inversivel.

(v) = (7it) Denote {A;}1, C R™ as colunas de A. Se {4;}_; formam um conjunto
LI, entao c1A1 + c0As + ... + ¢, A, = 0 se, e somente se, ¢; = 0, para todo 7 €
{1,2,...,n}.

Considere o sistema Ax = 0. Sabe-se que é possivel escreve-lo como combinacao

das colunas de A da seguinte forma:
EL'lAl + .I'2A2 + ...+ l’nAn = 0, (11)

onde cada x; é a i-ésima coordenada do vetor &. Mas, a unica forma da Equagao (1.1)
existir é x; = 0, Vi, ja que as colunas da A sao LI. Portanto, £ = 0 e, entao, o sistema
Az = 0 admite somente a solucao trivial.

(7i1) = (v) Usando reduc@o ao absurdo, supoe-se que as colunas de A formem um
conjunto LD. Entao pela Definicao 1.7 tem-se que existem escalares ¢y, co, . .., ¢x, pelo
menos um dos quais nao-nulo, tais que c;A; + csAs + ...+ ¢, A, = 0, onde A; é a
i-ésima coluna da matriz A. No entanto, c;A; + Ay + ... + ¢, A, é um modo de
representar a sistema de equagoes Ac, onde ¢! = [¢; ¢y -+ ¢,]. Assim, Az = O teria
como solucao o vetor ¢ # 0, contrariando a hipdtese inicial. Logo, as colunas de A

formam um conjunto linearmente independente. m

Definicao 1.18 (Matriz ortogonal) Uma matriz A € R™™ inversivel € dita orto-

gonal se A=t = AT,

Teorema 1.2 Seja A € R"™". As colunas de A formam um conjunto ortonormal se,

e somente se, A € ortogonal.

Prova: Suponha as colunas de A formam um conjunto ortonormal, entao precisa-se

provar que ATA = I, ou seja:

lsei=7j

(ATA)U:{Osez';Aj’

onde (AT A);; é o elemento que ocupa a posicao (4, j) na matriz AT A.

8



Seja a; a i-ésima coluna de A (e a i-ésima linha de AT), entao (ATA);; = (a;, a ).
Assim, tem-se que mostrar que

_Jlsei=y
<CLi,Clj> = {O se i 7&] (12)

Mas, por hipdtese, as colunas de A sdo ortonormais e, portanto, a Equagao (1.2)
de fato ocorrem.

Supondo A matriz ortogonal, a prova segue raciocinio semelhante. m

Defini¢ao 1.19 (Matriz unitaria) Uma matriz U € C"™™ é chamada unitdria se

Ut=U",

O capitulo a seguir contém tépicos da teoria de autovalores e autovetores, e resul-
tados importantes que auxiliarao na compreensao da Decomposi¢ao em Valores Singu-

lares, apresentada no Capitulo 3.



Capitulo 2

Autovalores e Autovetores

Neste segundo capitulo sera feito um estudo sobre autovalores e autovetores, também
denominados valores préprios e vetores proprios, respectivamente. Os conceitos de au-
tovalores e autovetores sao tuteis tanto em Matematica Pura como em Matemaética
Aplicada, sendo utilizados em diversas situagoes. Os autovalores sao utilizados no es-
tudo de equagoes diferenciais e em sistemas dinamicos; eles fornecem informacao critica
em projetos de engenharia e aparecem em areas como a Fisica, Dinamica Populacional
e Genética.

Compreender o que sao e conhecer algumas propriedades dos autovalores e au-
tovetores de uma matriz ¢ muito importante para o desenvolvimento deste trabalho.
Como conseqiiéncia da decomposi¢ao em valores singulares de uma matriz A € C™*",
obtém-se os chamados valores singulares que, como veremos mais adiante, sao as raizes

quadradas dos autovalores das matrizes AA" e A7 A.

Definigao 2.1 (Nucleo) O nicleo de A, denotado por N(A), é o conjunto formado
pelos vetores solugao do sistema Ax = 0, ou seja, N(A) = {x € C" : Ax =0}. A
dimensao de N(A) é chamada nulidade de A, denotada por nulidade(A).

Definicao 2.2 (Autovalor e Autovetor) Seja A € C"*". Um vetor x € C", & # 0,
¢ um autovetor de A se existe um escalar A € C tal que Ax = Ax. Neste caso, o escalar

A € denominado autovalor.

Pela Definicao 2.2, para encontrar os autovalores de uma matriz A € C"*" precisa-se

resolver (A—AI)x = 0. Assim, para que \ seja um autovalor, a equagao (A—\)x = 0

10



deve apresentar uma solugao nao-nula, isto é, deve-se garantir a existéncia de A € C

tal que N(A — AI) # {0}. Portanto, A é autovalor de A se, e somente se,
det(A — \I) = 0. (2.1)

A Equagao (2.1) é denominada equagao caracteristica de A e os escalares que
satisfazem essa equacao sao os autovalores de A. Além disso, considerando-se as
definicoes e propriedades do determinante de uma matriz, verifica-se que essa equacao
define um polinémio de grau n com coeficientes complexos. Este polinomio é denomi-
nado polinémio caracteristico de A e é denotado por p(\) = det(A — AI).

Assim, como consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra, segue que p(A)
apresenta n raizes complexas, considerando-se suas respectivas multiplicidades. Con-
seqlientemente, toda matriz A € C"*" admite n autovalores. Usando-se um argumento

indutivo, prova-se que
PA) = X'+ e N oA+ el +

ou seja, o polindomio caracteristico de A é um polinomio de grau n cujo coeficiente de
A" tem médulo igual a 1.

A seguir, apresenta-se alguns resultados sobre autovalores e autovetores
Proposicao 2.1 Seja A € C™*™.
(1) Se Az = \jx e Ax = Ao entdo \; = Ay
Prova: Seja £ € C". Como Az = \jx e Ax = \yx tem-se
MEr=XzS M- lrz=0& A —X)xz=0
Como x é nao-nulo tem-se A\{— Ag =0 A= Xy, B

(71) Se x é um autovetor associado ao autovalor A entdo qualquer multiplo escalar

nao-nulo de & também é um autovetor associado a A.

Prova: Como « é um autovetor associado ao autovalor A tem-se Ax = Ax. Seja a € R*
tal que ax é multiplo escalar de x entao A(azx) = (Aa) ¢ = a(Az) = a(Ax) = Aax).

Logo, ax é autovetor associado a A. m

11



(7i1) Para qualquer nimero natural n, ndo-nulo, se Az = Az entdo A"x = \"x.

Prova: Esta demonstracao sera feita usando inducao sobre n. No caso n = 1 tem-se a

hipétese Az = A\z. Tome como hipétese de inducdo A¥z = N\ . Para k + 1 tem-se:
ARy = A(AFz) = AN z) = M (Az) = Ne(hx) = Ve

Assim, A*lx = Mg como se queria demonstrar. Por inducio, o resultado é

verdadeiro para nimero natural positivo. m
(iv) Uma matriz é inversivel se, e somente se, 0 nao for um autovalor de A.

Prova: Pelo Teorema 1.1, como A é inversivel, det(A) # 0. Note que
det(A) = det(A —0I) # 0,

o que significa que zero nao é raiz do polinémio caracteristico e, portanto, nao é auto-
valor de A.

Se zero nao é autovalor de A entao p(\) = p(0) = det(A — 0I) # 0. Isso implica
que det(A) = det(A — 0I) # 0. Logo, A é uma matriz inversivel. m

(v) Seja A uma matriz quadrada com autovalor A e um correspondente autovetor .

Se A é inversivel entao % é autovalor de A~! com autovetor x associado.

Prova: Como x é autovetor associado ao autovalor A tem-se A * = Ax. No entanto,

note que:

1
AwZAwiA_lAw:A_l)\wiszA_lwéA_lw:Xa:

Assim % é autovalor de A~!' com autovetor . m

Exemplo 2.1 Seja A € R™™ tal que

30 0
A=10 1 =2
10 1

Calcular os autovalores de A e encontrar os autovetores associados a cada autovalor.
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Primeiramente, calcula-se p(\) = det(A — AI).

pA)=det | 0 1-X -2 |=@=-NA-N1-X)=-N+5\1-T7\+3

Observando o determinante antes da expansao polinomial, nota-se que os autova-

lores sao \y =3 e Ay = A3 = 1.

Logo apds, é necessario encontrar & € N(A — A\), para A € {1, \o}. Para tanto,
deve-se que resolver o sistema (A — Al)z = 0.

Para A\; = 3 tem-se

(A= MIx=0= (A-3z=0,

3—-3 0 0 1 0 0 0
0 1-3 =2 To | = | 0| = | —229—223 | =[O0
1 0 1-3 T3 0 T1 — 223 0
T
Assim x1 = 223 e x5 = —x3 e portanto, x = [ 2r3 —T3 T } ,x3 € Cexz#0.

T
Tomando-se x3 = 1 tem-se que ¢ = [ 2 —1 1 } ¢ um autovetor associado ao

autovalor A\ = 3.
Para Ay = A3 = 1 tem-se (A — \oI)z =0 = (A — 1)z = 0, ou seja:

3—1 0 0 T 0 21, 0
0o 1-1 =2 xo | =10 | =] 223 | =10
1 0 1-1] | a3 0 7 0
T
Assim, 1 = 3 = 0 e xy qualquer. Portanto, & = [0 T 0} , xo € Coe

T
9 # 0. Tomando-se o = 1 tem-se que ¢ = [ 010 } ¢ um autovetor associado ao
autovalor Ay = A3 = 1.
Considere o seguinte lema:

Lema 2.1 Seja A € C™" e sejam A\ e Ay autovalores de A, com autovetores x1 e xs,

respectivamente. Se A\ # Ay entdo {x1, x5} € um conjunto LI.
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Prova: Suponha que {x;, z,} é um conjunto LD. Entao existem escalares ¢; e ¢y em

C, pelo menos um dos quais nao-nulo, tal que:
C11 + Coly = 0 (22)

Sem perda de generalidade, considere ¢; # 0 e multiplicando-se a Equacao (2.2), a

esquerda por A obtém-se:

61A$1—+—CQA$2 =0

CiM T + ooy = 0. (2.3)
Por outro lado, multiplicando-se a Equagao (2.2) por As:
C1 a1 + coaxs = 0. (2.4)
Igualando-se as Equagcoes (2.3) e (2.4) obtém-se,
AMET F AT = A1 + Ao = i\ — Ay =0 = (A — \y)x; = 0.
Como c¢; # 0 e x; é autovetor, e portanto nao-nulo, resulta que A\; — \y = 0, isto é,

A1 = A9, contradizendo a hipdtese de A\; # Ag. Logo {x1, €} é um conjunto LI. m

Teorema 2.1 Seja A € C™™" e sejam A, Mg, ..., N\, distintos autovalores de A, com

m < n. Considere o autovetor x; associado a cada \;, respectivamente.  Entdo

T1, Lo, ..., %, sao linearmente independentes.
Prova: Seja A € C"*" e sejam Ay, Ao, ..., A\, distintos autovalores de A, com m < n.
Considere o autovetor x; associado a cada )\;, respectivamente. Seja i, Tgy...,T,,

um conjunto de autovetores. Pelo Lema 2.1, se m = 2 entao o conjunto {1, xo} é LI
Suponha que a tese seja valida para m = k — 1, k € N. Entao deve-se demostrar que
ela é valida para k.

Considere a combinagao linear
c1T1 + oy ...+ = 0. (2.5)
Multiplicando a Equacédo (2.5) pela matriz A obtém-se:

CiM T + Aoy . ..+ cp ey = 0. (2.6)
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Agora, multiplicando-se (2.5) por \; tem-se:
CIALTL + CoAp Ty . .. + cp vy, = 0. (2.7)
Subtraindo-se as Equagdes (2.6)e (2.7) chega-se que:
c1( A — M) + (A — M) zo -+ o1 (M1 — M) o1 + ce(Ae — M) g, = 0,

ou seja,

Cl(/\l — /\k)iBl + Cz(/\g — /\k)dig oot Ck—1(>\k:—1 — /\k)mk—l =0.
No entanto, pela hipdtese de inducao, se
C1 ()\1 — )\k):vl -+ Cg()\g — )\k;)inz oo+ Ckfl()\kfl — )\k)wkfl =0

entao Cl()\l — )\k) = CQ()\Q — )\k) =...= Ck71<)\k71 — >\k)
Como os \; # \j,se i # j,entdo c; =cg = ... = cx_1 = 0.

Assim, da Equagao (2.5) resulta que
CrLj — 0.
Como ;. é autovetor tem-se que ¢, = 0. Portanto, o conjunto {1, @, ..., zx} ¢ LL. m
Proposicao 2.2 Seja A € C™*" triangular (superior, inferior ou diagonal) entdo os
autovalores de A sao as entradas da diagonal principal de A.

Prova: Tendo em vista que se A é triangular entao A — Al também o é, a demonstra-
gao segue do fato que o determinante de uma matriz triangular (superior, inferior ou

diagonal) é o produto dos elementos da diagonal principal. m

O conjunto de todos os autovetores correspondentes a um autovalor A de uma matriz
A € C™*™ é exatamente o conjunto dos vetores nao-nulos do nicleo de A — AI,,. Assim,

se a esse conjunto juntarmos o vetor nulo de C", obteremos o N(A — AI).

Defini¢ao 2.3 (Espectro) O conjunto formado por todos os autovalores de A € C**™

¢ chamado de espectro de A e é denotado por A\(A).
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Definicao 2.4 (Auto-espago) Considere A € C™*" e X um autovalor de A. O con-
gunto formado por todos os autovetores correspondentes a A\, acrescido do vetor nulo,

¢ chamado de auto-espaco de A e € denotado por Ey. Portanto, Ex = N(A — \I).

T
Assim, no Exemplo 2.1 tem-se £, como o subespaco gerado pelo vetor [ 2 —1 1 } e

T
E\, como o subespaco gerado pelo vetor [ 010 ] .

Defini¢ao 2.5 (Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica) Seja A
uma matriz n X n e A um autovalor de A. Chama-se de multiplicidade algébrica,
denotada por m,()\), o maior elemento j € N tal que p(t) = det(A —tI) = (t — \)’q(t),
com q(t) # 0, ou seja, o maior j tal que (t — \)? divide det(A — tI). Chama-se
de multiplicidade geométrica de X\ a dimensdo do auto-espago Ey, ou seja, my(\) =

Teorema 2.2 Se A ¢ uma matriz hermitiana, entdo:
(1) seus autovalores sao reais.
(74) autovetores correspondentes a autovalores distintos de A, sdo ortogonais.

Prova: Para o demonstrar o item (i) seja A um autovalor de A associado a um au-

tovetor &, ou seja, Az = Ax. Por hipétese A = A e, entao, multiplicando-se " a

esquerda de Ax = Az tem-se:

cHy

Az T Afg efAz\"
A pu— g pummg pu— A .
xHx zHx

Ou seja, A = A7, Portanto \ € R.

Sejam x, e xy autovetores correspondentes aos autovalores distintos Ay # Ag, res-
pectivamente, isto é, Az, = Mz e Azy = Ao, Entdo zi(Azy) = zl(\axy) =
Ao (2 xy).

Também tem-se que
CL'{I(ACL'Q) = (A:I:l)Ha:2 = ()\1([21)H$2 = )\1(513{1.'1'32)

pois A é hermitiana e, portanto, pelo Teorema 2.2, A = \;.
Assim \o(zzy) = M (2l x) = (Ny — \p) (2 x) = 0.

Como A\; # Ay entdao zfxy = 0. =
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Proposicao 2.3 Seja U € C™™ uma matriz unitdria e x,y € C" entdo:
‘ 2 2
(@) U] = |||

(i) (Uz,Uy) = (z,y);

(#4i) Se A é um autovalor de U entao |A| = 1.

Prova: De fato,
|Uz|? = (Uz) Uz = U Uz = 2"z = ||z|.

Além disso, (Uz,Uy) = (Uz)"Uy = 27U Uy = 2y = (z,y) .

Seja A autovalor de U entao
Uz =iz & [[Uz] = [Az| = [«]| = [Al[|=] = Al = 1.
|

Observacao 2.1 Os wetores coluna de uma matriz unitaria formam um conjunto

ortonormal em C™.

A verificagao desta observacao é analoga a prova da Teorema 1.2, para matrizes

ortogonais.

2.1 Semelhanca, Diagonalizacao e Decomposicao de
Matrizes

Conforme exposto na Proposi¢ao 2.2, encontrar os autovalores de matrizes triangu-
lares (em particupar, diagonais) é uma tarefa bastante simples ja que estes mostram-se
na diagonal principal de tais matrizes. Seria bastante interessente, e também 1til, se
fosse possivel relacionar qualquer matriz com um matriz triangular de forma que ambas
possuissem os mesmo autovalores.

A seguir, serd apresentada a diagonalizacdo de matriz, procedimento que permite
fatorar determinadas matrizes num produto de matrizes, mantendo seus autovalores
em uma matriz diagonal. Também serao apresentadas duas outras decomposicoes

matriciais: a Decomposicao de Schur e a Decomposigao Espectral.
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Definicao 2.6 (Matrizes semelhantes) Sejam A, B € C"*". Diz-se que A é seme-
lhante a B se existir uma matriz P € C™" inversivel tal que A = PBP~'. Denota-se

A semelhante a B por A ~ B.

Se a matriz P for também unitdria, ou seja, P~* = P diz-se que A é unitaria-

mente semelhante a B.

Teorema 2.3 Para A, B € C"*" tal que A ~ B tem-se:
(1) det A=det B

(17) A € inversivel se, e somente se, B € inversivel.

(1ii) A e B tém o mesmo polinémio caracteristico

(iv) A e B tém os mesmos autovalores.

Prova: (i) Note que

1

det A = det PBP~! = det Pdet B(det P)~' = det P det Bdet 7

=det B

(ii) Se A é inversivel entao existe A~! tal que AA™' = A7'A = [. Assim

AATY = T (2.8)
PBPY(PBP Yt = 1
PBP'PB'P' = T
PBB'P' = T
BB 'p~' = p!
BB™' = plp

BB™' = 1T

Para obter B! B basta iniciar a Equagao (2.8) com A~'A. Portanto, B é inversivel.
Além disso, se por hipdtese tem-se que B é inversivel, a Equagao (2.8) continua
valida. Assim, A é inversivel.

(#7) Como o polinémio caracteristico da matriz A é dado por det(A — A\I) tem-se
det(A — M) = det(PBP~* — APIP™') = det(P(B — AI)P™!) = det(B — \I).
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Ou seja, B tem o mesmo polinomio caracteristico de A.

(1v) Seja A autovalor de A entdo Ax = Az, para algum . Assim
Az = Az = PBP 'z=)xz = BP 'z =P '\z = B(P 'z)=\P 'z)

Ou seja, A é autovalor de B correspondente ao autovetor P~'z. Analogamente, mostra-

se que todo autovalor de B é também autovalor de A. m

Definigao 2.7 (Matriz diagonalizavel) Uma matriz A € C*™™ € diagonalizdvel se
existem uma matriz diagonal D € C"™" e uma matriz inversivel P € C™"™ tal que

A= PDP™! isto é, A é semelhante a uma matriz diagonal.

Teorema 2.4 Uma matriz A € C"" ¢ diagonalizdvel se, e somente se, A tem n

autovetores linearmente independentes.

Prova: Suponha que A seja semelhante & matriz diagonal D onde D = P~ 1AP,

ou equivalentemente, AP = PD. Sejam p;, py,..., P, 0s vetores coluna de P, e
A1, A2, ..., Ay 0s elementos da diagonal de D. Entao:

M O - 0

0 X 0
Alpe proom =2 m o by S (2.9)

0 0 An

ou

Ap, Ap, ... Ap, } = [ Mpr APy - APy, ] : (2.10)

Tem-se, assim, n equacoes:

Ap, = \ip;
Ap, = Xopy
Ap, = \p,

Portanto, os vetores coluna da P s&o os autovetores de A cujos autovalores corres-
pondentes sao os elementos da diagonal de D, na mesma ordem. Como P é inversivel,

pelo Teorema 1.1, seus vetores coluna sao linearmente independentes.
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Reciprocamente, se A tem n autovetores p;, p,, ..., p, linearmente independentes,

com os autovalores correspondentes Aj, Ao ..., \,, respectivamente, entao:
Apy = \ip
Ap, = Aapy
Ap, = b,

Esta constatagao resulta da Equacdo (2.10), a qual é equivalente a Equacao (2.9).
Conseqiientemente, chamando-se de P a matriz com colunas p;, p,,..., p, entao a
Equacao (2.9) pode ser escrita como AP = PD. Como as colunas de P sao linearmente

independentes, P é inversivel e, assim D = P~!AP. Portanto, A ¢ diagonalizdvel. =

Como resultado do Teorema 2.4, tem-se que as colunas de P sao os autovetores de
A enquanto os elementos da diagonal de D sao os autovalores de A, com cada autovetor
p; associado ao autovalor \;. Diz-se que A, quadrada de ondem n, tem um conjunto

completo de autovetores se A apresenta n autovetores linearmente independentes.

Exemplo 2.2 Seja A = . Calculando os autovalores e autovetores tem-se
2 -3
T T
Alz—lcomazlz[l 1} e X =2 COm$2:|:5 2}
15 -1 0
Assim, tomando-se P = eD = tem-se de A = PDP~! que
1 2 0 2
AP = PD. De fato:
4 -5 1 5 -1 10
AP = =
2 -3 1 2 -1 4
€ _
1 5 -1 0 —1 10
PD = =
1 2 0 2 -1 4

Observacao 2.2 Nem todas as matrizes sao diagonalizaveis, neste caso, dizemos que

A € uma matriz defectiva.
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Observagao 2.3 Se A € R™™ € simétrica e A tem n autovalores distintos, entdo
existe () € R™™ ortogonal e D € R™™ matriz diagonal contendo os autovalores de
A tal que A = QDQT. Neste caso, Q = | ¢, --- x, |, onde T1,Ta,..., T, Sio

autovalores de A normalizados.
A verificagao da Observagao 2.3 segue diretamente dos Teoremas 2.1 e 2.2.

Teorema 2.5 (Decomposicao de Schur) Dada A € C**", existem U € C"*" ma-

triz unitdria e T € C™™ matriz triangular superior tal que A = UTU".

Prova: Esta demonstragao utiliza indugao sobre n.

Para n = 1, o resultado ¢ imediato, pois dada A € C'*! tem-se A = [1][A][1].

Seja a tese do teorema valida para k£ € N. Tem-se que provar que é também valida
para k + 1.

De fato, seja A € CH+Dx(E+1) "\, autovalor de A associado ao autovetor x; e
]| = 1.

Seja

U1 — |: Ty M1 :| )
(E+1)x (k+1)

T
com Ty = | x; - T } € CH1 e M; € C**k com colunas ortonormais de

maneira que U; seja unitaria, ou seja, U1U, = U,UH =1

Note que:
" i i
vran = | Alay M | = o | Az, AMy | =
1 1
13{{ )\1 .’B{{AMl
= |:)\1.’.U1 AMl]:
M 0 MEAM,

No entanto, B = M AM; € C¥** e pela hipétese de inducdo tem-se que existe

U, € CH** unitéria tal que B = UyTyUX, onde Ty, € C*** ¢ triangular superior.

Entao:
N oz AM
vbAau, = |70 T | =
0 MFAM,
1o | [ efann [ |1 0
- b — U, TU¥

00U, || 0 T 0 UH

Us T v
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onde 7T é triangular superior de ordem (k + 1) x (k + 1) e Uz € CH+IXE+D) ynitaria.
Assim U AU, = UsTUY | com U; e Us unitérias. Logo,

A= (DLWUs)T(UFUT) = (UL U)T (U U3) .

Tomando-se U = U,Uz € CHDXE+D tem-se UUH = UFURU, U3 = UFU; = 1 =
UUM, ou seja, U é unitaria. Portanto, A = UTU, com T triangular superior e U
unitaria. m

O Teorema 2.5 mostra que toda matriz A € C"*" é unitariamente semelhante a

uma matriz triangular superior.
Observagao 2.4 A diagonal de T contém os autovalores de A.

De fato, por construcio, tem-se que A é semelhante a T, de A = UTUY, e pelas

propriedades de matrizes semelhantes, A(A) = A(T).

Defini¢ao 2.8 (Trago) Chama-se de trago de uma matriz A € C™™ a soma das

entradas a;; de A, com i = j. Note que Tr(A) € C

Teorema 2.6 Seja A € C™*™ com autovalores Ay, s, ..., \,. Entdo

Tr(A) =M+ X+...+ X\,

Prova: Pelo Teorema 2.5 tem-se que A pode ser fatorada como A = UTUH, onde U

¢ uma matriz unitaria e 7" uma matriz triangular superior. Desta forma
Tr(A) = Tr(UTU®) = Tr(TUU) = Tr(T),

pois dadas matrizes B, C' € C"*" tem-se Tr(BC) = Tr(CB).
No entanto, a matriz T é tal que os autovalores de A formam a diagonal principal
de T'. Logo
Tr(A)=Tr(T) =M+ X+ ...+ \.

Utilizando-se a decomposigdao de A novamente tem-se que det(A) = det(UTU). Mas
det(UTUM) = det(U)det(T)det(U™) = det(T)det(U)det(U™) = det(T).
Assim det(A) =det(T) =X+ Ag- .- Ay W
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Teorema 2.7 (Decomposicao espectral para matrizes hermitianas) Toda ma-
triz A € C™" hermitiana pode ser diagonalizada por uma matriz unitdria, ou seja,

existe U € C™ matriz unitdria e D € R™™ matriz diagonal tal que A = UDU" .

Prova: E necessério mostrar que existe U € C™*™ unitdria tal que A = UDU¥, com
D matriz diagonal. Pelo Teorema 2.5, segue que existem U unitédria e 7' triangular

superior tal que A = UTU*. Por hipétese, A = A7 mas A" = UTHUH. Assim:
uTu? =urHut =T =T".

Como T é triangular superior e T' = T tem-se que T é diagonal com os elementos da
diagonal todos reais. Denotando T por D tem-se A = UDUY, com D € R™". m
O Teorema 2.7 pode ser assim enunciado: Toda matriz A € C™*" hermitiana é

unitariamente semelhante a uma matriz diagonal.

Observagao 2.5 Se A € R™" entdo, como D € R™" e cada coluna de U pertence

ao N(A — \I), seque que U € R™ " isto é, U é ortogonal e A =UDUT.

Observagao 2.6 Se A € C*"*" € hermitiana, entdo os autovetores de A formam uma

base ortonormal para C".

De fato, pois pelo Teorema 2.7 as colunas de U sao os autovetores de A e, como U

¢ unitaria, formam uma base para C™.

Definigao 2.9 (Matriz normal) Uma matriz N € C*™" ¢ chamada normal se NN# =

NN,

Note que se A é uma matriz hermitiana entdo A¥A = AA = AAY isto é, A é
normal.

Considere o seguinte lema
Lema 2.2 Se T € C™" € triangular superior e normal entao T € diagonal

Prova: Seja T; a i-ésima coluna de T. Como T é normal entdo T/ é a i-ésima coluna
de T'. Assim,
2 H (|2
170" = [T
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Entao, a norma da i-ésima coluna de T é igual a norma da i-ésima linha de 7.

Considere: ) )
tin tiz o0 i
0 ce
T 22 2
0
0 0 twm

Assim, para ¢ = 1 tem-se:

2
1Ty = HT1HH = |tulP = [tul + [t + ..+t =

= |t12| =...= |t1n| =0
Analogamente, para i = 2 tem-se:
[tra]? + [ta|® = [tao]?® + [tas|® + ... + [t2n]® = |tas]| = |tas| = ... = [tan| =0

pois |t12| = 0, do passo anterior.

Em geral, para 1 <7 < n tem-se:

[t + [t + o 4 [l = [tal® + |ti(i+1)|2 T P

Portanto, 7" é diagonal. m

Teorema 2.8 (Decomposicao espectral para matrizes normais) Se N € C**"

é uma matriz normal entao existe uma matriz unitaria U € CY" ¢ D € C™" matriz

diagonal tal que N = UDU".

Prova: Como N é normal entdao NYN = NN . Pelo Teorema 2.5, existe U € C**"

unitaria e 7' € C™*™ triangular superior tal que
N=U0TU" = N" =ur"U"
Assim NN = (UTUH)Y(UTHUH®) = UTTHUH. Por outro lado,
NN = (wT?uf(UTU") =UT"TU".
Portanto, UTHTUH® = UTTHUH® = THT = TTH e assim, T é normal.
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Assim, pelo Lema 2.2, a matriz T' é diagonal. Denotando T por D tem-se
N =UDU",

com U unitéaria e D diagonal. m
O Teorema 2.8 mostra que toda matriz normal é unitariamente semelhante a uma

matriz diagonal.

Observacao 2.7 A reciproca da Teorema 2.8 também € vdlida, ou seja, se N € C™*"

¢ unitariamente diagonalizavel entao N é normal.
De fato, se N = UDU! | tem-se:

NN = (UD*U")(UuDU*")=UD"DU"
NN® = (Uupu")(UbD"U")=UDD"U"

Mas, considerando d; os elementos de D tem-se:

d; dy dydy |dy?

Por outro lado,
d1 dl dld_l |d1|2

DD = — _
dn

S
3

dndy, |d,|?

Entao D" D = DD e, consequentemente N*N = NN isto é, N é normal.

2.2 Autovalores de Produtos e de Poténcias de
Matrizes

Proposicao 2.4 Se \i, Ay ..., \, sao autovalores de A entao /\]f, )\’2“, ce )\fL, com k €

N, sdo os autovalores de A*. Além disso, se A = PDP~' é a diagonalizacio de A

entio A¥ = PDFp—1,

25



Prova: Por hipétese Axz; = \;x; e portanto para k = 1, a proposicao é valida.

k

Considere a proposigao valida para algum k € N, ou seja, (\;)" sdo os autovalores

de A* com autovetores x;, respectivamente.

Conseqiientemente, para k + 1 tem-se:

Portanto temos que ();)* é o conjunto de autovalores de A* com autovetores z;, para
1 €1,2,...,n, respectivamente.

Além disso, se D contém os autovalores de A, entdo os elementos de D* sdo os )\f,
comi € {1,2,...,n}.

Logo, A* = PD¥P~! m

Proposicao 2.5 Se A e B sdao matrizes quadradas e © € um autovetor de A e B,
simultaneamente, isto €, A x = Ax e B = px, entdo \u € um autovalor de AB com

autovetor x.
Prova: Sabe-se que A € = Az e B @ = ux , entao:
AB x = Apx = pAzx = pix.
Assim p é um autovalor de AB com autovetor . m

Teorema 2.9 Sejam A e B matrizes diagonalizdveis. Entao A e B possuem a mesma

matriz de autovetores se, e somente se, AB = BA.

Prova: Sejam A e B matrizes com a mesma matriz de autovetores. Como A e B sdo

diagonalizaveis com a mesma matriz de autovetores tem-se

A=PDpP!

B=PDP!
onde D e D' sdo matrizes diagonais. Assim:
AB = (PDP 'Y (PD'P")=PDD'P™' =
= PD'DP' = (PD'P ') (PDP')= BA.
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Para provar a reciproca, considera-se um caso particular, onde os autovalores sao

todos distintos. O caso geral sera omitido.

Sejam A1, A, ..., \, os autovalores de A, todos distintos entre si. Entao, para
cada 7, com ¢ € 1,2,...,n tem-se Ax; = \;x;, onde x; é autovetor associadao a \;.
Conseqiientemente,

Ou seja, Bx; é um autovetor de A associado ao autovalor ;. Portanto

Assim, Bx; pertence ao auto-espaco de A associado a ;.
Assumindo que \; # \; se ¢ # j, entao os autovetores associados a \; sao todos
multiplos de ;. Logo, existe p, tal que Bx; = p;x;, com i € 1,2,... n.

Portanto, x; também é autovetor de B. m
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Capitulo 3

A Decomposicao em Valores

Singulares

No capitulo anterior, o Teorema 2.8 mostrou que toda matriz A normal pode ser
fatorada como A = UDU*  onde U é unitdria - ortogonal - e D é diagonal. Se a matriz
A nao é normal, o Decomposicao Espectral nao é possivel. E possivel, ainda, diago-
nalizar A, ou seja, fatord-la como A = PDP~! onde D é diagonal mas P é somente
inversivel. Entretando, nem todas as matrizes sao diagonalizaveis. A Decomposi¢ao
em Valores Singulares é uma fatoragao que pode ser aplicada a qualquer tipo de matriz,
real ou complexa, quadrada ou nao, hermitiana ou nao, normal ou nao.

A Decomposi¢ao em Valores Singulares — também denominada SVD, do ingleés,
Singular Value Decomposition — consiste na fatoragdo de uma matriz A como o pro-
duto UXV# onde U e V sdo matrizes unitarias e ¥ é uma “matriz diagonal”. Assim,
como veremos, a SVD de uma matriz A de ordem m x n é o produto UXV ¥, onde U
e V sao unitarias de ordem m X m e n X n, respectivamente, e X é diagonal da mesma
ordem de A. A extensao do conceito de matriz diagonal para matrizes retangulares

serd apresentada no decorrer deste capitulo.

3.1 A Criacao da SVD

Existem cinco matematicos que contribuiram grandemente para a teoria da SVD.

Ja citados anteriormente, Beltrami, Jordan, Sylvester, Schmidt e Weyl foram os res-
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ponsaveis por estabelecer a existéncia da decomposicao em valores singulares e pelo
desenvolvimento da teoria. Beltrami, Jordan e Sylvester chegaram a esta decomposigao
através do que hoje chama-se de Algebra Linear enquanto Schmidt e Weyl trabalharam
com equacoes integrais.

As informacoes histéricas apresentadas a seguir tém como base o artigo On The
Early History Of The Singular Value Decomposition escrito por G. W. Stewart.

Eugénio Beltrami (1835 - 1899) Juntos, Beltrami e Jordan sao os progenitores da
decomposicao em valores singulares. Eugenio foi responséavel pela primeira publicacao
e Jordan foi quem completou e deu elegancia a teoria.

Beltrami comegou com a forma bilinear f(x,y) = 7 Ay, sendo A uma matriz real
de ordem n. Substituindo = U e y = V1 tem-se f(x,y) = £ Sn, onde S = UTAV.
Percebendo o que acontecia quando U e V' eram matrizes ortogonais e trabalhando com
as equacoes

det(AAT —o0*I) =0 e det(ATA — o?I) =0,
onde o sao elementos da diagonal de S, ele chegou ao que se conhece, hoje, como
decomposi¢ao em valores singulares.

No entanto, a teoria desenvolvida por ele era pouco formal.

Camille Jordan (1838 - 1921) Pode realmente ser considerado como o co-autor da
decomposi¢ao em valores singulares. Mesmo tendo publicado sua descoberta depois de
Beltrami, é evidente que seu trabalho é independente. De fato, “Mémoire sur les formes
bilinéaires” trata de trés problemas dos quais a reducao de uma forma bilinear para
um forma diagonal usando basicamente substituicoes ortogonais. Ele comegou com a
forma P = 27 Ay e procurou o méximo e o minimo de P sujeito a ||| = ||y||* = 1.

Ao contrario de Beltrami, Jordan desenvolveu a teoria com economia e elegancia,
evitando certos passos que tornavam a aborgadem adotada por Beltrami pouco acessivel.

James Joseph Sylvester (1814 - 1897) Sylvester escreveu uma nota e dois artigos
tratando da SVD. A nota aparece no final de um artigo publicado em The Messenger
of Mathematics intutulado “A new proof that a general quadric may be reduced to
its canonical form (that is, a linear function of squares) by means of a real orthogonal
substitution”!. No artigo ele descreve um algoritmo iterativo para reduzir uma forma

quadratica a uma forma diagonal. Na nota, Sylvester aponta que uma iteragao anéloga

!'Uma nova prova de que uma quédrica geral pode ser reduzida a sua forma canonica através de
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pode ser usada para diagonalizar uma forma bilinear e, segundo ele, esta nota é a regra
efetiva desta redugao. A regra, na verdade, tinha muitos pontos em comum com o
algoritmo apresentado por Beltrami.

Erhard Schmidt? (1876 - 1959) A abordagem adotada agora parte da Algebra
Linear e entra no campo das equagoes integrais. No tratamento destas equagoes, com
nicleos nao simétricos, Schmidt introduziu uma SVD anédloga em dimensao infinita.
Mas ele foi além da mera existéncia dessa decomposi¢ao mostrando como ela poderia
ser usada para obter aproximagoes 6timas de posto inferior para um operador. Ao
fazé-lo, ele transformou a SVD de uma curiosidade matematica em uma importante
ferramenta tedrica e computacional.

Hermann Weyl (1885 - 1955) A contribui¢ao de Weyl foi desenvolver uma teoria
geral de perturbacoes e usa-la para dar uma prova elegante do teorema das aproxima-
¢oes. Além disso, seu tratamento de equacoes integrais levou em conta o caso em que
os nucleos eram simétricos.

Outros matematicos também contribuiram para a SVD como, por exemplo, Au-
tonne (1913) estendendo essa decomposigao para matrizes complexas; e Eckart e Young

(1936), desenvolvendo a teoria para matrizes retangulares.

3.2 Subespacos Fundamentais e Propriedades de A" A
e AAM

Na Definicao 2.1 do capitulo anterior considerava-se como nicleo de A o con-
junto formado pelos vetores solugao do sistema Az = 0, ou seja, N(A) = {x € C" :
Az = 0}. O ntcleo de uma matriz é um subespago bastante importante do espago ve-
torial das matrizes. A seguir serao apresentados mais alguns subespagos. Para tanto,

considere A € C™*"™,

Defini¢ao 3.1 (Espago coluna) O espaco coluna de A € o subespago de C™ gerado

uma substituicao ortogonal real.

2Um dos criadores do Processo de Ortogonalizacio de Gram-Schmidt e que foi aluno de David

Hilbert
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pelas colunas de A. Assim
R(A)={yeC": y= Az, xc C"}.

Definicao 3.2 (Posto) A dimensdo de R(A) chama-se posto da matriz A e é deno-
tado por posto(A).

O posto de uma matriz também pode ser visto como o nimero de colunas linear-
mente independentes da matriz.

Além disso, se posto(A) = min(m,n) diz-se que A tem posto completo.

Teorema 3.1 (do Posto) Se A € R™™ entdo posto(A) + nulidade(A) = n. Além
disso, posto(A) + nulidade(AT) = m.

Prova: A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [6], pdagina 437. m

O Teorema 3.1 também ¢é valido quando A € C™ ™. Neste caso, substitui-se AT

por A" .

Maiores consideracoes acerca de posto e nulidade de matrizes com entradas com-
plexas podem ser encontradas em Matriz Analysis and Applied Linear Algebra, de Carl

D. Meyer, paginas 199 e 218.

Defini¢ao 3.3 (Nucleo a esquerda) Dada matriz A, o nicleo a esquerda de A, ou
N(Af), é o conjunto dos vetores solucio do sistema AHx = 0, ou seja, N(A?) =

{reCm™: Afz = 0}.

Definigao 3.4 (Espago linha) O espaco linha de A € o conjunto R(A") = {y €
Cr:y = Az e C}.

Os subespagos N(A), R(A), N(A7) e R(A®) sdao denominados subespacos funda-

mentais.

Definigao 3.5 (Complemento Ortogonal) Seja M um subespago de V', onde V' €
um espago vetorial com produto interno. O complemento ortogonal de M, denotado
por M+, é o conjunto de todos os vetores de V que sao ortogonais aos vetores de M,
ou seja,

M*+={zcV ; {(mz)=0 VYmec M}
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Considere o teorema abaixo.

Teorema 3.2 Se M ¢ um subespago de dimensdo finita tal que M C 'V, onde V € um

espaco vetorial com produto interno entao
V=MUM*+eMnM"={0}
Prova: A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [5], pagina 404. m

Quanto a estes subespacos fundamentais pode-se fazer as seguintes consideragoes:
(i) N(AT)U R(A) =C™ e N(A")N R(A) = {0}

(i7) N(A)UR(A") = C" e N(A) N R(AH) = {0}

Para verificar o item (i), tem-se que encontrar os vetores x tais que z € R(A)™*.
Seja x € R(A)*. Pela Defini¢ao 3.5 tem-se que (AZ, z) = 0, com Z € C" e x € C™.
Assim

(AZ,z) =0= 2" Az =0= (A"2)"2=0= (z,A"2) =0 (3.1)

Como Z é um vetor qualquer entao <£,AH:1:> = 0 se, e somente se, APz = 0.
Portanto, z € N(Af).

Assim, R(A)t C N(AH). De forma andloga verifica-se que R(A)* D N(Af). Logo,
R(A)*t = N(AH).

Considere o caso em que V = C™ e M = N(Af). Entao, do Teorema 3.2 e de
N(AH) C C", tem-se que

N(A¥)U R(A) = C™ e N(A")N R(A) = {0}

Para o item (ii), considere V= C" e M = N(A), j4 que de forma andloga ao

desenvolvido na Equagao (3.1) mostra-se que R(AH)+ = N(A).

Proposicao 3.1 Seja A € C"™ " hermitiana com posto(A) = r e {xy,x2,..., Ty}
0s autovetores A associados aos autovalores i, Ao, ..., \,, respectivamente. Entao
A1, Ao, ..oy Ap S@0 todos nao-nulos e \py1 = Apyo = ... = A\, = 0.
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Prova: Se posto(A) = r entdo dimN(A) = n—r. Sejap = n—r e considere yi, ¥, ...., Yy
base de N(A). Assim,
Ay, =0,i=1,...,p.

Portanto y;,7 = 1, ..., p sao autovetores de A associados a A = 0.
Suponha que exista outro autovetor y; associado a A = 0 tal que {y1,v2, ..., Yp,Y; }
é LI. Entao dimN(A) = p + 1, contradigdo. Entao A tem p = n — r autovetores LI

associadosa A =0. m
Lema 3.1 Se A = A entdo, para todo vetor £ € C", tem-se que ! Az € real.

Prova: Apenas considere o transposto-conjugado de & Az. Mas como, a principio, é

um nimero complexo, (2 Az)? = xH Az. Entao tem- se a seguinte expressao:
zhAx = (27 Ax)" = 2" Az = 2" Ax

pois A é hermitiana. Portanto, se um niimero complexo é igual ao seu conjugado, segue

que ele é real m

Definicao 3.6 (Matriz definida positiva) Uma matriz hermitiana A € C"*" € de-

finida positiva se x Az >0, V& # 0 com = € C".

Definicao 3.7 (Matriz semidefinida positiva) Uma matriz hermitiana A € C**"

é semidefinida positiva se ' Az > 0, Vx € C".

z

Definicao 3.8 (Matriz definida negativa) Uma matriz hermitiana A € C™™ ¢

definida negativa se z? Az <0, V& € C" e ¢ # 0.

Teorema 3.3 Seja A € C"*™ hermitiana. Se A € definida positiva entdo todos os seus

autovalores sao positivos.

Prova: Seja \; um autovalor da A com autovetor z;, entao Ax; = \;xz;. Como A é

definida positiva entdo X Az; > 0. Note que

z ~ 7 . 2
Como x; é autovetor entdo ¢ diferente do vetor nulo e, consequentemente ||z;||” > 0.

Assim, como ||]|* A; > 0 tem-se que \; > 0. m
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Teorema 3.4 Seja A € C"*" hermitiana e semidefinida positiva entao todos os seus

autovalores sao nao negativos.

Prova: A prova deste Teorema segue o mesmo raciocinio da do Teorema 3.3. m
Quando se trabalha com matrizes retangulares, a chave estd em considerar as ma-
trizes AT A e AAH. A seguir, apresenta-se algumas propriedades dessas matrizes, rela-
cionadas com as defini¢bes apresentadas anteriormente e que serao necessarias para a
verificacao da existéncia da Decomposicao em Valores Singulares para qualquer matriz

A e Cmxn,

Observagao 3.1 Seja A € C™ ™. Entao sao vdlidas cada uma das afirmagoes abaizo
(i) N(AA) = N(A) e N(AAT) = N(AH),

De fato, tome € N(A). Entao Az = 0 = A7Az = A0 =0 =z € N(A"A).
Considere z € N(A”A). Entdao AP Ax = 0 = 2 A% Az = 270 = 0 = (Az)" Az =
0= ||[Az|* = 0= Az = 0. Ou seja, = € N(A)

Analogamente, mostra-se que N(AAH) = N(AH).

(ii) posto(A™A) = posto(A) = posto(A) = posto(AAH)

Pelo Teorema 3.1 tem-se
posto( A" A) = n — nulidade(A” A) = n — nulidade(A) = posto(A)

ja que N(AHA) = N(A).

Da mesma forma
posto(AA®) = m — nulidade( AA®) = n — nulidade(A™) = posto( A™).
Além disso
posto(A) + nulidade(A™) = m e posto(A™) + nulidade( A") = m,
assim, posto(A) = posto(Af).
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(iii) AA e AAM sdo matrizes hermitianas e semidefinidas positivas.

De fato, A" A e AA" sdo hermitianas pois (AT A) = AHA e (AAH)H = AAT,

Além disso, 27 A” Az = ||Az|® > 0, Yz € C", e
e AAT e = (A" 2) T A g = ||Az|® > 0,V € C".

Em particular, se posto(A) = n entdo A7 A é hermitiana definida positiva e se posto(A) =

m entdo AA® é hermitiana definida positiva.

(iv) Se A é um autovalor de A¥ A com autovetor = entdo \ é autovalor de AA? com

autovetor Ax.
De fato, Al Az = \x = A(AA)x = Az = (AAT) Az = \Az.
(v) ATA e AAY tém o mesmos autovalores nao-nulos.

Seja A autovalor nao-nulo de Af A, entdao de (iv) tem-se AA”(Azx) = A\(Az), ou
seja, A também é autovalor de AAY.

Da mesma forma, sendo ¢ autovalor nao-nulo de AAY tem-se
AAx =6 o = AT A(Az) = §(ATx)

e, entdo, § também é autovalor de A7 A.

Portanto, todos os autovalores nao-nulos de A" A sao também de AA, e vice-versa.

(vi) Se x; e T5 sdo autovetores da matriz A7 A, ortonormais entre si, entao Az, e Az,

também sao ortogonais entre si.

Note que A7 Az, = \jz; e AT Azy = Aoy, Como i x5 = 0 tem-se (Azx) (Az,) =

${IAHA$2 = w{{)\2$2 = )\211311[’[112 = )\20 =0

(vii) Se & é um autovetor de A7 A associado a um autovalor niao-nulo A entdao Az é

um autovetor de AA associado ao mesmo autovalor.

De fato, AAT(Az) = A(A” Az) = A(\z) = \(Ax).
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3.3 A Decomposicao em Valores Singulares de uma

Matriz

A seguir, apresenta-se o teorema que mostra a existéncia da decomposi¢ao em val-

ores singulares de uma matriz.

Defini¢ao 3.9 (Matriz diagonal generalizada) Diz-se que A € C™ ™ ¢é diagonal
generalizada se a;; = 0 sempre que i # j. O conjunto a;, com i € {1,2,... .k} e

k = min{m,n}, é denominado diagonal de A.

Teorema 3.5 (Existéncia da decomposicao em valores singulares) Dada uma
matriz A € C™*" existem matrizes unitdrias U € C™*™ e V € C™", e ¥ € R™*"

matriz diagonal tal que A =UXVH,

Note que ¥ nao é uma matriz quadrada assim, > é uma matriz diagonal generali-
zada.
Prova: Para provar o Teorema 3.5 tem-se que demonstrar que U e V' sao matrizes
unitdrias, ou seja, que suas colunas formam um conjunto ortonormal (Observacao 2.1),
que ¥ é diagonal generalizada e que U? AV = 3. Sem perda de generalidade, considere
posto(A) =r <nem>n.

Seja {vy, vs,...,v,} autovetores ortonormais de A” A associados aos autovalores
A1, Ag, ...y Ay, Tespectivamente.

Da Proposicio 3.1 resulta que, como posto(A” A) = posto(A) entdo A, Aa, ..., A,
sao todos nao-nulos e \,4; = ... = A, = 0. Além disso, todos os autovalores de A% A
sao nao negativos ja que A¥ A é semidefinida positiva (Observagao 3.1 item (74i)).

Assim, tem-se

AP Av; = N\w; parai € {1,2,...,7}

AfAv; = Nwv;=0v;=0paraic {r+1,...,n},

com vq,...,v, ordenados de modo que \; > Xy > ... > A\,
Seja V' a matriz formada por {vy, vs,...,v,}, autovetores ortonormais de A7 A,

onde cada v; é a i-ésima coluna de V. Entao V é uma matriz unitaria de ordem n x n.
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Define-se o; e u; como

o; = ||Av||, parai € {1,2,...,r} e (3.2)
Av; .

u; = Y ,parai € {1,2,...,r}. (3.3)
0,

Note que se i € {r +1,...,n} tem-se o; = 0 pois Av; = 0 ji que v; € N(AHA) =
N(A) . Neste caso, defini-se u; = 0.

Da Equagao (3.2) retira-se
U? = ||A’Uz‘||2 = (Avi)HA’Uz‘ = ’UfIAHA’Ui = 'Uf{Ai'Ui = )‘ivszi = \i. (3.4)

Para encontrar a matriz U, seja U; = {uy, ua,...,u,}. Tomando-se u; ¢ u; do

conjunto U; tem-se

H
oy = (A Ay (0N,

g; 0j g; 0 040
1 \; A -se 1 =7
0i0; 7i0j Osei#j
. N Ai .
Pela Equagao (3.4), se i = j entdo = — = 1. Ou seja,
0i03; )\,L
lsei=y

<ui?uj>:{0 sei;éj.

O que mostra que U; é um conjunto ortonormal.

Note que para i € {1,2,...,r}, pela Equagao (3.3), tem-se

Av, 1 1 1
AH’U,Z' = AH ( v ) = —AHA’Uz = —>\Z"UZ' = —O'?’UZ' = 0;0;,

0 0 0;

ou seja, Au;, = o;v;.
Além disso, {u1, us,...,u,} sdo autovetores de AA! associados aos autovalores

nao-nulos Ay, Ag, ..., A, pois
AAH'U,,L = AO’Z"Ui = O'Z'A’Ui = 0,;,0;U; = )\zuz
Agora, como posto(A” A) = posto(AA®) = r entdo dim(N(AAT)) =m —r.

Seja Uy = {41 ..., Uy} uma base ortonormal de N(AAH).
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Como estes u; formam uma base N(AA®), sio também elementos de N(AAHX).
Entao AA%wu; = 0 e, assim, U,y;...,u, sao autovetores de AAM associados ao
autovalor zero.

De fato, sendo U; = {uy, us,...,u,.} € Uy = {u,41..., Uy}, sabe-se que Uy e Us
sao, separadamente, conjuntos ortonormais.

Tome u; € U; e u; € U, entao

Av, \ 7 1
(i uj) = uf u; = ( - ) uj = —v; Alu; =0,

’ 0 i

pois, como u; € N(AA®) = N(A") entao A¥u; = 0.

Portanto, (u;, w;) = 0 e assim, U;U U, é um conjunto ortonormal.

Seja U a matriz formada por U;U U = {uy, us, ..., u,}, autovetores ortonormais
de AA® onde cada u; é a i-ésima coluna de U. Entao U é uma matriz unitdria de
ordem m X m.

Considere, agora, o produto u!? Av;. Entao,

Huj:{ o;8€1=7]

5 cul! = ulou, = o
o sei,j <r:u;Av; =u; o;u; = o;u; Osei]
seiF#j

e sei>1:ulAv; = (Au,)Hv; =0"v; = 0.
e sej>r:ulAv,=uf0=0.

Assim,
uZHA'vj:{ o; sei=jet,j]<r
0 caso contrario

Portanto, U¥ AV é uma matriz diagonal de ordem m x n. Ao denotar-se tal matriz
diagonal por ¥ tem-se A = UXV# j4 que U e V, definidas anteriormente, sao unitarias.
[ |

Quando A é uma matriz real, trabalha-se com AA” e AT A, j4 que A = A. Assim, a
decomposicao em valores singulares de A é o produto ULV, onde U e V sdo matrizes
ortogonais.

Considerando as matrizes U, V e ¥ que compoem a decomposicao em valores sin-

gulares de uma matriz, pode-se fazer as seguintes observagoes:

Observagao 3.2 Seja UXV a SVD de uma matriz A.
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(1) Os elementos na posi¢ao i = j da matriz 3, denotados por o;, sio denominados

valores singulares da matriz A e a matriz ¥ pode ser representada como

D O
0O 0O

onde

De agora em diante serd assumido que o1 > 09 > ... > 0, > 0 e O matriz nula
com a devida ordem. Além disso, r = min{m,n} se, e somente se, A tem posto

completo.

(77) As colunas de U sdao denominadas vetores singulares a esquerda e sdo o0s autove-

tores ortonormais de AA™M.

(1i1) As colunas de' V' sao denominadas vetores singulares a direita e sdo os autovetores

ortonormais de AT A.

(1v) Os valores singulares nao-nulos da matriz A sao as raizes quadradas dos autova-

lores nao-nulos de A" A, que sao os mesmos de AAH.
(Equacao (3.4)).
Observacao 3.3

(v) AT tem os mesmo valores singulares que A.

De fato, seja A = UXV7T a decomposiciao em valores singulares de A. Entao A7 =
VYHUH, Considerando-se a matriz ¥ apresentada em (3.5), tem-se que em $ contém
0s mesmos valores positivos que ¥, e portanto A” tem os mesmos valores singulares

que A.

Observacao 3.4

(vi) Os vetores singulares a direita (a esquerda) de A sdo os vetores singulares d

esquerda (a direita) de A.
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(vii) {v1,vs,...,v,.} € uma base ortonormal para R(AT);

{Vr41,...,0,} € uma base ortonormal para N(A);
{uy1,ug, ..., u.} € uma base ortonormal para R(A);
{Upi1,..., Uy} € uma base ortonormal para N(AM).
(viii) Os valores singulares 01,09, ...,0, de A sdo unicos, no entanto, a SVD de uma

matriz A ndao € unica pois as bases anteriormente citadas ndo sao unicas.

Corolario 3.1 Dada uma matriz A € C™*", m > n e posto(A) = r, existe U e Cmxr
e Ve C™" matrizes ortogonais e S € R™" matriz diagonal, com entradas positivas,

tal que A = UsVH.

Este corolario defini a chamada Decomposicao em Valores Singulares Reduzida,
onde sao considerados apenas os elementos positivos da diagonal de ¥ e o conjunto

ortonormal {uy, us, ..., u,}.

Observagao 3.5 Seja A € C™ ™. Se m > n tem-se que os valores singulares de A
sdo as raizes quadradas dos autovalores de AT A e se m < n, os valores singulares de

A sdo as raizes quadradas dos autovalores de AA™M.

Revendo a prova do Teorema 3.5, segue que para encontrar a decomposi¢ao em
valores singulares de uma matriz A, com posto(A) = r, é necessario seguir os passos
seguintes:

Sem>n

1. Calcular a matriz A7 A, seus autovalores e encontrar os autovetores associados
a cada autovalor. Assim, obtém-se a matriz V, onde cada coluna de V é um

autovetor normalizado, j& que A7 A é hermitiana;

2. Calcular os valores singulares o; e montar a matriz >;

A'UZ'

3. Obter os vetores u; da seguinte forma: u; = ,parai € {1,2,...,7} e, para

(2
i € {r+1,...,m} calcular uma base ortonormal para N(AA), ou seja, encontrar

os autovetores de AAH associados ao autovalor nulo. Entdo, construir a matriz

U, onde sua i-ésima coluna é o vetor u;.
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No caso em que m < n, calcula-se inicialmente os autovalores e autovetores de AAX
e, caso haja algum autovalor nulo, acha-se uma base ortonormal para N (A% A).
A seguir, apresenta-se um exemplo da decomposicao em valores singulares de uma
matriz real.
2 01

Exemplo 3.1 Seja A = . Como A € real entdo AA" = AAT. Para
0 20

encontrar a SVD de A serdo sequidos os passos apresentados anteriormente:

1. Encontrando a matriz V.

Calculando AATobtém-se

2 0
U I N I O
020 0 4

10

Assim, os autovalores de AA” sao dados por
p(A) = (=)= A).
Buscando-se as raizes do polinomio caracteristico tem-se A\ = 5 e Ay = 4.

Resolvendo (A — \;I)x = 0 para cada )\;, chega-se aos seguintes autovetores

associados:
2 0
v1=10 evy= |1
1 0

Note que v; e v, formam um conjunto de vetores ortogonais. Vale ressaltar que,
AAT ¢é simétri ta tovet a t is (Ob a
como é simétrica entao seus autovetores sao sempre ortogonais servagao

2.6).

Normalizando os autovetores encontrados tem-se:

2
7 0
V= 0 eVy=11
1
% 0
2
%= 0
Assim,V:[V1 VQ}I 0
1
7 0
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2. Calculando os vetores singulares a esquerda e encontrando X.

Como os autovalores de AAT sao 5 e 4 entdo os valores singulares de A sdo
0'1:\/560'2:\/41:2.
V5 0 0

Assim, ¥ = pois ¥ tem a mesma ordem de A.
0 20

3. Encontrando a matriz U.

AV;
Da Equacao (3.3) tem-se que cada coluna de U é dada por u; = . Assim:
- 2 2
AV, 1 |2 01 V5 2.0 1 5 1
o1 V5|0 20 1 020, 0
L L
0 0
AV, 1]2 01 10 1 0
o2 210 20 010 1
0 0

U

I
g
g
[\
I

Assim, a decomposigao em valores singulares (reduzida) de A é

2 1
A:10 V5 0 % 0 %
0 1

0 1 0 2 0

Note que, no Exemplo 3.1 nao foi necessario calcular os autovetores de AT A pois
os autovalores de AAT sao todos diferentes de zero.

No exemplo a seguir, trabalha-se com autovalores nulos.

10 1
Exemplo 3.2 Seja A=|0 -3 0
10 1
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Calculando AATobtém-se

20 2
ATA=10 9 0
20 2

Assim, os autovalores e autovetores normalizados de AT A sao respectivamente

- T
v, = 010 } associado ao autovalor 9,
_ 1 1 :
vy = 5 0 NG ] associado ao autovalor 4 e
- T
_ 1 1 :
V3 = 5 0 —75 } associado ao autovalor 0.

Note que vy, vo e v3 formam um conjunto de vetores ortogonais.

0 L L
V2 V2
Assim, V = | v; v, '03}: 1 0 0
1 1
0 7% —u
Como os autovalores de AT A sdo 9, 4 e 0 entao os valores singulares de A sdo o7 = 3
€ 09 = 2.
Assim,
300
YX=10 20
000

pois X tem a mesma ordem de A. Vale lembrar que 0 nao é valor singular, mas que
ele aparece na diagonal de ¥ para que esta tenha a mesma ordem de A. Neste caso,

poderia se considerar a SVD reduzida de A, obtendo-se, entao

Y =
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Av; :
Cada coluna de U ¢ dada por u; = —v, i€{1,2}. Assim:
0;

10 1 0 0 0
Avi 1 0 -3 0 1 L1y 1
’u, = @ @——— _ _ = — oy e
! or 3 3
10 1 0 0 0
10 1]~ 2 1
Avy, 1 v2 1| V2 V2
U = @ —_— = —_ = — =
2 e 0 5| 0 0
1 2 1
U I v ) 7

Note que u; e uy sao ortonormais.

Agora é necesséario encontrar o vetor us, que nao pode ser construido da mesma
forma que u; e us pois vs estd associado ao autovalor 0.

Entao calcula-se o autovetor de AAT que esteja associado ao autovalor nulo e que
seja ortogonal com u; e us.

No entanto, neste caso como a matriz A é simétrica entdo AA” = AT A e, portanto,
o autovetor procurado é exatamente v = [ \/Li 0 _\/Li

Como {uq, ug, v3} formam um conjunto ortonormal, estes formarao a matriz U.

Assim,
1 1
0 % »
U:[’U,l Us 'l)3:|* -1 0 0
1 1
0 % —
Assim, a decomposicao em valores singulares de A é
T
1 1 1 1
0 % 5 300 0 % &%
A= -1 0 0 0 20 1 0 0
1 1 1 1
0 % -5 000 0 % -5
Seja A é uma matriz diagonal tal que
2 0
A=10 -3
0 0
Exemplo 3.3 A SVD de A ¢
1 0 0|20
10
0 —1 0f |0 3
0 1

0 0 1I[]00



Exemplo 3.4 Seja A € uma matriz linha tal que

—1
A=1|2
2
A SVD de A é
3 05 a3
RO
A
Proposicao 3.2 Se A € C™™" ¢ hermitiana com autovalores A1, \a, ..., A\, entdo seus
valores singulares sao |A1|,|Aa|, ..., | Anl-
Prova: Como \;, ¢ € {1,2,...,n}, é autovalor de A entdo. Como A é hermitiana entao

AT A = A% Assim, os autovalores de A” A sao os mesmos de A?. Pela Proposicao 2.4
tem-se que os autovalores de A% sdo )\%, )\3, ..., A%, ou seja, as autovalores de A7 A

n?

sao A2, \3,..., A2, Como os valores singulares o; de A sdo as raizes quadradas dos

autovalores de AT A entao

Proposicao 3.3 Se A é hermitiana definida positiva entao a SVD de A € a decom-

posicao espectral de A.
Prova: Seja A, A, ..., A\, os autovalores de A. Como A é hermitiana, tem-se que:

(1) os valores singulares de A sao |\, |As|, ..., |\.|, em particular, pelo Teorema 3.4,
os valores singulares de A sao o; = \;, j& que os autovalores de A sao todos nao
negativos. Assim, se A = UXV7T, tem-se que ¥ = D, onde D é a matriz diagonal

da decomposicao espectral de A, ou seja, a matriz que contém os autovalores de

A.

(i) A= AT e assim, ATA = A2, Assim, se A = QDQ" tem-se que Q = U =V, pois
A? = QD?Q7 e, pela simetria de A, A2 = AAT = ATA.

Assim, A=UXVT =QDQT. m
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Observacao 3.6 (Produto Externo) A decomposicao em valores singulares de uma

matriz A € C"™*" pode ser descrita da sequinte forma:
H H H
A =o1u1vy +o2uvy + ...+ 0,u,0,,

onde Uy, ..., u, sao os vetores singulares a esquerda, vi,...,v, sGo 0s vetores singu-

lares a direita e 01 > ... > 0, €0pp1 = ... = Op.

Mesmo tendo sido descoberto no fim do século XIX, a Decomposicao em Valores
Singulares nao era amplamente conhecida na Matematica Aplicada até a década de
60, quando mostrou-se que ela poderia ser computada eficazmente. O que a faz tao
importante é a sua vasta aplicabilidade. No capitulo 4 sao apresentadas algumas de

suas aplicagoes, tanto de carater teérico quanto pratico.
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Capitulo 4

Aplicacoes da SVD

A SVD é excelente para calculos que exigem certa estabilidade. Uma das razoes é
o fato das matrizes U e V serem matrizes ortogonais, ou seja, preservam a norma, de
um vetor.

O fato da Decomposi¢ao em Valores Singulares nao ser tinica nao traz nenhuma

consequéncia na maioria de suas aplicagoes.

4.1 Normas de Matrizes

A Decomposi¢ao em Valores Singulares pode fornecer féormulas simples para certas
expressoes que envolvem normas de matrizes. As normas apresentadas neste trabalho

sao a Norma Espectral (ou Norma-2), e a Norma de Frobenius.

Defini¢ao 4.1 (Norma Espectral ou Norma-2) Seja A € R™*". Chama-se de
Norma Espectral ou Norma-2 de uma matriz a norma induzida pela norma euclidiana,
denotada por || A||,. Neste caso,

Az,

All, = max
H HQ 240 ”szi

onde ||z||, = /73 + 222 + ... + 1,2
Observacao 4.1 Utilizando a Norma FEspectral
(i) Se Q € ortogonal entdo ||Q], = 1.

De fato, da Proposicio 2.3, |Qz|*> = ||=||.
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(@) [[All = max || Azl

(=1
Defini¢ao 4.2 (Norma de Frobenius) Seja A € R™*". A Norma de Frobenius da

matriz A, denotada por ||A| ., € definida por

1Al =

D lagl® = Vir(ATA) = /tr(AAT).

=1 i=1

A Norma de Frobenius é obtida quando colocamos as elementos da matriz
em um vetor e entao calculamos a norma euclidiana. Em outras palavras

|A|l é a raiz quadrada da soma dos quadrados dos elementos de A. [6]

Teorema 4.1 Seja A € R™*"™ com valores singulares o1 > 09 > --- > 0, > 0. Entdo

2
|All, =01 e [[Alp =03+ 05+ ...+ 02

Prova: Considere a norma espectral ||A||, e a seguinte igualdade:

A [zT AT A
|All, = max | Az, = max |/
x#0 H,’BH2 x#£0 r'x

Seja decomposicao em valores singulares de A dada por A = UXV7T.

Note que
" ATAz 2T USV)TUSVTz
zTx B xTx B
_ 2'vyTUTusvTe
= p =
 2'vytsvTe (Vie)'STS(Vix)
B TVVTe — (VIig)T(VTig)
Denotando VT'x por y, vetor com n entradas, e 7Y por B, matriz diagonal con-
tendo 02,03,...,02, tem-se
TATA B
rToAT_Y2Y (4.1)
'z yTy
Sejam Ay, Ag, ..., A\, os autovalores de B entao \; = a?.
Considerando a Equacao (4.1) e denotando por y; s, . . ., ¥y, as i-ésimas coordenadas

do vetor y tem-se
Yy By Myl +ays o+ A

y'y ity R
Como Ay > Ay > ... > )\, obtém-se a seguinte desigualdade:

A M A M+ Aews - Ay

A1 >
vyt 2 v +yi . 2
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Assim
Ayt +Aays+. +Ayn  y'By  zTATAz

A =
v+ ys 4.+ 2 yTy Tz

v

Ou seja,

< A1

2
| Az]|, T AT Ax
[E1P zlx
Entao A\; é um limitante superior para a norma espectral.
Agora, é preciso encontrar um vetor x tal que

[Az]l, Vo = oy,

2],

No entanto, do Teorema da Decomposicao em Valores Singulares, sabe-se que o; =
| Av;||. Além disso, v; é um vetor unitario. Assim, tomando = v;,

[Azll, _ [lAvi],

= = = [[Avi[l, = [[Av1]| = o1
lzlly v, ’

Portanto, encontrou-se um vetor x tal que

A TATA
|All, = max |A=]l, _ max |/ — < VAL =01
€

lzl, ~ =0 V &z

Agora serd mostrado que ||A||3 = 02 + 03 + ... + o2. Seja ||A||% = tr(ATA) e
A=UxVT,
Sabe-se que se B,C' € R"*" entao tr(BC) = tr(CB). Assim

tr(ATA) = tr[(USVDTUSVT] = tr(VEISVT) = tr(ST2VIV) = tr(27X).
Ou seja, ||Al|z =02+ 02+...+02. =
Coroldrio 4.1 Seja A € R™™ entdo ||All, < || Allp < vn ||All, -

Prova: Do Teorema 4.1 tem-se ||Al, = oy ¢ ||Al|3 =02 + 03+ ... + 02,

Entao
JAll, = 00 < \Jo? < Jod o3+ t+o2 = Al
1A, < JAll, (42)

(S

JAll, = \Joi+ 03+ 402 < \Joitalt.. +ot=y/no? =0rv/n = va|Al,
Al < VnlAl, (4.3)
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Das Equagoes (4.2) e (4.3) obtém-se

1Al < Al < VallAll, -

A Decomposi¢ao em Valores Singulares de uma matriz A pode também ser usada
para encontrar uma matriz B, com posto(B) = r, tal que ||A — Bl seja a menor
possivel. Ou seja, dado o posto de uma matriz, achar a matriz B com esse posto que
esteja mais “proxima’ da matriz A em relagdo a norma de Frobenius.

Considera-se A € R™" e A = UXV7' sua decomposicio em valores singulares, onde

¥ é a matriz que contém os valores singulares (o1, 09,...,0,, 0pi1,...,0p).

Agora, seja X, matriz diagonal com elementos (01,09, ...,0,,0,...,0) e defina A, =
Us, VT,

Assim,

|A= Arllp = \Jo?us + 0%+ + 02

Assumindo {01,039, ...,0,} ndo-nulos, o teorema a seguir mostra que a matriz B de
posto r mais proxima de A é exatamente a matriz A,. Mas antes considere o seguinte

lema.

Lema 4.1 Seja A uma matriz m xn ‘e QQ uma matriz de ordem m e ortogonal. Entdo

IQA|: = | Al

Prova: Usando a defini¢cao da norma de Frobenius tem-se
|QAIE = tr((QA)TQA) = tr(ATQTQA) = tr(ATA) = ||A|};
]

Teorema 4.2 Sejam A e A, as matrizes definidas acima. Entdo

A—All, = min |[A-B|..
J A=Al = min A= Bl

Prova: Seja UXVT a SVD da matriz A e seja B uma matriz de posto r.
Note que posto(B) = posto(UT BV). De fato, seja B uma matriz tal que posto(B) =
r. Como nulidade(B) = nulidade(UT BV'), pois V é ortogonal e, consequentemente,

inversivel, tem-se que posto(B) = posto(U? BV).

50



Entao, defina C = UTBV. Assim, tem-se a seguinte equacao:
A= Bl =[SV’ —vcVT|| = |UE -V, === Clp.

Dessa forma, minimizar ||A — B||r sujeito a posto(B) = r é equivalente a mini-
mizar ||X — C||r sujeito a posto(C') = r. Portanto, o problema consiste em minimizar
|X — C|| 5, sujeito a posto(C) = r. Como ¥ é diagonal, |¥ — C||, é minimo quando
C também for diagonal e mais, C' = ¥, ja que os o; estao organizados em ordem nao
crescente ao longo da diagonal de X..

Logo, minimo || £ — C|» sujeito a posto(C) = r é igual a [|X — X, || .

Consequentemente, voltando para a varidvel B, temos que a solu¢ao de minimo||A—
Bl|| sujeito a posto(B) =1 é

B=UL, V" =A4,.

|
O teorema anterior mostra que a matriz A, é a matriz de posto r que esta mais
proxima de A em relagdo a norma de Frobenius e que esta distancia é medida para

valores singulares da matriz A.

4.2 O Problema de Minimos Quadrados e a Pseudo-

Inversa

4.2.1 O Problema de Minimos Quadrados

Para efeito ilustrativo, pode-se pensar o métodos de minimos quadrados como um
método para encontrar um curva - funcao - que melhor se ajuste a um conjunto de pon-

tos dados. Esse método era conhecido no século XVIII por Cotes! e, em 1806, Legrende?

'Roger Cotes (1682 - 1716) foi um matemético inglés que, enquanto esteve em Cambridge, editou a
segunda edigdo do Principia, de Newton. Apesar de ter publicado pouco, fez importantes descobertas

na teoria do logaritmo, calculo integral e métodos numéricos.

2Adrien Marie Legendre (1752 - 1833) foi um matemético francés que trabalhou com astronomia,

teoria de ntmeros e fungoes elipticas.
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publicou um artigo sobre ele em um livro sobre érbitas de cometas. Entretanto, em
1809, Gauss apresentou um artigo descrevendo o método, que alegou ja conhecer desde
1795. Em 1801, Gauss calculou o reaparecimento de um novo asteréide, que havia sido
descoberto no dia de ano novo daquele ano, atraves do método de minimos quadra-
dos e por isso, geralmente, recebe os créditos por esse método de aproximagao. Esse
método de ajuste de dados tem sido um ferramenta indispensavel desde sua invencao,
extendendo seu uso em diversas areas da Matematica.

“Melhor se ajuste” no contexto do método de minimos quadrados significa obter o
menor erro possivel. Cada ponto dado contém um erro em relagao a curva escolhida
para se ajustar ao conjunto total de dados, podendo este erro ser nulo no caso em que
o ponto pertence a curva. Com o erro de cada um dos pontos do conjunto de dados,

podemos formar um vetor-erro.

2 Y

Figura 4.1: Encontrando a reta que minimiza o vetor-erro.

Considere a conjunto de pontos P = {(1,2),(2,2),(3,4)} e uma reta y = ax + b
para ser a fungao que melhor de ajuste ao conjunto P, conforme a Figura 4.1.
Como se busca o menor erro possivel, entao || e|| deve estar o mais préximo de zero.

T
Utilizando a norma euclidiana e sendo e = [ E1 €2 €3 ] , tem-se que minimizar
le]l = Ver + &2 + &3 (4.4)
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E da Equacdo (4.4) que provém o termo “minimos quadrados”. O ntmero ||e|| é

chamado de erro quadratico minimo da aproximacao.

4.2.2 A solugao do Problema

Seja P, um conjunto de n pontos dados e r uma reta cuja equacao é y = ax + b.

Entao o vetor-erro é

€1

En

onde ¢; = y; — (ax + b). Obtém-se com todas as equagdes
yi=az; +b0,1<i<mn,

um sistema de duas incégnitas e n equagoes, o qual se pode escrever na notagao ma-

tricial Az = b onde

Logo, o vetor-erro é o vetor b — Ax e minimiza-lo significa minimizar b — Ax.
Assim, a solugao para problema de minimos quadrados pode ser escrita segundo a

definicao a seguir.

Definicao 4.3 Seja A € R™" e b € R™. Uma solucao do problema de minimos

quadrados € o vetor x € R™ tal que ||b— Ax|| seja minima.

Qualquer vetor da forma Ax estd no espaco coluna de A e, quando x varia sobre
todos os vetores de R", significa que Ax varia sobre todos os vetores de R(A). Assim,

uma solugdo por minimos quadrados é equivalente a um vetor § € R(A) tal que

1o —gll < llb—yl,

para todo y € R(A). No entanto, sabe-se que o vetor no espaco coluna de A mais
proximo de b é exatamente a projecao de b neste subespago, ou seja, se T é uma

solucdo por minimos quadrados tem-se AZ = projpa)(b).
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N(A")4

Ll

b-AT

R(A)

Figura 4.2: Representagao geométrica do problema de minimos quadrados.

Considere a Figura 4.2. Se AZ é a projegao de bem R(A) entdao b— AZ é ortogonal
a R(A), isto é,
(b— Az) € N(AT).

Assim

(b— AZ) € N(AT)
AT(b— Az) = 0
ATob— ATAZ = 0
ATAz = ATb. (4.5)

A Equacao (4.5) representa um sistema de equagdes conhecido como equagoes
normais para . Entdo & é uma solugdo por minimos quadrado de Ax = b se, e
somente se, é solucao da equacao normal AT Az = ATb.

Tratando-se de uma matriz genérica A € R™*" nao esta se considerando o posto

desta matriz. Observando-se o posto de uma matriz tem-se que:

e Se A € R™" e posto(A) = n, entdo A é inversivel e a solugdo de Az = b é

x=A"1b;

e Se A € R™" com m > n e posto(A) = n, entdao AT A ¢ inversivel e a solugio

de ATAz = AT é ¢ = (ATA)"1 AT,
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e Se A € R™" com m > n e posto(A) = r < n, entao o sistema AT Az = ATb

tem infinitas solugoes.

Geralmente, tratando-se de aproximagcoes, a melhor solugao para este problema é
a solucao de menor norma e é neste sentido que a decomposicao em valores singulares

pode auxiliar na solucao do problema de minimos quadrados.

4.2.3 A Matriz Pseudo-inversa e a SVD

Defini¢ao 4.4 (Solugao de minima norma) Seja A € R™*" ¢ b€ R™. A solugdo
de minima norma € o vetor T em R" tal que |b— AZ|| < ||b — Az|| para todo € R"

e se ' # T € tal que ||b— Ax'|| < ||b— Az||, para todo x € R", entao ||Z|| < ||2/|.

Definigao 4.5 (Matriz Pseudo-inversa) Seja A € R™" ¢ A = UXVT. Chama-se

de pseudo inversa (ou inversa generalizada) a matriz AT = VIXTUT, onde

S 0
o1
0
- 0 L 0 : D! O
: 0 0 o o]
0 . 0

com D dada na Observagdo 3.2 (i).

Além disso, se A tem dimensao m X n, entao AT € R™™ e, consequentemente,

Yt e R,

Exemplo 4.1 Considere a matriz A apresentada no Exemplo 3.1 entdo

2 1
A:201:10 V5 0 % 0 %
020 0 1 0 2 0 1 0

U Y VT
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Calculando a matriz pseudo-inversa de A, tem-se que AY = VXtUT. Entao

2 0 2.0
V5 L ol]1o0 i
At=vstuT=|o 1| | ¥® =lo 2
) 0 3 01 .
R 5 0
De fato,
_ %0
0 1 10
AAT = 0 1=
020 0 1
L %0

Teorema 4.3 O problema de minimos quadrados Ax = b possui uma unica solucdo

T de minima norma por minimos quadrados, que é dada por T = ATb.

Prova: Seja A € R™*" com SVD dada por A = UXV7T e valores singulares o; > 0y >
--- >0, >0, onde posto(A) = r.

Seja v =VTx e c=UTb. Considere v e c tais que

U1 C1
v = e c= ,
(D) Co
onde vy, ¢; € R". Entao
Ib— Az||”

U7 (b— AVVTa)||”

- 2
Cy 0 O_ Vo
2
Ci — D'Ul
Co ’

utilizando o fato que a norma euclidiana € invariante por matrizes unitarias, apresen-

tado na Proposicao 2.3.
Observando a Equagao (4.6), percebe-se que o vetor que minimiza ||b — Aac|]2 tem

D‘lcl
v = Y te¢;. Como o vetor vy, é arbitrdrio, pode-se tomar v = e v =
0
D_IC1 .. .. 2 .
, com vy # 0, vetores distintos que minimizam ||b — Az||". E ainda,
U2
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o> = |D7"et||” < [ D7 er|) + [Jwal® = 1017

Como & = Vwe V é ortogonal entdo ||v||* = |Vv|®> = ||| e assim, ||| < ||z'|*.
Portanto,
D e D 0 D ool .
z=Vo=V =V c=V U'b= A"b. (4.7)
0 0 0 0 0

O Teorema 4.3 mostra como a decomposicao em valores singulares de
uma matriz A pode ser usada para resolver o problema de minimos quadra-
dos, mesmo quando a A nao tem posto completo. Na verdade, a prova do

Teorema mostra como encontrar o conjunto de todas as solugoes . Elas sao

D! C
dadas por Vv’ onde v’ é qualquer vetor da forma . No entanto, se
Vo

vy = 0 obtém-se a tnica solugdo de minima norma. (...) Assim, a férmula
(4.7) representa uma maneira pratica de resolver o problema de minimos

quadrados. ([8], pag 324)
Proposicao 4.1 Seja A € R™*". Se m < n e posto(A) = m entdo
AT = AT(AATY
Por outro lado, se m > n e posto(A) = n entdo
At = (ATA) AT,
Prova: Supondo posto(A) = m tem-se

AT(AATY T =Tyt (oestuh)y = vetutu(esh) vt = vet(eeh) ot

Note que
(o0 0 0 | | L 0 0 ]
0 . 0 = 0 0 0 0
ST = 0 0 e || 0 0o |=|0 0 Lt |=3"
0 0 0 : 0
0 0 0 | 0 0 0 |
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Entao AT(AAT)™t = AT,
Supondo posto(A) = n tem-se

(ATA)TAT = (veTsv D) tvstut = vty tviveTut = v(sty)ietut.
Da mesma maneira, mostra-se que (X7%)7!%T = ¥+, E | portanto, (AT A)7tAT =
AT m
Observagao 4.2 A solugcdo por minimos quadrados no caso em que A € R™ " com
m >n e posto(A) =n, é x = ATb.

Observagao 4.3 Se A € R™ " ¢ inversivel entao AT = A™1

Seja A = UXVT a decomposicao em valores singulares de A com

01 0 0
YX=10 0
0O 0 o,

e 0; # 0 para todo 1 <i < n.

De fato, se A é inversivel entao

At = (vt =veiUt.

No entanto,
-1
oo 0 0 Uil 0 O
>Yl=10 . 0 =l o . 0 |=Xxt.
0 0 o, 0 0 4

Portanto A~ = VXtUT = A+,
A observacao anterior mostra um resultado esperado no caso em que A é inversivel:

o de que a pseudo-inversa da matriz A é exatamente a matriz inversa ja conhecida.

Observagao 4.4 Seja A € R™™ e A" a pseudo-inversa de A. Entao (AT)"T = A,

com as mesmas matrizes U e V.
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De fato, seja A = UXVT a SVD de A. Considere m > n. Entao
<A+)+ —_ (VE+UT)+ _ V(E+)+UT’

pois U e V' sdo ortogonais (e, portanto, inversiveis). Assim

-01 0 0-
L 0 0 o]’ 0 0
EH'=1 0 0 o =0 0 o0, ]=%
00 &= 0 0 0
| 0 0 0 |

Defini¢ao 4.6 (Pseudo-inversa de Moore-Penrose) Seja A € R™*". A matriz
pseudo-inversa de Moore-Penrose de A € a matriz X que satisfaz as sequintes condi¢oes:
(1) AXA=A

(i) XAX =X

(iti) (AX)T = AX

(iv) (XA)T = XA

Proposicao 4.2 A matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose € unica.

Prova: Sejam X e Y, ambas nao-nulas, matrizes pseudo-inversas de Moore-Penrose
de uma matriz A entdo ambas satisfazem as condigoes (i) até (iv) da Definigao 4.6.

Considere agora as seguintes equagoes:

AX = AX
AX = AYAX
(AX)T = (AvAx)T
AX = AXAY
AX = AY
YAX = YAY
YAX =Y (4.8)
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utilizando as condigoes (i) e (iii); e

XA = XA
XA = XAYA
(XA = (XAy AT
XA = YAXA
XA = Y A
XAX = YAX
X = YAX (4.9)

que utiliza as condigoes (i) e (iv).
Assim, das Equacoes (4.8) e (4.9) tem-se X = YAX =Y.

Portanto, a pseudo-inversa de Moore-Penrose é tinica. m

Proposigao 4.3 Seja A € R™ ™ entdo a matriz pseudo-inversa A" de A satisfaz

condicoes de Moore-Penrose.

Prova: Supondo posto(A) =r, r <max{m,n} e A= UXVT, sera verificado que AT,

dada por VI TUT, satisfaz as condigoes de (i) a (iv).

(i) AA*A = A(VEHUT)A = USVT(VSHUTUSVT = USSHEVT = USVT = A se
YYTY = 3. De fato:

(D 0 D O D O
Y — _

0 0 0 0 0 0

(1 0] D O
_ _ (4.10)

oo| |oo]
.

00|

com D € R™" e cada matriz nula O com a devida ordem.

(i) ATAAY = (VSHUT)A(VETUT) = (VEHUTUSVT(VSHUT) = VEESHUT =
At se XTYXYXT = ¥T. A exibicao deste resultado segue o mesmo raciocinio da

Equagao (4.10).
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(it7) (AAN)T = [USVT(VSTUD)T = (USSTUN)T = UEH)TSTUT. Note que se

(EHTET = B8 tem-se

(AANT = (= T2TUT = UusstUT = UsvIvstuT = AA7.

De fato
(2+)T2T _ D' O D O _
O O O O
(D O Dt O]
= = EZ+,
O O § 0O O .

adequando-se as ordens das matrizes nulas O.
(17v) Andlogo ao item anterior.

|

Note que quando posto(A) = n (ou posto(A) = m) pode-se usar a Proposigao 4.1
e AT = (ATA)71AT (ou AT = AT(AAT)™1). Neste caso, as condigoes de Moore -
Penrose sdo provadas facilmente, apenas substituindo A" pela devida representacao.

Por exemplo, no item (i) tem-se

AATA = A[(ATA)TAT)A = A[(ATA) (AT A)] = AT = A,

no caso em que posto(A) =n e

AATA = A[AT(AAT) A = [AAT(AAT) YA = A,

no caso em que posto(A) = m.
Corolario 4.2 A" € a Pseudo-Inversa de Moore-Penrose.

Este fato decorre das Proposigoes 4.2 e 4.3.

Pode-se também utilizar as condi¢coes de Moore Penrose para caracterizar a solugao
do problema de minimos quadrados, conforme sugere o enunciado abaixo. Vale res-
saltar que, como o solu¢ao de minima norma é unica, a solugao obtida utilizando as
condicoes é a mesma apresentada anteriormente, ou seja, a matriz A*.

Outra maneira de verificar que a solu¢ao de minima norma é dada por £ = ATb é

considerando o seguinte problema.
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Problema 4.1 Dada matriz A € R™*" eb € R™, encontrar € R™ de menor norma

que minimize || Az — b||’.

Resolugao Considere o problema de min ||[Az — b||, sabendo que se & é solucao deste
problema entao satistaz a equacao normal AT Az = ATb. Entdo, utilizando as condicoes
(1) e (ii7) de Moore-Pensore:

ATAz = ATb

ATAz = AT(ANHTATD

ATAx = AT(AAT)Tb

ATAz = ATAA"b.

Assim, de AT A(x — ATb) = 0, tem-se que € — ATb € N(ATA). Ou seja,

z— ATbe N(A). (4.11)

~ ;. . . 2 . .
Agora, tem-se que encontrar a solu¢do de minima norma, ou seja, min ||z||” sujeito

a ATAxz— ATb = 0. Para tanto, considere as funcoes f e g definidas da seguinte forma:

f: R"—R

2

g : R"—R"

x— ATAx — Ab

Considerando as condigoes de otimalidade de Lagrange®, f tem um minimo em zg

quando existe A € R" tal que

Vf(zo) = Vg(xo)A.

Sabendo que V f(x) = 2z e que Vg(z) = AT A tem-se que f tem um minimo em

xo quando 2zg = AT AN,

3Mais detalhes em Vector Calculus, de J. E. Marsden e A. J. Tromba. O simbolo Vg(z() denota o

Jacobiano de g avaliado em x.
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Utilizando as condigoes citadas, obtém-se que a solucao de minima norma, de

maneira mais geral, deve ser da forma
{a: = AT AN, para algum X\ € R",
ou equivalentemente, £ = ATy com y € R™ onde y = AM.

xr—ATb = z—ATAATD=
Doz — AT(AN)TAYD = ATy— AT(ANTATD =
L AT(y - (ATVTATE) = ATY,

ou seja, ¢ — ATb = ATy, utilizando as condigoes de Moore-Penrose (ii) e (iv) e
y =y— (AN)TATH. Assim,
x— ATbe R(AT). (4.12)

Portanto, das Equagoes (4.11) e (4.12), ¢ — ATb =0, ou seja, ¢ = A" b,

4.3 Decomposicao Polar

Todo nimero complexo é o produto de um nimero nao negativo r e um nimero

0

e no circulo unitrio: z = re. Esta é a representacio de z em coordenada polares.

Entendendo um nimero complexo como uma matriz 1 x 1, r corresponderia a uma

0 0

matriz hermitiana semidefinida positiva e €' seria uma matriz unitaria. Ou seja, €’

sendo complexo e e ¥ = 1.

Teorema 4.4 (Decomposicao Polar) Toda matriz A € C"*" pode ser fatorada como
A= QS onde Q € C"™™" € unitdria e S € C"*™ é hermitiana semidefinida positiva.

Se A € inversivel entao S € hermitiana definida positiva.

Também é possivel fatorar um matriz A como A = S’Q) onde S’ é uma matriz é
hermitiana semidefinida positiva e () é unitaria. Esse tipo de fatoragao é conhecida

como Decomposicao Polar Reversa.
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1 =2
Exemplo 4.2 Seja A = . A decomposicao polar e a decomposicdo polar re-
3 -1
versa de A sdo, respectivamente:

0 -1 3 -1 2 1110 -1
A: :QS eA: :S/Q
1 0 -1 2 1 21 (1 O

Note que S e S" sdo hermitianas definidas positivas e ) € unitdria.

Dada a decomposi¢ao em valores singulares de uma matriz A, obtém-se facilmente

sua decomposicao polar.
Neste caso considere A € R™*" e posto(A) = r. Seja A = UXVT a SVD da matriz

A. Entao pode-se escrever A como
A=U0VIvevT =8,

visto que V' é ortogonal.

Note que Q = UV? também é uma matriz ortogonal pois
ovhHrovt =vutovt =vvr =1 =vuvTvur =uviovhT,

e S =VXVT é simétrica semidefinida positiva.

De fato, denotando-se V''z por y tem-se
' VyVlie = (Viz)'s(Viz) = y' Sy = yioy + ... + 920, (4.13)

onde cada y; é a i-ésima coordenada do vetor y e oy, ...,0, sao os valores singulares
nao-nulos de A.

Como cada o; é raiz quadrada de um autovalor nao-nulo de A” A, entao o; > 0, Vi.
Além disso y7,...,y% > 0.

Portanto, da Equagao (4.13)

2’ VeVt > 0.

Quando A é inversivel tem-se que S é simétrica definida positiva pois A tem posto

completo e, consequentemente, tem p = min{m,n} valores singulares ndo-nulos.
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Observagao 4.5 Se A € R™ " for escrita como A = USUTUV?T obtém-se a Decom-
posicao Polar Reversa A = S'Q, onde S" = UXUT € simétrica semidefinida positiva e

Q = UVT ¢ ortogonal.

Exemplo 4.3 Considere a matriz A dada no Exemplo 3.1. Como A € real entdo

A = AT Entdo

2 1
g |20 1o V5 0 N
020 0 1 0 2 0 1 0
Assim
[ 2 1 2 1
UvT:10 750732750756
0 1 0 1 0 0 1 0
-2 4 2
A P N P i 0
Vvt = 0 1 V5 VBl=1 0 2 0
0 2 0 1 0
1 2 1
| 5V 0 VAR

2
2 0
< 0 7 1 > -
1
2 0

E ainda, VXV € simétrica semidefinida positiva.

De fato, dado x € R3, x = [xl Ty x3], tem-se

\/ig 0 \/lg T
VIV Tl = [3:1 T $3i| 0 2 0 To| =
2 1
vV E] L
4
= T+ —=x1 73+ 275 + —=25 =

V5 NG

(423 + 4z 23 + 23) + 275 =

-5l -

= —=(2z1 + x3)% + 225 > 0.

NG

Pode-se também encontrar a decomposicao em valores singulares de uma matriz A
por meio da decomposicao polar de A. No caso em que A é real, sendo S simétrica e
igual a VXVT, tem-se

A=QS=Qvv' =UzV",
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onde U = QV.
A Decomposicao Polar é utilizada na construcao de block reflectors, que sao uma
generalizacao da transformacao de Householder®. Essa decomposicao é também usada

em Mecanica Continua (Continuum Mechanics) e, mais recentemente, em Robdtica.

4.4 Compressao de Imagens Digitais

Das muitas aplicagoes da SVD, uma das que mais se destaca é seu uso para com-
primir imagens digitais de modo que elas possam ser transmitidas eletronicamente com
eficiéncia, por satélite, fax, Internet e outros meios.

Detectar e corrigir erros de transmissao sao problemas comuns quando se trabalha
com transmissao de dados em geral. No entanto, agora, o objetivo é reduzir o total de
informagoes a serem transmitidas, sem perder nenhuma informacao essencial.

Imagine um satélite levando recebendo um imagem de tamanho 340 x 280 pizels® e
enviando-a para a Terra. Trabalhando-se com uma imagem em preto e branco, sabe-se
que cada pizel é um dos 256 tons de cinza, que sao representados por nimeros entre 0
e 255. As informacao em uma imagem podem ser entendidas como uma matriz A de
ordem 340 x 280. Assim, transmitir a imagem significa manipular 95.200 ntimeros, o
que é bastante trabalhoso. O ideal seria transmitir somente as informagoes relevantes
na imagem.

A idéia por trds da compreensao de imagens é que algumas partes da figura sao
menos importantes que outras. Por exemplo, em uma fotografia de um barco no
mar pode haver muito céu e mar de plano de fundo, enquanto o desenho da em-
barcacao contém muitos detalhes. Provavelmente, se forem enviados todos os pizels
que compoem o barco e for reduzido o nimeros de pizels do plano de fundo, pouca
diferenca serd notada na imagem recebida.

Com a Decomposicao em Valores Singulares é possivel encontrar essas informagoes

relevantes e diminuir consideravelmente o nimero de pizels a serem enviados. A res-

4Mais detalhes sobre esta transformagao em [3].
5Um pizel é o menor elemento num dispositivo de exibi¢ao (como por exemplo um monitor), ao

qual é possivel atribuir-se uma cor. Ou seja, um pizel é o menor ponto que forma uma imagem digital,

sendo que o conjunto de milhares de pixels formam a imagem inteira.
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posta para esse problema esta nos valores singulares. O menor valor singular na SVD
da matriz A provém das partes menos relevantes da imagem e se pode ignorar a maioria
delas.

Suponha a decomposicao em valores singulares da matriz A na forma de produto

externo, citado na Observacao 3.6:
T T T
A =o1u1v] + 0auv5 + ...+ 0,u,, .

Note que A é uma matriz real, ja que seus elementos sao o cédigo de um tom de
cinza, variando de 0 e 255.

Seja k <1 e posto(A) = r. Defina
A = alulvir + Jgugvg +...+ akukv;{,

onde A é uma aproximacao de A que corresponde a manter somente os k primeiro
valores singulares e os correspondentes vetores singulares. Para o caso da imagem
340 x 280, supondo que seja suficiente transmitir somente os dados correspondentes

aos 20 primeiros valores singulares, dentre os 280 no total, serao enviados somente

20 vetores u; € R340 = 20 x 340 pizels
20 valores singulares o; = 20 pizels

20 vetores v; € R?80 = 20 x 280 pizels

totalizando, assim 12.420 pizels.

Quando, através deste processo, obtém-se uma imagem ruim, basta aumentar o
valor de k até obter a melhor qualidade possivel dentro do objetivo de redugao do
numeros de dados transmitidos.

Para a visualizacao desta aplicacao, sera utilizado o software Matlab, ja anterior-
mente citado.

Considere a imagem do matematico Beltrami.

A Figura 4.3 tem dimensao 265 x 326, ou seja, se fosse preciso enviar esta imagem,
o numero de pizels enviados seria igual a 86.390. Com o auxilio do programa Matlab,
aproximamos a imagem de Beltrami por A, onde k representa o nimero de valores
singulares que se deseja manter na matriz > da decomposicao de A. Abaixo, seguem-se

os comandos utilizados para realizar esta aproximagao.
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Figura 4.3: Eugenio Beltrami

>> A=imread('Beltrami.jpg’);

>> figure(1);

>> imshow(A);

>> Al=double(A);

>>[U,S, V]=svd(Al);

>> k=20;
>>Ak=U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k);
>> A2=uint8(Ak);

>> figure(2);

>> imshow(A2);

>> imwrite(A2, Beltrami k=20.jpg');

Conforme varia-se o valor de k a qualidade da imagem se modifica, sendo mel-

hor quanto mais valores singulares forem mantidos na matriz diagonal. A Figura 4.4

mostra varias aproximacoes da imagem original, com valores de k muito pequenos se

comparados ao total de 265 valores singulares.
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k=50 k=100 k=265

Figura 4.4: Eliminando valores singulares da imagem de Beltrami

Alguns dos valores singulares da matriz obtida sdo

o = 30.349
o = 1.147
050 = 292

o190 = 161
o200 = 30
Oo65 = 2

sendo que a partir de o146 = 100 os valores singulares sao menores que uma centena.
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Conforme a Figura 4.4, pode-se notar que para k = 50 a imagem obtida fica muito
proxima a original, e para esta quantidade de valores singulares, se fosse preciso envia-
la, seriam considerados 29.600 valores, ao contrario dos 86.390 iniciais.

Algumas informagoes foram perdidas mas os elementos essencias da imagem foram
mantidos. Esse tipo de manipulacao pode ser bastante 1til em aplicagoes onde nao sao

necessarias imagens de alta resolucao.
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Consideracoes Finais

A Decomposigao em Valores Singulares tem outras aplicagbes que vao além das
tratadas neste trabalho. Dentre elas, pode-se citar: o calculo do posto numérico de
uma matriz, o que via SVD torna-se mais preciso devido as matrizes unitarias que
compoem essa decomposicao; a determinacao do nimero de condicao de uma matriz,
que quantifica o quanto pequenas alteragoes nos valores de seus elementos podem causar
grandes mudancas na solugao de um sistema linear onde a matriz representa a matriz
dos coeficientes; e na solucao do Problema de Procrustes Ortogonal®, problema que
procura uma matriz ortogonal que transforme, de maneira mais aproximada, uma
matriz dada em uma segunda matriz, também dada.

Juntamente com esta decomposicao, apresentam-se muitas outras que estao intima-
mente relacionadas com a SVD como, por exemplo, a decomposicao UTV, que fatora
uma matriz no produto de matrizes ortogonais e uma triangular. Tal decomposicao
foi apresentada por G. W. Stewart e pode ser encontrada com maiores detalhes em
sua obra Introduction to Matriz Computations. Além disso, a SVD tem sua forma
generalizada (GSVD), que ¢ utilizada em problemas de minimos quadrados.

Estes e outros temas relacionados a Decomposicao em Valores Singulares sao con-
vidativas fontes de estudo para os que desejam conhecimentos mais aprofundados sobre
o assunto. As aplicacoes existem, s@o muitas e permeiam de problemas tedéricos a cam-
pos da Matematica Computacional. Espera-se que a abordagem introdutéria que se
faz neste trabalho desperte o interesse de novos estudantes, servindo como um impulso

inicial as pesquisas futuras.

6Ver [3] pagina 601.
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