UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas
Departamento de Matematica

Curso de Matematica - Licenciatura

Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Autora: Simone Ossani

Orientador: Prof. Dr. Joel Santos Souza

Florianépolis

Julho de 2009



Simone Ossani

Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Trabalho académico de graduacao apresentado

a disciplina Trabalho de Conclusao de Curso II,

do Curso de Matemaética - Habilitagao Licenciatura,
do Centro Ciéncias Fisicas e Matematicas da

Universidade Federal de Santa Catarina

Professor: Nereu Estanislau Burin

Florianépolis

Julho de 2009



Esta monografia foi julgada adequada como TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO
no Curso de Matemética - Habilitagao Licenciatura, e aprovada em sua forma final pela

Banca Examinadora designada pela Portaria n° 33/CCM/09.

D Jewsn € Becres

Prof. Nereu Estanislau Burin
Professor da disciplina

Banca Examinadora:

rof. ]:zr Joel Slntoa Souza
(Orientador)

’) 7@% & f}‘fb’}w;

Prof. Ms. Nereu Estanislau Burin

S /4 /q\
i & o




Agradecimentos

Agradeco a todos que de alguma forma colaboraram para a construgao deste trabalho.

Especialmente ao Professor Joel Santos Souza que me orientou com paciéncia e dedicagao,
e aos professores da banca examinadora que aceitaram o convite e se dispuseram a ler

meu trabalho.

Aos amigos que compreenderam meu nervosismo, falta de tempo, de paciéncia e que

ainda assim estiveram do meu lado me dando forca, coragem e auxilio.

A minha familia que mesmo distante se manteve presente, demonstrando total con-

fianca e incentivo para que eu alcancasse mais este degrau em minha vida.



Sumario

Agradecimentos i
Introducao 1
1 Equacoes Diferenciais Ordinarias 3
2 Equagoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem 5
2.1 Equagoes a Varidveis Separdveis . . . . . . . . . . ... 12
2.2 Equagoes Diferenciais Homogéneas . . . . . . . . ... ... .. ... ... 14
2.3 Equagoes Diferenciais Exatas . . . . . . .. .. ... ... ... 16
2.4 Fator Integrante . . . . . . . ... 19
2.5 Equagoes Lineares . . . . . . . . . . .. 23
2.5.1 O Método do Fator Integrante . . . . . . .. ... ... ... ... .. 23

2.5.2 O Método da Variagao de Parametros (Método de Lagrange) . . . . 26

2.6 Equagao de Bernoulli . . . . . . . . ... oo 30

3 Sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias a Coeficientes Constantes 33

3.1 Raizes Complexas . . . . . . . . . . . 40

1



3.2 Raizes Iguais . . . . . . . .

3.3 Cdélculo Exponencial de uma Matriz usando a forma Canonica de Jordan

3.4 Sistemas Lineares nao Homogeéneos

4 Aplicagoes

4.1 Lei do Resfriamento de Newton

4.2  Crescimento Populacional: O modelo Malthusiano
4.3 Meia-Vida . . . . . . .

4.4 Datacao por Carbono . . . . . . . . . ..o

Conclusao

Bibliografia

111

47

51

52

52

o4

95

26

58

59



Introducao

Muitas leis gerais da Fisica, Biologia e Economia, encontram sua expressao natural
em uma equacao diferencial ordindria. Intimeras questdes na prépria Matematica (por
exemplo, em Topologia e Geometria Diferenciais e no Calculo de Variagoes) sao formuladas

por equacoes diferenciais ordinarias ou se reduzem a elas.

O estudo das equagoes diferenciais ordinarias comegou com o desenvolvimento do
Célculo Diferencial e Integral no século XVII. De inicio é guiado pelos trabalhos desen-

volvidos por Newton e Leibniz, para descrever os fenomenos fisicos da mecanica.

A natureza daquilo que era considerado solucao foi mudando gradualmente, num pro-
cesso que acompanhou e, as vezes, propiciou o desenvolvimento do préprio conceito de
funcao. Inicialmente buscavam-se solugoes expressas em termos de funcoes elementares,
isto é, polinomiais, racionais, trigonométricas e exponenciais. Posteriormente, passou-se
a considerar satisfatério expressar a solucao na forma de uma integral contendo operacoes
elementares envolvendo estas funcoes. Quando esses dois procedimentos deixaram de re-
solver os problemas focalizados, surgiram as solugoes expressas por meio de séries infinitas

(ainda sem a preocupagao com a andlise da convergéncia das mesmas).

No final do século XVIII, as contribuicoes de Euler, Lagrange, Laplace e outros, ex-
pandiram notavelmente o conhecimento do Célculo de Variagoes, Mecanica Celeste, Teoria
das Oscilagoes, Elasticidade, Dinamica e Fluidos e etc. Nesta época, iniciou-se também a
descoberta das relacoes das equacoes diferenciais com as funcoes de varidveis complexas,

séries de poténcia, trigonométricas e fungoes especiais.



Ainda hoje é grande o interesse de pesquisadores por essa area, uma vez que as equagoes
diferenciais ordinarias fazem parte intrinseca da modelagem matematica da grande maio-
ria dos fenomenos, sejam eles quimicos, fisicos, bioldgicos, etc. Com isso em mente,

optamos em fazer um estudo desse assunto neste trabalho de conclusao de curso.

No primeiro capitulo, abordamos a definicao de equacoes diferencias ordinarias, sua

ordem, seu grau, e também seus tipos de solugoes.

No segundo capitulo, apresentamos os principais tipos de equagoes diferenciais or-

dinéarias de primeira ordem, suas defini¢oes, métodos de resolugao e exemplos.

No terceiro capitulo, fazemos uso do método de autovalores e autovetores para resolucao
dos sistemas de equacoes diferencias ordinérias a coeficientes constantes. De forma sucinta,

abordamos também o calculo a exponencial de matrizes.

Finalmente, no quarto e ultimo capitulo, fazemos um estudo de algumas aplicacoes
classicas das equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, como por exemplo, a Lei

do Resfriamento de Newton.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo, estudaremos algumas definicoes basicas para o desenvolvimento do
nosso trabalho, assim como a definicdo do que é uma E.D.O. (Equagao Diferencial Or-

dindria).

Definicao 1.1. Seja Q um subconjunto aberto de R?, denotamos por C*(Q), k € N ¢
k > 1 (respectivamente C(2)) o conjunto das fungées f : Q — R, k vezes continuamente

diferencidveis (respectivamente continuas).

Definigao 1.2. Uma equagao que contém derivadas (ou diferenciais) em uma ou mais
varidveis dependentes em relacdo a uma varidvel independente é chamada de equacdo

diferencial.

Definicao 1.3. Em geral, uma equagdao diferencial ordindria, envolvendo uma funcao

y = f(x) € uma equagdo da forma:

F(x, f(x), f'(x), f" (@), [P(x) = 0,
sendo F(z,y,y1,...,Yyn) =0 uma fungao de n + 2 varidveis.
Uma equacao diferencial ordinaria é de ordem n, se a derivada de ordem n de y em

relacao a = for a derivada de maior ordem na equacao, ou seja, a ordem de uma equagao

diferencial é a ordem da mais alta derivada que nela aparece.



Supondo a equacao escrita sob forma racional inteira em relacao as derivadas, o grau

da equacao é o maior dos expoentes a que estd elevada a derivada de mais alta ordem.
Exemplo 1.1. dy =Tr—1 (1* ordem e 1° grau)
Exemplo 1.2. d—y +y =0 (2* ordem e 1° grau)

Exemplo 1.3. (z — yd3y)2 =1+ (d—y) (5% ordem e 2° grau)

da3

Defini¢ao 1.4. Uma fungio ¢ € C™(I) € solugao de uma equagao diferencial ordindria
F(z,y, v, y",...,y™) =0 em I, se $ = ¢(x) satisfaz a E.D.O. para todo x € I, isto ¢,
se:

F(z,¢(x), ¢ (),...,0"(x) =0, Vo € I.
Uma equagao diferencial pode apresentar os seguintes tipos de solugoes:

e Solucao geral: Ea colecao de todas as solugoes da E.D.O. A solucao geral é dada por
uma expressao que contém tantas constantes arbitrarias quantas forem as unidades

de ordem da equagao.

e Solucao Particular: E uma solugao da E.D.O. satisfazendo alguma condi¢ao par-

ticular.

e Solugao Singular: E uma solucao da equagao que nao pode ser deduzida da solucao

geral.
A equacdo diferencial ordindria F(z,y,y',y",...,y"™) = 0 é linear, se F for linear nas
variaveis y, y1, ..., Yn. A E.D.O. é semilinear se F' for linear nas variaveis y1, ..., Yn.

Do ponto de vista geométrico, a solucao geral de uma E.D.O. de ordem um, representa
uma familia de curvas planas que dependem de um parametro c. Estas curvas chamam-se
curvas integrais da curva diferencial dada. Uma solucao particular é representada por

uma curva dessa familia que passa por um dado ponto do plano.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias de

Primeira Ordem

Uma Equagao Diferencial Ordinaria de Primeira Ordem se apresenta, normalmente,

sob uma das trés formas:
F(z,y,y') =0,
ou

y/ = f(I,y),

ou ainda

M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Geométricamente uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem, associa a cada
ponto (z,y) de uma regiao R do plano, a dire¢ao y' = tga da tangente a curva represen-

tativa da fungao incégnita y = y(z), no ponto (x,y).

A regiao R com a indicacao da diregao da reta tangente ao grafico da solugao, em cada

ponto (z,y), é chamado de Campo de Diregoes.

Uma vez obtida a solugao geral de uma equacao de primeira ordem, podemos encontrar
solucoes particulares, atribuindo valores a constante arbitraria que aparece na férmula da

solucao geral.



Frequentemente, em aplicagoes, é preciso encontrar uma determinada solucao que
satisfaca certa condigao inicial da forma y(zg) = yo, ou seja, uma funcao y = ¢(x) que

seja solugao e que satisfaca ¢(xy) = yo

Definicao 2.1. Dada uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem e uma condi¢ao
inictal, o problema que consiste em encontrar a solucao dessa equagao, que satisfaz a

condi¢do inicial dada, chama-se Problema de Valor Inicial (P.V.1.).

Considere o problema de valor inicial

y'(x) = flx,y),

(2.1)
y(fb’o) = Yo,

onde f é uma funcao dada de x e y.

Podemos colocar o problema de valor inicial (2.1) sob a forma de uma equagao integral.

Para isto, integramos ambos os membros da equacao diferencial (2.1) de xy a = e obtemos:

[ s [ psptenas

y() = yo + / " f(s,y(s))ds. (2.2)

de modo que

Reciprocamente, se y(z) é continua e satisfaz (2.2), entdo % = f(z,y(z)) e y(zo) = yo.
Portanto, y(x) é uma solucao de (2.1) se, e somente se, é uma solu¢ao continua de (2.2).

A equagao (2.2) é chamada equagao integral.

A partir de (2.2), podemos construir uma sequéncia de ”solugdes aproximadas”y,, ().

Para isso definimos yo(z) = yo e

s (2) = w0 + / " F(5,yu(s))ds, n € N. (2.3)

Essas fungoes y,(x) sdo chamadas aproximagoes sucessivas, ou iteradas de Picard.

Faremos agora um estudo, sobre a Convergéncia das iteradas de Picard.



Escolhamos dois ntimeros positivos a e b e seja R o retangulo fechado:

R={(z,y) eR* o<z <zo+a, ly—yo| <b}.

Agora calculemos

M = maz|f(z,y)l, (r,y) € R (2.4)

e ponhamos

_ b
a = min (a, M) : (2.5)
Lema 2.1. Tem-se que as sequéncias das iteradas de Picard satisfazem:
[yn () = yo| < M(z — x0), (2.6)
para xog < x < x9 + Q.
Observagao 2.1. O Lema 2.1 estabelece que o grdfico de y,(x) estd compreendido entre

as retas y = yo + M(x — x¢) ey = yo — M(x — xg), para xo < x < x¢ + .

Demonstracao do Lema 2.1. Vamos estabelecer (2.6) por indugao sobre n. Observe-
mos primeiro que (2.6) é obviamente verdadeiro para n = 0, pois yo(z) = yo. A seguir,
devemos mostrar que (2.6) é verdadeira para n = j + 1 se for verdadeira para n = j. Mas

isso segue imediatamente, pois se

ly;(z) — yo| < M(z — 1),

entao

[Y5+1(2) = ol =

Aﬁ@mm@

< [ 1 (el ds < Mo~ 20)
Zo
para zo < z < xy + . Consequentemente, (2.6) é verdadeira para todo n. [5]

Mostraremos agora, que as iteradas de Picard y,(x) de (2.2) convergem para cada x
no intervalo zo < z < xg+a, se g—g existe e é continua. Para isso, reduziremos o problema
de mostrar que a sequéncia de fungoes vy, () converge ao problema mais simples de provar

que uma série infinita converge. Isto é realizado escrevendo y,(z) sob a forma

yn(®) = yo(2) + [y1(2) = yo(2)] + ... + [y (@) = Ynr(2)].



A sequéncia y,(x) converge se, e s6 se, a série infinita

91 (2) = yo(@)] + [w2(2) = 2 (@) + -+ [Yn(@) = Yo (@) + .. (2.7)

converge. Para provar que (2.7) converge, é suficiente mostrar que

Zlyn — Y (2)] < 00 (2.8)

Observemos que

xT

lyn(2) = yna ()] = [f (5, Yn-1(5)) = £ (5, yn—2(s))]ds

IA

t/ﬂf@wmﬂﬁ)—f@wmaﬁﬁws

_ / 8f(s

onde £(s) estd entre y,_1(S) € yn—2(s). Segue imediatamente do Lema 2.1 que todos os

g ‘|ynl )_yn 2( )|d$

pontos (s,£(s)) pertencem ao retangulo R para s < zg + «. Consequentemente,

waw—%A@MSL/W%A@—%H@wm:meSm+a, (2.9)
onde
0
L = max ‘ ﬂ@y )', (z,y) € R. (2.10)

A equagao (2.10) define a constante L. Pondo n = 2 em (2.9), obtemos

x ”” LM(x — )2
)~ @ <L [ )=l ds < L [ V(s = aohas = EHEZ 000
x0 Zo
Isto, por sua vez, implica em que
2 2 3
_ MIL2(x —
) = )] < L [ fto) ol as < vz [ Bl g S
0 2 3!
Continuando indutivamente, obtemos que
ML Yz — x9)"
[yn () — yp_1(x)| < (z = z0) , para xo < < 1xo+ Q. (2.11)

n!



Portanto, para zq < x < zg + «, temos

ly1(z) — yo(x)| + |yo(z) —yr(x)| + ...
ML(z — x)? N ML (z — x)°

MLo?> MIL?a?
< Mo+ + +
21 3!
M (aL)?  (aL)? M., .,
7 al + o + 3] + i (e )

Esta quantidade, obviamente, é menor que infinito. Consequentemente, as iteradas de
Picard y,(z) convergem para cada x do intervalo xy < x < xy + «. Indicaremos o limite

da sequéncia y,(z) por y(x). [5]

Com este lema, podemos agora demonstrar o teorema de existéncia e unicidade para

as E.D.O.’s de 12 ordem.

Teorema 2.1. Sejam f e ? continuas no retangulo fechado R, e M e « conforme
Y

definidos anteriormente, entao o problema de valor inicil (2.1) tem uma unica solugdo

y(x) no intervalo xy < x < xo + a.

Observagao 2.2. Um resultado andlogo é valido para xo —a < x < xg.

Demonstragao. Ezxisténcia: Mostraremos que y(z) satisfaz a equagao integral

y() = yo + / " f (s y(s)ds (2.12)

e que y(z) é continua. Com esse fim, lembremos que as iteradas de Picard y,(x) sdo

definidas por
Yn+1(T) = Yo +/ f(s,yn(s))ds. (2.13)

Tomando os limites de ambos os membros de (2.13), obtemos

@) = o+ lim [ (s,(s))ds. (214)

Para mostrar que o segundo membro de (2.14) é igual a

Yo+ / " F(sy(s))ds,



devemos mostrar que

[ stsvtenis = [ pts.pntanas

tende a zero quando n tende a infinito. Observemos, primeiro, que o grafico de y(x) esta

no retangulo R para x < xy + «, pois é o limite de fungoes y,(z) cujos gréficos estao em

R.

Portanto

/fsy ds—/fsyn )ds| <

onde L é definido por (2.10). Agora, observemos que

/Wfsy <S%<mw<L/|y ya(s)|ds

y(s) — yn(s) = Z [y;(s) — yj—1(s)]
pois
=0 + Z [y(s) = yj-1(s)]

—yo+Zy] — Y (s)]-

Consequentemente, de (2.11),

[y(s) — yals)| <M > Lj‘lw <MY Lo % > (L) (515

j=n+1

a#ummw—/ﬁwwwmw

<M i (af)j/xdnga i (ap)j.

j=n+1

Esta soma tende a zero quando n tende a infinito, pois é o resto do desenvolvimento

(convergente) em série de Taylor de e**. Portanto,

i = [ p(sntnds = [ ptsytenas

e y(x) satisfaz (2.12). Para mostrar que y(z) é continua, devemos mostrar que para cada

e > 0 podemos encontrar o > 0 tal que

ly(x + h) —y(x)| < e se |h] <.

10



Nao podemos comparar y(z + h) com y(z) diretamente, entdo escolhemos um inteiro

grande N e observamos que

y(@+h) —y(x) =y +h) —yn(@ + 1) + [yn(x + k) —yn(x)] + [y~ (z) — y(2)].

Escolhemos N tao grande que

M K (aL)
L 2 T
J=N+1

Wl o

Assim, de (2.15), segue que
€
e+ ) — e+ 1)) < &
€

57

para © < xy + «, e h suficientemente pequeno (r + h < x 4+ «). Observemos ainda

lyn () —y(2)] <

que, yy(x) é continua, pois é obtida por N integragoes repetidas de fungoes continuas.
Portanto podemos escolher § > 0 tao pequeno que

€

5 bara |h] < 6.

lyn(x + h) —yn(z)| <

Consequentemente,
ly(z+h) —y(@)| < [y(z +h) —yn(z + h)|

+yn(x +h) —yn (@) + lyn(2) — y(2)| < g + % + g —¢

para |h| < 0. Portanto, y(x) é uma solugao continua da equacao integral (2.12) e satisfaz

(2.1). [5]

Unicidade: A unicidade depende do seguinte lema que é um caso particular do Lema de

Gronwall.

Lema 2.2. Seja w(x) uma fun¢ao nao-negativa, com
w(zr) < L/ w(s)ds. (2.16)
zo

Entao, w(z) € identicamente nula. [5]

11



Demonstragao. Pomos

Entao,
Ccli—U =w(r) < L/ w(s)ds = LU(x).
T

o

Consequentemente, e~ 2@~ () < U(xy) = 0, para x > 7 e, portanto U(z) = 0. E

assim, w(x) = 0 pois

0<w(z) < L/xw(s)ds = LU(z) = 0.

o

Demonstracao da Unicidade. Suponhamos que existam duas solugoes y(x) e z(z) do

problema de valor inicial (2.1), (P.V.I.). Entao,

y(@) = yo + / " f (s y(s)ds

2(x) =yo + /r f(s,z(s))ds.

Subtraindo essas duas equag¢oes membro a membro, obtemos

y(z) = 2(2)] =

[ UGt = 5. 251

o

< / F(5.5(8)) — £(s, 2(3))ds

< L [ luls) - =(o)las

Pelo Lema 2.2, esta desigualdade implica em que y(x) = z(x), e o P.V.I. (2.1) tem tunica
solugdo y(z). [5]

2.1 Equacoes a Variaveis Separaveis

Se uma equacao diferencial do tipo

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0, (2.17)

12



é tal que M = M(x) e N = N(y), entao a equacao (2.17) assume a seguinte forma:
M (z)dx + N(y)dy = 0, (2.18)

a qual denominamos Equacao a Varidveis Separaveis. Em geral, isso ocorre se M e N

forem:

e funcao de apenas uma variavel;
e produtos com fatores de uma sé variavel, ou
e constantes.

Exemplo 2.1. Resolvamos a sequinte E.D.Q. a varidveis separdveis:

—= =3z - 1.
e 3z

Resolugao:

Multiplicando todos os termos da equagao por dz e igualando a zero, obtemos:

(3x — 1)dx —dy = 0.

Integrando,

/(Bx—l)dm—/dy:c.

A solucao da equacao diferencial ordinaria a variaveis separaveis toma a forma,

32
——r—y=c

2

Ou, ainda
2

y=c—xr+ —.

13



2.2 Equacoes Diferenciais Homogéneas

Nesta secao faremos um estudo sobre as equagoes diferenciais homogéneas, para isso

necessitamos da seguinte defini¢ao:

Definigao 2.2. Uma funcao f = f(x,y) é denominada homogénea de graun, comn € N,

se para todo t € R, wvale a relagao:

f(tz, ty) =t" f(z,y). (2.19)

Uma funcao f = f(x,y) é homogénea de grau 0 se para todo t € R, vale a relagdo:

[tz ty) = f(x,y). (2.20)

Se a equagao diferencial M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 tiver coeficientes homogéneos,
do mesmo grau, entao mudando-se a variavel podemos reduzi-la ao caso de varidveis

separaveis. Suponhamos que M e N sejam de grau n, entao fazemos:

Yy = vz, dy = vdz + zdv.
Assim obtemos:
M (z,vz)dx + N(z,vx)(vde + zdv) =0
e, portanto

M (z,vzx)

Sendo M e N funcoes homogéneas podemos escrever:
M(1
(Mﬂ)) dx + xdv = 0,

e assim temos o caso de uma equacao a variaveis separaveis, a qual podemos resolver por

integracao.
Exemplo 2.2. Resolvamos a sequinte E.D.O. homogénea de grau 1:

(2x —y)dx — (x + 4y)dy = 0.

14



Resolugao:
Fazendo mudanca de variavel,
Yy = Tv, dy = vdx + xdv,
na equacao diferencial ordinaria, se obtem:

(2x — av)dx — (z + 4zv)(vdr + xdv) = 0.

Dividindo os termos da equacao por x,

(2 —v)dz — (1 + 4v)(vdx + zdv) = 0.

Com algumas manipulagoes algébricas, teremos:

(2 — v)dx — zdv — vdz — dvadv — 4v*dr = 0

(2 —2v — 4v?)dr — (1 + 4v)xdv = 0.

Separando as variaveis,

dz (1+4v)
T 2—2@—4v2dv_0'

Integrando,

1
Inx + 5 In(2 — 2v — 4v®) = Inc, com c = constante.

Eliminando o denominador,

2inz + In(2 — 2v — 4v?) = 2Inc.

Aplicando propriedades de logaritmos,
Inz® +In(2 — 2v — 4v?) = Inc?
e, consequentemente

732 — 20 — 40?) = k, com k = c* uma constante.

15



Sendo v = £, a solugao da equacao diferencial homogénea y = y(z) é dada implicita-

mente por
2

20-2Y _4¥ )
e°(2-27—47)

ou

22% — 2uy — 4y® = k.

Assim, a curva plana dada pela equacao acima, é uma curva integral da equacao

diferencial dada.

2.3 Equacoes Diferenciais Exatas

Nesta segao faremos um estudo sobre uma importante equacao diferencial ordinaria,

denominada Equacao Diferencial Exata. Para isso, seja R o retangulo aberto,
R={(z,y) eR} a<z<bec<y<d},
com a, b, c,d € R fixadas taisque a < b e ¢ < d. Temos a seguinte definicao:

Definicao 2.3. Uma equacgao diferencial ordindria da forma
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.21)

¢ denominada exata, quando existe uma fungdo U(x,y), de classe C* em R, cuja diferen-
cial total € dada por:
dU = M(x,y)dx + N(x,y)dy, em R,

ou seja,

ou ou
%—M(Jf,y) € a—y_N(xay)v em R.

Sejam agora M (x,y) e N(z,y) fungdes de classe C'(R). Assim M(z,y) e N(z,y) sdo

continuas com derivadas parciais continuas em relacao a x e y no retangulo aberto R.

Teorema 2.2. A equagao (2.21) € exala se, e somente se, ocorrer a relagdo

oM ON
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Assim, a relagdo (2.22) é uma condigdo necessdria e suficiente para que a equag¢ao

(2.21) seja uma EDO ezata.

Para demonstrar esse teorema, é necessario o seguinte resultado:

Teorema 2.3 (Teorema de Schwartz). Seja f = f(z,y) uma fungdo continua cujas

derivadas parciais
aof  of & o f
ox’ oy’ 0xy’ Oyox’

existem e sao continuas em um retangulo aberto R, entao a igualdade:

o*f  of
oxdy  Oydx

¢ verdadeira em R.
Demonstracao do Teorema 2.2:

1. A condigao é necessaria

Mostraremos que se Mdx + Ndy é diferencial total, entao

oM _ov
dy or
Por hipétese, o primeiro membro de (2.21), Mdx + Ndy, é diferencial total, entao
existe U(x,y), tal que
dU = Mdx + Ndy (2.23)

Por outro lado, U(z,y) é a solucao de (2.21), entao a diferencial de U pode ser

escrita como:

dU = aa—gdx + aa—gdy. (2.24)
Ou seja,
aa—gdxjt g—gdy = Mdx + Ndy. (2.25)
Comparando (2.25), obtemos:
M = g—g (2.26)
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U
N =5 (2.27)

Derivando (2.26) em relacao a y e (2.27) em relagao a z, temos respectivamente

M_Bw) N _ow
oy  0x0y oxr  Oyoxr’

Agora, suponha que U seja tal que U € C?, entao pelo Teorema de Schwartz temos,

8—y ox
Assim, a condi¢ao (2.22) é necessaria para que o primeiro membro de (2.21) seja

uma diferencial total.

. A condicao é suficiente
Mostraremos que se (2.22) é verificada entao o primeiro membro de (2.21) é difer-
encial total de uma funcéo U(x,y).

Podemos achar U, solugao de (2.21), integrando (2.26):

Ulz,y) = /M(a:,y)dx+g (2.28)

onde g = ¢g(y) é uma funcdo apenas da variavel y. Agora, derivamos parcialmente
U =U(z,y) em relagao a variavel y:

ou
o ay/Mxydx+g()

e identificamos esta derivada como a funcao N = N(x,y) para obter a expressao de
9=9(y). Ouscja,
Jdy)=N—— / M (z,y)d

0
o= [ (N— = M(x,y>dx) 0.
Temos, finalmente:

Uz,y) = / M(z,y)dz + / (N—— / de)

Pela construcao de U segue que dU = Mdx + Ndy.

que resulata em

18



Exemplo 2.3. Resolvamos a sequinte E.D.O. exata:

(2% — y*)dx — 2xydy = 0.

Resolugao:

Verificando que é uma equacao diferencial exata:

oM ON

o gy =
dy Y= o

Utilizando U(z,y) = [ M(z,y)dz + g, obtemos

U= /(m2 —y*)dx + g(y) = v vz +g(y),

3
e ainda
ou
F =22y + g'(y)-
Como
ou
— =N
ay ($7 y)?
temos que

—2zy+g'(y)=—-22y e gy =0
Logo, g(y) = ¢ = constante.

Assim, a solucao da equacao diferencial exata é dada por:

LL’3

U="—4° .
3 Yy'x+c

2.4 Fator Integrante

Quando uma equacao nao é exata, podemos multiplica-la por um fator integrante que

a tornara exata.

Teorema 2.4. Se M(z,y)dzr + N(z,y)dy = 0 ndo € exata e possui uma solugdo geral

U(z,y) = ¢, entdo existe uma fator integrante (e mesmo uma infinidade deles).
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Em outras palavras, quando e equagao M (x,y)dz + N(x,y)dy = 0 ndo é exata, isto é,

oM, oN
dy ox
pode-se encontrar uma fungao R(z,y), tal que R(Mdx + Ndy) é uma diferencial exata.

A essa fungao R(z,y) dé-se o nome de Fator Integrante.
Em geral, nao é facil encontrar R(x,y). Em casos especiais se pode fazer isso facil-
1 fOM ON
N \ Oy ox
¢ uma funcao somente de x, ou quando

1 (oN oM
M \ Ox Ay

mente, isto é, quando

é funcao somente de y.

Temos que,

R(z,y)M(z,y)dz + R(z,y)N(z,y)dy = 0,

e assim,

O(RM)  O(RN)

dy oxr '

e dai resulta que

oR oM OR ON

Vamos supor que a fungdo R dependa apenas de x (ou apenas de y), isto é, R = R(x).

Assim:
OR _ OR B dR(x)

Ox (z) dx

De (2.29) obtemos

oM dR ON

ou

oM ON dR
Ry oy =N
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ou ainda
( oM ON ) N dR

o) = N

dy ox

Separando as variaveis e integrando,
/ 1 fOM ON dR
— == )dx = | —,
N \ 0y Ox R
1 fOM ON
1 fOM ON
L (M 0N
PE=N oy  Ox )’

R =l ois

donde

Fazendo

transformamos (2.30)

Do mesmo modo, considerando-se R como funcao apenas de y, pode-se ter:

) L (N o
= o dy

R = ¢ Wy
Exemplo 2.4. Resolvamos a sequinte E.D.QO. inexata:

(2% — y*)dz + 2xydy = 0.

Resolucgao:

Verificamos que nao é uma E.D.O. exata, pois

oM ON
I~ o T gy
o Y, 5y = 2
Utilizando (2.31) obtemos
() = (-2 — 29) = ~—(~dy) =
)= 2xy Y v = 2xy v =
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Agora,

/Mmmzﬁ/%mz—%my

—atn(x 1
R(x)=e 21”2;.

E de (2.32) obtemos

Multiplicando a equagao diferencial nao exata por R(x), resulta em

1@ =)o+ (2ey)dy] =0,

ou
2
2
O—%)m+ﬁ@=Q (2.35)
X x

que é uma equagao exata.

Agora, (2.35) pode ser resovida pelo método das equacgoes diferenciais exatas. Assim:

U:/Ndy+g<x>=/2§dy+g<z>:y§+g<x>.

Como
oU y?
w2 +9'(2),
e
ou
M=
ox’
dai resulta que
2 2
Y Y
1- 22 +4'(z)
Por conseguinte,
g'(z) =1,
e
g(x) = /dx +c.
Assim,

g(r) =z +c,

de modo que a solugao U(z,y) é da forma

2
U:y—+x+c.
T
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2.5 Equacoes Lineares

As equacoes diferenciais lineares constituem um tipo de equacoes diferenciais especial-
mente importantes, uma vez que, dada uma equagao linear, héd sempre a possibilidade de

encontrarmos sua solugao geral.

Definicao 2.4. Uma FEquagdo Diferencial Ordindria de Primeira Ordem € dita linear

completa se € da forma

dy
2+ Py=Q 2.

onde P e () sao funcoes de x ou constantes. Fla é dita linear homogénea ou incompleta,

quando Q) = 0.

Outra maneira de escrever-se a equagao (2.36), é através da forma
ao(z)y + a1 (x)y = b(x) (2.37)

onde ag(z), a1(x) e b(x) sdo fungdes apenas de x, com agy(z) # 0.

Como método de resolucao para as Equagoes Diferenciais Lineares, destacamos o

Método do Fator Integrante e o Método da Variagdo dos Parametros (Método de La-

grange).

2.5.1 O Método do Fator Integrante

Considere a Equacao Linear Completa na forma:

y'(z) + P(x)y = Q(z), (2.38)
ou ainda,
Yt P(r)y = Q)

Multiplicando todos os termos da equagao por dz, obtemos

dy + P(z)ydr = Q(x)dx,
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e assim

Portanto,

oM ON

Esta equacao diferencial nao é exata, pois

oM , ON
dy ox’

e, por outro lado, temos que:
/ 1 fOM ON d
ex ——=——-——]dx
P N\ 9y Oz ’
¢ uma funcao somente da variavel x.

Assim,
R(z) = exp ( / % (P(z) —0) d:):) ,

R(LU) _ ef P(z)dx
é, conforme (2.30), um fator integrante para (2.39).

Agora multiplicando (2.39) pelo fator integrante R(x), obtemos:
R(z)[P(x)y — Q(x)ldr + R(x)dy = 0,

ou

el P@[P(r)y — Q(x))dx + el P@edy = 0.
Desse modo, temos (2.39) escrita na forma (2.17) com:

M(z,y) =el PPy —Q) e  N(x,y)=el &

24
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Derivando M em relacao a y, obtemos

a_M _ Pef de’
dy

e derivando N em relacao a z, obtemos
ON
~_p dex'
ox ¢

Assim, a nova equacao pode ser resolvida como uma equacgao diferencial exata.

Exemplo 2.5. Resolvamos a sequinte E.D.Q. linear, pelo método do fator integrante:

=z — 2.

dy 'y
dr =«

Resolugao:

Temos que
(Q—x—y) dr + dy =0,
x
cujo fator integrante é

R(ZL’) _ efP(:c)dx _ e—fdf _ e—ln(x) _ 1

—
Assim, multiplicando (2.40) pelo fator integrante R(z) = 1, obtemos

2 1
(——1—£)dm+;dy:0,

T 2

que é uma equagao diferencial exata.

Dali, obtemos de (2.28) que

ou ainda

Yy / 2
—= + =--1-=
e g'(v) .

25
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ou ainda

Dai, segue que

Logo,
U:%+2ln(1’)—z

e, portanto, a solucao geral é dada por
y + 2zin(z) — 2% = e,

ou

y = 2° — 2xln(x) + cx, c = constante.

2.5.2 O Msétodo da Variagao de Parametros (Método de La-

grange)

Vamos agora procurar uma solucao para a E.D.O. linear

dy

ar + P(z)y = Q(x), (2.41)

pelo método de Lagrange.

Para isso, consideremos sua solugao y = y(z) como um produto de duas fungoes de z.

Assim,

y(xr) = u(x)v(x). (2.42)

Derivando (2.42) em relag¢do a x, obtemos

dy dv du
= =u— —. 2.4
dx udx + de (2.43)

Substituindo (2.43) em (2.41), resulta que

dv du
u%—Fv%%—Puv—Q,
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e dai

dv du

Para integrar a equacao (2.44), examinam-se dois casos particulares da equacao (2.41):

1.
d
&y _ @, o que implica em P = 0.
dx
Dai, resulta também que
dy = Qdx
e a solucao, nesse caso, ¢ dada por:
Yy = / Qdx + c.
2.

d
d—y + Py =0, o que corresponde a () = 0.
x

Multiplicando todos os membros por dz,

dy + Pydx = 0.
Separando as variaveis,
@ + Pdx = 0.
Yy
Integrando,
d
/ Y + / Pdx = c,
Y
e assim
In(y) + / Pdr = c
ou ainda

In(y) =c— /de.
Pela defini¢ao de logaritmo, obtemos

ec—f Pdz ¢ — [ Pdx
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ou ainda

Yy = ke‘fpd:”, com k = e° constante,

que ¢é a solucao da equacao linear homogénea ou incompleta.

Voltando para a equagao (2.44)

dv du

Como y = uw, é necessario obter-se os valores de u e v, para assim obtermos a solucao

da equacao linear completa. Impondo a condicao

dv
— 4+ Py = 2.4
. + Pv =0, (2.45)

obtemos que (2.45) é uma E.D.O. homogénea do mesmo tipo da equacao do caso 2, onde

v funciona como y, cuja solugao é dada por

v =ke I P (2.46)

Substituindo (2.46) em vj—; = (@, é possivel obter-se u. Entao,

du
L —[Pdz™®
e =@
e
du 1
o ] Pdzx
- F¢ @
e ainda
du = %ef Pdz )z,
Integrando,
1
u= / el PEQdx + c. (2.47)

Como y = uwv, temos que

y:ke—dex (%/QIPdIQdZE—FC)
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Assim,

y=e | Pdw ( / el Pl Qdr + c) (2.48)

e, portanto, (2.48) é a solucao geral de (2.41).

Observagao 2.3. A solugao (2.46) da E.D.O. Homogénea, quando P(x) = a, sendo a

uma constante, adquire a sequinte forma:
v=ke .

Exemplo 2.6. Resolvamos a sequinte E.D.QO. linear, pelo método de Lagrange:

dy y
= —Z=x-2.
dr =« .
Resolucgao:
Temos
-1
P=—,
x
e
Q=x—2
Utilizando a férmula (2.48)
6—.]' Pdx _ 6‘/.% _ eln(:c) =7,

e assim

y:x(/%(:c—2)dx+c).

A solucao geral da E.D.O. linear toma a forma:

y = x(x — 2ln(x) + ¢),

que é a mesma obtida pelo método do Fator Integrante.
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2.6 Equacao de Bernoulli

Consideramos a equacao da forma

dy

pes P(x)y = Q(x)y" (2.49)

em que P(z) e Q(z) sdo fungoes continuas de x ou constantes e n é diferente de zero e

um (n # 0,n # 1).

A equagao de Bernoulli se resolve através da sua reducao a uma equacao diferencial

ordindria linear.
Em (2.49), dividimos todos membros da equacao por y™. Assim

_ dy 1—
nZd L pyttn = Q. 2.50
y o Py Q (2.50)

Fagamos a seguinte substituicao:

Yyt =t (2.51)
Notem que t = t(x), pois y = y(x).
Derivamos (2.51) em relagao a x
dy dt
1—ny e =2
de maneira que
Ly 1
dr 1—ndx’
Substituindo em (2.50), obtemos
1 dt
—— — 4+ Pt=
—nde @
ou ainda
dt
pr Pt(1—n) =Q(1 —n). (2.52)

Assim, a equagao (2.52) é uma equagcao diferencial ordinéria linear de primeira ordem,

e pode ser resolvida pelos métodos anteriores.
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Exemplo 2.7. Resolvamos a sequinte E.D.QO. de Bernoulli:

d
& +ay = x3y3.
dx

Resolucgao:

Dividindo todos os termos por 73

y 3y 4wy = 2t (2.53)

Fazendo t = 32 e derivando em relacdo a o obtemos

dt dy
B YT -
dx Yo
ou
L gdt dy
27 dr  dx
Substituindo em (2.53) resulta que
_Lat + ot = 2?
2dx ’
ou ainda
dt
— — 2t = —22°. (2.54)
dx

Observemos que (2.54) é uma equagao diferencial ordinéria linear. Fazemos

dt dv du

t _= N - = — I
L A
Substituindo em (2.54)
dv du 3
u% +v% — 2zuv = =227,
dv du 3
U (% —2:6@) —l—v% = —2z°.
Fazemos
d
é — 2zv =0,
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e dai

dv
— = 2xdxz,
v
ou ainda
In(v) = 22,
e, portanto,
.502
v=e".

Desejamos agora encontrar u. Fazemos

2du
e _21,3’

© dr

e dai

du = —26_$2x3dx,

que resulta em

u=—2 / e~ 23dr + .

Integrando por partes obtemos

Como

dai resulta que

t:x2+1+ce‘c2.

E ainda
t:y_2:x2+1+cex2,

consequentemente,

1
Vr? + 1+ ce?
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Capitulo 3

Sistemas de Equacoes Diferenciais

Ordinarias a Coeficientes Constantes

Considere o seguinte sistema de n equacoes lineares de primeira ordem:

(

.Tll(t) = a1+ a2 + -+ - + ATy + 91(15)
.Té(t) = Q911 + G22T9 + + -+ + AonTy + g2(t>

(3.1)
\ 2 (t) = a1 + anao + - - + Gy + go(t)
onde x1,Ts, ..., x, sao fungoes de t.
Se cada uma das funcoes g1, go, ..., g, é identicamente nula, entao dizemos que o

sistema (3.1) é homogéneo, do contrério, é nao-homogéneo. Neste capitulo consideraremos

o caso homogeéneo com coeficientes constantes, que é dado pelo sistema:
( /
.Tl(t) = a11T1 + 122 + -t ATy

xh(t) = a1y + agry + -+ - + agn Ty, (3.2)

!
| Zn(t) = @1y + ana@z + - -+ Gy,

Se n for muito grande, o sistema se torna incomodo e dificil de manusear.

Para facilitar o calculo procuramos escrever essas equacoes de uma maneira mais con-
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cisa. Para isso é necessario introduzir o conceito de vetores e matrizes. Além destes,

outros conceitos de Algebra Linear, necessarios a resolucao dos sistemas, serao apresen-

tados aqui.

Definicao 3.1. Um vetor coluna

x1
T2
X =
Tn
¢ uma notacao taquigrdfica para a sequéncia de numeros xi,To,...,T,. Os numeros
x1,Ta ..., Ty SG0 chamados as componentes de X. Se x1 = x1(t) ..., T, = x,(t),entdo
z1(t)
o(t)
X(t) =
T (1)

¢ chamada uma fung¢ao com valores vetoriais.

Sua derivada X'(t) € a fungdo com valores vetoriais

' (t)
xh(t
(1)
Definicao 3.2. Uma matriz
a1 aig ... A1n
A — 21 929 ... Aop
Am1 Am2 .. Qmn

¢ uma notagao taquigrdfica para o quadro de nimeros a;; disposto em m linhas e n colunas.
O elemento que estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna € indicado por a;j, o primeiro

indice indica sua linha e o sequndo, sua coluna. Dizemos que A é uma matriz quadrada

sem =n.
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Definicao 3.3. Seja A wma matriz n X n com elementos a;; e seja X um vetor com
componetes x1,Ta,...,T,. Definimos o produto de A por X, que indicamos por AX,

como o vetor cuja 1-ésima componete é

ATy + ATy + -+ + Ay, 1=1,2,...,n
Assim,
a1 Qa2 ... Qin I a1121 + a2 + - + a1y
Aoy Qo2 ... Q9p D) 911 + Q92T9 + - -+ + A9, Ty,
AX pu— pu—
Gp1 Ap2 ... Qpp T, Ap1Tq + Ap2X2 + -+ AppTn

Observagao 3.1. O sistema (3.3) pode se escrito como X'(t) = AX(t) + G(t) com
G(t) =[9i(t), .., gn(D)]".

Defini¢ao 3.4. (Espago Vetorial)Um Espago vetorial real é um conjunto V, ndo vazio,
com duas operacoes: soma V XV +— Ve multiplicacao por escalar, R x V +— V ,as quais
denotaremos por (x,y) — x + 1y e (a,x) — ax, respectivamente, tais que para quaisquer
ry ez €V ea b€ R as propriedades de i) a viit) abaizo sejam satisfeiras.

i) 24 (y+2) = (x+y) + 2z (adigdao associativa)

ii) v +y=y+x (adicio comutativa)

iii) Eziste um elemento 0 de V tal que x + 0 = x, para todo x de V

iv) A todo x de 'V corresponde um elemento, que denotamos por —zx, tal que x+(—x) =0
v) lx =z, para todo x de V

vi) (ab)x = a(bx) para nimeros quaisquer a,b e qualquer elemento x de V

vii) a(z +y) = ar + ay

viii) (a + b)x = azx + bx
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Definicao 3.5. Um conjunto de vetores x'*,22%,...,2" gera V se o conjunto de todas as

combinagoes lineares c1x' +cox® 4 - -+c,a" esgota V. Isto €, os vetores ', x2, ... 2" gera

V se todo elemento de V pode ser expresso como uma combinacdo linear de xt, 22, ... a".

Definicao 3.6. Se os vetores x',x2,..., 2" nao sdo linearmente dependentes, isto ¢,

nenhum desses vetores pode ser expresso como uma combinacgao linear dos outros, dizemos

que eles sao Linearmente Independentes.

Definicao 3.7. A dimensao de um espaco vetorial V', que indicamos por dimV', é o menor

numero de vetores linearmente independentes que geram V.

Exemplos: Sao espagos vetoriais:

R™, C", M,, = {matrizes n x n},C'[0,1] ={t:[0,1] — R /¢ continua}.

Retornaremos agora a resolucao do sistema de equacoes diferenciais ordinarias lineares

homogéneas,
X'(t) = AX(t), (3.3)
onde _ - _ i}
T (t) ayjpr Q12 ... Qip
X(t) _ ) (t) o A— o1 Q29 ... Aon
T (1) p1 Apa ... Qpp
Um sistema desse tipo possui n solucoes linearmente independentes zt, 22, ..., 2"

Lembremos que as equacoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem ho-

mogéneas a coeficientes constantes da forma
7' (t) = ax,

tem a solucao dada por

z(t) = ce™. (3.4)
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Agora, no caso de um sistema de n equacoes diferenciais ordindrias lineares de primeira
ordem homogéneas a coeficientes constantes, inspirados em (3.4), podemos verificar o que

A

ocorre se escrevermos X (t) = eMwv, onde v é um vetor constante.

Obtemos que

4 (eMv) = AeMo,

dt

e portanto

A(eM) = M Av.

A

Logo, temos que X (t) = eMv é uma solucao de (3.3) se, e s6 se, AeMv = eMAv. Agora,

A

dividindo ambos os membros dessa equacao por e, obtemos que X (t) = eMv é solucio

de (3.3) se e somente se

Av = dv. (3.5)

Queremos v # 0, para obtermos uma solugdo nao trivial, pois obviamente A0 = A0

para qualquer nimero .

Definigao 3.8. Um wvetor nao-nulo v satisfazendo (3.5) é chamado Vetor Préprio (ou

autovetor) de A com Valor Préprio (ou autovalor) \.

Reescrevemos (3.5) sob a forma
Av— v =0,

ou

(A= \)v=0. (3.6)

Sabemos que (3.6) tem uma solugao nao-nula v somente se det(A—AI) = 0. Portanto,

os valores proprios A de A sao as raizes da equagao

ajl — A a19 Ce Q1np
21 99 — Ao Qo
det =0
Qn1 An2 Qppn — A
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e os vetores préprios de A sao as solugoes nao-nulas das equagdes (A — Al)v = 0, para

esses valores de .

O determinante da matriz A— \I é um polinémio em A, de grau n, chamado polinomio

caracteristico de A e indicado por p(\).

Todo polindmio de grau n > 1 tem pelo menos uma raiz. Portanto, toda matriz tem
pelo menos um valor préprio e um vetor préprio. Por outro lado, p(\) tem no maximo n
raizes distintas. Portanto, toda matriz n X n tem no maximo n valores préprios e assim no
maximo n vetores proprios linearmente independentes, pois o espaco de todos os vetores

tem dimensao n.

Observemos que,

A(cv) = cAv = chv = A(ew)

para qualquer constante c¢. E ainda, para cada vetor préprio v/ de A com valor préprio A;,

temos uma solugao 27 (t) = e*'v? de (3.3). Se A tem n vetores préprios linearmente inde-

pendentes com valores préprios respectivamente, entdao 27 (t) = e*'v com j =1,2...,n
sdo n solugoes linearmente independentes de (3.3).
Nesse caso, a solucao geral é dada pela forma
X(t) = creMot + cpe? 4 - et (3.7)
Teorema 3.1. Qualquer conjunto de vetores préprios de A, v', ..., vF, com valores préprios
distintos A1, ..., A\, respectivamente, sao linearmente independentes.

Demonstragao: A demonstragdio é elementar e pode ser vista em [5] (ver também [12]

e [7]).

Exemplo 3.1. Resolvamos o sequinte sistema de FEquacoes Diferenciais Ordindrias Ho-

mogéneas:

1 12
3 1

X'(t) =

Resolucgao:
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1 12

O polinomio caracteristico da matriz A = e
3 1
11— 12 )
p(A) = det =(1=-X)"=36=(A—-T7)(A+5).
3 1—-2A
Assim, para os autovalores de A, A\ = 7 e A\y = —5, vamos procurar autovetores nao

nulos v, tais que (A — Al )v = 0.

1. Para A\ = 7, obtemos

—6 12 (1 0
(A=TIv = = ,
3 —6 Vg 0
e
—61)1 + 12’02 =0
3’01 — 61)2 =0.
. 2 7’
Portanto, v; = 2v,. Assim, todo vetor v = ¢ , com ¢ = contante # 0, é
1
. 2 _
um vetor préprio de A com valor préprio 7, e z'(t) = e ¢ uma solugao da
1

equagao diferencial.

2. Para \y = —5, obtemos

6 12 V1 0
(A+51)v = = :
3 6 Vg 0
e
61)1 + 121)2 =0
31)1 + 6’02 =0.
—2
Portanto, v; = —2vy, e 22(t) = e
1
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Essas solugoes sao linearmente independentes pois A tem valores préprios distintos e

assim, X (t) = c12!(t) + co2?(t), é a solugdo geral, isto &,

2 -2 2c1€™ — 2che
X(t) = cre™ + cpe ™ = ' ?
1 1 cre™ 4 coe™0t

3.1 Raizes Complexas

Se A = a+i3 é um valor préprio complexo de A com vetor préprio complexo v = v!+iv?,

entdo X (t) = eMv é uma solugao com valores complexos da equacao diferencial
X'(t) = AX(t) (3.8)

Lema 3.1. Seja x(t) = y(t) +iz(t) uma solugao com valores complexos de (3.8). Entdo,
tanto y(t) como z(t) sao solugoes com valores reais de (3.8).

Demonstragao: A demonstragio é elementar (ver [5]).

3.2 Raizes Iguais

Nao podemos garantir que A possui n vetores proprios linearmente independentes, se
o polinomio caracteristico de A nao tem n raizes diferentes. Se uma matriz A, ,, tem
somente k < n vetores préprios linearmente independentes, entao a equacao diferencial
X'(t) = AX(t) tem somente k solugdes linearmente independentes da forma e*v. Porém,
estamos obviamente interessados em obter a solucao geral do sistema, precisamos pro-

ceguir e encontrar as n — k solugoes adicionais linearmente independentes.

Relembrando que z(t) = e“¢ é uma solugao da equagao diferencial escalar 2/ (t) = ax.

A

Analogamente, poderfamos ter X () = e*v como solugao da equacgao diferencial vetorial

X'(t) = AX. (3.9)
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A

Para isso precisamos definir o que é e, sendo A uma matriz n x n. Comecamos com

a definicao de convergéncia de séries de matrizes.

Definigao 3.9. Dizemos que a série Y -, Uy de matrizes converge, se, e somente se, a

sequéncia {Y_,_, Uy} de somas parciais converge.

Lema 3.2. Uma sequéncia {> ,_, Uy} de somas parciais de matrizes converge, se, e

somente se, dado um nimero € > 0, existe um inteiro N = N(e) tal que

m
| S — S| = Z U.| <€, para m > p,

k=p+1

sempre que p > N, onde
m
Sm=> Uk
k=0

¢ a soma parcial de ordem m, da série.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [4].

Agora definimos e, onde M é uma matriz n x n, como a soma da série
2 A43 A{k 0 Afk
M — _ _ .« e - e e — -
e’ =1+M+ sy T Tt T 25 (3.10)
=0

e para ver se a série converge usamos o critério de Cauhy para série de matrizes. Assim,

usando a norma de uma matriz, temos para m > p,

L Ve ™ \M|E
k! k!
k=p+1 k=p+1

pela Desigualdade Triangular generalizada.

Agora, sabemos que

0 k
M =3 1M]
k'
k=0
, . ~ . m \M|k ’ .
onde |M| é um nimero real nao negativo. Portanto, a soma ) " /= ¢ a soma parcial

de uma série de nimeros positivos que é sabidamente convergente. Portanto, pelo critério
de Cauchy para a convergéncia de séries de ntimeros reais, dado € > 0, existe um inteiro
N > 0 tal que

| S — Sp| < €, param,p > N.
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Isto mostra a convergéncia da série infinita em (3.10) e estabelece a validade da igual-

dade em (3.10) para toda matriz M (uma série absolutamente convergente é convergente).

Agora podemos definir e como uma série. Assim, de (3.10), temos:
A2 Argr = (At)"
At p— —_— DY . s —_—
M =T A S e —; ol (3.11)
e ainda
d n+1 nin
—eM=AF A%+ "= AT+ AL+ + ... | = Ae.
dt n! n!
Isto implica em que e’ é uma solucao de (3.9) para todo vetor constante v, uma vez
que
d
pr (M) = Aetlv = A(e?w).

Vejamos agora, como encontrar n vetores linearmente independentes para os quais a

soma da série infinita e*v possa ser determinada, para um dado vetor fixado v.

Considerando que (A—AI)(A) = (M)(A—AI), podemos escrever a seguinte igualdade

A

eAly — p(A=ADE (D

v.
Além disso,
A2T%2 ’t?
ety = | T+ NIt + o +} v= [1+At+7+... Iv =eMv,
por conseguinte,
pAly — M(A=ADE

(A=AI)t

Se v satisfaz (A — AI)™v = 0 para algum m, entao a série infinita e v termina

depois de m termos.

Consequentemente,

tm—l

6(A_M)tv:U—l-t(A—)\[)’U—l-""i—m

(A= AI)™ 1o,
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oAty — e,\te(A—M)tv7

e assim
tm_ 1

oA AD™ |

eMy=eM v+ t(A=Xv+ -+

Suponha que A tenha somente k& < n vetores proprios linearmente independentes.
Entao, temos apenas k solucoes linearmemte independentes da forma e*v. Para encontrar
as solugoes adicionais, escolhemos um valor préprio repetido A de A e determinamos todos

os vetores v para os quais (A — A )?v =0, mas (A — A\ )v # 0.
Para cada um desses vetores v,
ety = MMy — My + (A — M)
é uma solucao adicional de (3.9). Fazemos isso para todos os valores préprios de A.

Se ainda nao tivermos solucoes suficientes, entao determinamos todos os vetores v para

os quais (A — AI)3v =0, mas (A — A )?v # 0. Para cada um desses vetores v,

2
ety = M |v 4+ t(A— M)+ %(A — \)*v

é uma solucdo adicional de (3.9).

Simultaneamente, procedemos deste modo, até obtermos n solugoes linearmente inde-

pendentes.

Assim, existem inteiros d; e n; tal que d; < n; e a equagao (A — \;I)%v = 0 tem
no minimo n; solucoes linearmente independentes. Por isso, para cada valor préprio \;
de A podemos calcular n; solugdes linermente independentes de (3.9). Todas as solugoes

possuem a forma

X(t)=e¥ v+ t(A=NDv+ -+ s
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Exemplo 3.2. Determinaremos trés solucoes linearmente independentes para o sequinte

sistema de equagoes diferenciais:

2 1 3
X't=10 2 —-1|X.
00 2
Resolugao:
21 3
O polinomio caracteristico da matriz A= | 0 2 -1 |, ¢
00 2
2— A\ 1 3
pN)=det | 0 2-x -1 |=(2-X)"

Assim, para o autovalor de A, A\ = 2, vamos procurar o autovetor nao nulos v, tal que

(A= X)v=0.

Fazemos,
01 3 U1 0
(A — 2])'11 = 0 0 —1 Vo = 0 ’
00 O U3 0

e assim, obtemos

OU1+U2+3U3:0
Ov1+0v2—v3:0
0’U1 +0U2+0U3 =0.

1
Portanto, vo = v3 = 0 e v; é arbitrdrio. Assim, 2'(t) = ¢* | 0 | é uma solugio de

0
X'(t) = AX ().
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Como A tem somente um autovetor, procuramos todas as solucoes para a equagao

(A —2I)*v = 0. Fazemos

01 3 01 3 00 —1 || v 0
(A=20v=1|0 0 —1 00 —1|v=]00 0 vy | =10,
00 0 00 0 00 0 Vs 0

e obtemos,
Ovi +0vy —v3 =0
Ovi + 0vy 4+ 0v3 =0
Ov1 + Ovy 4 Ovg = 0.
0
Isso implica em que vz = 0 e vy, vy sao arbitrarios. Escolhemos o vetor v = | 1 | ,
0

que fatisfaz (A — 2I)?v = 0 e também (A — 27)v # 0. Portanto

0 0
I2(t) — eAt 1 — 62t6(A—21)t 1 ’
0 0
desenvolvendo a exponencial e—2Dt obtemos
0 01 3 0
()= I+tA-2D] | 1| =e*|I+t] 0 0 —1 1],
0 00 O 0
e ainda
0 1 t
2% (t) = e* 1 [+t] 0 =e? |1
0 0 0
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Como a equagao (A—27)*v = 0 tem somente duas solugoes linearmente independentes,

procuramos todas as solugoes da equagao

3

01 3 000 vy 0
(A=2v=100 1| v=]000]]|wv|=]0
00 O 000 U3 0
0
Obviamente, todo vetor v é uma solugao dessa equacao. Escolhemos v = | (0 | , que
1

fatisfaz (A — 2I)3v = 0 e também (A — 27)*v # 0. Portanto

0 0
l’g(t) — eAt 0 — e2te(A—21)t 0 ’
1 1
desenvolvendo a exponencial e(4=2* obtemos
) 0
t
3 (t) = e* I—i—t(A—QI)—l—E(A—QI)z 01,
1
e ainda
0 3 -1 3t — 12
t2
W)= Lo [+t -1 |+5 ]| 0 || =]
1 0 0 1
3t — 1
Assim, 23(t) = e* —t é a terceira solugao de X'(t) = AX(t).
1
A solucao geral do sistema é dada por:
1
1 t 3t — 5t
Xt)=ela|l o |+l 1 |+e —t
0 0 1
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3.3 Calculo Exponencial de uma Matriz usando a

forma Canonica de Jordan

Daremos a seguir, algumas defini¢oes basicas e alguns resultados que nos ajudarao no

calculo da exponencial de uma matriz.

Definicao 3.10. Duas matrizes A e B, de ordem n X n, sao similares, se existe uma

matriz T inversivel, tal que T-*AT = B. Neste caso, denotamos A ~ B.

Proposicao 3.1. Se A ~ B, entao A e B possuem os mesmos autovalores. A reciproca

nao € verdadeira.

Teorema 3.2. Se A ¢ uma matriz de ordem n X n, com n autovalores distintos, todos

com multiplicidade m = 1, isto €, todos simples, entao

A~D

Y

sendo D uma matriz diagonal, dada por:

A 0 0 0
0 X 0 0
D= ,
o 0 . 0
0 0 0 A\,
onde \;, i =1,...,n, autovalores de A. Nesse caso T, a matriz da similaridade, tal que
T—'AT = D, € dada por:
T = ful U2 A i ] ,
onde vt, i =1,...,n, sio os autovetores de T .

Demonstragao: Pode ser encontrada em [4].

Apresentamos agora o caso geral em que A nao possui n autovalores distintos.

Teorema 3.3 (Forma Canoénica de Jordan). Toda matriz A € M, é similar a uma matriz

47



diagonal em blocos

Jo 0 0
I Ji 0
0 0
0 Js
onde -~ _ -~ _
A0 0 0 Netp 1 0 0
0 X 0 O 0 A 0
Jo _ 2 ’ Jp k+p
0 O 0 0 0 1
0 0 0 XM 0 0 0 Netp
€ AL AL ey Ny ey Aty - o5 Akrs, 1 < p < S, sdo os autovalores (ndo necessariamente

distintos) de A. Os autovalores que aparecem em Jy ndo sao necessariamente simples.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [3] e [12].

Defini¢ao 3.11. Dado um autovalor A de A, um bloco da forma [\ ou

[ R

oS O > =

0

0

> = O O

chama-se um bloco de Jordan correspondente a X. A matriz J chama-se forma canonica

de Jordan da matriz A.

Definicao 3.12. Uma matriz é dita de Jordan se pode ser escrita como uma soma de

uma matriz diagonal e uma nilpotente, as quais comutam entre si.

Exemplo 3.3. Vejamos um exemplo de Matriz de Jordan:

<

I
o o o o o
o o o o o
o o o = o

S o o o O

co = O O O
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O autovalor de multiplicidade trés, A = 0, tem dois autovetores linearmente indepen-
dentes, e; e ey, por isso ele aparece em dois blocos de Jordan, Jy e J;. O autovalor de
multiplicidade dois, A = 8, tem apenas um autovetor, o vetor e4, e por isso ele aparece

em apenas um bloco de Jordan, J,. A cada bloco de Jordan corresponde um autovetor.

Aplicacgao:

Considere a sistema linear
X' =AX (3.12)
Ae M, —co <t<oo.

Fazemos uma mudanca de variavel X = T'Z, onde T' é uma matriz constante, assim:

X' =T7 =ATZ.

Mas T é inversivel, entao multiplicando por T~!, obtemos:

T\T7 =T7'ATZ,

e ainda
7' =T 'ATZ, (3.13)
onde
T71AT = J,
—00 < t < 0.

Para T tal que T~ *AT = J, temos que A = TJT! ¢ !4 = T/ Mas, vejamos o

—1
que acontece quando calculamos e!?/7
0o _1\n
tA _ tTJT—1 _ (TtJT )
et =e = E — .
—~

Desenvolvendo o somatorio,

(THJT ' TLIT ) |

e =T+TtJT '+ o
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Sabemos que T~ !T = I, portanto ficaremos com blocos de poténcias de tJ multiplica-
dos por T e T7!, pela esquerda e direira, respectivamente. Tirando 7" e T~! em evidéncia,

teremos:

A =T <Z @ ) 71 = Tet/ 71,
n'

n=0

Sabemos também que, J = D + N, onde D é uma matriz diagonal e N uma matriz

nilpotente, e ainda e?™V = ePe/, uma vez que a matriz diagonal comuta com todas as

matrizes. Assim, e/ pode ser calculado por:

o 0 0 0 e 0 0 0
0 etJl 0 O 6tJ0 _ 0 et)\z O O
0 0 0 0 0 0
0 0 0 6th 0 0 O etAk
B npfl T
1t =y
01 ¢t :
o = tOhapltNo) — tMiipetNp — et | g g 1 ¢
00 0 1 t
00 0 O 1
sendo - 7
01 0 O
0 .0
N, =
0 1
00 .0

uma matriz nilpotente de ordem n, x n, .

J

Temos que €/ é uma matriz fundamental de (3.13) e e é uma matriz fundamental

de (3.12).

Uma solugao fundamental de (3.12) é da forma X (¢) = €4C, C' um vetor constante;

suas coordenadas sdo combinacoes lineares de funcoes da forma t"e, \ autovalor de A.
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3.4 Sistemas Lineares nao Homogéneos

A solucao do sistema
X' '=AX +G(t)
X(0) = X, € R",

com G(t) = [g1(t), ..., gn(t)] definida em R, é dada por

t
X(t) =eMXy + / eA=9G(s)ds, t € R,
0

Assim, para se obter a solugao do problema nao homogéneo é suficiente saber calcular

et t € R. A férmula acima é conhecida como a férmula de variacdo de parametros.
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Capitulo 4

Aplicacoes

Neste capitulo, destacaremos alguns exemplos e aplicagoes das Equacgoes Diferenciais

Ordindrias.

4.1 Lei do Resfriamento de Newton

Aos quase 60 anos, em 1701, Newton publicou um artigo intitulado ”Scala Granduum
Caloris”, no qual descrevia um método para medir temperaturas de até 1000°C, o que

era impossivel para os termometros daquela época.

Este método estava baseado no que hoje é conhecido como a lei do resfriamento de
Newton, que diz: ”a taxa com que um objeto (sem fonte de calor interna) adquire ou
perde calor, é proporcional a diferenca entre a temperatura do objeto e a temperatura do

ambiente, desde que esta ultima se mantenha constante”.

Assim considera-se trés hipoteses:

1. A temperatura 7' = T'(t) depende do tempo, e é a mesma em todos os pontos do

corpo.

2. A temperatura T}, do meio ambiente permanece constante no decorrer da experiéncia.
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3. A taxa de variacao da temperatura com relacdo ao tempo é proporcional a diferenca

de temperatura entre o corpo e o meio ambiente.

Considerando as hipoteses acima verdadeiras, obtem-se a seguinte E.D.O.

Cfl—f =—-K(T-1T,), (4.1)
sendo T" = T'(t) a temperatura do corpo no instante t, T,, é a temperatura constante
do meio ambiente, T' — T,, é a diferenca de temperatura e K > 0 é a constante de
proporcionalidade que depende do material com que o corpo é constituido, sendo que o

sinal negativo indica que a temperatura do corpo esta diminuindo com o passar do tempo,

em relacao a temperatura do meio ambiente, se T > T,,,.

Separando as varidveis e integrando em (4.1) obtemos,

ar
= —Kdt
T-1T, ’
e
In(T —T,,) = —Kt +c¢, c= constante,
e ainda
T-1T,, = cle_Kt, c1 = constante.
Assim, a solugao da E.D.O. serd dada por,
T(t) =Ty +cre (4.2)
Note que para T'(0) = Ty a equagao (4.2) se transforma em:
To ="Tm + a1,
e assim,
Cc1 = TO — Tm

Desta forma, a solugao do PVI



sera

T(t) =T, + (Ty — T,,)e &t

A lei do resfriamento de Newton é melhor aplicada em situacoes onde a temperatura
do corpo nao é muito diferente da temperatura do ambiente. Quando a diferenca de

temperatura é muito alta, a radiacao térmica passa a influenciar o resultado.

4.2 Crescimento Populacional: O modelo Malthu-

siano

O primeiro modelo de crescimento populacional foi proposto por Thomas Malthus em

1798. O modelo de Malthus desconsidera restricoes ambientais, guerras, epidemias, etc.

A idéia é a de que a taxa na qual uma populagao cresce é proporcional ao seu tamanho.

Considerando Cfi—f como a taxa de variacao da populacao em relacao ao tempo e P =

P(t) a populagao, temos:

dr
— = KP, 4.4
dt ) ( )

onde K é uma constante que representa a diferenca entre a taxa da natalidade e a taxa

de mortalidade.

Se K > 0, a populacao apresenta-se crescente, se K < 0 a popula¢ao diminui com o
passar do tempo, e se K = 0, ou seja, se a taxa de natalidade for exatamente igual a taxa

de mortalidade, entao a populagao permanecera constante no tempo.

Resolvendo (4.4) obtemos,
P(t) = Py, (4.5)

onde Py ¢é a populagao inicial (¢t = 0), isto é, P(0) = F.

Este modelo é também conhecido por Modelo de Crescimento Exponencial, devido a

curva exponencial de P(t).
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4.3 Meia-Vida

Nos processos radioativos, meia-vida ou periodo de semidesintegragao de um radioisétopo,
¢ o tempo necessario para desintegrar a metade da massa deste isétopo, que pode ocorrer
em segundos ou em bilhoes de anos, dependendo do grau de instabilidade do radioisétopo.
Quanto maior a meia-vida de uma substancia, mais estavel ela sera. Por exemplo, a
meia-vida do radio altamente radioativo, Ra-226, é mais ou menos 1700 anos. Este ¢ o
tempo necessario para que metade de uma dada quantidade de Ra-226 se transforme em

randonio, Rn-222.

Exemplo 4.1. A meia-vida do Plutonio.

Um reator regenerador converte uranio 238, relativamente estavel, no isétopo plutonio
239. Depois de 15 anos determinou-se que 0,043% da quantidade inicial Ay de plutonio
desintegrou-se. Buscamos encontrar a meia-vida desse isétopo, considerando que a taxa

de desintegracao ¢é proporcional a quantidade remanescente.

Solugao: Seja A(t) a quantidade de plutonio remanescente no instante t. A(t) é dada

pela solucao do problema de valor inicial

dA

— =kA, A(0)=A

dt k ) (O) 0
ou seja, A(t) = Aget.

Restam 99,957% de substancia, ja que 0,043% dos dtomos de Ay se desintegraram.

Para encontrar a constante de decaimento k, fazemos:
0,99957A4, = A(15),

isto é,

0,99957 Ay = Agel®.

Por conseguinte, obtemos

k= 11—5 In0,99957 = —0,00002867.
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Assim,

A(t) — A06_0’00002867t.

A meia-vida corresponde ao valor do tempo ¢ dada por A(t) = $A,. Assim,

1 _
5 Ay = Age000002867¢

ou

1 — 6—0,00002867t
5 .

Resolvendo para t, obtemos

n2

t= m ~ 24.177 anos.

4.4 Datacao por Carbono

Chama-se datagao as técnicas que permitem uma avaliagao da idade dos vestigios,

pecas ou objetos pertencentes a épocas passadas.

Em 1947, o pesquisados americano Willard F. Libby descobriu que, com a passagem
do tempo, o C-14 desintegra segundo uma velocidade determinada, que pode ser medida.

Libby recebeu, em 1960, o Prémio Nobel de Quimica pela descoberta.

A concentracao de C-14 em um ser vivo é a mesma que existe em equilibrio na atmos-
fera, ela s6 comeca a mudar a partir do momento em que ele morre. Assim, comparando
a quantidade proporcional de C-14 presente em um féssil, por exemplo, com a razao
constante encontrada na atmosfera, é possivel obter uma estimativa razoavel da idade
do fossil. O método baseia-se no conhecimento de que a meia-vida do radioativo C-14 é

aproximadamente 5.600 anos.

Exemplo 4.2. Idade de um Fdssil.

Determinaremos a idade de um féssil que contém um milésimo da quantidade original

de C-14.
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Solugao: Seja A(t) a quantidade de C-14 no instante ¢, nos deparamos novamente

com problema de valor inicial,

dA
= kA, A(0) = Ag

em que a solucdo é dada por A(t) = Ape*, e k é a constante de decaimento.

Temos que,
Ao
— = A(5600)
2
ou
A
70 — A eP000k
por conseguinte,
1
5600k = In—
2
ou
In2
k=——r—=— 12378.
5600 0,00012378

Desta forma,

A(t) — A06_0’00012378t

Temos também, da hipotese, que

1

A = 1900

Ao

e, consequentemente
1

1000

resolvendo a tltima equacao para t, obtemos

— —0,00012378t
A(] = Aoe s

—0,00012378¢ = —In 1000,

e ainda
{n1000

t= m ~ 55.800 anos.
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Conclusao

O desenvolvimento deste Trabalho de Conclusdao de Curso (TCC) consistiu no es-
tudo das Equagoes Diferenciais Ordinéarias de Primeira Ordem. Através deste estudo, foi
possivel obter o conhecimento de diversos tipos de E.D.O.’s e como encontrar a solucao

para cada um deles.

A elaboragao deste trabalho foi de grande valor, uma vez que propiciou o aprendizado
de muitos conceitos novos, e ainda muitos conteuidos de algebra linear e calculo precisaram

ser recordados.

Houve certamente, ainda, um grande aprimoramento por parte da escrita, obrigando-

nos a desenvolver um pensamento mais formal e detalhista.

Temos a consciéncia de que apresentamos aqui, apenas uma pequena parte do com-
plexo e importante assunto que sao as E.D.O.’s, tendo assim, uma motivagao para con-

tinuar os estudos sobre esse topico.

Por fim, esperamos que este trabalho possa ser 1til a outras pessoas como um material

de auxilio e consulta.
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