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Introducao

Nesse inicio, lembramos um “pouco” de algebra linear. Dado um espaco
vetorial V' sobre um corpo K, estao definidas duas operacoes: uma operacao
soma + que satisfaz quatro propriedades, (veja [3]) e também uma multi-
plicacao por “escalar”, isto é, uma multiplicacao de elementos de K por ele-

mentos de V.

No entanto, se ao invés do corpo K supormos um anel R qualquer com
unidade, e assim definirmos uma multiplicacao de elementos de R por ele-

mentos de V, surge a definicao do que vem a ser um modulo.

Nosso objetivo nessa monografia é desenvolver um pouco sobre a teoria
de modulos detalhando alguns resultados que em muitos livros sao deixados
como exercicio para o leitor. Além disso, dois tipos especificos de médulos
nos interessam e efetivamente sao estudados, a saber, moédulos projetivos e

injetivos.

No capitulo 1, definimos formalmente médulo e submédulo. Apresenta-
mos uma série de exemplos a fim de familiarizar o leitor. De maneira analoga,
como na teoria de anéis e na teoria de grupos, definimos médulos quocientes
e homomorfismos de modulos, em especial provamos o teorema do homomor-

fismo para moédulos.

No capitulo 2, estudamos e caracterizamos os médulos projetivos. Um fato
sabido é que todo espacgo vetorial sobre um corpo possui uma base, o que nao
é verdade para moédulos; por exemplo, Q como um Z-moédulo nao possui uma
base, vamos provar o porqué disso oportunamente. No entanto, os chamados

modulos livres possuem uma base e além disso, contribuem significativamente



para a caracterizagao dos modulos projetivos, por isso, dedicamos uma segao

do capitulo 2 aos modulos livres

No capitulo 3, estudamos uma outra classe de médulos, os moédulos in-
jetivos, cujos estudo e caracterizagoes sao feitos de maneira andloga ao que
fizemos para os médulos projetivos. Em se tratando de uma definicao dual da
definicao de médulo projetivo, invertemos o sentido das “flechas” trocando

epimorfismos por monomorfismos.

Em todo trabalho, o anel R é um anel com unidade nao neces-

sariamente comutativo e todo modulo é definido sobre R.



Capitulo 1

Modulos

Nesse capitulo, definimos mdédulos e apresentamos uma série de exemplos
a fim de familiarizar o leitor. H4 uma semelhanca interessante entre a teoria
de médulos e a teoria de anéis (no sentido de que resultados provados para
anéis com algumas “modificagoes” sdo provados para médulos), por exemplo,
o teorema do homomorfismo para mddulos é provado aqui. Outros assuntos

sao desenvolvidos a fim de auxiliar nos capitulos posteriores.

1.1 Resultados Basicos

Definicao 1.1. Seja M um conjunto nao vazio munido de uma operacao

+: MxM — M
(m,my) — m+my.

M com a operagao + € dito um grupo se as Sequintes propriedades sao
satisfeitas:
(i) A operagio + ¢ associativa, isto €, (my + ma) + mg = my + (Mg + mg),
para quaisquer mi, mq, ms em M.
(ii) Eziste um dnico elemento neutro, isto é, 30 € M tal que 0 +m = m =
m + 0, para todo m em M.
(iii) Todo elemento em M possui um unico elemento oposto em M, isto €,
para todo m em M, existe um m' em M, tal que m +m' = m' +m = 0.

Denotamos m' = —m.



M € dito um grupo abeliano ou comutativo se:
(iv) A operagao + € comutativa, isto €, my + mq = mg + My, para quaisquer

mq, mo em M.

Denotamos por (M, +) o grupo M com a operacdo +, chamado grupo

aditivo.

Exemplo 1.2. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Z,, +) sao grupos abelianos (adi-

tivos).
Exemplo 1.3. Se p é primo, (Z, — {0}, ) é um grupo abeliano.

Definigao 1.4. Seja M um grupo. Um subconjunto nao vazio N de M € um
subgrupo de M (denotamos por N < M) quando, com a operagao de M, o

conjunto N é um grupo.

Proposicao 1.5. Seja N um subconjunto ndao vazio do grupo aditivo M.
Entao N é um subgrupo de M se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao
satisfeitas:

(i)’ ny + ne € N, para quaisquer ny,ny em N.

(ii)" Para todo n em N, existe —n € N tal que n+ (—n) = (—n) +n = 0.
Demonstragao: De fato, se N é um grupo, é claro que as condigoes (i)’ e
(ii)’ sdo satisfeitas. Suponhamos que (i)’ e (ii)’ sejam satisfeitas. Claramente,
+ é uma operacao em NN que é associativa. Por outro lado, dado n € N, por

(ii)" existe —n € N tal que n+ (—n) = (—n) +n =0. Por (i)', 0 € N. O

Na pratica, verificamos as condigoes (i) e (i)’ para mostrar que N é um

subgrupo de um grupo M.

Definicao 1.6. Seja M um grupo abeliano. M ¢é dito um modulo a esquerda
sobre R (ou um R-mddulo a esquerda) se a operagao multiplicagio de ele-

mentos de R por elementos de M definida abairo satisfaz as propriedades

(i) = (iv):

RxM — M
(r,m) +— r-m

ara quaisquer r,ry,r9 € R e para quaisquer m,my,mg € M
b ) ) b )



i) (ryre) -m =1y - (r2-m).

(
(ii) (r1+re) -m=ry-m+ry-m.
(
(

Analogamente, definimos R-mdédulos a direita considerando a multiplicacao
a direita por elementos do anel R.
Ser € Rem € M, escrevemos rm em todo o trabalho para denotar o

elemento 7 - m (os elementos do anel R sdo chamados escalares).

Em todo o trabalho, M é um R-mdédulo a esquerda. Nao havendo confusao
quanto a isso, escreveremos sempre: M é um R-moédulo. A notacao pM é

também usada para expressar que M é um R-mddulo a esquerda.

Exemplo 1.7. O anel R tem a estrutura natural de R-mdédulo, isto é, R é um
R-modulo sobre si mesmo tanto a direita quanto a esquerda. A estrutura de

grupo abeliano é a do proprio anel R e a operacao - é exatamente o produto
do anel R.

Exemplo 1.8. Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-modulo.

Exemplo 1.9. Todo grupo abeliano (M, +) pode ser considerado como um

modulo sobre o anel Z dos inteiros definindo a multiplicacao por

ZxM — M
(0 se 2=0

g+--+g se z>0
—

—
Zg z vezes

(=g)+-+(=g) se 2<0

S

~
\ —Z vezes

para todo z € Z e para todo g € M.
Exemplo 1.10. O grupo trivial 0 é um moédulo sobre qualquer anel R.

Exemplo 1.11. Seja [ um ideal a esquerda em um anel R. Entao I admite
um estrutura de R-médulo (a esquerda) com a soma induzida pela soma de

R e a multiplicacao definida pela multiplicagao de R.



Definigao 1.12. Seja M um R-mddulo. Um subconjunto N C M diz-se um
R-submodulo de M, ou simplesmente, um submodulo se:

(i) N € um subgrupo aditivo de M.

(ii) N € fechado em relagao a operagao -, isto €, para todo r € R e para todo

n € N tem-se que rmn € N.

Proposicao 1.13. Seja M um R-mddulo. Um subconjunto ndo vazio N
de M € um submodulo de M se, e somente se, as sequintes condigoes sao
satisfeitas:

(i) Para todo n,n' € N. n+n' € N.

(ii)" Para todo r € R e para todon € N, rn € N.

Demonstragao: Se N é submddulo, entao (i)’ e (ii)’ sdo satisfeitas. Recipro-
camente, mostremos que N é um submoédulo de M. De fato, claramente + é
uma operacao em N, pois vale (i)', que é associativa e comutativa. Como N
é nao vazio, existe n € N. Por (ii)’ 0 = On € N. Agora, dado n € N, temos

que —1 € R (pois é o oposto da unidade 1), dai —1n = —n € N. O

Exemplo 1.14. Dado um R-médulo M, temos que {0} e M sdo submédulos

de M, chamados submddulos triviais.

Exemplo 1.15. Seja M um grupo abeliano (M é visto como um Z-médulo).

Os subgrupos de M sao os Z-submoddulos de M.

Exemplo 1.16. Se [ é um ideal a esquerda de um anel R e se m é um
elemento de um R-médulo M, entdo o conjunto Im = {am : a € I} é um
submodulo de M.

Exemplo 1.17. Osideais de R sao submoédulos de R quando R é considerado

como um R-modulo sobre si mesmo.

Exemplo 1.18. Sejam N e K submoddulos de M. Definimos N + K =
{n+k:néeN,ke K}. Entao N + K é um submédulo de M. De fato, pois
sex,y € N+ K entdaox =n—+key=n'+k e para todo r € R segue que

r+y= n+n)+ (k+K)eN+Ke
re= rin + k) =m + rk €N + K.

As propriedades (i)’ e (ii)" da Proposigao 1.13 sao facilmente verificadas.



Proposigcao 1.19. Seja M um R-mddulo. Entao a intersecao arbitrdria de

submadulos de M ¢ um submodulo de M.

Demonstragao: Consideremos a familia {M;};c; onde I é um conjunto qual-
quer e M; é um submddulo de M, para todo i € I. Mostremos que (| M; é
um submédulo de M. De fato, sejam z,y € (| M;. Entdo x € M;, pz;re; todo
1€l ey e M,;, para todo 2 € I. Dai, x —l—Z;IE M;, para todo ¢ € [ e isso

implica que x +y € (| M;.
iel
Sejam r € Rex € (| M;. Entdo = € M;, para todo ¢ € [ e portanto
el
rx € M;, para todo i € I. Logo, rxz € (] M,;. O
el

1.2 Modbdulos Quocientes

Sejam M um R-médulo e N um R-submoddulo de M. Dados my,my € M,
definimos a relacao m; = msy (mod N) se, e somente se, m; — my € N.

E facil verificar que = (mod N) é uma relacio de equivaléncia.

Podemos escrever para m € M a sua respectiva classe de equivaléncia,

que denotamos por m + N, mais explicitamente

m+N= {reM:x=m (modN)}
{reM:x—me N}
{m+n:née N}

Como M ¢é um grupo abeliano, todo submédulo N de M ¢é, na verdade,
um subgrupo normal em N (isto é, N + m = m + N,Vm € M). Portanto,

nao escrevemos classe lateral a direita (a esquerda), pois ambas coincidem.

Proposicao 1.20. Dados my,my € M, entao m;+N = ms+N se, e somente
se, my —mg € N, isto é, my = my (mod N).

Demonstragao: (=) Temos que m; € my + N, isto é, m; = my + n para
algum n € N. Dai, m; + (—mgy) € N.

(<) De fato, se m; — my € N, entdao m; — my = n para algum n € N. Dali,
my = mgy + n e isso implica que my; € my + N. Analogamente, provamos que

ms € my + N. Logo, m; + N = mo + N. O



Consideremos o conjunto quociente M /N = {m+N : m € M}, o conjunto

de todas as classes de equivaléncia. Definimos

+: M/NxM/N — M/N
(m1+N,m2+N) — (m1+N)+(m2+N):(m1+m2)+N

Primeiramente provemos que + esta bem definida. De fato, sejam mq, mao,
mg, mgq € M tais que (m;+ N, mas+ N) = (m3+N,my+N). Entdo m;+N =
mg+ N ems+ N =my+ N. Dal, mi —mg € N e my —my € N. Logo,
(my — m3) + (mg — my) € N e claramente, (m; + ms) — (mg + my) € N.

Portanto, (mq + mq) + N = (m3 +my4) + N.

Mostremos que M/N é um grupo abeliano. De fato, a operagao + é

associativa, pois dados my, mo, mg € M, temos que

(m1+ N) + ((mg+ N) + (mz + N)) =

my1 + N) + ((mg +mg + N))

my + (me + m3)) + N

my +mg) +msz) + N

my +mg) + N) + (m3+ N)

my + N)+ (ma+ N)) + (m3z + N).

O elemento 0 + N = N é o elemento neutro de M/N, pois para todo
m € M, vale que (0+N)+(m+N) = (0+m)+N = m+N = (m+N)+(0+N).

O elemento oposto de m+ N é (—m)+ N, pois (m+ N)+ ((—m)+ N) =
(m—m)+ N=0+N=N=((—-m)+N)+ (m+ N).

A operagao + é comutativa, pois (mq+N)+ (me+N) = (my+mo)+ N =
(mo+mq)+N = (mge+ N)+(mi+N). Logo, (M/N,+) é um grupo abeliano.

Agora, definimos

Rx M/N — M/N
(rrm+N) — r-(m+N)=rm+ N.

Escrevemos simplesmente r(m + N) ao invés de - (m + N). Vejamos que
a operacao - estd bem definida. De fato, sejam mq, ms € M e r € R tais que
(rymiy + N) = (r,mg + N), entdo m; + N = my + N e dai, m; —my € N.

Logo, r(m; — mgy) = rmy — rmg € N, o que implica rmy + N = rmy + N.



Finalmente, sejam 71,79 € R e m+ N,m; + N,ms + N € M/N. Entao

(i) (rire)(m + N) = ((rirg)m) + N = ri(rom) + N = ri(rgm + N).
(i) (r1 + 7m9)(m + N) =(ri+r9)m+ N = (rim+mrym)+ N
= (rim+ N) + (rom + N).
(iii) r((my + ma) + N)= (r(m1 +ma)) + N = (rmy +rmg) + N
= (rm; + N) + (rma + N).
(iv)1(m + N) =1lm+ N =m+ N.

Exemplo 1.21. Se I é um ideal de um anel R, R/I tem estrutura de R-

modulo. Os submddulos de R/ sdo precisamente os ideais de R/1.

Exemplo 1.22. Seja Zg um Z-moédulo. Os subgrupos de Zg, além dos
triviais, sao N; = {0,2,4} e No = {0,3}. Os médulos quocientes sio dados
por Zﬁ/Nl = {Nl,T+ Nl} (§ Z6/N2 = {NQ,T+ N2,§+ NQ}

1.3 Homomorfismos de Mddulos

Sejam M e N R-médulos. Uma fungao f de M em N diz-se um R-
homomorfismo ou homomorfismo de R-mddulos se para quaisquer m, my, my €

M e qualquer r € R sao verificadas as condigoes:
(1) fim +ma) = f(ma) + f(ma).
(ii) f(rm) =rf(m).
Se f é um homomorfismo injetor, sobrejetor ou bijetor, entao f é dito um

monomorfismo, um epimorfismo ou um isomorfismo, respectivamente. Um

homomorfismo f: M — M é dito um endomorfismo de M.

Proposicao 1.23. Sejam M e N R-modulos. Seja f : M — N um homo-
morfismo. Entdo as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) f(0) =0n (On € o elemento neutro de N).

(ii) Para todo m € M, f(—m) = —f(m).

Demonstragao: (i) De fato, temos que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0). Dai,
On = f(0).



(ii) De fato, temos que Oy = f(0) = f(m+(—m)) = f(m)+ f(—m). Dai,
Oy = f(m) + f(—m) e isso nos diz que —f(m) = f(—m), ou seja, o oposto
de f(m) é f(—m). O

Dado um R-homomorfismo f : M — N, chamamos imagem de f (Im(f))

e nicleo de f (Ker(f)) respectivamente aos conjuntos:

Im(f) ={f(m):m e M}
Ker(f) ={m e M : f(m) =0}.

Proposicao 1.24. Seja f : M — N um R-homomorfismo. Entio Im(f) e

Ker(f) sao submddulos de N e M, respectivamente.

Demonstragao: Mostremos que I'm(f) é submédulo de N. De fato, é ime-
diato que Im(f) é nado vazio, pois f(0) = Oy.

Sejam z,y € Im(f). Entao x = f(my) e y = f(ms) para alguns mq, msy €
M. Dai, z +y = f(my) + f(me) = f(my + mg) € Im(f). Ainda temos que,
paratodor € R, rz =rf(my) = f(rmy) € Im(f). Logo, Im(f) é submédulo
de N.

Mostremos que Ker(f) é submédulo de M. De fato, Ker(f) é nao vazio,
pois 0 € Ker(f). Sejam my,mg € Ker(f), entdao Ox = f(my) + f(msg) =
f(my+ms2). Logo, my +my € Ker(f). Para quaisquer r € R e m € Ker(f),
temos que Oy = rf(m) = f(rm), isto é, rm € Ker(f). Logo, Ker(f) é um
submodulo de M. N

A partir de agora, se f : M — N é um R-homomorfismo, nao faremos

mais distingao entre os elementos neutros de M e N.

Proposicao 1.25. Seja f : M — N um homomorfismo de R-mddulos. Entao
f € um homomorfismo injetor se, e somente se, Ker(f)=0.
Demonstracao: (=) Suponhamos f injetor. Seja x € Ker(f). Entao
f(z) =0= f(0). Logo, z = 0.

(<) Sejam my, mg € M tais que f(my) = f(msz). Portanto, f(my —msy) =0

e isso implica que my; —mgy € Ker(f) = {0}. Logo, m; = ma.

10



Proposicao 1.26. Sejam f : M — N e g : N — P homomorfismos de

R-modulos. Entao a funcao composta

gof: M — P

¢ um homomorfismo.

Demonstracao: De fato, sejam m,my,ms € M. Entao (go f)(my + mg) =

g(f(m1 +mz)) = g(f(m1) + f(ma)) = g(f(m1)) + g(f(m2)) = (go f)(m1) +

(go f)(ma).
Para todo r € R, temos que (g o f)(rm) = g(f(rm)) = g(rf(m)) =
rg(f(m)) =r(go f)(m). .

Teorema 1.27. (Teorema do homomorfismo para mddulos) Sejam f : M —
N um homomorfismo de R-mddulos e K o seu nicleo. Entdo os mddulos
M/K e Im(f) sao isomorfos.

Demonstracao: Definimos

fi M/K — Im(f)
m+ K — f(m+K)=f(m).

Mostremos que f estd bem definida. Sejam m; + K, ms + K tais que
m1 + K = ms + K. Entdo m; — my € K e portanto, 0 = f(m; — mg) =
f(m1) — f(mg). Dai, f(m1) = f(m2).

Suponhamos que f(m; + K) = f(ms + K) para my,ms € M. Entao
f(my) = f(mg) e dai, f(m; —mg) = 0, ou seja, m; — my € K. Logo,
my + K =my + K. Assim, f é injetor.

Temos que Im(f) = {f(m+ K):m € M} = {f(m):m € M} = Im(f)
e isso nos diz que f é sobrejetor.

Agora, mostremos que f é um homomorfismo de R-médulos. Sejam m; +
K,ms+ K,ms+ K € M/K er € R. Entao

f(m1 + K) 4+ (my + K)) = f((m1 + my) + K)
= f(m1 + ma) = f(m1) + f(me)
=flmi + K) + f(ms + K) e

flrim + K)) = f(rm) = rf(m) =rf(m + K).

Logo, M/K e Im(f) sao isomorfos. O

11



Nota: Usamos a notagao ~ para dizer que dois médulos sao isomorfos.

Exemplo 1.28. Sejam M e N R-moédulos. Entao a funcao 0 : M — N
definida por 0(m) = 0 para todo m € M é um homomorfismo, chamado

homomorfismo nulo.

Exemplo 1.29. Se K é um corpo, os homomorfismos de K-médulos (K-

espagos vetoriais) sdo precisamente as transformagoes lineares.

Exemplo 1.30. A fungao identidade 1, : M — M é um homomorfismo de

R-modulos, na verdade, é um automorfismo, isto é, um endomorfismo bijetor.

Exemplo 1.31. Seja N um submédulo de um R-médulo M. Entao a funcao

inclusao
i1: N — M
n o — n

é um monomorfismo.

Exemplo 1.32. Seja N um submoddulo de um R-médulo M. A seguinte

funcao é chamada projegao canonica

T M — M/N

m +— m+ N.

Claramente, 7 é sobrejetor. Sejam m,my,ms € M e r € R. Entao

m(m1 + me) = (m1 + mg)+ N = (my + N)+ (my + N)
= w(my) 4+ m(ms) e

w(rm) = (rm+ N)=r(m+ N) = rx(m).

Logo, m é um epimorfismo.

1.4 Produto Direto

Sejam I um conjunto nao vazio qualquer e {M;};c; uma familia de R-

modulos. Consideremos M = [[ M; = {(m;)ier : mi € M;}, onde (m;);er €
iel

uma familia de elementos em M. E possivel introduzir em M uma estrutura

de R-médulo definindo as operagoes por
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(my)ier + (M))ier = (my +ml)icr, my, m; € M;, para todoi € I.

r(my)ier = (rmy)ier, para todo 7 € R.

O R-médulo obtido acima diz-se produto direto da familia {M;},c;. Se
I for um conjunto finito, digamos I = {1,2,--- ,n}, denotamos o produto
direto por M = My x My x --- x M,.

As funcgoes definidas abaixo sao monomorfismos que sao chamados de in-
clusoes naturais, isto é, cada médulo M;, ¢ € I, pode ser canonicamente imerso

no produto direto M, assim

myg —  (my)ier, tal que m; =0 se i # k.

Definimos as projecoes sobre as componentes associando cada elemento
(m;)ier & k-ésima componente my € M. As fungdes assim definidas sao

epimorfismos dados por

pr: M — M

(mi)iel = Mmg.

Nao é dificil ver que:
(1) Pr Ol = ].Mk,Vk el.
(i) px o ip =0,V h,k € I tais que h # k.

Sejam I um conjunto qualquer, {M,};c; uma familia de R-médulos e M =
[I M;. Uma familia (m;);c; € M diz-se uma familia quase-nula se m; = 0,
Zeezsgceto para um numero finito de indices.

No conjunto das familias quase-nulas de M podemos introduzir uma es-

trutura de R-moédulo, por restricao das operagoes de M.

Definicao 1.33. Seja {M;}ic; uma familia de R-mddulos. O conjunto de

todas as familias quase-nulas de M = [[ M; com a estrutura de R-mddulo
iel
definida por restricao das operagoes de M chama-se a soma direta externa
da familia e é denotada por @ M.
el
Se o conjunto de indices for finito, isto é, I = {1,2,--- ,n} entao
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BM = M BIVD - DM,

iel

A soma direta externa de uma familia de R-mdédulos é claramente um

submédulo do produto direto e @ M; = [] M; se, e somente se, o conjunto
i€l iel
de indices [ ¢ finito.

Como um caso particular do produto direto, definimos as inclusoes na-
turais e as projegoes sobre as componentes de maneira analoga ao caso ante-
rior.

As inclusoes sao monomorfismos e as projecoes sao epimorfismos e
(1) P O b = le,V kel
(ii) proip =0,V h,k € I tais que h # k.

1.5 Soma Direta Interna

Nessa secao, estudamos um submaoddulo especial do produto direto, a soma
direta interna. A diferenca desse caso para os anteriores é que a familia
{M;}ics é uma familia de submédulos de um dado médulo M. A soma direta
¢ de grande importancia para os resultados que provaremos nos capitulos
posteriores. A partir de agora nao faremos mais distin¢ao entre soma direta

e soma direta interna.

Teorema 1.34. Seja {M;}ic; uma familia de submddulos de um R-mddulo
M. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Todo elemento m € M se escreve de forma unica como m = Y m;, tal que
il
m; € My, Vi€l ea familia (m;)cr € quase nula.

(il)) M => M; e sed . m;=0 comm; € M;, entago m; =0,V i€ I.
iel i€l
i€l i#j
Demonstracao: (i) = (ii) Suponhamos que m = »_ m; = 0, com m; € M,.
iel
Mas por (i), todo elemento de M se escreve de modo dnico. Logo, m; = 0,

para todo i € [.

(i) = (iii) Seja m € M; N (D> M;). Entao m € M; e se escreve como m =
i#]

> > my;, com m; € M;,i € I. Portanto, > m; —m = 0 e por (ii) todos os

i#] i#]

somandos devem ser nulos. Em particular, m = 0.
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(iii) = (i) Do fato que M = >  M,;, temos que m = > m; com m; € M,.
i€l i€l
Mostremos que a decomposicao de m ¢é tnica.

Suponhamos que existam duas decomposigoes para m, isto é, > m; =

i€l
>_m;. Para cada j € I temos que m; —m/ = Y m;— Y m; = Y (m;—m;)
i€l i#] i#] i#]
e portanto, m; —m} € M; N (3 M;) w {0}. Logo, m; = m). O
i#]

Definicao 1.35. O R-mddulo M diz-se soma direta interna de uma familia
{M;}icr de submddulos de M se é verificada uma (e portanto todas) as afirma-
coes equivalentes do teorema acima.

Para indicar que M é a soma direta interna dos submddulos {M;}cr es-
crevemos M = @ M; ese I ={1,2,--- n}, M =M &My ®---D M,.

el
Proposicao 1.36. Sejam M um R-mddulo, N1 e Ny submaodulos tais que
M = Ny & Ny. Entao o quociente M /Ny € isomorfo a Ns.
Demonstragao: Sendo M = N; & N,, temos que para todo m € M, m se

escreve de modo 1inico como m = nji+nsg, onde nqy € Ny e ny € N2. Tomemos

p2: M — N
m +— Ny, onde m = ng+ no.
Como py é sobrejetor e Ker(py) = Ni, segue pelo Teorema 1.27 que
M/N; ~ Ns. ]

Definicao 1.37. Seja N um submodulo de um R-mddulo M. N é dito um
somando direto de M se existe um submodulo Ny de M tal que M = N & Nj.

Observe que na proposicao anterior N; e Ny sao somandos diretos de M.

Exemplo 1.38. Para qualquer R-médulo M, tem-se que M = M @& {0}. Os

submédulos M e {0} dizem-se os somandos diretos triviais.

Exemplo 1.39. Consideremos o Z-médulo Zg = {0, 1,2, 3,4,5}. Observe que
os conjuntos H; = {0,2,4} e Hy = {0, 3} sdo submédulos tais que H; N Hy =
{O} LOgO, Z6 = H1 D HQ.

Exemplo 1.40. O Z-moédulo Z nao possui somandos diretos nao triviais.
De fato, se nZ fosse um somando direto de Z, entao Z = nZ @ mZ, para

algum mZ. Isso é um absurdo, pois estariamos dizendo que todo niuimero

primo p € nZ + mZ.
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1.6 Sequéncias Exatas

Sejam {--- , M;_y, My, Myq,---} e {--, fi: M; = M;,q,---} familias de
R-modulos e de R-homomorfismos, ambas eventualmente infinitas indexadas

num conjunto nao vazio /. Dizemos que o diagrama:

fi—1 fi fit1

¢ uma seqiiéncia exata, se é exata em M;, paratodoi € I, isto é, se Im(f;_1) =

Ker(f;), para todo i € I.

Definicao 1.41. Sejam E, F ¢ G R-mddulos. Uma seqiiéncia exata da forma

0—F A F-%G—0 ¢ dita ser uma sequéncia exata curta.

Proposicao 1.42. Dada uma seqiiéncia exata de R-modulos K ENY R M,
entdo go f = 0.

Demonstracao: De fato, seja x € K. Entao (g o f)(z) = g(f(x)). Como
f(z) € Im(f) = Ker(g), segue que (go f)(x) =0, isto é, go f = 0. O

Consideremos o seguinte diagrama onde F, F' e G sao R-modulos

E—2>F

DN

G

o mesmo diz-se comutativo se § = 1) o .

Exemplo 1.43. A seqiiéncia 0 plre exata, se e somente se, f é um
monomorfismo.

Se f é um monomorfismo entdao Ker(f) = 0 e como fy é o homomor-
fismo nulo, segue imediatamente que Ker(f) = Im(fy). Por outro lado, se a
seqiiéncia é exata temos que 0 = Im(fo) = Ker(f). Logo, f é um monomor-

fismo.

Exemplo 1.44. A seqiiéncia F Lrloe exata, se e somente se, f é um

epimorfismo. A prova desse fato é andloga a anterior.

Exemplo 1.45. Dos exemplos citados acima segue imediatamente que a

ven . f . , .
seqiiéncia 0 — E — F' — 0 ¢é exata, se e somente se, f é um isomorfismo.
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Exemplo 1.46. Sejan € Z,n > 2. A seqiiéncia 0 — nZ L75 Ly — 0 é

exata, onde ¢ : nZ — Z é a inclusao e 7 : Z — Z, é a projecao canonica.

Exemplo 1.47. Mais geralmente, se F/ ¢ um submaédulo de F' entao a seqiiéncia
0—-ESFS F/E — 0 é exata, onde i é a inclusao e m é a projegao

canonica.

Exemplo 1.48. Seja 0 — F L F2% G- 0uma seqliéncia exata curta de
R-médulos. Entao G ~ F/Im(f).

Definicao 1.49. Uma sequéncia exata curta de R-modulos
0-ELFLG-0
cinde se Im(f) é um somando direto de F.

Proposicao 1.50. Seja 0 — FE L PG =0 una sequéncia exata curta
de R-maodulos. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) A seqiiéncia cinde.
(ii) Existe um R-homomorfismo ¢ : F — E tal que Yo f = 1g.
(iii) Eziste um R-homomorfismo ¢ : G — F tal que go p = 1¢.
Demonstracao: (i) = (ii) Temos que Im(f) ¢ um somando direto de F,
isto é, existe um submdédulo H de F tal que F = Im(f) & H. Logo, todo
elemento = € F' é expresso de forma tnica como x = y + h, onde y € Im(f)
eheH.

Como y € Im(f), temos que y = f(z) para algum z € E. Sendo f injetor,

temos que z é Unico.

Agora, definimos ¢ : F — E por ¢(z) = z (onde x =y + h com y = f(2)
para um unico z e h € H). Mostremos que 1 é um R-homomorfismo.

Sejam x,x’ € F. Entdo x =y + h e 2’ =y + I tais que y,y' € Im(f) e
h,h' € H. Entao y = f(2) e y = f(Z) para alguns z, 2z’ € E. Temos que

Pa+a) = d(y+y)+(h+1)=0(f(z+2)+ (h+ 1))
= z+2 =9Y() + @) e

P(re) = P(r(y+h) =@y +rh) = Y(rf(z) +rh)
= Y(f(rz)+rh) =rz=ri¢(z), para todo r € R.



Agora, provemos que ¢ o f = 1. Entao para todo e € E, (¢ o f)(e) =
¥(f(e)) =e. Logo, Yo f=1p.

(ii) = (i) Mostremos que F' = Im(f) & Ker(¢). Seja v € F. Chamemos
fW(z) =yez=x—y. Entdoz = y+ z e claramente y € Im(f). E

suficiente mostrar que z € Ker(v). De fato,

P(z) = Y —y) =) = ¢(y) = (@) - P(f($())
ii)

= e) — (o Hw) L o) — via) =0

Resta mostrarmos que Im(f)N Ker(y) = {0}. Sejay € Im(f)N Ker(v)
Entao y € Im(f), isto é, y = f(x) para algum = € E e também (y)

=0
Portanto, 0 = ¢ (y) = ¥(f(x)) = (¢ o f)(z) = =. Logo, y = f(x) = f(0) =0

(i) = (iii) Temos que existe um submédulo H de F tal que F = Im(f) & H.

—

Seja y € G. Entao existe z € F tal que g(z) = y. Mas x = z + h
onde z € Im(f) e h € H. Temos que g(x) = g(z) + g(h) = g(h), pois
z € Im(f) = Ker(g). Logo, g(h) =y.

Mostremos que h com essa propriedade é tinico. Suponhamos que exista
R € H tal que g(h') = y. Entao g(h) = y = g(h') e isso implica que
g(h —h') = 0. Portanto, h — h' € Ker(¢g) N H = Im(f) N H = {0}. Assim,
h="n.

Agora, definimos ¢ : G — F por ¢(y) = h onde h é tal que g(y) = h.
Mostremos que ¢ é um R-homomorfismo. Sejam y,y’ € G. Entéo y = g(x)
ey = g(a') para alguns z, 2’ € F. Mas F' = Im(f) @ H e isso implica que
r=z+hex =2 +h com z 2 € Im(f)eh,h € H. Logo,

(9(z+ 1) +9(z' + 1)) = plg(z + 2"+ h+ 1))
(9(=+2) +g(h+ 1)) 2 plg(h+ 1)) = h+
= o) +e).

ely+y) = o
@

Para todo r € R, segue que

o(ry) = @(rg(z+h)) =@(g(r(z+h))) = p(g(rz +rh))

= @(g(rh)) =rh =re(y),

—
=

onde a igualdade (x) é devida ao fato que z + 2’ e rz estao ambos em Ker(g).

Além disso, (go ¢)(y) = g(h) =y, Yy € G. Logo, go ¢ = 1.
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(iii) = (i) Mostremos que F' = Im(f) @ H, onde H = Im(p). Se = €
Im(f) N H existem elementos z € E e y € G tais que x = f(z) = ¢(y). Mas
g(z) = 0, daf resulta que, 0 = g(f(2)) = g(e(y)) = (90 ¥)(y) = y. Logo,
x=0eassim Im(f)NH =0.

Agora, seja x € F. Entao é claro que x — p(g(x)) € Ker(g) = Im(f).
Chamemos v = z — ¢(g(x)) e dai, x = v+ p(g(z)) € Im(f)+ Im(p). Assim,
F =1Im(f)® H e a condigao (i) é satisfeita. O

Corolario 1.51. Se a seqiiéncia exata curta 0 — E L P2 G0 cinde

entao FF~ FE @ G.

Demonstragao: Como a seqiiéncia cinde, entdao F = Im(f) ® Im(y), se-
gundo (iii)=-(i) da demonstracao acima. Além disso, ¢ é injetor (pois goy =
lg, isto é, ¢ tem inversa a esquerda) dai, G ~ Im(p). Por ser f injetor,
Im(f) ~ E. Logo, F =Im(f) @& Im(¢) ~ E®G. O

19



Capitulo 2

Moédulos Projetivos

Nesse capitulo, definimos os médulos projetivos e apresentamos algumas
definigoes equivalentes via seqiiéncias exatas. Mostramos também que todo
modulo projetivo é um somando direto de um modulo livre. Por isso, estu-

damos um pouco sobre médulos livres na segunda secao do presente capitulo.

2.1 O Grupo de Homomorfismos

Sejam M e N R-mdédulos. Denotamos o conjunto de todos os R-homomor-
fismos de M em N por Hompg(M, N). Definimos a soma de dois elementos
f,g € Homg(M,N) por (f + g)(x) = f(x) + g(z), para todo z € M .
Vamos mostrar que este conjunto com a operagao acima definida é um grupo

abeliano.

Primeiramente, devemos mostrar que f + g € Homg(M,N). De fato,

dados x,z1,29 € M e r € R, temos que

(f+9) (1 +z2) = flr1+22) + g1 + 22)

= f(z1) + f(x2) + g(z1) + g(x2)

= (f(z1) + g(x1)) + (f(z2) + g(22))
= (f+9)(z1) + (f+9g)(z2) e
(F+a)re) = fm) + glra) & (@) + rgla)

2 r(f(z) + g(2) E r((f +9)(@)),
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onde nas igualdades (1) usamos que f e g sdo R-homomorfismos ¢ em (2)

usamos que N é um R-modulo.
Provemos que Hompg(M, N) é um grupo abeliano.
(i) A operac@o + é claramente associativa.

(ii) Claramente, o homomorfismo nulo é o elemento neutro para a operacao +,
istoé, f+0=0+ f = f, onde 0(x) = 0, para todo = € M.

(iii) Para todo f € Hompg(M, N), existe g € Hompg(M, N) definido por g(z) =
—f(x), para todo z € M. E claro que f+g=g+ f=0.

(iv) Sejam f,*g € Hompg(M,N). Para todo x € M, temos que (f + g)(x) =
f(z)+g(x) © g(x)+ f(x) = (g+ f)(x), a igualdade (x) segue do fato de que
N é um R-modulo. Portanto, f+g=g+ f.

Aqui, vale acrescentar que nem sempre Hompg(M, N) possui uma estru-
tura de R-modulo, a menos que o anel R seja comutativo. Para maiores
detalhes, veja [6].

2.2 Modbdulos Livres

Dado um anel R, notamos por R) o conjunto de todas as familias quase-
nulas (\;);e; em que \; € R, paratodo ¢ € I, sendo esse um conjunto nao vazio
qualquer. Notemos que RY) é uma soma direta @PR; onde cada somando é
igual a R. !

Seja M um R-médulo. Uma familia (z;);c; de elementos em M, indexada
por um conjunto nao vazio I qualquer, diz-se linearmente independente ou
livre, se para toda familia (\;)ic; € RY) tal que Y A\iz; = 0 tivermos que
A; = 0, para todo ¢ € I. Caso contrario, a fanzl?llia (z;)ier em M diz-se

linearmente dependente.

Um elemento x € M é uma combinac¢do linear dos elementos da familia

(73)ier em M, se existe (\;)ier € RY) tal que z = >\
iel
A soma acima esta bem definida, pois apenas um numero finito de soman-

dos é diferente de zero.

E f4cil verificar que dado um subconjunto K de M, o submédulo gerado
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por K ¢é o conjunto de todas as combinagoes lineares de elementos de K.

Assim, podemos definir “base”de um R-mddulo M.

Defini¢ao 2.1. Uma familia (z;);c; de elementos em M diz-se uma base de

M se é uma familia linearmente independente e se gera M.

Definicao 2.2. Um R-mdodulo M ¢ dito livre se M possut uma base, isto €,

M possui uma familia linearmente independente que o gera.
Exemplo 2.3. Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-médulo livre.

Exemplo 2.4. Se R é um anel com unidade e n é um inteiro > 1 entao
o produto cartesiano R™ é um R-médulo livre. Uma base é dada por e; =
(1,0,0,---,0), ---, e, =(0,0,0,--- ,1).

De fato, se aje; + -+ -+ + ape, = (0,---,0) entdo (ay, -+ ,a,) = (0,---,0)
e portanto, a; = --- = a, = 0. Por outro lado, dado (a4, - ,a,) € R" temos
que (ay, - ,a,) = ajey + -+ + aze,. A base ej,eq, - e, é chamada a base
candnica de R™. Em particular, R ¢ um R-médulo livre com base {1}.

Mais geralmente, dado um anel R, consideremos a soma direta R, In-
dicamos por ey o elemento ey = (;)ier, tal que vy =l ex; =0se i # k. A
familia F = (ex)res ¢ uma base de RY), chamada base canénica. Logo, R

é um R-modulo livre.

Exemplo 2.5. Seja R um anel comutativo com unidade. Entao qualquer
subconjunto de R com mais de um elemento nao pode ser linearmente inde-
pendente. Consideremos X C R com mais de um elemento. Sejam a,b € X.
Entao a combinacao linear ba + (—a)b = 0, pois R é comutativo e —a e b em
R nao sao ambos nulos.

Resulta entao que as bases do R-médulo R sao conjuntos unitarios. Além
disso, nao ¢ dificil ver que {u} é uma base de R se, e somente se, u é um

elemento invertivel em R. Concluimos que as unicas bases do Z-mddulo Z

sao {1} e {—1}.

Exemplo 2.6. O corpo Q dos nimeros racionais, considerado como um 7Z-
modulo, nao é livre. Observamos primeiramente que dois elementos quaisquer

em Q sao linearmente dependentes. De fato, sejam r = ¢ e s = 5 em Q. Se
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r = 0entdo 1r+0s = 0. Se r # 0 entao (bc)r —(ad)s = 0 e é claro que ad # 0.
Em ambos os casos, concluimos que r e s sao linearmente dependentes.

Suponhamos que Q seja um Z—moadulo livre, entao sua base possui apenas

a

b?
divide b; é claro que nao existe n € Z tal que % =n

um elemento, digamos ¢, com a # 0. Tomemos um nimero primo p que nao

7
Exemplo 2.7. Nem sempre um submédulo de um moédulo livre é livre.
Zg ¢ livre, mas o Zg-submédulo H = {0,2,4} nao o é, pois todo subconjunto

unitario de H é linearmente dependente.

Podemos ser levados a pensar que os modulos livres comportam-se de
forma andloga aos espacos vetoriais, o que nem sempre é verdade, por isso

apresentamos abaixo alguns contra-exemplos.

Contra-exemplo 1: Nao ¢ verdade que todo subconjunto linearmente in-
dependente de um modulo livre pode ser ampliado a uma base. De fato, o
conjunto {2} em Z é linearmente independente. No entanto, ndo é uma base
(ndo é invertivel em Z) e nem pode ser ampliado a uma, pois pelo Exemplo

2.5, todo conjunto com dois ou mais elementos, é linearmente dependente.

Contra-exemplo 2: E falso que todo conjunto gerador contém uma base. O

conjunto {2,3} é um conjunto gerador de Z, porém nao contém 1 e nem —1.

Contra-exemplo 3: Se numa familia de elementos (z;);c; de um R-médulo
M, um deles é combinacao linear dos outros, a familia nao é uma base. Para
espagos vetoriais a reciproca é verdadeira, mas é falsa para modulos.

Basta considerarmos novamente a familia {2,3} em Z que nao é uma base

e nenhum dos dois elementos é multiplo inteiro do outro.

Proposicao 2.8. Sejam M e N R-mddulos tal que M seja um maodulo livre
e X uma base de M. Dada uma funcao f : X — N € possivel estendé-la
a um R-homomorfismo f : M — N, isto é, construir um R-homomorfismo
f: M — N tal que f restrito a X coincida com f. Tal homomorfismo é
unico.

Demonstracao: Seja X = (z;);c; uma base de M. Entao todo elemento

m € M pode ser escrito de modo tinico como m = >_\;x; com (\;)ier € RY),
iel
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Assim, podemos definir f(m) = S\ f(2;). Verifiquemos que f é um R-

homomorfismo. Sejam my,my € M. Entdo m, — St ¢ my = Do
Dat,
flmi+ms) = 7(§(Ai+0¢i)xi) = %(AHF%)JE(%)
- %/\if(fﬂi)JrgOéif(ﬂ?i) = f(my)+ f(my) e
flrm) = ?(Tiezl)\m) = 7(;(”\0%)
= %T(Aif(%‘)) = Tiezl&‘f(%)
= rf(m).
A unicidade é facilmente verificada. =

Corolario 2.9. Se M ¢é um R-mddulo livre com base X = (x;);e; entdo M é
isomorfo a R,

Demonstragao: Basta definirmos f : X — RY por f(z;) = e; para todo
i € I (onde (e;)ic; é a base canonica de R\, veja Exemplo 2.4). Considerando
a unica extensdo f : M — R obtida na proposicdo anterior, segue que f
é um R-isomorfismo. De fato, seja € Ker(f). Entao f(z) = 0. Como
=Y Nz, entdo f(z) = S Nif(z;) = S \e; = 0. Logo, \; = 0 para todo

iel B iel iel
1 € I. Portanto, f ¢ injetor.

Sejay € RO, Entdo y = Y hie; = YN f(w) = F(X i) = fla) = y.
i€l iel iel

Logo, f é sobrejetor. ]

Corolario 2.10. Todo R-mddulo M é uma imagem epimorfica de um modulo

livre.

Demonstracao: Seja X = (z;);e; uma familia de geradores de M (sempre

é possivel determinar tal conjunto de geradores de M; o préprio M o é).
Definimos f : E — M por f(e;) = x;, Vi € I, onde E é a base do Exemplo

2.4. Pela Proposicao 2.8, estendemos f unicamente ao R-homomorfismo f :

RY — M que é dado por f(\) = S \if(e;) = SNz, onde A = Y \e; e

icl icl icl
(Ai)ier € RD.
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Pelo fato de que (z;)ie; ¢ uma familia de geradores de M segue que f é
sobrejetor. Portanto, M é uma imagem epimérfica do R-médulo livre RY),
O

2.3 Modbdulos Projetivos

Definicao 2.11. Sejam U e M R-mddulos. O mddulo M € dito U-projetivo
se para qualquer R-mddulo N, f € Homgr(M,N) e 7 € Homgr(U,N) um
epimorfismo, existe h € Homp(M,U) tal que mo h = f. O diagrama abaizo

tlustra essa situacao

O modulo M é dito projetivo se M é P-projetivo para todo R-médulo P.

Proposicao 2.12. Todo mddulo livre € projetivo.

Demonstragao: Seja M um R-médulo livre. Sejam U e N R-moédulos,
f M — N um homomorfismo e 7 : U — N um epimorfismo. Mostremos

que existe h € Homp(M,U) tal que mo h = f tal como ilustra o diagrama

U——N—=0.

Seja (z;)ier uma base de M. Chamemos y; = f(z;), para todo i € I.
Como 7 é um epimorfismo, existem u; € U tal que m(u;) = y;, para todo
i € I. Definimos h'(x;) = w;, para todo i € I e como qualquer m € M é
escrito unicamente como m = Y \;m;, segue pela Proposi¢ao 2.8 que h' pode
estender-se a uma funcao h : ]\24e I—> U definindo h(m) = > Nh (x;) = > A,
para todo m € M. Ainda pela proposicao citada, sezgelie que h é Zlfrln R-
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homomorfismo. Notemos que para todo m € M

(moh)(m) = 73 Niw) = > Nim(u;)

iel iel
= 2 Ay = 2 Nif(w) = X0 f(hiy)
iel iel i€l
= fOo Nim) = f(m).
i€l
Logo, M é um R-mdédulo projetivo. ]

Corolario 2.13. Todo anel com unidade visto como um mddulo sobre si

mesmo € um modulo projetivo.

Seja U um R-modulo. A todo R-homomorfismo f : K — M, associamos

uma funcao f, do seguinte modo

fe: Homgp(U,K) — Homg(U, M)
¢ = J9)=[oo.

O diagrama abaixo ilustra tal situacao

U

y lfoaﬁ:f*(aﬁ)

K?M

Mostremos que f, é um homomorfismo de grupos (abelianos). De fato,

o1, 92 € Hompg(U, K). Entao, para todo x € U, temos que

(filgr + @2))(z) = (foldr + ¢2))(x) = f((¢1 + ¢2)(x))
= flo(@) + ¢(2) = f(o(x) + [(e2(z))
= (fod)(x) + (fog)(x)
= ((fog) +(fog))(x).

Logo, fu(¢1 + ¢2) = fu(o1) + fu(2).

Teorema 2.14. Seja 0 — K LML N =0 una seqiéncia exata curta
de R-modulos. Entao a sequéncia induzida de grupos abelianos, como seque,

0 — Hompg(U, K) T Hompg(U, M) % Homg(U, N) € exata.
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Demonstragao: Primeiro provemos que Ker(f.) = 0. Seja ¢ € Ker(f,).
Entao f.(¢) = 0 e isso implica que fo¢ = 0. Como f é injetor e f(¢p(x)) =0,
para todo x € U; segue que ¢(z) = 0, para todo x € U. Logo, ¢ é o
homomorfismo nulo e portanto, f, é um homomorfismo injetor de grupos

abelianos.

Provemos que Im(f.) = Ker(g.). Seja 8 € Im(f.). Entao existe ¢ €
Homg(U,K) tal que f.(¢) = [. Aplicando g, em (3, segue que g.(f) =

9x(f«(@)) = g(fod) = go(fod). Mas go f = 0 pela Proposicao 1.42.
Portanto, g.(8) = 0 e assim, Im(f.) C Ker(g.).

Agora provemos que Ker(g.) C Im(f.). Seja 8 € Ker(g.). Para todo
2 € U, temos que 0 = (6.(8))(2) = (9.0 )(2) = g(B(2)) e isso mplica que
B(z) € Ker(g) = Im(f).

Assim, para cada z € U, existe © € K tal que 3(z) = f(x) e x é tnico,
pois f é injetor. Portanto, podemos definir ¢ : U — K tal que ¥(z) = =z,

onde (z) = f(x). Para todo 2 € U, (fo)(2) = f(6(2) = f(z) =
B(z) e portanto, § = f o1 = f.(1). Sé resta provarmos que 1 é um R-

homomorfismo. Sejam z1, zo € U. Entao

f@ + 2)) = B+ 2) 2 B(z) + A=)

= (fou)(z1) + (fov)(z)
= f(W(=1) + ¥(22))

e pela injetividade de f, segue que (21 + 22) = ¥(21) + ¥ (22).

Dados r € R e z € U, segue que
fW(r2)) = Borz) 2 )

= r(f(¥(2)) = flré(z))

e novamente pela injetividade de f vem que 9 (rz) = r(z).

A igualdade (%) em ambos os casos é devido ao fato de que 3 é um R-

homomorfismo. O

Teorema 2.15. Sejam M e U R-mddulos. Sao equivalentes:

(i) U é M -projetivo.
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(ii) Para toda seqiiéncia exata curta de R-mddulos 0 — K LMESN - 0, a
seqiiéncia induzida de grupos abelianos 0 — Hompg(U, K) I Hompg(U, M) %
Hompg(U,N) — 0 € também ezxata.

Demonstracao: (i)=-(ii) Devido ao Teorema 2.14, ¢é suficiente provarmos

que g. é sobrejetor. Seja h € Hompg(U, N). Temos o seguinte diagrama

e por ser U um médulo M-projetivo, existe 5 € Hompg(U, M) tal que go3 = h,
isto é, g.() = h. Portanto, g. é sobrejetor.

(ii)=(i) Sejam N um R-modulo, g € Hompg(M, N) um epimorfismo e h €
Homg(U, N).

Consideremos a seqiiéncia exata curta 0 — Ker(g) LML NS 0,
onde ¢ é a inclusao, temos por hipdtese que a seqiiencia induzida de grupos
abelianos 0 — Hompg(U, Ker(g)) o, Homp(U,M) % Homg(U,N) — 06
exata e dai, g, é sobrejetor.

Logo, existe § € Hompg(U, M) tal que g.(3) = h, ou seja, go 3 = h.
Portanto, U é M-projetivo. O
Teorema 2.16. Seja M um R-modulo. Entao as sequintes condigoes sao
equivalentes:

(i) M € projetivo.

(ii) Para toda seqiiéncia exata de R-mddulos K ER A N, a seqiéncia
induzida de grupos abelianos Homg(M, K') T Hompgp(M,L) % Homg(M, N)
€ também exata.

(iii) M é um somando direto de todo mddulo do qual ele é uma imagem
epimorfica.

(iv) M € um somando direto de um mddulo livre.

Demonstracao: (i)=-(ii) Basta mostrarmos que Im(f.) = Ker(g.). Seja
¢ € Im(f.). Entdo ¢ = f.(p) para algum ¢ € Homg(M, K). Mas g.(¢) =
9x(fu(©)) = gu(f o) =go fop =0, pois go f = 0 pela Proposigao 1.42.
Logo, Im(f.) C Ker(g.).
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Agora mostremos que Ker(g.) C Im(f.). Seja ¢ € Ker(g.). Entao
gx(p) = 0 e portanto, g o p = 0, isto é, g(p(x)) = 0,Vx € M. Logo,
Im(p) C Ker(g) = Im(f). Podemos considerar o diagrama

K*f>fm(f)*>0.

Como M é projetivo, segue que existe 1 € Hompgr(M, K) tal que ¢ =
f o). Logo, ¢ = f.(¥), isto é, Ker(g.) C Im(f.). Concluimos entao que
Ker(g.) = Im(f.).

(ii)=(i) Sejam T"e P R-modulos, g : T — P um epimorfismoe ¢ : M — P um
homomorfismo. Queremos mostrar que existe ¢ : M — T tal que go ) = .

Consideremos a seqiiéncia exata T P — 0. Por hipétese, a seqiiéncia
induzida de grupos abelianos Homp(M,T) £ Hompg(M, P) — 0 ¢é exata e
portanto, g. é sobrejetor. Como ¢ € Hompg(M, P), existe 1p € Hompg(M,T)

tal que g.(¢) = g o9 = ¢ e isso nos diz que M é projetivo.

(i)=(iii) Seja ¢ : N — M um epimorfismo. Consideremos 1,7, o homo-
morfismo identidade. Sendo M projetivo, entao existe ¢ : M — N, tal que
o1 = 1y. Pela Proposigao 1.50, a seqiiéncia exata () cinde e pelo Corolario
1.51, M ¢é um somando direto de N.

M

7/
v, 1
s M
‘e

0— Ker(p)“— N M 0 (%)

(iii)=(iv) Pelo Corolario 2.10, todo médulo é uma imagem epimoérfica de um
médulo livre, entao existe um maédulo livre N e um epimorfismo ¢ : N — M.

Por (iii), M ¢ um somando direto de N.

(iv)=-(i) Seja L um médulo livre tal que L = M & S para algum R-mdédulo
S. Sejam P e N R-moédulos, f: P — N um epimorfismo e g : M — N um
homomorfismo. Provemos que existe ¢ : M — P tal que foy = g.

Como L = M & S, todo elemento x € L é escrito de modo tinico como

T =1x1+ To, com x; € M e x5 € S. Podemos estender a funcao g : M — N
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a um homomorfismo ¢’ : L — N, pois L é livre, tal que ¢'(z) = ¢'(x1 + x2) =
g(x1). Mostremos que g’ é realmente um R-homomorfismo.

Sejam x,y € Ler € R. Entaox =21+ 22 e y =y + yo com z1,y1 € M
e To,ys € S. Portanto,

g@+y) = g@ +y +22 + ) = gl + v)
= g(z1) + g(y) = g(x) + g () e
g(rr) = ¢(r(zy + x2)) = ¢'(rzy + rao)
= g(rz) = rg(z1) = rg'(2).

Mas L é projetivo, pois L é livre. Dai existe g’ : L — P tal que foq =¢'.

O diagrama abaixo ilustra essa situagao

Tomando ¢ = g o1, temos que (fow)(m) = (fog oi)(m)= (¢ oi)(m)=
g'(i(m)) = ¢'(m) = g(m), para todo m € M. Logo, M é projetivo. ]

Exemplo 2.17. {0} é trivialmente um R-mddulo projetivo para qualquer
anel R.

Exemplo 2.18. Todo espaco vetorial V' sobre um corpo K é um K-mddulo
projetivo, assim como todos os seus subespacgos vetoriais, basta lembrarmos

que todo subespaco vetorial de V' é um somando direto do mesmo.

Exemplo 2.19. Sejam A um anel e R = My(A) o anel das matrizes de

ordem 2 sobre A. E fécil verificar que os conjuntos

{58 o {5

sao ideais a esquerda de R, isto é, submoddulos de gk R e que gkR = I &J. Como
rR é um modulo livre, segue que I e J sao R-mddulos projetivos.
Na verdade, esse exemplo pode ser generalizado se tomarmos R = M,,(A)

o anel das matrizes de ordem n sobre o anel A e para todo k € {1,2,--- ,n},
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I = (a;;) tal que a;; € Aparai,j € {l,---,n}ea; =0sej#k Naoé
dificil ver que Ij, é um ideal & esquerda de R, para todo k € {1,2,--- ;n}eé

n
claro que RR = @ I}, e, portanto, cada I é um R-mddulo projetivo.
k=1
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Capitulo 3

Moédulos Injetivos

Nesse capitulo, definimos os médulos injetivos. Na verdade, esses sao uma
dualizacao dos projetivos, pois invertemos o sentido das “flechas”, isto é, tro-
camos epimorfismos por monomorfismos. Apresentamos algumas defini¢coes

equivalentes via seqliéncias exatas.

Definicao 3.1. Sejam U, M e K R-modulos. FEntao M ¢é dito U-injetivo
se dados f € Homg(K,M) e p € Homg(K,U) um monomorfismo, existe
h € Homg(U, M) tal que ho p = f. Ilustramos essa situacdo através do

diagrama

0—=K—~U.

O médulo M é dito injetivo se M é P-injetivo para todo R-mdédulo P.
Seja U um R-médulo. A todo R-homomorfismo f : K — M, associamos

uma funcao f* do seguinte modo:

f*: Homgr(M,U) — Hompg(K,U)
¢ — f1(¢)=¢olf.

O diagrama abaixo ilustra tal situagao:
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Mostremos que f* é um homomorfismo de grupos (abelianos). De fato,

sejam ¢1, o € Homp(M,U). Entao, para todo = € K, temos que

(f* (@1 + ¢2))(x) = ((¢1+ h2) 0 f)(2) = (¢1 + d2)(f ()
= 01(f(2)) + ¢2(f () = (¢1 0 f)(x) + (d2 0 f) ()
= (f*(@1))(@) + (f*(¢2)) ()

((f* (1) + [ (¢2))(2).

Logo, f*(¢1 + ¢2) = f*(¢1) + f*(¢2).

Teorema 3.2. Seja 0 — K LM% N S0 una sequéncia exata curta
de R-modulos. Entao a sequéncia induzida de grupos abelianos, como seque,
0 — Hompg(N,U) 7 Homp(M,U) TN Hompg(K,U) é também exata.

Demonstragao: Primeiramente provemos que Ker(g*) = 0. Seja ¢ €
Ker(g*). Entao g*(p) = 0 e dai, p o g = 0. Como g é sobrejetor, segue que
para todo n € N, existe m € M tal que g(m) = n. Dal, ¢(n) = ¢(g(m)) =
(pog)(m) =0. Portanto, p(n) = 0, para todo n € N e ¢ é o homomorfismo
nulo. Logo, ¢* é o homomorfismo injetor de grupos abelianos.

Mostremos que Im(g*) = Ker(f*). Seja 8 € Im(g*). Entao § =
g*(¢) para algum ¢ € Hompg(N,U). Aplicando f* a (3, segue que f*(3) =
f(g* (@) = g*(¢) o f = (pog)o f. Mas go f = 0 pela Proposigao 1.42.
Portanto, f*(58) = 0 e assim, Im(g*) C Ker(f*).

Agora mostremos que Ker(g*) C Im(f*). Seja § € Ker(f*). Entao
f*(B) =0, isto é, fo f =0. Sendo g sobrejetor, temos que para todo n € N,

existe m € M tal que g(m) = n. Definimos a fungao

v: N — U
n +— (n)=pFG(m), ondem étal que g(m)=n.

E necessdrio mostrarmos que v estd bem definida. De fato, suponhamos
que 1(n) = B(m1) tal que g(m1) =n e que ¥(n) = B(m2) tal que g(mz) = n.
Assim, g(my) = g(ms) e isso implica que g(m; — ms) = 0. Logo, m; — my €
Ker(g) = Im(f). Entao f(k) = mq — mg, para algum k € K. Portanto,
B(my—ms) = B(f(k)) = (Bo f)(k) =0 e, como [ é um homomorfismo, segue
que (mq) = B(ma).

33



Por outro lado, para todo m € M temos que (¢ o g)(m) = ¥(g(m)) =
(n) = o B(m), onde n = g(m), e isso nos diz que 5 = 1 o g = g*(¢), isto é,
B € Im(g").

S6 resta mostrarmos que ¥ é um R-homomorfismo. Sejam n,,n, € N e

r € R. Entao ny = g(my) e ny = g(msy) para alguns mq, ms € M. Portanto,

(i +n2) = U(g(m) + g(me)) = P(g(ma + me)) = (¢ o g)(m1 + mo)
= B(m1 +my) - B(ma) + B(mz2) = ¢(n1) +¢(ng) e
Y(rna) = Y(rg(mi)) = P(g(rmi)) = (¢ o g)(rmi)
= B(rm) =rp(m1) = r¢(n1).

A igualdade (x) é devido ao fato de que  é um R-homomorfismo. O

Teorema 3.3. Sejam M e U R-mdodulos. Sao equivalentes:

(i) U € M -ingetivo.

(ii) Para toda seqiiéncia exata curta de R-mddulos 0 — K L ME N 0, a
seqiiéncia induzida de grupos abelianos 0 — Hompg(N,U) KN Hompg(M,U) EiN

Hompg(K,U) — 0 € também exata.

Demonstracao: (i)= (ii) Devido ao Teorema 3.2, s resta provarmos que

f* é sobrejetor. Seja ¢ € Hompg(K,U). Temos o seguinte diagrama

04>K4f>M

e por ser U um médulo M-injetivo, existe § € Hompg(M,U) tal que fo f = ¢,
isto é, f*(B) = ¢. Portanto, f* é sobrejetor.

(ii)= (i) Sejam K um R-mdédulo, f € Hompg(K, M) um monomorfismo e
h € Homg(K,U).

Consideremos a sequiéncia exata curta 0 — K L= m /K — 0, onde 7
é a projecao canonica. Temos por hipétese que a seqiiéncia induzida de grupos
abelianos 0 — Homgz(M/K,U) = Homg(M,U) TN Homp(K,U) — 0 ¢
exata. Logo, f* é sobrejetor e dai, existe 5 € Hompg(M,U) tal que f*(3) = h,
ou seja, fo f = h. Logo, U é M-injetivo. ]
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Enunciamos agora, sem demonstrar, um resultado necessario para a demons-

tracao do Teorema 3.5, o leitor pode consultar ( [5], Proposition 5 - Corollary,
pg 90).

Teorema 3.4. Todo mddulo é isomorfo a um submddulo de um mddulo in-

jetivo.

Teorema 3.5. Seja M um R-mddulo. Entdo sao equivalentes:

(i) M € injetivo.

(ii) Para toda seqiiéncia erata de R-modulos K EN AR N, seqiiéncia in-
duzida de grupos abelianos Homp(N, M) EN Hompg(L, M) TN Hompg (K, M)
¢ também exata.

(iii) M € um somando direto de todo mddulo do qual ele é um submdédulo.

Demonstragao: (i)= (ii) Basta mostrarmos que Im(g*) = Ker(f*). Seja
¢ € Im(g*). Entao ¢ = ¢g*(¢) para algum ¢ € Homg(N, M). Mas f*(¢) =
f*(g* (@) =g (p)of =pogo f =0, pois go f =0, veja Proposicao 1.42.
Logo, Im(g*) C Ker(f*).

Agora a inclusao contraria. Seja ¢ € Ker(f*). Entao f*(¢) = 0, isto
é, po f = 0. Sejay € Ker(g). Entao y = f(x) para algum z € K,
pois Ker(g) = Im(f). Assim, o(y) = ¢(f(z)) = (¢ o f)(z) = 0. Logo,
Ker(g) C Ker(y). Definimos a funcao

p: L/Ker(g) — M
[+ Ker(g) — ().

Claramente que @ estd bem definida, pois Ker(g) C Ker(yp). Mostremos

que P é um R-homomorfismo. Sejam ly,lo € Ler € R.

?((l+ Ker(g)) + (o + Ker(g))) = @(l+ 1+ Ker(g)) = o(li + 1)
(L) +o(l2)

2(l1 + Ker(g)) + @(lo + Ker(g)) e
P(rly + Ker(g)) = ¢(rly) = ro(l)
= 19(l + Ker(g)).

jS)

@(r(l + Ker(g)))

Pelo teorema do homomorfismo, temos que L/Ker(g) ~ Im(g) C N.
Assim, a fungdo g : L/Ker(g) — N ¢ um monomorfismo. Observemos o

diagrama abaixo

35



<
o~
1
0——L/Ker(g) T; N, onde g(l + Ker(g)) = g(l), VI € L.
Por ser M um médulo injetivo, existe § € Hompg (N, M) tal que fog = @.
Além disso, para todo [ € L, temos que ¢(l) = @(l + Ker(g)) =
=(0og)(l+ Ker(g)) =0(g(l)) = (#og)(l). Portanto, p = 0o g = g*(#) e isso
nos diz que ¢ € Im(g*).

(ii)= (i) Sejam P e N R-médulos, f: N — P um monomorfismo e ¢ : N —
M um homomorfismo. Mostremos que existe ¢ : P — M tal que ¢ o f = ¢,

como ilustra o diagrama

04>N4f>P.

Por hipétese, a exatidao da seqiiéncia 0 — N Lp implica que a seqiiéncia
induzida de grupos abelianos Hompg(P, M) TN Hompg(N, M) — 0 seja exata.
Assim, f* é sobrejetor, isto é, dado existe ©» € Hompg(P, M) tal que f*(¢) =
Yo f = . Portanto, M é injetivo.

(i)= (iii) Seja N um R-médulo. Suponhamos que M seja um submédulo de

N. Como M ¢ injetivo, existe ¢ : N — M tal que o diagrama abaixo comuta

M
>
P
N
Tll\/l N
AN

00— M—ts
ou seja , poi = 1. Pela Proposicao 1.50, M é um somando direto de N.
(iii)= (i) Sejam P e N R-médulos, f: P — N um monomorfismo e g : P —
M um homomorfismo. Pelo Teorema 3.4, M é um submoédulo de um médulo

injetivo I. Vamos mostrar que existe h : N — M tal que ho f = g, como

ilustra o diagrama abaixo
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9 \

0——P T;N
Observemos o diagrama acima. Como [ ¢é injetivo existe ¢y : N — [ tal
que Y o f = iog. A seqiiéncia exata curta 0 — M L1 5 I/M — 0
cinde, pois M é um somando direto de I. Assim, existe ¢ : [ — M tal que
poi =1y, . Portanto, po (o f) = (poi)og =1y 09 = g. Tomando h

como h = p o1, segue que M ¢é injetivo. ]

Exemplo 3.6. {0} é trivialmente um R-mddulo injetivo para qualquer anel
R.

Exemplo 3.7. Seja V um K-espaco vetorial. Entao todo subespago vetorial
de V é um K-médulo injetivo. Em particular, seja V = R® o espaco vetorial
sobre R. Entao os subespacos vetoriais de dimensao 0, 1 e 2, respectivamente,
a origem, as retas (que contém a origem) e os planos (que contém a origem)

sao R-modulos injetivos.
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Conclusao

Por meio desse trabalho, a pesquisa e a forma de pensar em Matematica,
mais especificamente em Algebra, foram aperfeicoados e certamente reorien-

tados.

Estudar moédulos foi importante para aumentar os horizontes e perceber as
suas utilidades em diversos ramos, pois durante a pesquisa, embora tenhamos
abordado um tnico tépico, estudar os médulos injetivos e projetivos, esses
assuntos estudados estao em conectividade com outras areas, por isso a sua

importancia para a iniciacao a Algebra.

O estudo do teorema do homomorfismo para médulos, a soma direta in-
terna e as seqiiéncias exatas, sao a pedra angular do estudo da projetividade e
injetividade de médulos. Os exemplos citados permitem perceber e entender

com mais profundidade os resultados dos teoremas.

Certamente um trabalho proveitoso e por que nao dizer de uma beleza

matemaética impar?

Finalmente, desejamos que esse trabalho possa ser util a estudantes ou

professores como um material de estudo e/ou consulta.
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