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RESUMO

Calculamos neste trabalho propriedades das fases exoticas da matéria
npe conhecidas como “pasta”, que sao encontradas na crosta das es-
trelas de néutrons, partindo do modelo de Walecka nao-linear com a
parametrizagao NL3. Desenvolvemos um algoritmo para realizar o cél-
culo numérico incluindo termos de segunda ordem nas expansoes das
densidades e da energia, isto é, utilizando a aproximacao de Thomas-
Fermi estendida. Limitamo-nos ao estudo das fases com geometrias
tridimensionais a temperatura zero, e obtivemos para esses casos a con-
figuracao preferencial (estado fundamental) para diferentes densidades,
assim como a regiao de transicao entre a pasta e a fase homogénea,
mostrando uma dependéncia desta com a fracao de prétons.
Palavras-chave: Modelo de Walecka nao-linear. Aproximacao de
Thomas-Fermi estendida. Fase pasta.






ABSTRACT

In this work, we have calculated properties of exotic phases of npe mat-
ter known as “pasta”, which are found on the crust of neutron stars,
starting from the non-linear Walecka model with the NL3 parametriza-
tion. We have developed an algorithm to perform the numerical calcu-
lation including second-order terms in the expansions of the densities
and energy, that is, using the extended Thomas-Fermi approximation.
We have limited ourselves to the study of phases with three-dimensional
geometry at zero temperature, and have obtained for those cases the
preferential (ground-state) configuration for different densities, as well
as the transition region between the pasta and the homogeneous phase,
showing its dependence with the proton fraction.

Keywords: Non-linear Walecka model. Extended Thomas-Fermi ap-
proximation. Pasta phase.
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertagao, pretendemos aplicar aproximagoes semiclas-
sicas a um modelo de campo médio relativistico (SEROT et al., 1986.
(Advances in nuclear physics, v.16)), com a intencao de calcular obser-
vaveis de sistemas tais como nicleos atomicos e matéria estelar. Como
parte inicial, estudamos algumas técnicas existentes na literatura para
lidar com o problema de muitos corpos, evitando o trabalho de resolver
as equagoes de campo médio de Hartree-Fock (HF) e calcular as fungoes
de onda de uma particula.

Normalmente, métodos semiclassicos consistem em realizar a ex-
pansdo de Wigner-Kirkwood (WK) da matriz densidade em ordens
sucessivas de hA. Ha uma variedade de métodos, no entanto, para
realizar esta expansao, tais como o método algébrico de Gramma-
ticos e Voros (GRAMMATICOS; VOROS, 1979) e a expansao variacio-
nal Wigner-Kirkwood (VWK) (CENTELLES et al., 1998; CENTELLES;
SCHUCK; VINAS, 2007), para o caso nado relativistico, e as técnicas
de funcional da densidade como o método de Thomas-Fermi (TF) e
Thomas-Fermi estendido (TFE) (CENTELLES et al., 1990, 1993) ou a
teoria relativistica variacional Wigner-Kirkwood (RVWK) (DEL ESTAL;
CENTELLES; VINAS, 1997), para o caso relativistico.

Estamos interessados especialmente na utilizagao de modelos re-
lativisticos, e neste caso aparecem complicagoes nos calculos advindas
da nao comutatividade das matrizes que entram na hamiltoniana, o que
torna impossivel a utilizagao das mesmas técnicas para o calculo das
matrizes densidade nao relativistica e relativistica. Particularmente,
neste caso, é necessario realizar a soma de séries de poténcias separada-
mente para as solugoes de energia positiva e negativa, onde as técnicas
nao relativisticas misturariam as duas (CENTELLES et al., 1993).

As técnicas de funcional da densidade consistem basicamente
em obter a expansao WK da densidade p, a partir do cdlculo da matriz
densidade, e inverté-la de maneira a obter a densidade de energia e a
densidade de energia cinética como funcionais da densidade e de seus
gradientes (CENTELLES et al., 1990, 1993, 1992) e entdo minimizar a
energia total para obter um conjunto de equacdes a ser resolvido de
maneira auto-consistente. Na técnica RVWK, a densidade de nimero
e densidade de energia, assim como o potencial quimico e os campos,
sao expandidos em ordens de h e a minimizacao é feita para os termos
de cada ordem de maneira independente. Um resultado importante é
que as corregoes a uma certa ordem de A para as densidades requerem
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o conhecimento dos campos apenas até a ordem anterior (DEL ESTAL;
CENTELLES; VINAS, 1997).

Nosso principal intuito neste trabalho é utilizar uma aproxima-
¢ao TFE para calcular as propriedades da fase pasta em estrelas de
néutrons a temperatura zero. Para tal vamos utilizar a técnica de
funcional da densidade descrita em (CENTELLES, 1992), no entanto ex-
primindo as corregoes de segunda ordem em funcdo dos momentos de
Fermi e da massa efetiva, que por sua vez sao dependentes dos campos
mesonicos e eletromagnético. Algumas das vantagens do método TFE
sobre o método TF, mais simples, é que este 1ltimo nao trata bem efei-
tos de camada e termos de superficie, enquanto que com a aproximacao
TFE levamos em conta em média os efeitos de camada, e melhoramos
o tratamento dos termos de superficie. (RING; SCHUCK, 1980)

O estudo das estrelas compactas, assim como o das colisdes de
ions pesados, representa uma boa oportunidade para os fisicos nucleares
e de particulas compreenderem a matéria em situagoes extremas. (MA-
RUYAMA et al., 2006) Os detalhes envolvidos nas explosoes de supernova
e no comportamento e composicao das estrelas de néutrons tém sido
objeto de estudo extensivo nas ultimas décadas, e acredita-se que as
estrelas de néutrons sejam o resultado de explosoes de supernova tipo
II, Ib e Ic. Nestas explosoes, o nucleo estelar é comprimido até uma
densidade muitas vezes maior que a densidade nuclear de saturagao,
e assim se mantém devido a presenca da gravidade, enquanto que o
restante da estrela é expelido. (AVANCINI et al., 2008)

A matéria nuclear no estado fundamental apresenta diversas ca-
racteristicas conhecidas como propriedades de saturagao, como a den-
sidade de saturacdo, pp =~ 0.16 fm~3 e a energia de ligacdo, B.E./A
~ -16 MeV. Essas propriedades, assim como a incompressibilidade nu-
clear e outras, sao importantes para ajustar os parametros dos modelos
usados para descrever a matéria nuclear. Estamos interessados parti-
cularmente em parametrizagoes do modelo relativistico nao-linear de
Walecka. Modelos relativisticos, ao serem aplicados em altas densida-
des e assimetrias de isospin, como nas estrelas compactas, ou em altas
temperaturas, especialmente nas colisoes de ifons pesados, mas tam-
bém em certas aplicagoes em matéria estelar, providenciam informa-
¢oes adicionais aquelas obtidas com modelos nao-relativisticos, como,
por exemplo, uma explicagao natural da forca spin-6rbita. Também
pode-se esperar que seja possivel estabelecer uma conexao entre esses
modelos e descrigoes mais fundamentais das interagoes nucleares em
teoria de campos, e que eles sirvam de base para uma descricao da ma-
téria nuclear mais quente e densa, para a qual a relatividade torna-se
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mais importante (GREINER; MARUHN, 1996).

A incidéncia de diferentes densidades na matéria restante das
explosoes de supernovas pode implicar na formacao de estados exoticos
da matéria nuclear. Em densidades tipicas, préximas a densidade de
saturacao, as escalas dominadas pelas interacoes nuclear forte e eletro-
magnética estao bastante separadas, e por isso a matéria se organiza
na forma de nicleos atomicos. Em densidades de cerca de 0.01 a 0.1
fm™3, porém, as escalas de comprimento estdo mais préximas, e ocorre
uma competicao entre os dois tipos de interagao.

Em densidades muito baixas, a matéria nuclear se arranja for-
mando uma rede em um mar de elétrons, de modo a minimizar a energia
coulombiana. Com o aumento da densidade, estruturas intermediarias
comecam a aparecer, como uma fase mista em uma transi¢do de fase
liquido-gés de primeira ordem. Essas configuragoes intermedidrias en-
fim desaparecem em uma densidade abaixo da densidade de saturacao,
dando origem a uma fase homogénea. A densidade em que ocorre a
transicdo para a fase homogénea depende da constituicao da matéria
(sua fragdo de prétons), do modelo e parametrizagio utilizados e da
temperatura. Identificando a equacao de estado da matéria nuclear,
pode-se determinar onde esta cruza as curvas espinodais (AVANCINI et
al., 2008) caracteristicas da transigdo de fase, e portanto em que tem-
peraturas hé o aparecimento da fase mista.

As estruturas complexas que surgem nesse tipo de sistema inter-
medidrio sao chamadas de “pasta” nuclear, e ocorrem no estigio final
do colapso das supernovas e nas crostas das estrelas de néutrons, que
acredita-se serem formadas por matéria rica em néutrons em equilibrio
B. Como ha particulas carregadas no sistema, ocorre um equilibrio
entre a tensdo superficial e a interacdo coulombiana, e as estruturas
que surgem nessa transicao de fase tém tamanho e forma definidos,
formando redes de “pedacos” de uma fase embutidas na outra fase, di-
ferentemente da transicao de fase liquido-vapor da dgua, por exemplo,
em que as fases tém uma geometria arbitraria, quando a tensao su-
perficial é pequena, ou estdo completamente separadas, quando ela é
grande.

Os pedagos das fases que aparecem na pasta podem ser modela-
dos por estruturas com simetria esférica em trés dimensoes, em relagao
a rotacoes ao redor do eixo z em duas dimensdes, ou em relacao ao
eixo perpendicular as camadas em uma dimensdo. A essas estruturas
sdo normalmente dados os nomes de droplet (gota) e bubble (bolha) em
trés dimensoes, rod (bastao) e tube (tubo) em duas dimensdes, e slab
(placa) em uma dimensao, e todas sao tipicamente definidas dentro de
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uma célula de Wigner-Seitz. (AVANCINI et al., 2008; MARUYAMA et al.,
2006) As estruturas denominadas gota e bastao caracterizam-se por te-
rem densidades maiores do que as das suas imediagoes na célula, assim
como aquelas chamadas de bolha e tubo tém densidades menores. O
nome pasta vem da identificagao figurativa das estruturas tipo bastao
e placa com espaguete e lasanha, respectivamente.

O estudo da fase pasta em estrelas de néutrons é de conside-
ravel interesse para prever certas propriedades das regides exteriores
dessas estrelas, tais como a condutividade térmica, que é importante
para determinar a velocidade com que a estrela se resfria, a viscosi-
dade, propriedades mecanicas e o livre caminho médio de neutrinos na
matéria estelar. As estruturas tridimensionais (gota e bolha), apresen-
tam especial interesse devido ao fato de essas configuragoes estarem
nos limites entre a matéria homogénea e nao-homogénea, extremos de
densidades onde ha maior conexao com dados experimentais. Neste
estudo, realizamos cédlculos para essas duas geometrias.

Em densidades maiores, estuda-se a possiblidade de haver ou-
tras transigoes de fase. Em uma densidade varias vezes maior que a
densidade de saturacao, acredita-se que ocorra uma transigao de fase
de primeira ordem para um estado condensado de mésons K—. Este
condensado kadnico deve ocorrer em estrelas de néutrons, em regioes
onde a densidade é muito grande, com uma larga faixa de densidades
em que aparece a fase mista, ocorrendo também estruturas com geome-
tria definida chamadas de pasta kaonica. Além dessa transicao de fase,
em densidades ou temperaturas muito grandes, considera-se o descon-
finamento dos quarks, que daria origem a uma fase mista de hadrons
e quarks desconfinados. Entende-se esta tltima como um plasma de
quarks e glions, e procura-se compreender as propriedades da matéria
quark utilizando-se métodos de primeiros principios baseados na cromo-
dindmica quantica (QCD), tais como QCD na rede. Pouco se conhece
sobre essa transicao de fase, mas é sugerido que ela seja também uma
transicao de primeira ordem, dando origem, portanto, a uma fase mista
como nos casos anteriores.

Em sequéncia, fazemos uma breve descricao dos assuntos trata-
dos em cada capitulo deste texto. No segundo capitulo, descrevemos
brevemente o modelo nuclear utilizado no trabalho, isto é, o modelo o -
w de Walecka (SEROT et al., 1986. (Advances in nuclear physics, v.16)).
A aplicagao deste modelo é fundamental para obtermos as equacoes de
movimento e a hamiltoniana do nosso sistema, a matéria npe (composta
por néutrons, prétons e elétrons). O modelo de Walecka é uma descri-
¢ao bem sucedida e bastante utilizada das interagoes nucleares, e serve
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como ponto de partida para o calculo TFE. Diversas parametrizacoes
existem para este modelo, dentre as quais escolhemos uma das mais
usuais, chamada parametrizacao NL3. Apresentamos aqui também as
aproximagoes de campo médio e de Thomas-Fermi.

No terceiro capitulo, mudamos o foco para a expansao semiclas-
sica de Wigner-Kirkwood, uma técnica desenvolvida para calcular as
matrizes densidade, e baseada na formulagdo de Weyl-Wigner da me-
cénica quéntica no espago de fase (DE GROOT; SUTTORP, 1972; BRACK;
BHADURI, 2003; MARCHIOLLI, 2002). Esta técnica permite que o pro-
pagador relacionado & hamiltoniana seja expandido em ordens de A
de maneira consistente, gerando equagoes recursivas para a determi-
nacao de cada ordem para o propagador, do qual a matriz densidade
relativistica é obtida a partir de uma transformada de Laplace inversa
(RING; SCHUCK, 1980). Visto que a formulagao de Weyl-Wigner nao é
tao amplamente conhecida, reservamos este capitulo para explicar seus
fundamentos de maneira um pouco mais detalhada.

O quarto capitulo trata da aproximagao TFE, iniciando pela de-
lineacao do cdlculo das matrizes densidade, prosseguindo com o desen-
volvimento dos célculos da densidade, densidade de energia e densidade
escalar em ordem zero (aproximagao de Thomas-Fermi) como ilustra-
¢ao da técnica de expansao WK, demonstrando a obtencao correta das
expressoes TF encontradas na literatura, e finalizando com a apresenta-
¢ao das expressoes finais das corregoes de segunda ordem (aproximacao
de Thomas-Fermi estendida) em fungdo das derivadas do potencial e
da massa efetiva.

O quinto capitulo foca na questao da fase pasta na matéria npe e,
por extensao, no caso das estrelas de néutrons, embora nao tenhamos
incluido o equilibrio beta. Ele também trata de suas caracteristicas
geométricas, assim como no funcionamento basico do algoritmo desen-
volvido para realizar a simulagdo numérica. Apresentamos os vinculos
que devem ser respeitados na realizagao do céalculo: a condicao de um
numero constante de barions e a neutralidade de carga, calculados no
interior de uma célula de Wigner-Seitz. Explicamos também como as
equagoes de Klein-Gordon referentes aos campos podem ser resolvidas
mediante uma expansao em uma base de estados do oscilador harmo-
nico.

O sexto capitulo é reservado para a exposicao dos resultados
obtidos com o algoritmo e sua discussao, incluindo os graficos dos perfis
de densidade das células para as duas geometrias estudadas (gota e
bolha) e fracoes de prétons diferentes em uma dada densidade global,
e a energia total do sistema nas duas geometrias para uma gama de
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densidades, o que permite a determinacao da geometria predominante
dentre as duas em cada faixa de densidade. Também discutimos a
regiao de densidades maiores em que a fase pasta heterogénea deixa de
ser o estado fundamental em favor de uma configuracao homogénea.

Finalmente, na conclusao do trabalho discutimos possiveis re-
finamentos e adicbes ao algoritmo para a obtencdo de uma extensao
maior de dados, assim como projetos relacionados.
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2 MODELO o - w DE WALECKA

O problema da descricao microscopica de um sistema nuclear
como um ntcleo finito é atacado tipicamente por um método pura-
mente quantico e nao relativistico, resolvendo uma equacao de Schro-
dinger para muitos corpos que interagem através de potenciais nucle-
ares. Neste caminho, uma das aproximagoes mais razoaveis é a apro-
ximagao de Hartree-Fock (HF'), que consiste em substituir a funcdo de
onda de muitos corpos por um determinante de Slater de fungoes de
onda de particula unica, obtendo-se um conjunto de equagoes de onda
de particula tnica em que os nicleons se movem em um potencial de
Hartree-Fock.

Walecka e colaboradores desenvolveram um outro caminho para
o estudo do problema de muitos corpos, uma teoria de campos quanti-
cos relativisticos chamada de hadrodinamica quantica (HDQ) (SEROT
et al., 1986. (Advances in nuclear physics, v.16)). Sabe-se hoje que a
interagao nuclear que gera os potenciais nucleon-nucleon advém da di-
namica subjacente de quarks e glions, que pode ser descrita de maneira
efetiva por uma teoria de mésons no regime de energias mais baixas. O
formalismo da hadrodinamica quantica trata da interagao nuclear como
sendo originada da troca de mésons virtuais, e os efeitos relativisticos
sao incorporados naturalmente a teoria.

Na forma mais simples da HDQ, consideram-se dois campos
mesonicos: um campo isoescalar-escalar atrativo associado ao méson
o e um campo isoescalar-vetorial repulsivo associado ao méson w, que
origina o comportamento da interagao em curtas distancias. Desta ma-
neira, ficamos com o chamado modelo o-w. A introducao desses dois
mésons é motivada pela observagao de componentes escalares e quadri-
vetoriais na interacdo nuclear. Os efeitos das trocas de mésons 7 sao
nulos em média ao descrevermos as propriedades da matéria nuclear,
devido a dependéncia da interagao com o spin, e por isso a colaboragao
do méson 7 é desprezada nesta descricao mais simples.

A densidade Lagrangeana para este modelo o-w ¢é a seguinte:

: . 1
Lv = Y[u(i0" =g V¥) = m’[§ + 5 (0,60"¢ — m3)
—%QWQ‘“’ + %m?}VMV“ +0L (2.1)

onde
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O = 0,V — 9,V (2.2)

m* =M —gs¢ (2.3)

E importante perceber, entretanto, que no modelo o-w de Wa-
lecka linear, o valor da incompressibilidade da matéria nuclear é con-
sideravelmente superestimado. O valor obtido com esta teoria mais
simples é de Kk = 545 MeV, muito acima dos valores obtidos empirica-
mente, o que nos mostra a necessidade de corregoes a teoria. A idéia
de Boguta e Bodmer (BOGUTA; BODMER, 1977) de acrescentar termos
proporcionais ao campo escalar ao cubo e a quarta poténcia a densi-
dade Lagrangiana é o método mais utilizado para deslocar o valor da
incompressibilidade para regices aceitaveis. A densidade Lagrangeana
proposta para esta finalidade tem a seguinte forma:

Ly
12 AP (2.4)

Além dessas corregoes, para darmos uma boa descri¢ao de um nu-
cleo finito, é essencial que levemos em conta a assimetria entre prétons
e néutrons. A contribui¢do dessa assimetria a densidade Lagrangiana
se da na forma da adicao de um campo isovetorial-vetorial correspon-
dente ao méson p. Também devem ser adicionados para essa descri¢ao
termos referentes & interagao eletromagnética, que é improtante no caso
de ntcleos finitos e também em estrelas de néutrons.

Dessa maneira, consideraremos para nossos propositos uma ex-
tensao ao modelo de Walecka original chamado modelo o-w nao-linear,
que reproduz de maneira satisfatoria os dados da matéria nuclear na
auséncia do campo coulombiano. A densidade Lagrangeana completa
é a seguinte:

1
Lpp =L — §H¢3 -

L= Li+LetLo+Lo+L,+L, (2.5)

i=p,n
Explicitando os termos:

L; =; [y iD" — M™]4; (2.6)

Lo =, [ (10" + eA") = m] 0, (2.7)
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1 1 1
_ 2t w242 443 Loy 4 9
Lo = (Bu0ns —me? - frs* — g0t)  28)
1/ 1 L
Lo=5 (—5 U +miV, V" (2.9)
L 1o 20 o o
Lp=5 (5B B +mib, b (2.10)
1 »
Ly=—1FuF (2.11)
Onde
iDV = 0" — g, V¥ — Iz g L J;T3 A+ (2.12)
By = b, — b, — g,(b, x b,) (2.13)
Fuy = 0,4, — 0,4, (2.14)

Os operadores v; e os seus adjuntos v; representam os campos
dos nucleons, ¢ é um campo isoescalar-escalar com massa mg associ-
ado ao méson o, V¥ é um campo isoescalar-vetorial com massa m,,
associado ao méson w, e b" é um campo isovetorial-vetorial com massa
m,, associado ao méson p, de onde se origina a contribuicao do isospin
(AVANCINT et al., 2008). Os campos dos mésons e dos nicleons estao
acoplados, e as constantes de acoplamento sao gs, g, € g,, enquanto que

o campo eletromagnético tem a constante de acoplamento e = \/14—“7.

M e m, correspondem as massas dos nucleons e dos elétrons, respecti-
vamente. O vetor 7 é o operador de isospin, e 73 é definido da seguinte
forma:

m3(p) = 1
m3(n) = -1 (2.15)

2.1 CALCULO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

A partir da densidade Lagrangeana, podemos calcular as equa-
¢oes de movimento para os campos & do modelo, através das equagoes
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de Euler-Lagrange:
oL oL
=0 (2.16)

Y006 o

Para ¢ = 1);, temos:

5 (gfwi) =0 (2.17)
;Z[WMWnﬂwi (2.18)
%aé§%>—22=hmD“—mﬂ%=0 (2.19)
Para € = 9,
5 (gfwe) =0 (2.20)
;Z = [y (10" + eAP) — me] b (2.21)
(2.22)

oL oL .
5#@ T, [y (0" 4 eA") — me]he = 0

Que ¢ a equacao de Dirac. Para £ = ¢:

oL 0 (;8“(;58‘%;5) = 01¢ (2.23)

0(0,0) ~ 9(0,9)
08 = w2~ 56— 2+ g

(2.24)

o

oL oL K A _

—_— Y — = = H 2 72 73_ o

O gy = WO+ 5074 56 g =0 (2.9
Para & =V,
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oL _ 13} _EQ#/U/QM/V/
9 (0V) 9 (OpVu) \ 4
1 9
= —Zm[(au’vv' — 0y V)
N2

1 /Vl
= _i[(‘sﬁu"sw’ - 5@’5##’) ar

JFQ#’V/ (5ﬁu’5w’ - 5@/5##/”

- Qe (2.26)

oL _
W = m?,VH — gu¥iy" 1y (227)

o
oL oL _ .
Vi) py = ORY MV kgt =0 (228)
Y I3
Onde

O = 0P VH — 9PV = 90"V (2.29)

Podemos ver que o segundo termo na expressao acima se anula
tomando 0, da equacdo (2.28):

— 0,079 —m20,V* + 9,0, (viy" i) = —m20,V* =0 (2.30)

Onde o primeiro termo se anula por se tratar de um tensor si-
métrico operando em um tensor anti-simétrico, e o terceiro termo se
anula devido & equacdo da continuidade para a corrente j* = ;v 1);,
que deve ser conservada. Finalmente, obtemos:

oL oL - .
A YOS V) V4 PR VA Mol
8‘L‘a(aﬁv,i) v, OOV —mVF + gupiy'ps =0 (2.31)

Para £ = 5#:
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8{ = aq (—iéﬂ,u,éﬂ’”) — B (2.32)
o) o)
oL 27 9p—= -
T:mbu—iiﬂ'ri 2.33
o, " 5 Vi TY (2.33)
oL _ oL _ 0B — 2P+ g,

_%8@;’# _ migﬂ + gp%,yu%

0 (2.34)
Para £ =
oL 0 1 ' _
= —7F/ /F’uy :—FHM 2.
stonan) = oAy (1) (23)
oL
ﬂ = _€¢z ( )¢z + 6%7“% (2~36)
“w
oL oL - — (1 —m3)
_ - _ [ e )
aﬁa (%AM) 8Au (%LF + ey 9 i
—6%’7“1/16
N T o _QTB*) i
—etey 1he = 0 (2.37)

A partir da densidade Lagrangeana, podemos obter também o
tensor densidade de energia-momento, de acordo com a equagao:

TH = —gh [ + Z aaug (2.38)

Ja calculamos os termos do somatoério, de maneira que o tensor
tem a forma:
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T = g {mlz’D"/ - m*} Vi
+e [%’ (ia“/ + eA”/) - mE] Ve F
+1(a¢@ﬂ¢f m2?) - gk — A0

L5
fQW,/Q’“’—k L2y, v ~ B - B

1 1
+§m§b#/ . b“ — Z H/,,/F’J’ V' }

+1hi iy 0" Py 4 iy 0" e

+oH 0" ¢ — Q' 9V,

—B . 9vb,, — F* 9 A, (2.39)
Usando as equagdes de movimento para os campos dos nucleons

e dos elétrons, temos que os primeiros termos da equagao sao nulos, e
desta forma:

L1 ) 1 1
T = =[5 (Owe0" o = m2e?) — Zk¢® — 16t
1 A | A
AL §m3V#/V“ 4Bu - BHY
1 2—* —'H‘/ 1 }Jz/l//
+§mpr/ b — ZFH/,,/F }

+ iy 0¥ i 4 iy ¥ e
+0 0" — QO 0¥V,
—B"' . 9%b, — F* 9" A, (2.40)

Do tensor densidade de energia-momento, tomando a compo-
nente 790, obtemos a densidade de Hamiltoniana:

1 1 1
" = [ ( ¢8“¢ - 3@252) - §k¢3 - I)\& - ZQWQW

w\'—*

B B | .
+§mvvﬂw - ZBW -BM + §m/2)bﬂ V= L Fu F" ]

+iiy°0; + Pein* 0.
+0°00°¢ — Q" 9°V,, — B% - 8%, — F*9° A, (2.41)
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2.2 APROXIMACOES DE CAMPO MEDIO E THOMAS-FERMI

As equacgoes de movimento para os campos mesonicos que obtive-
mos na ultima se¢ao sao equagoes de campo nao lineares, com solugoes
muito complicadas. Como esperamos que as constantes de acoplamento
Js> v © g, sejam grandes, também nao podemos esperar utilizar méto-
dos perturbativos para solucionar as equagoes. No entanto, existe uma
aproximagao que se torna cada vez mais valida conforme a densidade
nuclear aumenta, a chamada aproximagao de campo médio. Os termos
de fonte no lado direito das equagoes de movimento aumentam com a
densidade barionica, e quando esses termos sao grandes, os operadores
de campo meso6nicos e do campo eletromagnético podem ser substitui-
dos pelos seus valores esperados. Para um sistema estatico e uniforme,
a invaridncia rotacional implica que os valores esperados das compo-
nentes espaciais dos campos quadridimensionais se anulam, restando
somente as componentes tipo tempo. (SEROT et al., 1986. (Advances
in nuclear physics, v.16)) Considerando também a invaridncia em rela-
¢ao a rotagoes em torno do terceiro eixo do espago de isospin, somente
a terceira componente isovetorial do campo do méson p permanece.
(BUNCA; GMUCA, 2003) Isto pode ser escrito formalmente como:

(9) = d0(a) (2.42)

<Vﬂ> = Vo(2)d,0 (2.43)
<bzt> == bo(ﬂ?)(sﬂoéig (244)
<Au> = Ao(2)d,0 (2.45)
Com
Py = 0°Vy = 8%y = 3°Ag =0 (2.46)

Dessa forma, na aproximacao de campo médio:
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H = fv¢0 Vo + m¢0+ r0° + ,A¢4

1 1
—5va Vo — 3miVe - beo-Vbo—imzbg

1= .
-GV%Vm+wwww+mwww (2.47)

Onde utilizamos a relagao:

1
—Q, 00 =

: 0,V — 8,V,) (9"VY — 9"V

1
4
% (0, V,0"V" = 9,V,0"V*H)
% (0,V00" Vo — 0,V0"Vp)

5 (V% T%) (2.48)

E relagoes similares para os demais tensores. Entao, a partir das
equagoOes de movimento para o campo do ntcleon e do elétron (2.19) e
(2.22), calculadas na aproximagao de campo médio, podemos escrever:

0 = {=i7-V+1g.Vo + %5073
+5 (14 75) Ao] +m*}o, (2.49)
00 the = |—i7 -V — e Ay + me| e (2.50)
Ou seja,
Piin®00thi = YA {=i7 -V +1 (g, Vo + %pboT:s
+g(1+Ts)A0] + M™}p; (2.51)
Yeiy’pthe = wi’yo —i5 - vV — el + me| de (2.52)

Portanto, como 7%y = @ e 4 = 3, podemos escrever a hamilto-
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niana como:

H = /d3r wA;.f[—z'o? V + B(M — gsd() + g, Vo (F) + %ngSbo(F)
]. +7’3

AP+ 5 [(Fo)? + m2 ()] + 56°(7)
+%&mf§ﬁvwm>+mwuﬂ

—3 [T+ m2)] - 2 [Fao(m)]

il [+ Bme — eAo()] v (2.53)

Podemos também escrever as equagoes de movimento para os
campos mesonicos e o campo eletromagnético na aproximacao de campo
médio, a partir das que tinhamos obtido anteriormente, usando ¢, =

VO]
(-97 +m2) o= g, (Tt ) — gud” — A5 (254)

(=9 +m2) Vo = g (vl ) (2.55)
( V24m ) <¢Tmpl> (2.56)
24y = <w* ! 4, > e (vl (2.57)

Onde os valores esperados acima, que correspondem a densida-
des, dependem da posicao espacial. Finalmente, realizamos a apro-
ximagao de Thomas-Fermi, identificando os operadores de campo da
seguinte maneira:

p(7) = pp(7) + pa(7) = (0] (2.58)
palF) = pu(¥) = pu(F) = (Wiraths) (2:50)

palF) = pu, (F) + o, (1) = (Wil ) (2.60
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pel) = (vl (2.61)
Escrevemos as equagoes de movimento em funcgao das densidades:
=2 2 L oo 1,3
(=92 +m2) 6 = gups(7) — 5r0? — 2A0 (2.62)
(—62 + m?,) Vo = gup(7) (2.63)
=2 2 _ Y
(—v + mp) bo = %ps(7) (2.64)

—V2 49 = e (pp(7) — pe()) (2.65)
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3 EXPANSAO DE WIGNER-KIRKWOOD

Um método sistematico de derivar a aproximacao Thomas-Fermi
estendida (TFE) é utilizar a expansdo Wigner-Kirkwood (WK) do pro-
pagador em ordens de h. Para realizar essa expansao, é necessario
conhecer a transformada de Weyl do comutador que aparece na equa-
¢ao de Bloch para a hamiltoniana. A transformada de Weyl é definida
no ambito da formulacao de Weyl-Wigner da mecanica quantica. Nesta
se¢ao, exploraremos essa formulagao e definiremos a transformada de
Weyl, com a intengao de obter a transformada de um produto de ope-
radores quaisquer, e a partir dai, das suas relacoes de comutacao e
anticomutacao segundo o método descrito na referéncia (MARCHIOLLI,
2002) e abordado a seguir neste capitulo.

Comegamos caracterizando as relagoes de comutagao associadas
aos operadores Q, P e 1 em uma algebra de Weyl-Heisenberg, ou seja,
para um sistema quantico de uma particula realizando movimento uni-
dimensional:

0.0] = [p.7] = [0] = [P.1] =0, [0.0] =ini (31

Os autovetores sao definidos pelas equagoes:

Qla) =4qlg), Plp)=plp). 1lg)=1a), 1lp) =Ip),  (3:2)

As bases dos autovetores, q e p, devem ser ortonormais e com-
pletas, satisfazendo portanto as relagoes:

/_OO dq|q) (q| = 1, /_OO dpp) (p| =1 (3.3)

(qld') = d(a—¢'), (plp") = d(p —p') (3.4)

Além disso, o produto interno entre os autovetores da base é

(alp) = \/%e:cp (;pq) (3.5)

Utilizando a relagao de completeza, escrevemos a seguinte iden-
tidade para um operador arbitrario F":
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P [y i dg dq" ") @) O E ) ) (] (3
E usando a expressao para o produto escalar:

1

R o0 dp/ dp// dq/ dq// R
F= / e | 0" = V)| W FIp) |a") (7]

PN 27h
(3.7)
Realizamos entao uma mudanca de variaveis:
2p=p"+p", 20=q +¢", u=p"—p,v=q"-¢ (3.8)
/ u // U / v /! v
P=p-—g: 0" =pt5 d=a-5d"=a+; (3.9)
Calculamos o jacobiano:
/ /! / /!
dp' dp” dq' d¢" = J (p,p) J (q 4 > dp dq du dv
p,u q,v
_1 _1
= ‘ } 12 ‘ i 12 |dpdqdudv
2 2
= dpdqdudv (3.10)
Notamos também que:
p'¢" —p'd = (p+u/2)(@+v/2) = (p—u/2) (¢ —v/2)
v U uv U v uY
pg+ T T gt T o (3.11)

2 2 4 2 2 4
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3.1 FORMULACAO DE WEYL-WIGNER DA MECANICA QUAN-
TICA

Da maneira que foi apresentada anteriormente, podemos rees-
crever o operador F' nas novas coordenadas P, g, u, v. Isto leva a re-
presentacao do operador na formulacao de Weyl-Wigner da Mecanica
Quaéntica no espago de fase.

_— * dp dq du dv i .
b= [m 27h exp<hq“> (p+u/2[Flp—u/2)
7
exrp (hpv> lg +v/2) (g — v/2| (3.12)
Ou entao:
- * dp dq .
F= ok A 1
/m omp I (P OAP0) (3.13)

Onde a fungao

fwlp) = [ dues (o) o2 Flo-u G0

— 00

é a transformada de Weyl do operador F , €

Apa)= [ dveny (hp) la+v/2) (g —v/2] (3.15)

— 00

é um operador hermitiano que representa uma base no espago
dos operadores, de forma que a expressao (3.13) pode ser considerada
como uma expansao do operador F em uma outra base.

Nesta forma, nao estamos tratando igualmente as varidveis p e
q, pois ao escolher a ordem dos conjuntos na mudanga de varidveis,
privilegiamos uma delas. De fato, o processo utilizado nao € tunico, e
é possivel construir o operador A(p, q) de forma simétrica. Para tal,
notamos o seguinte:
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(plg +v/2) = \/;T—hexp [_hip (¢+ 0/2)] = exp (;:pv> (plg —v/2)
(3.16)
Portanto,
lg +v/2) = exp (;imf’> lg —v/2) (3.17)

Isto pode ser notado fazendo o produto de ambos os lados da
equagcao por (p| & esquerda. Agora, inserindo na equagao (3.15)

Ap,q) = /Oo dv exp <;pv> exp (-21%) lg —v/2) (g —v/2| (3.18)

— 00

Onde identificamos o operador de projecdo |¢ —v/2) (¢ —v/2|,
que pode ser reescrito através da identidade

)l = 515 [ ducan | 10— ] (3.19)

Com isso, o operador A(p, q) fica

A(pﬂ)=/i%}ew {;(p—f?) }exp {;(q—vﬁ—Q)U] (3.20)

Dada a relagdo de Baker-Campbell-Hausdorff,

exrp (/1 + B) = exp ([l) exp (3) exp (—;[A, B])

erp (B) erp (fl) exp (;[fl, B]) (3.21)

que ¢ valida sempre que os operadores comutam com o seu co-
mutador, podemos reescrever o o integrando da equagao (3.20) como
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cop |30 = Pho] a0 —0/2 - Q)]

St

St~

= eap | Lo — Pyot (g —v/2— Q)

1

cap{ gl = Po.la—0/2 - Qi

= exp

[(p— P)v+ (¢ —v/2— Q)u] exp (ihuv)

o, St

= con{ 3~ Pro+ (4 Qul} (3:22)

E finalmente, obtemos

o= [ Gten{ilo-Prra-Quf e

Desta expressao, podemos obter uma forma para o operador
A(p,q) que é a contrapartida da equagao (3.15),

A= [ duea (hqu) p-u/2 2 (3.24)

Para mostrar que esta equagao é de fato equivalente & (3.15),
fazemos um procedimento analogo ao utilizado para obter a equacao
(3.23) da equagdo (3.15)
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Apea) = [ dwea (fou) o= /2 o u/2lean (~5Gu)

— 00

— [ e[t Qe Lo+ 5 - Po]
[ e {1 P+ - Q) eon (35
Sl + 5 — Pyola — Qu

~(q—=Qulp+5 — P)}]

= [ o= P+ - Qi)

>t

X [exp{—

o (1) ()
- [ Ser{ilo-Prra-Quf  e2)

Um método para se obter o operador Fa partir da sua trans-
formada de Weyl é dado a seguir. Consideremos a expressao para o
operador A(p7 q) dada adiante. Para obté-la, basta utilizar a segunda
igualdade na relagdo de Baker-Campbell-Hausdorff (3.21) e aplicd-la a
equagao (3.20).

Alp,q) = /_Zd;ﬂ? {exp(.[( - Q)] )

X exp (;L[( ) (’h ) (3.26)

Vejamos entao a seguinte igualdade
h &2 i A i .
—(p—P
% 9pog " [ (¢—Qu } exp {h(p )v}

— e [pla-Qul e [jo- 1] Ga)

St =

Dai podemos constatar que o integrando na equagao (3.26) pode
ser escrito da forma
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E, portanto,

exp (Z 8?;) exp {2((] — Q)U] exp [;(p - P)v]

= exp (;huv> exp {;(q - Q)u] exp [;(p — P)v] (3.29)

Substituindo na expressao (3.23), obtemos

A h 0? > dud 3 A
M) = eon (o) [ G eon (30— )

<can (510~ Pyl

2
= 2mwhexp (223?78(]

) 5(q— Q) 5(p— P) (3.30)

Utilizando a relagao
| des@) g = 0@l
= v [ | i) o
(3.31)

Ficamos com a seguinte equacao para o operador F
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[ v sw.0) e (G ) S~ Qo0 P)

|
|

/Z I da {e“’ <2ﬁ aﬁ;) Iw (P, qﬂ 5(g— Q) 6(p— P)
(3.32)

Uma caracteristica interessante do formalismo que estamos des-
crevendo é que é possivel obter uma funcao classica que corresponde ao
operador F' através da sua transformada de Weyl. A funcio fu (p,q)
pode, em geral, ser expressa como uma série de poténcias de h, de ma-
neira que realizando o limite i — 0, obtemos a funcao da Mecanica
Cléssica correspondente.

fa(p,q) = lim fw(p,q) (3.33)
—0
3.2 PROPRIEDADES DO OPERADOR DELTA

O operador A(p, q) representa parte importante no formalismo
de Weyl-Wigner, e podemos obter uma série de propriedades tteis para
este operador. Primeiramente, vamos notar que o operador A(p, q)
pode ser ele mesmo expandido da seguinte forma

A e dp dq "
M) = [ T p0Ap.0) (3.34)
oo 27H
onde fw (p,q) = 2mhd(p—p’)d(g—¢’). Também podemos calcular
certos elementos de matriz utilizando as formas do operador A(p,q)
obtidas anteriormente.



(@' Ap,9) ")

®'| A(p,q) ")
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o v
/ du exp (hq“) (d'lp = u/2) (p+u/2lq")
1 e 1 1, u
3 | e (nq“) err [hq (p- 2)]
N
xexp[ hq (p+2)}

1 [ i
4 d Y A
onh | u{emp[hp(q q )]

. / /!
oo i (o= S5
. ! 17
exrp {;p(q/ - q”)} 4 (q— 1 —;—q )

(3.35)

/ dvemp( ) ' |lqg+v/2) (g —v/2|p")

dv exp ( pv) exp [ hP' (q + ;)]

2ﬂ'h

X exp :;p”(q ;)]

ﬁlh 3 dv{e:vp[ 74 (' =7 ]
X exp _%v (p 2p ﬂ}

/!

i '+
exp [—hQ(p/ —p”)} J (p— P 2p

) (3.36)
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(@ Ap,q) ) = 2rheap )3(p— P)Ip')

) W3t
)/w dg" {{¢16(a — Q) ¢")

o0

paq

= 2mhexp

(33
(53
x (q"18(p = P)Ip')}

= 2mhex d(p
p( pc%)

X

) a—4")d(qd —q")

ﬁ
= V2rh ( ) (21 8p8q> (p—p)dg—q)
(3.37)

Ja a integracao do operador A(p, ¢) nas varigveis p e q dao como
resultado os projetores nos espagos de posigao e momento:

[ O; 2% A(p,q) = lg) (gl (3.39)
/_Z % A(p,q) = |p) (p| (3.39)

E possivel também escrever a transformada de Weyl de um ope-
rador F' de uma forma compacta. Observando que

TrF = / dp' (| E ') (3.40)

chegamos ao seguinte resultado

<p//| F |p///> = Tr (F |p///> <p//|)
— /dp/ (p/|ﬁ|p'”> <p//|p/>
= @' FPp") (3.41)

De maneira que podemos escrever, a partir da equagao (3.24):
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Tr [FA(p, q)] /Oo du dp' exp (;qu> W' Flp—u/2) (p+u/2lp)

— 00

/Oo du exp (;qu) (p+ /2| Flp—u/2)

— 00

= fwpaq (3.42)

Se tomamos a transformada de Wigner do operador densidade
correspondente a um dado sistema, ou seja, identificamos F= 0, temos
o0 que é chamado de funcdo de Wigner, definida desta maneira pela
seguinte equacao:

W)= [ dvern (o) ta—v/2plaso (a3

E desta forma, utilizando as equagoes (3.38) e (3.39), obtemos

/: 2% W(p.q) = [¥(q)* (3.44)
/0; % W(p.q) = [2(p)|* (3.45)

Ou seja, integrando a funcao de Wigner nas varidveis p e q,
obtemos as densidades de probabilidades referentes as fungoes de onda
de posicao e momento.

Para os nossos propositos, é fundamental obter as transformadas
de Weyl das relagoes de comutagao e anticomutacao de dois operadores
arbitrarios. Para isso, vamos explorar inicialmente a forma do trago do
produto de operadores A(p7 q), pois ela serd necesséria para calcular a
transformada de Weyl de um produto de operadores arbitrarios. Da
definigao do trago e da equagao (3.15), temos:

Tr [A(p, q)] = /oo dv dp’ exp (;pv) (P'lg +v/2) (g —v/2p)

—0Q0

/OO dv exp (;pv> (g—v/2lg+v/2) =1 (3.46)

—0Q0

Para o produto de dois operadores A(p, q), inserindo um con-
junto completo no integrando e utilizando a propriedade dos operadores
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A(p, q) dada na equagcao (3.35), escrevemos:

Tr [A(pl,m)A(pz,(h)} = /OO dq' (q'| A(pr, 1) A(pa, ¢2) |d)

— 00

- / dg’ dq"{{¢'| Alpr, 1) 1¢")

— 00

x (q"| A(Pzﬂ]z) ld')}

o i
= / dq' dq"exp [h(q’ —q")(p1 pz)]

— 00

/+ 1 /+ /!
o) (o 150)

(3.47)

Fazemos uma substituicao de varidveis ¢’ +¢” =2x1 e ¢ —¢" =
T9, com jacobiano igual a um, e obtemos a equacao

Tr [A(P17Q1)A(P27Q2)} = /_‘X’ dxy dzy {exp {;952(2?1 —pz)]
X 0(q1 — x1)0(q2 — 1)}
= 2mhd(p1 — p2)0(q1 — q2) (3.48)

Para o produto de trés operadores A(p, q), realizamos um pro-
cedimento muito similar:

Tr {A(phQ1)A(p2,QQ)A(p3,QS)

- / dg' (| Ay, 1) A2, 02) A(ps, 45) |)

= / dq’ dq” (d'| Ap1. q1) 1a") (a"] A(p2. 42) 1a"") (@' | A(ps, a3) |d)

> i
— / dq/ dq// dq/// exp{h [pl(q/ _q//) +p2(q//_q///) +p3(q///_q/)]}
/+ 1 //+ 11 ///_|_ !
X(S(ql_q 2q ) 5(q2_q 2q )5<q3_q . q)

"

(3.49)

Fazemos a substituicao ¢’ +q¢"” = 2z1, ¢" +¢" =2x5e ¢" +¢ =
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2x3. Observamos o cédlculo do jacobiano:

q/ q// q///
dq¢' d¢" d¢"" = J (”) dzy dxo dzs
T1,T2,x3
1 -1 1
= 1 1 -1 dl‘l dl‘g dl’g
-1 1 1
= 4 dl‘1 dxg dl‘3 (350)

Desta maneira,

Tr {A(PlaQ1)A(P2aQ2)A(P3MJ3)

4/:70 dzq1 dzo dzs 6(q1 — 1)0(g2 — x2)(q3 — x3)
e { 2o~ 20) 2~ ) — (12— 22) 01— )]

= dexp {Qf;[(ql —q3)(p2 — p3) — (q2 — q3)(p1 — p3)]}

(3.51)

3.3 TRANSFORMADA DE WEYL DO PRODUTO DE DOIS OPE-
RADORES ARBITRARIOS

Estamos agora com capacidade para calcular a tAransformada de
Weyl do produto de dois operadores arbitrarios A e B. Partimos da
representacao dada na equacgao (3.13), agora para o produto AB:

° dpy dqi dps dgo

AB = (2mh)2

Aw (p1,01)A(p1, 1) Bw (p2, 42) A(p2, ¢2)
(3.52)
Para calcular a transformada de Weyl, utilizamos a definicao
(3.42) e o resultado do trago de trés operadores delta dado pela equagao
(3.51):

— 00
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(ABw = Tr[ABA(p,q)|

_ 4/00 dp1 dqy dpo dgo

A B
- (2rh)? w (P1,q1) Bw (P2, g2)

X exp {2;[((]1 —q)(p2—p) — (2 — ) (P2 —p)]}
(3.53)

Fazemos a mudanca de varidveis p = ps — p, ¢ = ¢2 — ¢, obtendo:

(b = 1 [ WAwm,ql)BW@wm@
con{ o — )~ aton ) (3.5

Realizando a expansao em série de Taylor de Bw (p + p,q + q)
em torno de By (p, q), chega-se a:

o > dp, dq, dp dg
(B = 4 [ P A1)
20 B 0 )
X exp {h[p(ql —q) —q(p1 —p)]} exp [pap + qaq] Bw (p,q)

(3.55)

No desenvolvimento da série da transformada de Weyl By (p +
p,q+ q), os termos em P e § podem ser vistos, respectivamente, como
tendo originado-se em derivacoes tais como:

_%%exp {2,;[29((11 —q) —a(p —p)]}

h 0 2% _ _
=L erpd = ) — _
i op p{ Pl —a) —alm p)}}

Portanto, p e § podem ser substituidos pelos operadores diferen-
ciais dados acima, atuando na primeira exponencial. Dessa maneira, a
equagcao (3.55) fica:
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. °° dpy dqy dp dg
(B = 4 [ P A1)

.
X exp {f:[p(ql —q) — q(p —p)]}
h (OO0 0T 07
<o 5 (5~ ap )| oo
= / dpy dq1 Aw (p1,q1) 6(p1 — p) 6(q1 — q)

(T
P |y Op 0qg  Oq Op wip.4

h (007 0T 07
= AW(Z% (I) exp [21 (3p8q - 3q<9p)] BW(P; Q)

(3.56)

Podemos utilizar uma notagao alternativa:

. o) 5B HA) H(B)
G = o | %0 = SO | Av B ) (357

Temos finalmente condigoes de calcular as transformadas de Weyl
do comutador e do anticomutador de dois operadores arbitrérios:

I —ih [0 9B)  H(A) H(B)
A, B = — -
(14, Bhw {exp{ 2 ( dp dq¢ g Op )]
ih (04 9B)  §lA) 5(B)
[2 < op 8¢  dq Op )}
x Aw (p, ¢)Bw (p, q)
B /oM oB)  glA) 5(B)
= 9% — — A B
1 .sen [2 ( op g 9q op )] w (p, 9) Bw (p, q)

(3.58)
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A B ih

A B = PR _
({4, BHw {emp[ 5 (5‘1) 5 50 o
il 0@ 9B 9A) 5(B)
2(319 d¢  9q 3p>}
x Aw (p, q) Bw (p, q)

B /oW 5B A 9(B)

2 cos [2 (

op 9q¢  9dq Op )}AW(P,Q)BW(Z%Q)
(3.59)

9(A) §B)  HlA) g(B) )}
t

Podemos notar que o termo de ordem mais baixa da expan-
sdo (3.58) corresponde aos parénteses de Poisson das transformadas
de Weyl de A e B, multiplicados por if, e o da expansdo (3.59) ao
produto delas multiplicado por 2. Isso significa que é possivel encon-
trar um andalogo classico da equagao de von Neumann-Liouville, que
é a equacao de Liouville da mecénica classica. Dessa forma mostra-se
que a dinamica quantica tende & dinamica classica quando A tende a 0.
(MARCHIOLLI, 2002)
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4 METODO’DE THOMAS-FERMI ESTENDIDO
RELATIVISTICO

Pretendemos nesta secao realizar a expansao em poténcias de h
do propagador de Bloch associado a hamiltoniana de Dirac, como é
realizado nas referéncias (CENTELLES et al., 1990; CENTELLES, 1992).
Uma expansao para o caso nao-relativistico é realizada na referéncia
(RING; SCHUCK, 1980). Para hamiltonianas cuja contrapartida cléssica
é um escalar, a expansao em poténcias de A pode ser realizada de varias
maneiras, que podem ser consideradas equivalentes. J4 para hamiltoni-
anas com estrutura matricial, como no caso relativistico, estes métodos
nao funcionam, pois produzem uma série de poténcias infinita para
cada ordem da expansao, e ainda misturam estados de energia positiva
e negativa. No caso relativistico, o calculo fica mais complexo devido
a nao-comutatividade das matrizes que compoem a hamiltoniana, e se
torna necesséario realizar a soma da série de poténcias independente-
mente para solugoes de energia positiva e negativa, como é feito no
método que utilizamos.

Em mecanica quantica, o problema descrito por uma hamilto-
niana de particula tinica independente do tempo tem um propagador
associado dado por:

G = exp (—nﬁ) (4.1)

Onde 7 é um parametro proporcional ao tempo, mas que também
pode ser interpretado como uma temperatura inversa. A equagao de
Bloch para o propagador é obtida diferenciando em relagao a n:

oG . o
— =—-HG=-GH (4.2)
on

Para realizar a expansao em ordens de /i desta equagao, convém
escreve-la de maneira simétrica:

G 1 (. A
— +-4H,G; =0 4.3
on + 2{ ’ } (4.3)
A transformada de Wigner da equagdo (4.3) pode ser escrita
como (CENTELLES et al., 1990):

oG, 1 ihA®
Trw L 2, LN B 4.4
o +2{ exp( 5 > G } 0 (4.4)
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Onde

{vaexp (th) 7Bw}

_ _
= Aypexp <ZhA ) B, + Byexp (WQ\) Ay, (4.5)

E o operador A é dado por:

AC =V .V - Vs VP (4.6)

Escrevendo explicitamente a transformada de Wigner do propa-
gador como uma série em poténcias de A:

Gu = ihnan (4.7)

Desde que H,, nao dependa de A, podemos expandir a exponen-
cial e igualar os termos correspondentes a mesma ordem em h, obtendo
um conjunto de equagoes diferenciais acopladas para G, de acordo com
o descrito na referéncia (CENTELLES et al., 1990):

m!

88657”;2 1 <;> {Ho, (A7), Guom} =0 (48)

Em ordem zero,

O (Hu1,Go} = 0 (19)

on

Que tem como solugao

Go = exp(—nHy) (4.10)

Assim que conhecemos Gy, podemos determinar uma férmula
recursiva para calcular as ordens seguintes da expansao do propagador.
Para a primeira ordem, temos:

0G; 1 i

— 4+ -{Hy,1,G - {H,,A7, Gy} =0 4.11

St (H LG+ { o) (411)
Qualquer poténcia de Gy é bem definida, ja que o propagador é

uma exponencial. Entao, definimos:
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G =GiGGE (4.12)
Diferenciando em relacao a n:
0G1 1 1 86_7'1 1
P i, LG )+ G G 413
on 5 { 1+ G§ ay 0 (4.13)
Combinando com a equagdo (4.11), obtemos:
8(;1 7 1 _1
OO LGy (A G} Gy (1.14)
Integrando e usando (4.12), ficamos com:
;1 n _1 _1 1
Gi=—1G} [/ dif Gy * {H A, Go} Gy * | G2 (4.15)
0

O método utilizado para obter a equacao recursiva para GG; pode
ser generalizado para ordens superiores GG, da expansao. Assim, defi-
nimos em analogia & equagao (4.12):

G = GEGLGE (4.16)

Apés diferenciagdo em relagdo a 1 e com o auxilio da equagdo
(4.8):

E finalmente:

n 1 1 1
X / dn'Gy? {Hy, A" Grom} Gy 2|GE  (4.18)
0
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4.1 CALCULO DA MATRIZ DENSIDADE

Desta maneira, obtemos uma relagao recursiva que permite obter
qualquer ordem G,, da expansao do propagador desde que seja conhe-
cido os termos de ordem inferior G,,_,;. O problema principal entdao
é o de calcular a acdo do operador A" sobre G e H. Nao descrevere-
mos o procedimento completo aqui, exceto para o caso mais simples da
ordem zero, mas apenas apresentaremos, de acordo com a referéncia
(CENTELLES, 1992), os resultados para a matriz densidade R, que é
obtida do propagador através de uma transformada de Laplace inversa
(PARR; YANG, 1989. (International series of monographs on chemistry,
no. 16)):

G(n)

p (4.19)

. 1 c+ioo é .
RO =5 [ emp(nnf?”) —I,

27 Joioo

Onde X é o potencial quimico. Utilizando a expansao do propa-
gador em ordens de A, podemos escrever a seguinte expressao para a
matriz densidade:

- G
Ry =L"1 7(7") =Ro+hR1+ h*Ro+ ... (4.20)

n—A

Supomos uma hamiltoniana de Dirac do tipo que descreve uma
particula submetida a um campo escalar e a componente tipo tempo
de um campo quadrivetorial, como no caso dos modelos ¢ — w, ou seja:

H=a-p+pm* +1V (4.21)

Onde m* é definido na equagéo (2.3). A transformada de Wigner
de tal hamiltoniana é igual & sua contrapartida cldssica (CENTELLES,
1992) e, portanto, independente de /i, e seu respectivo propagador em
ordem zero é dado por (CENTELLES et al., 1990):
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Go = exp(—nHy)
= expl-n(@-p+ pm*)] exp(—nIV)
i 0k

= ﬁekl - Ee’“_l (@-p+ pm*)| exp(—nV)

kpar kimpar

sinh (ne) ,_, .
= |Icosh(ne) — ———=(a-p+ pm*)| exp(—mV) (4.22)
€

Onde € = (p2 + m*Q)% é a relagao de dispersao da particula efe-
tiva. Observemos que as funcoes hiperbdlicas podem ser escritas em
funcao de exponenciais, o que deixa claro que a expansao do propaga-
dor da forma que realizamos separa as solugoes de energia positiva e
negativa, ao menos para a ordem 0. E possivel ver pela estrutura da
equagdo (4.18), no entanto, que essa propriedade desejada é mantida
para todas as ordens da expansao.

Agora, vamos obter a matriz densidade em ordem 0. Das defi-
nigoes da transformada de Laplace da funcao degrau e da derivada de
uma transformada de Laplace, temos:

il = {nneW[—Un(Vif)]} _ 8‘9;”@ A—VTe  (423)

E portanto, o termo de ordem 0 para a matriz densidade é (CEN-
TELLES, 1992):

Lo .
— [I—e(a~p+6m )} (4.24)
Para ordem 1, separamos o resultado para energias positivas:

Ri =Ris+Rip+Ria+Riy (4.25)

As partes do resultado sao dadas por produtos da funcao degrau
e de suas derivadas, com argumento AT — € — V (CENTELLES, 1992).
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Rig = 4%3 (€6 +0)7° [&. (*x ﬁv)] (4.26)

Rip = 4—13 (ed +©)7° [7 ("x 6m*)} (4.27)

Ria =0 (4.28)

Ry, = % m* (6 + O) (? : ﬁv) ey (~7. %ﬁ)} (4.29)

Das equagoes acima, podemos perceber que a parte de energia
positiva da matriz densidade de ordem 1 tem trago nulo, e que por-
tanto ela nao serd importante no cdlculo das quantidades de interesse.
Podemos separar também R de maneira idéntica:

R;— =Ror+Ropg+Roa+Ray (4.30)

Com (CENTELLES, 1992):

Rar = 48165 {(625" + 3ed’ + 3(5) G (ﬁVZ) — (ﬁ. §V>2
2

+m*? (ﬁm*)2 + m* (;5’~ ﬁ)Qm* + <ﬁ~ ﬁm*) ]
+ (€40 + 362" + 6ed + 60) (5 6)2 V4 2m (V- ¥m)]

—3€® (26’ + 2e6 + 20) V2V — 3¢*m* (6’ + 8) VPm*} I
(4.31)
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1 * 2 ( 3¢l = 2
@{m € (6 0 —365—3@) (VV)

—m* (40" + 6628' + 15¢ + 150) [(5- YV

—m*? (ﬁm*)Q -m* (ﬁ ﬁ)zm* - ("- ﬁm*)2]
v

—3€ (626' + 3ed + 36) {2m* (6m*)2 +(p- )2 m*}

2

-\ 2 - -
+m* e (625” + 3¢’ + 3€) [(ﬁ V) V+2m* (VV . Vm*ﬂ
—3¢* (ed +6) [2 (ﬁv : ﬁm*) + m*VQV}
—3€® (m*?ed’ — 3pe®s — 3p*0) V?*m*} B (4.32)

€ (€07 =300~ 30) (61/)2
— (€49 + 662 + 15¢6 + 150) [(5- 61/)2
it (G <o (9) = -9

€ (26" + 3e8’ + 30) {(ﬁ. 6)2 V4 2m (V- Vm*) ]
—3€* (6" + 6) VPV — 3m* e (0" + 3ed + 3@) Vem*}(a-p
+81?{(e25’ + 360 +30) [(5- VV) (@ VV)

- (ﬁ- ﬁm*) (07 : ﬁm*)]} (4.33)

1

Rony = (25’+365+3@)[ (vavm )} 5

8¢€b
(4.34)

E possivel, em seguida, utilizar as expressoes para a matriz den-

sidade relativistica, obtidas até segunda ordem em h, para calcular as
expansoes WK da densidade e densidade de energia, também até a se-
gunda ordem. O valor esperado de um operador qualquer O é dado
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pela seguinte férmulas:

(0) = (271)3 / dF / BT [OF RG] (4.35)

Na qual a transformada do produto de dois operadores é dada
pela equagdo (3.57), e o trago dos operadores é tomado considerando
apenas os estados de energia positiva, ou seja, descartando qualquer
contribuicao de antiparticulas. Para o caso dos operadores que vamos
utilizar, podemos simplificar a expressao do valor esperado até segunda
ordem, resultando (CENTELLES et al., 1990; CENTELLES, 1992):

(0) = (27103 / dF / dpTr [0, (Ro + 12R2)] (4.36)

Visto que os demais termos que entram na expressao sao iguais
a zero, como o trago computado a partir da componente R;, ou se
anulam apds a realizagao de uma média angular nos momentos.

4.2 EXPRESSOES WIGNER-KIRKWOOD DA DENSIDADE E ENER-
GIA

Finalmente estamos em condigoes de obter as expressoes WK que
desejamos até a segunda ordem, ou seja, a aproximagao de Thomas-
Fermi estendida. Vamos primeiro calcular a ordem zero da expressao
WK para as densidades de particulas e de energia para cada tipo de nt-
cleon, segundo a equagao acima e as expressoes para a matriz densidade
relativistica. Este calculo, naturalmente, coincide com as expressoes ob-
tidas na aproximagao de Thomas-Fermi. Para a densidade barionica,
temos O = I, e entao:

po = (2;3 / dFTr [Ro)

. (271T)Z,,/dﬁTr{®(/\_2V_€) I+%(6¢’-ﬁ+6m*) }
(4.37)

Para o célculo dos tragos das diversas partes da matriz densidade,



57

notamos que:

Troa;, =Tr=Trv; =0, Trl =4 (4.38)

Portanto, para o nosso calculo da densidade baridonica em ordem
Z€ero:

_ 1 s |92V =9
o= (27r)3/de [ 2 I}
= @jr)?,/dﬁ;@(A—V—e)-zl (4.39)

Definindo o momento e a energia de Fermi:

1

kp = [(/\ —V)? - m*2] H (4.40)

SIS

er =A—V = (kj + m*?) (4.41)

Temos que

A=V —e=e€p —e=/k%+m*2 —/p>+m*? (4.42)

ON—V —¢) =06 (kp —p) (4.43)

Dessa forma,

-1y /d 220 (kp — )—l/de 2 _ kr (4.44)
p0_2ﬂ_37r pp F p_’]T2 o pp_371'2 .

Onde é trivial especificar a densidade de prétons ou néutrons.
Estas sao precisamente as expressoes usuais para o resultado da densi-
dade de particulas no caso da aproximacao de Thomas-Fermi. No caso
da densidade de energia, temos O=a Ai) + Bm* + IV, e entao:



58

0 = (271r)3 / apTrt (G- 5+ Bm’ + 1V) Ro]

= (;T)g / apTr{(a -+ pm* +1V)

X (o?-ﬁ—k[i’m*)]—kTr(IV)}

ON-V —¢)

1 LON=-V —¢ 0 e %
= / dp ( )TT(W’OVWOVP2 +v94°ypm

(2m)* 2

+7°97°pm* +4%9°m*?) + V pg

2¢

1 LON=-V —¢ 0 y
= @y / a2 M0 (10570552 +204°m) + V py

(4.45)

Onde foi utilizada a propriedade de que o trago de um nimero
impar de matrizes v é igual a 0. A seguir, utilizamos as féormulas do

trago de duas e quatro matrizes « para o nosso célculo.

notagao, g"” é a métrica de Minkowski e i = 1,2,3.

Em nossa
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00 ii 07 70

[4 (g% g% — g%¢" + g"¢") p?

€ =

OAN-V -
yy ( )
(271') 2¢
+4gOOm*2]+Vp0

= 1 - /dﬁie()\_v_d (4p* + 4m™?) + Vpo

(2r)? 2¢
11 ON-V—¢ , , 2
= 428 347r/dpf(p +m )+Vp0
1 1 OAN-V —¢
ON-V -
/ dp p*m* ORA=V=-9 + Voo (4.46)

Onde o fator 47 vem da integragao angular no espaco dos mo-
mentos. As integrais que obtivemos tém as seguintes solugoes:

[ QA=Y= _ [ 4y 0 Otk 1)

N

ST Gy
o o))

_ \/m (kj 3m*82kF>
—&-gm*‘lln {2 (wk% +m*2 4 kp) - gm*‘lln (2 m*z)

3 *2 3 k
= ep (k sm kF) + gmin <6F - F> (4.47)

kp

4 8 m
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/dpp2m*2®()‘_v_€):/dpp2m*2 @(kF_p)

€ / 2+m*2
1 1
= {m*Qp m*2 + p2 — §m*4ln [ (\/ 24+ m*2+p }

2 0

1 1
= §m“km/m*? + k2 — 5m*“ln [2 ( k;2 m*2 + kp)]

+%m*4ln (ZW)

kr

1o L 4, (€rtkp
Dessa forma, o termo de ordem zero para a densidade de energia
fica:
1 EF]C;’; m*2kFeF m*4 €F+kF
= — — In| ——— 1% 4.49
0= [ 4 * 8 g " m* Voo )

Ou, utilizando a defini¢do de kr para reorganizar os termos:

k
€0 = |:6Fk% +kpep —m*™in <€F;:Fﬂ +Vpo (4.50)

1
82
Novamente, observamos que o resultado obtido corresponde as
expressoes usuais para a densidade de energia no modelo TF, como era
esperado. A densidade escalar também pode ser calculada, tomando
O = . Dessa maneira (CENTELLES, 1992):

1 "
Ps,0 = (27T)5/der+ [BRO]

1 T ON-V —¢)
- & [ et

1

[I + - (@-p+ ﬂm*)}} (4.51)

Utilizando novamente as propriedades do traco das matrizes en-
volvidas e a integral (4.48):
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- 1 _,@(/\—V—E) 1 RN %
Pso = (%)3/‘1 fﬂ“ {»BI-F/J)G (a'P-i-ﬁmD

_ 1 OAN-V —¢) 0 1 0.0~ 0.0, *

- (%)g/d2 TT|:’}/+€(’Y’7’YP+’}/’)/m)

_ 1 OA-V—€ g .

= (2ﬂ)3/dp 7¢ 4g7"m

1 1 ON-V —¢)
= —4 PWAT Y 7O«
28 F/dp m

€

:1/ OA-V-¢

- 5 [k;FeF— m*2n <€F+kF)} (4.52)

m*

A seguir, apresentamos sem demonstrar os valores da expansao
WK da densidade de particulas, densidade de energia e densidade es-
calar em segunda ordem, visto que o procedimento de obtencao das
expressoes é demasiado longo. As expressoes foram obtidas pelos auto-
res das referéncias (CENTELLES et al., 1990; CENTELLES, 1992), e podem
ser encontradas ai. Definindo zp = ep/kF,

1 1 = \2 er+k
= gialp (B-1) (Vv) —{2xp—|—4ln(F F)}
x - - 1 - 2
+225 (3 - %) (VV - V') + — (2 - a}) (Vm")

F

+2,ij; (1—22) V?m*} (4.53)

1 er + kp - 2
€2 = 247_(_2{|:(EF(2—.’E%)—2171< o >} (VV)

m* - -
~2hp (14 3) V2V 4 27 (1= o}) (v - 9m*)

+ {xF (1—22) —in <€Fm+kF>] (V)

k
—2m* [xp —n <6FT::* Fﬂ VEm*} 4+ Vo (4.54)
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m*

_ I ap 2\ (a/)> 2
par = —gpalos (1+a}) (VV) F2VV
2 2 = = % TFr 2 =,k 2
o (24 (Vv Vm') + 25 2+2%) (V")
+ {mp ~6ln (Eme”ﬂ V2m*} (4.55)

Temos entao expressoes para a densidade de particulas, den-
sidade de energia e densidade escalar até segunda ordem, dadas por
p=po+p2, €=¢€+ e e ps=pso+ ps2 respectivamente.
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5 APLI(;AQAO NA FASE PASTA FRIA EM ESTRELAS
DE NEUTRONS

Nosso propdsito nesta dissertagao é analisar propriedades da fase
pasta que se supoe formar parte da crosta das estrelas de néutrons, es-
pecificamente, nas configuracoes tridimensionais (gota e bolha). Vamos
descrever a matéria que compoe essa fase como uma matéria nuclear
npe, ou seja, composta de protons, néutrons e elétrons, com diferen-
tes fragoes de prétons, desconsiderando o equilibrio beta. Utilizaremos
nesta descricao a parametrizacao NL3 do modelo de Walecka nao li-
near a temperatura T = 0, de maneira similar ao realizado na referén-
cia (AVANCINI et al., 2008). Particularmente, entretanto, utilizaremos o
modelo de Thomas-Fermi estendido para obter as densidades e energias.
Neste modelo semiclassico, como foi descrito anteriormente, obtém-se
uma expansao em ordens de h das densidades e energias, permitindo
solugbes mais préximas daquelas que seriam obtidas com modelos pu-
ramente quanticos. Utilizaremos aqui a expansao até segunda ordem e
compararemos com o calculo realizado pelo modelo de Thomas-Fermi,
ou seja, com as expressoes até ordem zero.

Neste capitulo, descrevemos brevemente dois aspectos importan-
tes do algoritmo que calcula, entre outras grandezas, a energia em fun-
¢ao da densidade barionica global: A obtencao dos potenciais quimicos,
necessario para estabelecer um nimero fixo de particulas e neutralidade
de carga na célula de Wigner-Seitz, e o calculo auto-consistente dos po-
tenciais a partir das densidades, através da expansao dos campos em
uma base de oscilador harmonico.

5.1 CALCULO DOS POTENCIAIS QUIMICOS

No capitulo 2, ja obtivemos a expressao para a hamiltoniana de
um sistema de matéria npe na aproximacao de Thomas-Fermi estendida
(2.53). Com o auxilio desta ultima equacdo, pode-se escrever a energia
como um funcional da densidade:
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ErrE /d‘3 Z €(7) + = {(Vfb(??)) +m2¢2(m]

+%ﬁm+—wﬁm—%ﬂﬁ%®V+mﬂWﬁ]

—fW%m] o) = pe() Ao() (5.1)

Com o termo cinético dos nucleons dado por:

en(F) = 6(7) + en(F) = <¢T (—2'07 Y+ ,Bm*) w> (5.2)

E uma expressao equivalente para o elétron, trocando m* por
Me.

E mais pratico reescrever a energia de uma forma diferente, uti-
lizando as equacoes de movimento:

Bree = [dr 3 ali) - 150°0) - 5:0'0)

i=p,n,e

F30:0(7ps(7) + 0 Vo(Po()

1 L1 o
+5900(7)p3(7) + 5 e(pp(r) = pe(7)) Ao(7)  (5.3)
A definicao do grande potencial termodinamico é:

Q=E-TS- > B (5.4)

i=p,n,e

Onde E, T e S sao a energia, a temperatura e a entropia do
sistema, respectivamente, p; ¢ o potencial quimico para cada espécie e
B; é o niimero de prétons, néutrons ou elétrons ou seja:

B = [ & puls) (5.5)

Dessa maneira, a temperatura zero obtém-se:
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Q= Erpplp] - ) ui/d?’?“ pi(T) (5.6)

i=p,n,e

Minimizando o grande potencial termodinamico acima com o
vinculo adicional de um ntimero constante de prétons, néutrons e elé-
trons, obtém-se as seguintes equacoes:

(12, (7) + M) % + guVol7) + 30,b0(7) + edol?) = 1y (5.7)

(2, (1) + M) +0,%6(7) — 5000 = (5.
(K2, (7) + m2(7)* = eAo(7) = . (5.9

Dadas as densidades tentativas iniciais, a subrotina principal do
nosso programa calcula primeiro os campos e entao os potenciais qui-
micos, de forma a assegurar que o nimero de protons e néutrons sejam
fixos dentro da célula, e que haja também neutralidade de carga, ou
seja, o nimero de elétrons seja igual ao de prétons. Em cada iteragao,
ajusta-se o potencial quimico as quantidades corretas. Na aproximacgao
de Thomas-Fermi, isto equivale a realizar o seguinte processo:

/d% pi(r) = /d?’r i (1) { Zsei=pe (5.10)

32 Nsei=n

Para realizar a inclusao das correcoes de segunda ordem de F ob-
tidas pelo método de Thomas-Fermi estendido, faz-se necessério com-
putar a contribuicdo dos novos termos para a densidade (4.51), de ma-
neira perturbativa (VON-EIFF; WEIGEL, 1992). Seja a densidade dada

k% (r) ETF
por p; = —— + p;7" 7 (), temos:

[erne) = [ar B ey

_ Z =Zrp+ Zrpg sei = p,e
- N = Nrp + Nrpgsei=mn

(5.11)

De maneira que agora calculamos as correcoes Zrpg € Nrpp a
partir dos campos e ajustamos os potenciais quimicos as quantidades
Zrp =7 — Zrrg € Nrp = N — Nppgp em vez de simplesmente Z e N.
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5.2 SOLUCAO DAS EQUACOES DE KLEIN-GORDON

As equacgoes de movimento (equagoes de Klein-Gordon) referen-
tes aos campos mesodnicos e eletromagnético (2.62) - (2.65) foram ob-
tidas também no capitulo 2 deste trabalho, e agora procedemos a ma-
neira de resolvé-las numericamente. Uma maneira de solucionar essas
equagoes ¢é realizar a expansao dos campos na base de um oscilador
harmonico em trés, duas, ou uma dimensao, dependendo do tipo de
estrutura que se deseja estudar. Expandiremos por razoes de simetria
dos campos envolvidos apenas na base dos osciladores com o nimero
quantico do momento angular orbital nulo, ou seja 1=0. Aqui, nos
ateremos a solugao das equacoes para o caso 3D, ou seja, para as es-
truturas gota e bolha, com simetria esférica. A base desse oscilador
3D em coordenadas esféricas é dada pela funcao 1, (7) = ®,,(r)Yo0(€2),

2\ 7
®(r) dado por:

com Ypo(Q2) = l\/T correspondendo ao harmoénico esférico com 1=0, e

2:T(n)z 1, 12 2
Dp(r) = 35— Lo a(—z)eap(— o5
by 20%

bil(n+ L)h

y,n=1,23, .. (512)

Onde L) é o polindmio de Laguerre associado, e bp é o compri-
mento do oscilador. Essa base satisfaz a condi¢ao de normalizagao:

/00 dr 720, (1)@, (1) = Sy (5.13)
0

As equagoes de Klein-Gordon radiais reduzem-se a uma forma
condensada:

d 2d 9
_ _z = 5.14
( dr? Tdr+m§)§ 5 ( )
Onde o termo & representa os campos mesonicos e s¢ as suas

fontes. Essas equagoes sao entao resolvidas por um procedimento auto-
consistente. Expandimos os campos e as fontes da seguinte maneira:

§(r) = 3 ain(r) (5.15)
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NB
se(r) = Z bigi(r) (5.16)
i—1

Substituindo as expressdes para os campos e as fontes na equagao
de Klein-Gordon (5.14), obtém-se um sistema matricial de equagbes
caracterizadas por uma forma tri-diagonal. Em 3D, tomando o produto
com (®,| de ambos os lados, podemos ver que o lado esquerdo da

equagao é proporcional a:
1 3
<I>n/> = {b2 {2 (n—1)+ 2] +m§} Snn/
B

1 1
4+ 4 /n (n’ + >5nn/+1

2 5

4 2d
dr?2 rdr

2
+ mg

1 1
B

Para a equagao correspondente ao campo eletromagnético, temos
convergéncia lenta devido ao cardter de longo alcance da interagao.
Por isso, resolvemos a equagao (2.65) de maneira diferente, utilizando
a fungdo de Green para trés dimensodes, Gsp(r,r’'), através da qual
podemos escrever:

Ap(r) :/ dr' v Gsp(ryr") pen(r') (5.18)
0
Com a densidade de carga pep(r') = e(pp(r') — pe(r')), €
1
Gsp(r,r') = — (5.19)
>

Onde r~ corresponde arser >r ear ser > r.
A contribuicdo total do campo eletromagnético para a energia
pode ser calculada pela equacgao:

4o 1
B =75 [ &1 (pylr) = pu(r)y Aolr) (5.20)
Onde o termo 4mwa, com a = ﬁohc, a constante de estrutura
fina, foi adicionado para obtermos a energia em unidades mais conve-

nientes, de [fm™1].
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

Apresentamos aqui os resultados do calculo numérico realizado,
em que tentamos obter um refinamento dos resultados para a aproxi-
macao TF presentes nas referéncias (AVANCINI et al., 2008; MARUYAMA
et al., 2006), a0 mesmo tempo em que nos baseamos nos mesmos para
verificar a confiabilidade das solugoes. O uso das células de Wigner-
Seitz nos permite tracar o perfil de densidade da matéria nuclear, isto
é, como ela se distribui dentro da célula. No entanto isto também
constitui uma limitagao, o que se reflete no fato de que temos de esco-
lher geometrias esfericamente simétricas (no caso tridimensional, que
estamos estudando), onde na realidade podem aparecer estruturas in-
termedidrias.

Mostramos também a energia total por particula obtida para as
geometrias gota e bolha para determinadas fragoes de protons, em uma
faixa de densidade barionica global que vai de 0.02 fm~=2 a 0.16 fm =3,
aproximadamente a densidade de saturagao. Com esses dados, pode-
mos fazer suposicoes sobre a geometria do estado fundamental para
cada densidade global dada, no entanto faltam-nos as informagoes re-
ferentes as fases com geometria do tipo bastao, tubo e placa, com as
quais poderiamos apresentar um panorama mais completo. Obtivemos,
entretanto, por um método atrelado ao calculo da tensao superficial da
matéria nuclear, as densidades para as quais as geometrias caracteris-
ticas da pasta nao constituem mais o estado fundamental, este sendo
ocupado pela fase homogénea.

Em todos os nossos calculos, foi utilizada a parametrizagao NL3
do modelo de Walecka nao-linear, cujos valores dos parametros sao
dados na tabela (1), abaixo.
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Parametro Valor
M 939 MeV
My 508.194 MeV
My 782.501 MeV
m, 763 MeV
Js 10.217
o 12.868
9p 4.474
K 20.862
A -173.31
Po 0.153 fm=3

Tabela 1 — Valores dos parametros para a parametrizagao NL3
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6.1 PERFIS DE DENSIDADE

A seguir, os graficos dos perfis de densidade para a geometria
gota, com a densidade barionica global de 0.02 fm™3. Os gréficos
representam a densidade de néutrons (n), prétons (p) e elétrons (e) em
funcao do raio para a célula de Wigner-Seitz. A regiao onde os dados
terminam representa a borda da célula.

0.075 [

Pl
E

0.025

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
r{fm]

Figura 1 — Densidade de prétons, néutrons e elétrons na célula para a geometria gota e
Y, =05

0.075

ol
]

0.025

8 10 12 14 16 18 20
r{fm]

Figura 2 — Densidade de prétons, néutrons e elétrons na célula para a geometria gota e
Y, =04
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Figura 3 — Densidade de prétons, néutrons e elétrons na célula para a geometria gota e
Y, =0.3
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Figura 4 — Densidade de prétons, néutrons e elétrons na célula para a geometria gota e
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Figura 5 — Densidade de prétons, néutrons e elétrons na célula para a geometria bolha e

Y, = 0.5
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Figura 6 — Densidade de prétons, néutrons e elétrons na célula para a geometria bolha e

Y, = 0.4
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Figura 7 — Densidade de prétons, néutrons e elétrons na célula para a geometria bolha e

Y, = 0.3
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Figura 8 — Densidade de

Y, = 0.2
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Podemos notar como a matéria nuclear na geometria gota se con-
figura na forma de uma regiao de grande densidade de barions préximo
ao centro da célula, que vai se tornando menos densa e eventualmente se
torna nula conforme nos aproximamos da borda, exceto no caso dos elé-
trons, que preenchem a célula de maneira aproximadamente uniforme.
Na geometria bolha, a configuracdo das densidades se inverte, com uma
regiao de densidade barionica baixa ou nula préxima ao centro da cé-
lula e densidades maiores conforme nos aproximamos da borda. As
densidades barionicas sao menores nesse caso devido ao volume maior
que corresponde as regides externas da célula.

Para fragoes de préotons mais baixas, no entanto, ocorre o feno-
meno conhecido como neutron drip, onde uma densidade relativamente
pequena porém nao desprezivel de néutrons “escapa” para regioes mais
externas da célula no caso da geometria gota, e para regioes mais inter-
nas no caso da geometria bolha. A fragdo de prétons para a qual isso
acontece depende da geometria e das caracteristicas do céalculo, como
mostramos na tabela (2):

Geometria Y,
Gota (TFE) | 0.37
Gota (TF) | 0.30
Bolha (TFE) | 0.29
Bolha (TF) | 0.20

Tabela 2 — Fragoes de prétons maximas para a ocorréncia do neutron drip

6.2 ENERGIA POR PARTICULA

A seguir, mostramos graficamente a energia total por particula
para a geometria gota em duas fragoes de prétons diferentes, Y, =
0.5 e Y, = 0.3. A linha sélida indica o calculo realizado utilizando
a aproximacao TFE, enquanto a linha intermitente indica aquele rea-
lizado utilzando a aproximacao TF. Acreditamos que o aparecimento
de pontas mais ou menos suaves nos graficos TFE seja o resultado de
irregularidades no célculo numérico.
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100
Qota (TFE, Y,=0.5) ——
Gota (TF, YP=0.5) -

E/A- M [MeV]

20
0.04 0.08 0.12 0.16
p(m®

Figura 9 — Energia total por particula para a geometria gota, com fragao de prétons Y,
= 0.5 (TF e TFE)

60
Gota (TFE, Y,=0.8) ——
Gota (TF, YP=0.8) -

E/A- M [MeV]

0
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Figura 10 — Energia total por particula para a geometria gota, com fragao de prétons Y,
= 0.3 (TF e TFE)
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Nas figuras (9) e (10) percebemos que a corre¢ao TFE aumentou
ligeiramente a energia por particula para densidades de até 0.12 fm =3
para a fragiao de prétons Y, = 0.5 e até 0.10 fm~3 para a fragao de
prétons Y, = 0.3. Esse tipo de alteracao era esperada para uma correcao
de segunda ordem como € o caso da aproximagao TFE. Observamos
também que as energias para a fragao de prétons menor sao bastante
mais baixas em toda a faixa de densidades, devido & diminuicao da
energia da interagao coulombiana.

Em ambas as geometrias, os resultados TFE se aproximam dos
resultados TF a partir da densidade de 0.12 fm~3. Isto coincide apro-
ximadamente com a transicao da fase pasta para a fase homogénea, que
analisaremos mais adiante.

Em seguida, na figura (11), exibimos a energia total por particula
para a geometria bolha com a fragdo de prétons Y, = 0.5. Diferente-
mente dos casos analisados anteriormente (geometria gota) o efeito da
correcao de segunda ordem foi abaixar a energia por particula para
densidades globais menores que 0.10 fm™3, incluindo uma correcio
particularmente grande para densidades mais baixas, na regiao de 0.02
fm™3 a0.06 fm=3.

100 T T

B0Iha (TFE, Y,=0.5) ——
Bolha (TF, Yp=0.5) ----—rv

E/A- M [MeV]

20

Figura 11 — Energia total por particula para a geometria bolha, com fragdo de prétons
Y, = 0.5 (TF e TFE)
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Na figura (12), comparamos o comportamento da energia para
as geometrias gota e bolha, ambas com fracao de prétons Y, = 0.5 e na
aproximagao TFE. E visivel como a queda acentuada na energia da fase
bolha faz com que esta esteja bem abaixo da energia da fase gota para
densidades de 0.02 fm=2 a 0.08 fm~3. Na faixa entre as densidades
de 0.08 fm=3 a 0.12 fm~3, contudo, acontece o oposto.

100
T T Gota (TFE, Y,=05) ——

Bolha (TFE, Y5=05) ----nnv

E/A-M[MeV]

Figura 12 — Comparacao da energia total por particula para as geometrias gota e bolha,
com fragao de prétons Y, = 0.5 (TFE)

100 T
Gota (TF, Y,=0.5) ——

Bolha (TF, Yf=0.5) -----nv

. -

E/A-M[MeV]
3

Figura 13 — Comparacao da energia total por particula para as geometrias gota e bolha,
com fragéo de prétons Y, = 0.5 (TF)
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J& na figura (13), fazemos uma comparacao aniloga, mas na
aproximagao TF. Pode-se observar como a energia da fase gota é um
pouco menor do que a da fase bolha na regiao de densidades entre 0.02
fm™3 e 0.5 fm™3, e um pouco maior entre 0.05 fm =3 e 0.12 fm 3.

Esse resultado é particularmente interessante porque nos leva a
suposicao de que, ao levar em conta a corre¢ao devido aos termos de
segunda ordem, a fase bolha seja o estado fundamental em ao menos
parte da faixa de baixas densidades, enquanto que a fase gota possi-
velmente o é em uma regiao intermediaria, o que é o inverso do que
se obtém quando ignora-se a correcao. Resultados concordantes com a
nossa andlise do caso TF encontram-se na referéncia (AVANCINI et al.,
2008).

Finalmente, em densidades altas, o estado fundamental da ma-
téria nuclear tende a ser ocupado pela fase homogénea. Quando isso
acontece, temos que a tensao superficial da matéria nuclear é igual a
zero, o que equivale a dizer que nao ha estruturas geométricas como as
que encontramos na pasta. Determinamos as densidades minimas para
as quais isso ocorre, utilizando a equagao (6.1) a seguir para calcular a
tensao superficial o.

> doo\>  [(OVo\?  [9by\>
o= dr — ) - =] - | = (6.1)
oo or or or

Esta equagao estd dada e demonstrada na referéncia (AVANCINI

et al., 2010). Rigorosamente, essa expressdo é vélida somente na apro-
ximagao de superficie fina. Na presenca do campo coulombiano, esta
aproximagao nao se aplica bem, no entanto como a interagao eletromag-
nética nao deve influir diretamente nas propriedades de superficie, ainda

podemos utilizar a equagao (6.1) (MENEZES; PROVIDENCIA, 1999). Na
tabela (3), damos os valores encontrados:

Y, | p (Gota) | p (Bolha)
0.5 0.107 0.114
0.4 0.113 0.107
0.3 0.092 0.098
0.2 0.087 0.086

Tabela 3 — Transi¢ao para a fase homogénea para varios valores de Y),
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7 CONCLUSAO

Nesta dissertagao, nosso principal intento foi o de explorar uma
maneira de prover um refinamento aos cédlculos ja realizados na lite-
ratura do comportamento das fases exéticas da matéria nuclear em
estrelas de néutrons utilizando o modelo de Walecka nao-linear. Tal re-
finamento provém da expansdo Wigner-Kirkwood das densidades e da
energia, e da subsequente inclusao dos termos de segunda ordem em A
(aproximagcao de Thomas-Fermi estendida) as expressoes utilizadas an-
teriormente em outros estudos. Este processo de adicionar a corregao
proveniente do modelo TFE aos algoritmos existentes foi a principal
contribuicdo advinda deste trabalho. Atingimos parcialmente nossos
objetivos, visto que, apesar de termos confianga no método empregado,
nosso algoritmo foi incapaz de produzir resultados satisfatérios para
fragoes de protons baixas devido a problemas de implementagao, e que
algumas flutuagoes numéricas nao puderam ser totalmente eliminadas.

No entanto, varios dos nossos resultados apresentaram maior
confiabilidade, em particular para a matéria nuclear simétrica. Obtive-
mos curvas para a energia que se aproximam dos resultados originais
(Thomas-Fermi), porém acrescentam a eles uma corre¢ao da ordem de
1-10% em grande parte da faixa de densidades. Encontramos tam-
bém os valores da densidade global para os quais a fase pasta deixa
de ser relevante e d4 lugar a uma fase homogénea. Nossos dados indi-
caram também uma inversao nas geometrias dos estados fundamentais
da pasta quando as corregoes de segunda ordem sao adicionadas ao
calculo, um efeito que nao esperdavamos a principio. No entanto, esta-
dos ligados as geometrias bolha e gota sao praticamente degenerados,
e uma pequena correcao € capaz de mudar os estados mais favoraveis.
Sera de grande importancia a continuacao do estudo desse problema
para determinar se de fato este é um efeito fisico ou se foi introduzido
por defeitos numeéricos.

Em nosso trabalho com o algoritmo, detectamos possiveis entra-
ves a ser resolvidos, de forma que a eficiéncia e precisao dos célculos
possam ser melhoradas. O principal deles é o cdlculo numérico das
derivadas e do laplaciano dos momentos de Fermi utilizados para o
calculo das corregoes de segunda ordem. Uma solugao que estd em
fase de implementacao ao final deste trabalho é o célculo analitico de
tais derivadas a partir das expansoes dos campos na base do oscilador
harmonico que, supomos, resultard em uma melhora na convergéncia
do programa. Outra possibilidade que foi tentada é a implementacao do
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célculo diretamente a partir das expressoes (4.53) - (4.55), no entanto
essa técnica resultou em problemas numéricos que ainda nao foram re-
solvidos. Esperamos que com a solucao desses entraves seja possivel
estender o célculo para fragoes de prétons menores, obtendo uma visao
mais completa do problema.

Além do aprimoramento do algoritmo, hé outras perspectivas
a serem exploradas com relacdo ao trabalho. O célculo das estrutu-
ras com geometrias bidimensionais e unidimensionais na aproximacao
Thomas-Fermi estendida é uma delas. Este cdlculo nos permitiria ma-
pear a geometria dos estados fundamentais da pasta em funcao da den-
sidade, um dado fundamental para analisar a ocorréncia da fase pasta
nas estrelas de néutrons. Outro caminho de exploragado seria variar a
parametrizacao do modelo verificando, desta maneira, a sensibilidade
dos resultados a mudancga dos parametros. Estudos mais extensos per-
mitiriam também a inclusdo da temperatura no modelo, a partir das
fungoes de distribuicao para prétons, néutrons e elétrons. Tais pro-
cedimentos ji foram realizados (MARUYAMA et al., 2006; AVANCINI et
al., 2008, 2010) na aproximacgado Thomas-Fermi, e trazem resultados
importantes.
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